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RR НЕ Ж ИЛИИ AR K KIP. ETER 
的 随机 分 析 是 现代 概率 论 的 一 个 主要 分 支 ， 它 不 仅 是 研究 概率 论 
的 许多 分 支 《 马 氏 过 程 与 扩散 过 程 、 随 机 点 过 程 、 随 机 过 程 统计 、 
ИЛЕ Е) 的 重要 工具 ， 蛤 且 在 许多 数学 分 支 ( 偏 微分 
ДЖ, ЯПАН. ЖОЛ Л) 及 数学 物理 中 有 广泛 应 用 ТИЙ 
逐步 渗透 到 二 程 数学 、 生 物 数学 ， 金 融 数学 及 其 它 领域 之 中 ， 近 
和 外 来， 国际 及 国内 有 多 部 有 关 随 机 分 析 的 专著 问世 .但 多 数 著作 
MIENE., TAERE Sre. KESER 
АТ fp 28 P ЖИЛ, T ERRATEN. ЖИП 
希望 本 书 不 仅 可 作为 概率 论 开 作者、 统计 工作 者 及 于 程 师 的 参考 
.其 主旨 部 分 还 可 用 作 研 究 生 教材 。 为 此 ， 我 们 对 本 书 的 取材 
作 子 精 必 挑选， 我 们 岂 问 题 的 形式 对 正文 进行 补充 和 扩展 ， 事 实 
上 ， 许 多 问题 可 作为 练习 来 做 ， 通 过 做 练习 读者 可 以 加 深 对 正文 
的 理解 并 拓宽 思路 ， 有 些 冲 题 是 相当 难 的 . 它们 只 是 作为 对 六 文 
ЖЕЗ. 

个 节 由 十 六 齐 组 成 前 十 章 是 在 作者 之 一 〔 严 加 安 》 于 1981 
年 出 版 的 《对 与 随机 积分 引 论 》 — É RH p3ETI EC ЛЕС Е; 
而 成 的 ， 后 六 章 反映 了 半 蒜 及 随机 分 析 理 论 在 80 年 代 的 新 进展 . 
当然 ， 取 材 是 部 分 地 受到 作者 研究 兴趣 的 影响 的 .下 所 是 全 书 内 
容 的 概 些 ， 第 一 章 提供 了 阅读 本 书 所 必须 具备 的 预备 知识 ， 其 中 
有 些 肉 容 在 有 关 测 度 论 或 概率 论 的 一 般 著 作 中 是 难于 找到 的 ， 第 
. 章 包 含 了 经 典 蒜 论 的 主要 结果 . 第 三 全 五 章 致力 于 介绍 通常 所 
说 的 “随机 过 程 一 般 理论 " А AS DUCK Ms Bl PLAY r4 8 
此 基础 ， 而 县 对 研究 许多 特 呈 类 型 的 随机 过 程 〔〈 如 马 氏 过 程 下 点 


1 


过 程 ) 也 是 不 可 缺少 的 ， АА fr DES BELA ИТ AE Gl 
理论 第 六 章 讨 论 两 类 重 时 的 一 致 可 积 蒜 ， арар О ЈГ АЈ 
Hu. 在 第 七 章 引 进 局 部 蒜 并 给 出 和 的 跳 过 程 的 刻画 ， 半 钠 可 氢 
蒜 以 及 它 们 的 基本 性 质 是 放 在 第 八 章 讨论 的 .第 儿 章 介 绍 随 机 各 
分 和 有 关 论 题 ， 它 无 疑 是 全 书 的 中 心 点 .该 章 包 含 了 随机 分 析 的 
HAEE, по 公式 , Doleans-Dade 指数 公式 , Lenglart Ед, 
及 六 部 时 ， 对 随机 微分 方程 也 作 了 简短 的 介绍 . 尽管 随机 微分 方 
程 是 随机 分 析 的 -- 个 重要 论题 ， 但 因 篇 幅 所 限 本 书 赤 能 对 它 展开 
充分 的 讨论 ， 好 在 已 有 不 少 这 方面 的 专著 本 供 庶 者 参考 ， BTA 
讨论 27-26 АЕА Д ЕАО ЕАК. 在 第 十 
#4, sg dE TcESSRTETHIERESIBUT WR. ХХН 
独立 增 量 过 程 的 经 典 结 果 的 推广 ， 在 第 1 二- 剖 中 介绍 的 测度 变换 
是 随机 分 析 的 一 个 重要 技巧 ， 在 该 章 还 给 出 了 半 靳 作为 唯一 的 合 
理 被 积 过 程 类 的 刻画 . 第 十 三 章 介 绍 了 拷 的 可 料 积分 表示 ， 它 在 
滤波 等 问题 中 有 应 用 . 第 十 四 章 研究 测度 的 绝对 连续 性 、 COPIE. 
近邻 性 和 完全 可 分 离 性 以 及 测度 的 依 变 差 收 误 . 这 些 问题 是 从 60 
年 代 开 始 被 研究 的 ， 用 半 扶 方法 最 终 给 出 了 它们 的 完满 解决 ， 第 
十 六 章 研 究 半 对 的 弱 政 伊 进 论 ， 有 关 随 机 过 程 弱 收 化 理论 的 预备 
知识 在 第 十 五 章 中 给 出 ， 备 机 分 析 椒 仅 提供 了 醋 究 随 机 过 程 弱 收 
伊 的 全 新 的 方法 ， 而 二 给 出 了 喝 精 细 的 结果 ， 人 全书 对 在 应 用 福 率 
及 统计 中 经 常 明 到 的 两 类 过 程 … 一 独立 增 量 过 程 扩 跳跃 过 程 给 于 
ТРН m WG. | 

EPRA E LAG ЧЁ Hd ЖИ BE 16,6 eg ЖЕ ЗС В Hc i LUC. 
[EL S Ж ЕНДЫ РЕЛ IATA AEMP TAEA E E О ЖП 
直观 痛 景 对 阅 污 本 书 当然 是 有 帮助 的 . 至今 已 有 许多 著作 是 有 关 
半 鞭 及 局 机 分 析 的 . 我 们 将 不 在 参考 文献 中 列 出 所 有 有 关 的 文献 ， 
也 不 在 书 林 作 历 史 性 评注 ， 有 有 关 这 方面 的 内 容 ， 读 省 可 和 参看. 
Dellacherie fii P. A. Meyer 的 名 卷 著作 《概率 与 位 势 ?》 (Probabi- 
lités et Potentiel) RÆ J. Jacod $0 А. N. Shiryaev 的 《随机 过 
程 的 极限 定理 》 (Limit Theorems for Stochastic Processes). 
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ДИЧЕВ Р. A. Meyer HS e dao 1 HP RU 
ШУТ. Ж ТЕЕ ЖИНИНЕ ВЕН. dei arc 
此 对 我 们 研究 工作 给 予 有 益 的 建议 和 带 助 的 同行 ， 其 中 特别 要 规 
ШАУ J. Azéma. Ва. МТ. C. Dellacherie. M. Emery. 
fe Ж ®-. hr Eyr. jJ Jacod. 155]. TE - le Р. Protter C. Stricker. 
Ld Ch, Yoeurp. M. Yor 5. АЗ XE p TE He a 
10 年 中 由 作者 多 次 进 授 过 ， 我 们 要 感谢 听众 对 改进 书 的 内 容 所 作 
ПАК. 本 书 的 与 作 和 出 版 得 到 了 中 国 国家 上 然 科 竺 基金 总 中 国 
科学 : 院 科 学 出 版 基金 的 资助 ， 特此 表示 感谢 ， 

本 节 英 文 版 已 于 1992 年 出 美国 СКС 型 版 公司 和 科学 出 版 社 
联 介 出 版 发 行 ， 
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о Ро), жег Р). 如 果 厅 引起 混 请 ,例如 , 设 了 与 如 为 了 
КЕРТ CA e C RMA >н оС 0: longe). W 
{4,) 为 集合 序列 . A. A A RRA O 为 单调 增 上 且 A= UA 相应 地 ， 
A, А GEROL OR ДИНДЕН. A П.А. CAO P] EE I i XS Lim. A, 
ЗГА, i. о. ] CAD FÉ) FERGE Alim, A. Tim, A, = lim, A, , Е 
COSS CAO RHR В ig fE lim. A, | 

的 一 族 子 集 称 为 口上 的 一 个 类 . 设 多 X OQ БА 35. A 
СП, ПИШ 2 ПА KAR IB 14: EC > |. E X 

„= ! UA,:A, € F}, = WA, A, € >), 
它们 分 别 是 包含 F 且 对 可 列 并 或 可 列 交 封闭 的 最 小 类 . 

Ek 为 8 上 的 一 个 类 ,我 们 用 so 人) 表 示 由 专 HEURE OQ E 
的 о- 50, Вр ч 的 最 小 c JER. БЕСС 0—0 О EISE 
A оС, ¿€ 1) —a CU. e rm. | 

iG H0 — B 8 25 [8j, £y 0 3) E 中 的 映 象 , 我 们 用 =(7 ) 
表示 了 在 如 上 诱导 出 的 zz- 域 £ 7100-0 C (A: АЄ а}. 8 gU 
E til —^ X (ies f EH gE 0 bE DE Ук g EAE 
fa St. АЕН FEIER CHEN й. 

BEC, Due X aen) Fo. xpo T € I, f, REOS E, 中 的 
8h ili o Cf C Do o(oeC fy. € D. 

设 实 ;为 人 上 的 类 , 1,2. 定义 

FF,= (AXB, AE FBEF,). 
设 лсо, x0, A ЖП, 上 的 投影 定义 为 
m CA) = {ж € 0,3 e, € 0, 1900,0) € A). 
A GLS9 0.01.2. AAAI B ES ји], 27, 与 o. BEL o- dic 
oF ‚). 

i f. tj kg PST UE ER 3k. / V 表示 sup в). f Ag 表示 
infCf£.go. Tj ft = fV0,f-=(—/f)V0=—(/fA0). 更 一 般 地 ， 
VY 与信 分 判 表示 上 确 界 与 下 确 界 . DUO D (Л) „ел -—- X BIB 
К, М.У. = зир... A. f. inf,f,. MO HI, IRC.) 0—06 0 LE 

e? 


HJ o-hk. $9 V icu = (LU) 6 А = (l. r; 

ERR FE. shi ELM sat; s Ak r OR sene. s<. 
Ur АЗЕ УП. M s bris 直上 还 进一步 音 味 着 (为 增 序列 ， 
XI sv {45 ИНД. ЕСУ XM SUELE A70 / (f, v D 
AR CL A POBRE DR). H /=lim, /.. 

Вн. CO. РУ ях — T US ZR [Н]. — ЛЕТЕ £ ВЧ 
"ed quay E| š J. BM RL RS L O2. P). p2 1.3 R Pp IK 
np £2 5t pL S mE 2 Н БУР} Banach ze ўні. Ho ay aq in 25 | š H = 


СЕЕ", 
Sl. 单调 类 定理 


il EX 00-8006 为 下 二 的 一 个 类 . fg C 2g т- 
Ж.Ш A BECS ABE ЧЄ, G PRH A JE, К 
DREH, | | 
HARE «, ACR SRAC e, 
121,64, A t ASAC, 
“ 称 为 单调 类 .如 果 ucc. л л А} доде. 
ЖК, ЮК С 同时 为 天 类 和 大 类 .或 癌 时 为 域 和 单调 奖 . 册 
^ Ap o. | | 
LE 一定 再 是 集合 形式 的 单调 类 定理 , 
1. 2 定理 bo ДОТ Ж. ес. 
[6 AARSE AN x осе; 
хосе WAWE. A Ж.Д ес yC. | 
WEB] 1) DI 6 Bg AZ ZEE O4 CT MAE a CBR РЕ 
Py aci. d 
Z = BE SI V AGC. BD лє >. 
ТУЯК. 5, &А-Ж.Ң се, ov! р S> 
з= Ве. V AC... ВГА Є >. 
Ши. ДЕА-Ж.Ң ЕС е v у o =. ,. A НҢ UU UE R38. F 
.3. 


Шш 


是 dE c- h, RA оссе) УСУ, 

2) 一 切 包 含 的 单调 类 之 交 P 仍 是 单调 类 ( 称 为 女 产 生 的 
单调 类 ). 与 1 的 证 明 类 似 , 可 证 >“ E л- 38. 4 

S0" — BE Ft BR c. }, 

则 多 "是 单调 类 , 且 多 CGC" ST SU. 这 表明 Sn ТЕЗ. + E: 
е P. og- 域 . 我 们 有 те). е, |] 

作为 定理 1.2 的 一 个 简单 应 用 ,我 们 有 

LIR 1) CO. PO — ШУ Jal]. 与 了 为 两 个 可 积 随 
PER В С 97,7 为 一 区 类 . HEELS |= E[ 让 ,有 旦 对 一 切 A € 
,有 E[S14] — ЕГА]. W| 

Е[2|0С) |= E[ |o C5) 1.2. в. (3. 1) 

2)4 (0, 56 2 Jg — up BE as Вр. C Ve A — r-38 E B nv 
为 两 个 有 界 符 导 测度 ,使 得 (2) 一 zit), 且 对 一 切 AE 笠 .有 
KAEKA), 出 限于 ol) ,py 与" 一致 

证 阴 我 们 只 证 10.2»? PTuEBRSEE HI. > 

wo {А € SZ, EEL] = EDI AT). 

则 7€ 3k 2-2, B H BE C9. 故 由 定理 1.2.1). e CAO CZ, Hi 
此 推 得 C3. b. O | 

下 一 定理 是 与 定理 1. 2.1)? 相 应 的 函数 形式 的 单调 类 定理 . 我 
们 今后 糙 经 常用 到 它 . 

L 4 定理 令 玫 为 集合 全 上 的 一 x 类 ,x 滋 为 8 上 的 一 实 值 
晒 数 的 线性 空间 . 如 果 on 满足 下 列 条 件 : 

1} 1] C.F; 

ПА, 2°, о, АР. S 有限 (相应 地 ,有 界 ) 二 1 Eo; 

HDAC ES] E. 
ku 和 包含 有 上 一 切 o Ce )- mad sc ade 

ШЕВ 55 = (ACO, LC , 则 易 知 到 为 大 类 . 依 假 
定 ЄС, 1.2.1), 20 = =. 

Ж š A eC60-n iip 3c fü Glue A AO RE 今 


ads 


` — — rm... Hh h kunka 1. miam — жын prm ` coni лла ила Rs 


Ш. 0e ^£. ЖЕ ЖЕ. Ei. EE 所 ,区 ,从 人 而 
=t- €. [| 
应 用 单调 类 定理 是 我 们 最 可 用 的 技巧 之 一 ,读者 应 熟练 地 党 
Hë e. … 般 地 .有 关 如 何 应 用 单调 类 定理 的 细节 都 将 被 省 略 - 作为 
-CMAR SE fp. ЖЕТТИ ЖЕ BE 1.4 ФЕНА oc ATA ER S — T1 2 
uj. 这 个 刻画 在 概率 论 中 十 分 有 用 . 称 为 Doob 可 测 性 定理 . 
1.3 定理 Z / A f ра СЕ.) АНЕ m е X О 
上 的 一 数值 丽 数 . ЭШ e BE oCAIO- n WESS PPR B Н Үр E L- 
n] qi [52 2 FEL BR л. fd e= h ° СВ pea =hF Go). RH е 
ч ЗЕН CT; Bg. pay ж К ^ m Ei CHE HD ER 
证 阴 ”充分 性 显然 ; 往 证 必要 性 , 2 
= ih f; AE Ec nW d. 
Jp. ТЕЕ НЄ. ЯА УС. ОСА, f i V. FE V 
AB. > 


А — {ш © E. suph ir) a ос}, 
п 


MAC. ОСА. H 
hy [| sup, Ah, Cr. cr € 4. 
lo. 4 € A. 
W| ^ ЖЕ cp E. wh /. WP C w. Р 2 
WÑ E HB 1.4 AATED. В DC oc. MERT ВЄ е. 9 Р 
cO Ch). Po Ia ° f € 2. pip ШЕН 1.4. 22 (uA — 0] т 
(ёз ГЩ РРА sk. ix ABH. ç рос /)- bp ШТЕТЕ E 
ИГА ER EA fE ^ - /. E eA Ут. ТИШ | gl 
{ R =h) ACA AC. o—A e f. 
ALEX a (f) "1 СЕРА EX «. Дф 一 arctg 多 为 af- 可 测 
kib Hell o: FEE L -A-a З A PS ^. 使 
Beh foo hotgh'. ША Е Елана. H 


= Гүя 


g=h f. i] 
9 2， 一致 可 积 性 


1. 6E X W Cf. 5 P € I, > — B a =s |]. € 
LA P.) ЛЄ І. p= (š, € DIY — kU FR És «ig 
lim sup | елар, = о, 
CI > 


r= + =>. 


TE CA; 有 PROV С.Р, д HERR, ,PP) 上 的 一 致 可 
积 族 

1. 1.7 定理 Vg GI PO. гЄ T, 为 一 族 概率 空间 ,各 зр} 
了 OPDELT C= (Ei EI = {з C I. 

DEZ 为 一 致 可 积 族 , 旧 对 每 个 C I. ELS ph Pas. 
у а 也 为 一 gx nf BU: 

Di EEL (CP) E Pp 1. Н supie E, |17 10, 
yn э” 为 一 致 可 积 族 . 

ШЕН DAH HENX 6 看 出 . 

2) a—sup;c E, 12,17 ] Wer fr fa] c0. RIS 


[12:257] = 


| I ap, < PHAD a 
e pig [5а] € C 


ШЕНЕ 1.5.20 5 —3x] BUR. (1 
1. 8 定理 TAF PMA- REZA PE A-a RREN E TR. 
CZJ), N IK 2 的 子 о- 6, WELE S, Der — SR SBI EUM. 
证 明 pS ELEI <, |, REFER] c2 0 RA 


Ре}; 22 с) < БЕП] = ELE] ¿€ I, 


T 
Ë 


| тар = | |Z JEP =< SP (7, > с) + | lË] dP 
ZEN L9 mel [12,78] 


«овце |. 16а. 


Её] 





' ` ` - тъ ~. = Fh. ' 一 £ — 
aj e 0. ó> 06. gel q dpa y Ü P | Ac z 
+. 3 4| 


= 


CELLA]. MAPS е € 7 .这 表明 (3 为 一致 可 积 族 . 


| 3, 

AX MPH 1.7. 1. (EL S] e D 2g TER. D] 

1. ER OG oV. PO. C I. A [аре cn]. 
o5 Pere I. | yi. АЕТ BU P H SS W 
a gri: 

Dac sup. E| |£ | | 

n fff ez. (éd 070. Hita — Uii ke P CA 8 ЛЄ.” i. di 

| | | |P, е. (9. 1) 


Ш m, sup, нир qipan a | | P — n. 
al i 
ERA BEE S AE. . 0.411 3 
& |dP, t PAD + | 14Р. €L 0D 
КАП 由 了 š ` 


A6 HRA RGR Bec ALEX (i XE— Є 1. 


| pos | 2, |a P; = P 


(co 2m ASN GE D Ue o= Жр Ий. 
完 分 性 . BRIED О ШЛУ. {ЕЙ 6270 HE б> 0- (EGER t 
DIM T. P МОҢ сс SB. ЖЕГП 
PUEROS ЕЦЕ £ 0, 
L 


lc. АРК РЕЈ 


АН Впр. [J 
1. 160 = AGO opu N A — Жо] Ж. lJ (Ç An). Ж 
dp RUB. 


LUZE (6 (Q. РУ p -可 积 随机 变量 序列 :为 
一 实 值 随机 变量 , 则 为 要 名 一 >&, 必 须 日 只 需 (&) 为 一 致 可 积 , 且 
UP |. . OI 505 0. э; О. \ 


Ea —š. 


证 明 必要 性 . LE, 一 CRIAM L каз аяка. 
AEF ' 我 们 有 有 | 


j i£ lap |, EJP + E[ |Ë. -gj О (41.1) 


给 定 s>0, 选 取 一 正 整数 N, 使 得 当 n>N ш, ВС, 6116/2. 
HAR 220,9 AC > 
euo «e| 1614р 5 及 | 1Р2, М, 
CT ER BCOLI. D.W ASF 
P (A) x дэу п, | 





JE | d P. == є. 


此 外 ,我 们 有 sup8[} 各 门 <o0. 故 由 定理 1.9, (8,) 为 一 致 可 积 族 
充分 性 . ВСЕ) — SERT EL. Н е, 一. H Fatou 5| i  E[ 181 | 
«зира |&,| ]«:co Mt € R, Н Се, — O A — Sici f PAOR 1. 100. E 

给 c0. Hd 1.9 知 ,存在 >0, 使 得 对 AC 
PC x; |2, — #|aP < e, n > 1. 
EUN Rk wR n> N, APOS, —ё@|>є)<8. FE, З н 
=N 时 ,我 们 有 . | | 
E[ |8, — £ |J= |. 16, — Фа: 


[6 —#| 
det |£, — #ё|4Р 
=< £ + £ = дє. 
这 表明 š, Je D 
— 8r a] #1 рЕБ E Е rp 8 26% ЈА О). 关于 一 致 可 积 性 
的 进一步 的 材料 可 在 本 章 的 辣 题 与 补充 中 找到 . 


* Ë = 


trime i ЈА а: lbr 7 


3. ЖШ LRA 


1. 12 УИ i CDU P W s= [Bj ..2 Oy BB BLUE ШЕ) 
非 室 族 . 称 随机 变量 ?为 :区 的 本 质 上 确 界 ,如 果 7 满足 下 列 条 
Е: 

D*Xpeupec.oec oH cy а.в. ; 

门 设 好 为 一 随机 变量 .使 得 对 一 切 EE o Hp Ex ass. , 则 有 
Yai А... 

т Н: НАЛ Б КТЕ. ДЕ СА В А 
Aika. s. FHSERT PI T BÉCHLAE Н 09 25 51D - ЗЕ HL ess вир + £ 或 
ess sup 表示 之 . 

在 上 上 述 记 及 证) 中 将 不 等 导 反 向, 就 得 到 本 质 下 确 界 的 定义 
GF gy dH SIDA ess infse > пў ess inf. 

b oca BB ЕНД. {ЛЛ E AIE Л ҮЛЕК Н ANSA L.C F 085 GER. 

1 13 定理 5020 AOLE ЕЗДЕ Be. OB). 的 本 质 上 
( posa E rr. R Ai :将 rRÉU 4 Жи] PF96308.) ,使 得 

cus sup.2⁄ = V f£ (ess infor = A š, y. 
入 进一步 对 取 有 限 上 (下 ) 端 运算 封 阶 , 则 (6 可取 为 фй 
дес йж НЕ. 

HEN 我 们 只 讨论 本 质 上 人 确 界 .第 并 个 结论 不 待 证 . 为 让 第 -- 

个 绪论: 不妨 设 党 中 的 汇 素 … 致 有 界 . 查 则 我 们 可 以 考虑 随机 变 
c DC — larctgé e€ 多) 此 外 ,显然 可 以 进一步 假定 :区 对 上 县 
有 限 工 端 运 算 封 闭 . эй]. (8 COC 为 一 单调 增 序列 .使 得 

limE| š, ] == supE[* ]. 
F= Vi EHE AOUC 的 本 质 7j t FUSS ERE X1. 12 
P IJ BS Е PF. ЖЇР и РН РК ЗУ. A TAHE AE PE D aR > у. REE 
CC minis. H hm., —7V €. 我 
UBE) 


El} V ё] = limE[ š | < supEL$] = EL»j. 
HF yV 2229, ERAR yV ê= a.s. „Ё 926 as ДЕЧ 
证 ， L | | 
LI 20,5 , PDA- W = H. ы ECF, Н «Е 
25 5 X — (o СЄ. ШН 1.13 Sh. YEXECCO CC ,使 得 
iue, = V Ic, = ess вир”, 
U.C, RA = 的 本 质 上 确 界 ; 记 为 ess supt. жн, OD Cc 
e, i 
Is, 5. = A Ir, = ess niet, 
П.Р, ЖЕ € 的 本 质 下 确 界 , 记 为 ess inte. 
定理 1.13 中 证 明 本 质 上 确 界 存 在 的 方法 也 是 一 个 有 用 的 技 
巧 , 在 本 书 中 将 多 次 使 用 . | 


Y 4. 条件 期 望 的 推广 


10.15 EX, (0.2 POOR BE 3E 2 B] E AF 的 一 于 人 
hk. 一 随机 变量 叫做 关于 多 OS о sn. QR EXE 0,€ Z.n, 4 n 
a. $. ,使 得 每 个 S To 为 可 积 . 

1.16 定理 “了 为 要 一 随机 变量 二 关于 多 为 了 可 积 , 必 须 目 
只 需 存在 一 从 -可 测 有 有 限 随 机 变量 97-0 а. в, ,使 得 65 可 积 , 

2) 设 为 一 随机 变量 , REGO СС, 8 UG, =0 a. 
s. ， 且 每 个 81, 关于 多 A о-н, WJ £ XUF SÇ о-н. 

证 明 1) 充分 性 显然 ( 令 @. 一 [32 二 ] 寻 可 ), 往 证 必要 性 . 设 
£ 关于 S€ 3 oon R. BRELEZ, О, О а.в. ,使 得 每 个 &14 可 
m.4 


NES 1 
? = 2; о" + ЕГП D e 


1) шава UNUw0.) 代 替 л, ига) n. + O. 
. 10 - 


Ш] 2-0 a.s. .2€'*. H £» nJ fH. 

234p Deos Ts {Р {ЕС n PEL БЫЛ ЛУН 7.70 а. s. i 
ПРЕ n) #1. 令 
NO 45, A 1 
MFG ED ET Ty 
M > a.s. .2€:7. H £g uf BI. H Dg ЗР o [Fi _| 

9h E -AF A BL ht z. JE LI PT PA А: XGA FE COE НН 9! 
ELELO COR ELE e — lim, E Ан 1а... {HEI 2 НИН 
i El Ene T RETE — FE 8: SE E LR Foo. 不 难 让 明 ELS [6 1A 
ns ОЧАТ ERT < с пр. | 

1. 17 定理 102 5—96 为 e 可 积 的 随机 变量:… 令 

十 
yi £6 ác В ААВ cfr LE S v. (a XI 0 AC cos 
Eill = ЕН]. ¿|7. l) 
RIR? KAERT ARRAZA ELI. 

证 明 ”无 妨 设 § 非 负 . è DEEN, О Elo 可 积 . 50, 
= Ef lo 7] a.s. BIG Peda а.х. p. ра. х. Яр A -- 
4 и[ Ж ҮН ha pl bt. 令 AC A 

El, |] 一 lim ELI. da | = lim E[7. I,i— Е|[1 ||. 
Jg рст. 1). ;H Q7. D. nin ^" Ela X Г BUR FH. АК р HE — 
War. Li 

EHEH ELE 1 oo a. s. CRI a [ejam R EDS | 
“рЫ а,в, PH TOR PCS ON o H TR. Hox BERE HB 1.17 中 
pz ЖОНУ ЖЕТЕ ВЛЕН АГЕ | 就 是 ELE i ]— k. se]. 

HJ TRE PLE SE BJ 3k PEELEB I PIE ht SA ЛО АЈ. px s a xp o- nj 
HUS ЕЗЕН И S FEIER AK К PET. 下 向 我 们 列 出 这 些 性 质 , 人 也 仅 对 
'| PFE лт 2 ШИЕВ. Hoz mp ug SH ИР sm aj n] Bi HL k: Ht |o; — FE E 
TE 

I.I18 ÆR UE 5.9 P MW TOS F 为 和 可 可 的 随机 变 基 . 

DATE SER араё ыр 5с AN o-ñ| TR. H 


T 一 


Е|аё + bg] Z == aElE |E] + bE[ 9/9 |] a.s. ; 
2) £57 а. 8. , UN 
E[ |Z) = E[9|*]a.s.. 
1.19 定理 设 随 机 变量 2,220, nl, XF H о- пр. 
DÆ E tias ДЕ ЭЕТ Jg о-в B {я slim, EL, 6] 
«co а.в. ,上 且 这 时 我 们 有 

‚ E[Ë|% ] = limE[£, |] 8.8.1 
2) 车 limé, 关于 名 为 o- 可 积 , 则 

lim E[£, 1227 22 Eflim£, |17] a.s.. 


1.20 定理 — 设 随机 变量 $, а. s. KAFE £X 

7, |ë, |< a. s. ,其 中 ?为 一 搬 -可 测 实 值 随 机 变量 , 则 
ELIE, — ES] a.s... 

1.21 定理 设 上 是 一 关于 多 为 w 可 积 的 随机 变量 ,7 为 一 

多 -可 测 实 值 随机 变量 , 则 27 关于 © 24 а-ин, НАЧ 
ELE] = 9E[£|** ] as.. (21.1) 

WEBB $ AEF, A, 1 OQ. 819 £L, BT BI. 令 BL LII gn. 
刚 BES, B, * Q. 4 n = A. B, W 0,6,0, ^ Q, B 271. 可 
#1. ën EF 92 Xpo-BDER. RAA СН (17. 1)) 

Е[29 | Ja, == ELEM 15) = o ECS] а.в.. 

故 得 (21. 1)、 0 

1.22 E ¿h ӘК. PRT 2 Bg T oo h, H C... W š 
是 一 关于 多 (从 而 也 关于 260 28 c- DIGG REEL M EL 12€] 
关于 多 为 二 可 积 , 且 有 | 

Е[2 |2] = ELEIZ V] a. s7. (22.1) 

其 中 EL S Ж |] ELELE e 11:9 H5] 88 5. 

ШЕ FEFA, tA, 1941.9. B (17. 1) Нр 
In ELEZ Jar gt, B ECC | 2€ 13 © Б o- BT IR. 由 通常 的 条 件 其 
EB UJ ЖЕЕ. 

El šI, |Z] = ELEn | 1] a.s.. 


= 12 + 





j 411 (21.15) 
ELE Hs = ЕЕ. 1] 
—E| Sla i” | €) 
=E Ja ЕЕ Ж С]! 
= E| E| ë| жср da a... 


mítico... [2 
一 定理 在 本 书 中 经 常用 到 . 
1.23 ЖН 55 NEHER AEH. B Sl, 35 ç Жра- 
[B 0e AGES M EZ, ET go np in. Н 
E| tae] — ЕЁ р) a.s.. (23. ]) 
ШЕН SL 关于， US a- np BU КВО. 出 定理 1. 
ES UC ЕГЕР | аз... 
A E| SI Тарни рс" р. H e. НЕН 1.22 
F| E [E] = ЕГ. ер = ЕГЕ [7] as. [| 
注 6 а. ШЕ AC. 8 
E EEJ = E| Epe а... 
НУ Ро ЕЖЕ ПА, A.B АЛ 
cc, pp... Ripspre— ep RBBEL А š {ү 
ELENG, |], — ЕГЕР ass. 


" 
j= 


3 5. 解析 集 与 Choquet ЕН 


在 本 下 中 我 们 介绍 解析 集 的 概念 及 其 基本 性 质 . 利用 
Choquet ВАПШЕ ЕСЕ Е -解析 和 集 是 普 
ñj u] WIR. 这 些 是 第 下 章 中 截 口 定理 所 必需 的 准备 知识 . 

1.24 定义 ЮЕ 为 一 集合 ,二 为 世上 一 类 . QB Wo 包含 空 集 
О.Е * E 工 的 一 个 铺 , 称 序 偶 (EE, O e. 

1.25 定义 GOFFO N-ARE ACE. FRA Hg -解析 


“13, 


ж.ш Жн PF Ik sz Е Ex F j — TEREC GO 
DE oa АЗА XS B dE F 上 的 投影 . 这 里 26 (E) ЕВ 
集 全 体 所 成 的 铺 . 
今后 ,我 们 用 Sr Oo 2 - TOYS H E X sr XL NE A 
AC. COF), WEBE F. ERACE. 特别 ;为 要 FE 
РРО. АНЯ F € > n Е 
1.26 EE ICE 9 ) 为 一 铺 集 , 则 
П). Cu CS), 
2).w C5 ) Sp ur] е пр A532 39. 34H]. 
EA 108g A5. (EE 2). CAO Co C9). Е, 
#4, 存 在 一 紧 可 距离 化 室 间 E, & H,€ СОЖ CE 20 MEIE AL 为 
B, fg F 上 的 投影 . S E 为 乘积 拓扑 空间 П, ESTNE ХЕЕЕ 
的 投影 映射 . 令 
C, = B, X HE,. 
则 有 | 
ПА, = Г1х‹С„) = NE). (26. |) 
4- B, = Г.В. Kx —9] А, B, E C709 2€ Ena 由 于 В, х 
HL Ep © (F OH ED a Bic C, € C G9 0C (E) 从 而 站 ,CE 
CFO CE). HCG DA YA, C «o (SZ), BB o C ) 对 可 列 
交 运 算 封闭 . 
RFE 为 和 后 扑 空间 Z. E, 的 单 点 紧 化 ,并 将 Z, CF X E,y43 F 
X(tEE) 视 为 同一 ; 则 有 | 
т‹ 2;B,) = Ú A,. (26. 2) 
HF ХВЄ (SF Qoo» Am 
>s. 一 之 NB = D 058, € (F @ OC GT. 
H 26. 2). UL A, € or (ЗУ), jx ak HBH cor Co РАИ, 
| 


21.27 定理 GE, E (F >= COS BRA BRE. CF X E, 09) y 
„ ]4 ` 


t. " "m. manaa ла ын 5. лі. nr ama "Ó ` 


^j Hoafe pi. vtl ti 
ox Qj) ( y C nx MG a? (27. 1) 
证 上 明 GAEL CE BE Л Уе y. y A EEn BUE. n ue difti 
л. ВСВ. M Dl... MUN ҮС C^ E ›. T W l E HE 
|. 2б. 
o6 бушу E Cr SO ow 6800, C ox G6 C9 €. 
ELA cv cO SD cu C9 Ce Y. Bl Fer] fr 
Box Ат CB, x AS] iB X AD € oC буе), 1] 
1. 2 定理 "OF. CBR TELE -RUES {EE [0]. WI 
ИА €or С ED A SIE БАН A 为 ,> -解析 集 . 
ИНВ E - 紧 可 距离 化 空间 及 AA"E LARA (E (2 
x Uo РАН ATE FSE LERE H кхе 为 紧 可 距离 
ир. 2 АЭ) GOTA EMG H AU EG К ERRER у A. 
HUKAS x CX |] 
i. 29 定理 ИР. O AEn AE E — Thi, WS 5 7 
Co 
Qu (m ут, G9) , (29. 1) 
证 明 лє Ge DEE- E ular JEET ER A 
£ (xy (m QUA (EDS ii f A Xa de F ТОА 2. 1027-10. 
我 洋人 
codo MO E G ux Go Y (C CE) uy (RO (GE). 
Ma i e Gor nom X (E) НАВЕ. 28.3 € c Cn Y. IX X 
Woo tor GOD Gx Y. fH ab PR IER De Co YC. COC 
02 6r Co ХӘ. 1. 
L. 30 EJE ГИК AABE AC F. Son (m DYA; 
Bec v. UJ £ 
ou (o6 D) AS sx (Ge ›[ А, (30. 12 
Hop oc DA EIE A Ln T ñ. 
证 明 СЄ. (| А). fefc "pm Bie nj F ACC 
全 得 AC fA LISSE. m T f E C » 


„|+ 


CF GS Y CE) Jas 18С'=(АхХЕ)ГС". ЖС = А яс Є 
(Sr) A. БУ ABESE), MJ ZF ZE — E HJ BE {Е.Б JBE] E 
及 B' € LFO (Kya H18 =r BO., HT (Ax EO B' € 
(G5 Y AX OK CE НАП B—zGAX E00 B D), АПВЕЄ 
„её (Sr NA) XB CO) Co C 门 4). 于 是 有 (30. D. [J 

1.31 Ж ЕЕ ОЕ. 0g — HE E. 为 要 C )C (=), 
MARRA H AC. A aco). 

ШЕН ”必要 性 显然 , 往 证 充分 性 . 令 

| © = (À € FUF) A € xx C )), 

则 ЖС. 由 定理 1. 26.79 为 о-и. oC CIC C». [7] 

1.323EXH R, 5 0 A — ups zs glos — 2 ( R ) , > = 
СК), x 35 993 QUK R EISE ec- 域 , 则 有 

DACA j, A (88) — a (27), 

258 x C. (99 Q9. 0E у Xx)! 

3) 对 任何 AEZ (的 90) ,4 TE 0 ERREA F- 解析 集 . 

证 明 КЕ, WRA КС Or C л (ШЭ), H T: eC 
=, = Cs СОР (EJE 1:31), JA fi ox (089 — o CT) 
《定理 1.29). 

ВСС. W B* € C9 Q9.2€ 0,C-e C7 GO 2 y. X H 
于 e C9 Q.D у= F XB, dc QQ С X CCo. C9 Q9 087) 
【定理 1.31), JA o CF > S98) CF 的 2 (定理 1. 29). 

3MRCK,COC Rig UK, = ВОЙ. A Kb nn 1). Ер 
A n PR CGEM 1. 30) 

(Q x KO A ax (Sr булж у=. Xx Y, (1 C9 69 2) 
=. (59 бо) CO f) 2€, 

由 于 E, YEER EB B Жек) — Y NK AC ox (S (буЛ), 
故 由 定理 1.28, CX KA # ERBE DS F-E. 但 A= 
U,[COX K, NALA A dE O „ФЕ E 多 -解析 集 . [| 

iE fE 1.32 *B R u[ Hi (E — RR u] 3563 # F BB ES fJ 
Hausdorff 拍 扑 空间 5 如 R 04035. 


*。 16+ 





k a 


fide fr X, Choquet fje. 

3З ЖУ Re- OW АВ а 对 有 限 并 М Ay BE А 
i ЫА. XJ F ny UYTU X. ñ: R pI (rci рЫ 7 OX 
F pf POM FE. UR Aii Кай flt. 

DE Y appe . un 


AC B ICA uu PUB. (33.1) 
HIZ M h rE. EN 
AQUA ICE) Sup Cl); Cas. 2] 
HIM А F ez. Ыр 
Au € cr. AL RECS co inf P040. (33. 3) 
V r A FR JJ FCRI RBS. UI 
PA) = sup FUR) . (33. E) 


I.34 引 | 理 LET Di F LHI Che quet c TEHE MM iB + 
mnt I AY. 
HEBA T7 E = mi r LEA o n PODO te 
3 D MERE BJ aA EE CDD ЧЕЙИ 
SA ha. do Enega ” :]. 


1. UJ А. du€Eo. nm | 
HJ <É FPS TOME I een u MEI t HR n. GAL, iN RO 
lr. dn. Erubc33. 45. F1 3S up BH. xd dT fup as UY f£ BE s uino 
Vo FE), 

Bue LIC, HI (33.25. FE f Яя 

[id — AeA OAG —- sup, ZA рә 

px fr fr ar. fii Te АГА w Pateta A HF 
іл р Au] — FO [] Aus [1.1.3 
—s8up,Z tl В 2m В l...) T t! s. 

FAC fe т Bd TAN ALL D AG ou. RORIS ME eR HL 
AME SSERGAO. C. fM — EJA .d4q 





KAN AL, П f Аш > a. 
4 B, Ni Ав,» B= YZ a B,, 033.1 IC(B >a. X B,€ s , 
| B.W BC. Hd (33. 30.108) —inE ЕВ, a. PIE 
Ш ВСА. ILI 

下 一 定理 称 为 Choquet 定理 . 

1.35 Æ RIEF ER Choquet 3-Е, HAE 
w (зе MEER Ј- ар. 

ШАН ЛЄ. 0.9), ШТЕТЕ S n] FB ш {К зн E RBE 
CGO GO, АУ (B) = A. хл E. F> E Ж F EAB ER 
象 . 0€ SEES RHEA ЖЕҢ O8 690€ (E) TAS l 5A on 对 
有 限 交 运算 也 封闭 , 目 有 26 ARQA Ea 对 每 个 HCFX 
Е, | i 

ЈНУ = ' IO FD), 
ELF J E. F> E EKI Choquet 262888. ЫЗА. MERGE S. 1.33 中 
AHER D д H). Ж F НЕШЕ т yu), 

令 H=— U (D, xC, ек, Жн D,€ Sr ,C,€ (E), ШЗ 

ША z€ ey PRERA Ct KEO DHU S (r) XCRIBCXEO.HC 


Шоев CG € OC CEO . BUE ( B.) C € HERR. 2 > € 
zin CBO , 则 对 每 个 4 存在 CE 2€ (EX. Bldg CU) ED ПВ, 
= (ri XC. H FB, ЖИБЕ. M CC, y JR SA IE. Мар C, OS E B 
FERTA, EEA ,于 是 
({х} X EX ГУ (ГВ = (z) x ГС, = @. 
ИЖ rE z( Y. B.). REB ПСВ, Се D.B. 但 相反 的 包含 关 
RIERA 
NZE, = =z((1B,)- (35.1) 
由 于 BOES, z(B.) 4 由 (33.3) 我 们 有 
INE) = EG (B0 = KNB, 
| = inf. GorCB,) ==- inf JCB,), 
.18 。 


Ш zi €X 1.33 qoam EE m Go М] J mW v" 
оше! A- а E. 


Н. 
HC Є. 


于 是 /是 六 入 五 二 的 


-BE NTIM 34 dH. HOS J 
Üo-nQUOCOoUuq itd 


A) Ti- AEF) 


-H BAY 但 [各 (35. DA 


— вир o dC 
— аир fiai OG 
E Tat "a 


no sup ADO, 
ur. ge 4 


fiii £p ZA SSUP Q6 AUD Eg {ү 


ICA) = 一 хир I+ БУУ, 
Шы GTESQA 


jA АНА AtI-mBpYEHS. [^ 

f Choquet ig BB B8 — Tog 9 uz И. dE TIT HELE BH TT t] == n] 
й M HJ... -解析 集 是 Шш. HJ. 

这 (为 一 可 测 室 间 ， СО. 2 F AB ЧЕЖЕ A DK. 对 每 
PCO JR] v" n m P зб t. WL 


M 2 эр 


EERE 


E E D 中 的 元 素 称 为 普遍 可 测 集 


= 
E 


Д 


ОНЕ УЕЗ UP SET EBE MM HEP. 为 定 备 - 则 


1.36 ЖШ (0.5 Xe пр й]. DU fy 
с^ ) C ox 


— dí). 
正明 РЄ A 
АУ = „int гч | — £f, 
tE aik d PL РАЈС hoquet - > -FRE H Choquet x38. x4 — I) 
е бе D AGER SS um 
OM) == „ SUP ER). 
naa 


证 SEE fpe: v 是 任意 的 : AC T 


1х НН AQ TS, 
ГАЗ E Cao GU yc. 


- M 
= , 1= азо 0 rige ' | 
+ III] L bo E 1 " "E 


* 19 = 


9 6.  Lebesgue-Stieltjes ЖЯ 


1.37519 ita (GO HR, b —3E fot Xe EE НЕ PER CC He PF Bz 
Боо), 4 | 
cO) = Ё.с) > zl, £ ÉE RL. (37. 15 
y co R. EIA dre SEDIS ER. BE а) КҮЙ РА. i cC ` 
R. li| (соо, Di H Н (aoo) ==... а (t). 2 
а. G) —at(t-) == lima(s), # > 0, 


stt 


c (2) ебе у = limes) — inf isats) ШЕР} 
-attr 


= supíiíssatCs) =< 11, t = Ü, 
a(0-) =а@аС0). c(0Ü-) = c(0)_, 


则 我 们 有 
a (c_ (02) a. (c2 дг, E € Кү. (37.2) 
a(ctt)) 22 atc. СР) у 24, tr aloo). e. — (37.3) 


TERI. ИДЕ a 连续 , 则 对 一 切 га (оо). IB alcu =a(c_ COD 

一 Весе a WIER ERRI Вр a GO ti c GO НЛ PR: 
a(s) — iniit: c(t) > з}, s € R... (37. 4) 

此 外 :我 们 有 有 | 

| a(s) = supii; c(£) isi. s€ R,.- (37.5) 

证 明 ВТЕ КОЈ. 

下 一 引起 称 为 Lebesgue 引 理 , 它 把 对 增 函 数 的 Lebesgue- 
Stieltjes 和 分 化 为 通常 的 Lebesgue 积分 . 我 们 将 在 第 五 章 用 到 这 
一 引 理 . | 

1.38 引 理 。” 设 al1) 为 R; 上 一 有 限 值 非 负 右 连续 增 函 数 , 则 
HEA TRAE Borel 函数 / «o ,我 们 有 | 

N Ге Mda(s) = NE Jiel gld, (38.1) 


| Саа (s> = | | EACE Cu лб). (38.2) 


. 20) а 


HupoOO8IGT. Dag У.С р. J. Реа (ко = РОСО). ) 
| E 
— AER БСА. ДНЕ AGO S L... G). MH (37.5) 


| Саа (x) ala) = Supis (s) Шү? 


== | | 了 
00 | eel, 
=J fT ds. 

ТАХТ РЕН СЗЯ. Do n sz. 用 单调 类 定理 (定理 1.10. 638. 198 

(i FEE ff. Borel ER £ Br. БЕЙТ, B T {сб чс. G) 

v le nf BAI MW IH 85. 17 得 (38.2).， Í] 

上 一: 引 理 是 Lebesgue-Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 . 
1.39 IEE B/O gmn К. | рр T f Pk SER RUE E pR 

о ap 4€ A S TUR ЇЙ aE ТЯ т T AH PA ECOL 2E B BO - Шу о 


dix Oh x 


J(b)g(5) = у agla) +] fGdgG) 
й, 
+] gOc-PfM (39. 1) 


duty | Fodero = | feoda. 
Ж - 有 

证 明 RE | | 
df Gr)dgy) > 





Cp) fa са Б) — /(а)) = | 
| 
| df сойку) +. | | q f(r)de(y) 
i uu eant 


«| оао 二 | асо). daly) 
= | TAO = аав уә + | Тасе — gon d fur) 


Сою f 
= [foodg (s) 十 | god f G) 


27] a 


一 fGOLgG? — еба) | 一 galf) 一 fiaj, 
由 此 推 得 (39. 10. [] 

于 一 定理 中 的 (40.1 ) 式 称 为 Kunita-Watanabe 183, 2) 
将 在 第 六 章 中 用 到 它 . 

L 40 定理 Бас) 5А, EGIA BR AE ЭЕ pR Sr b 2 y K 
ctt} 为 R; 上 的 非 负 育 限 值 右 连续 增 函 数 . IER La COO |< /5(0) 
сд), EXE) o=: < <o, Ж 

la) асу xz Ab) — bG) Ae) — cis), 
Ид AR. EAE Bore! 函数 f. z 有 
| IOO | dao! 


| ЫГ , QUU 
xj. F аво] f e (shde(s)] . (40.1) 


HERH 我 们 将 用 到 如 下 初等 事实 ; Exec = “ЭЯ, H < 
0zs0 刚 为 要 对 一 切 有 理 数 4 q A-232A. 0.4528) H Н 


Wi vix. 
da dh 
全 == 一 — a f! I. 
ис) |. dais) | (D H eO 1047—92. m ED 
c 一 A iZ À 为 一 给 定 的 有 理 数 , 令 


v() = XbG) + 2140) +G, 
则 由 定理 假定 及 上 述 初等 事实 容易 看 出 ,wv A R. АЕ Ma eR 
Ж. 于 是 我 们 有 


| q, = = А’ + 2Àa' 十 天 н — a.e.. (40. 2) 
但 有 有 理 数 全 体 是 可 数 的 , 帮 上 上 式 对 一 切 有 理 数 六 同时 成 立 ; 因 此 ， 
由 二 述 初 等 事实 :我 们 有 | 
l| = ec, н a.e,. 
现 设 /.g ` R, 上 的 两 个 Bore 国 数 , 由 Schwarz 不 等 式 ,我 
们 有 | 
| P ск) Ск) || dais) = | леку) а (s) (dis) 


. DD 


<| HAGO] Sb (s)|g(s)| «e (к) амс? 
| . ЕН ү. 
«i. FOE Gd] | att бан 


-| Js fF аву |. din E (вас (в)! E 


Шы 与 补充 


11 RE 0 EA 38. AC") tg n C6 y 3 © 产 和 牛 
的 А-2 tg BA Ја, И! 

ПӘС) аә) MANH 

A B E «АВ C АС=); 

2)mCS)-oCCGD ЧН IM M 

A € EA C mE); A.B C АБ C mü), 

1.1 RA ARA EREKE OHMI. AFO BS SE, OE 
fet Q ERA ck CA Ei oC ROS БН ORR. fg 
ТГ NEA LE FUR FRU IHRER Е. 

D 是 一 线性 空间 ; 

НЕ 2; 

11130 f, А Р.О, f EL Sk IB ORB hc НЕ, тає 


iv) /. g€ Sf ДЄ ӘК, 

1.3 dior R0 БН Ий. HWE КРЕ. 

1). 是 一 线性 空间 

ile 2 , 

ios СРС, y 8 N f C г. 
Be X В — d TE RAZARA о ў 0 
oCF £ € 4)- 可 测 有 界 函 数 . | 

1.4 WEG, De A BR P] glas. 4g Ce I. 5 RAO 
到 К, А E 2 E LH o РЄ) рН СОНКУ. Ж 

* 25 * 


ÉD ра. | fr de T y — T РЕ FIL, E, Па "з ЕВУ - 
^ n] iu Sc (Er СЕН ЛУНЫ. 2 (IL BS C h : 使 得 ФА = ВФУ ER ES) 
If. Ф) — p BR es S IF: nd = GOD. 

L5 iO. ,PP) 为 一 概率 空间 ,性 是 汉 BET ос. 5 
ОЕ, ду арнай. 3 СТОЙ E 值 随机 变量 ,josr) 为 
— 2 ETNA REB 2 

Fm = fima). бө = сш. Ga), 

ЕЕ 6o RERBA RAB h Co. r) [4% 

Df -A rE E. ELF, | 6 一 下 (sr а.а. 

IDEL [С] С) =A Со, (оу) a. ѕ.. 

1.6 2 AEREE [i] OQ. .Py 上 的 一 族 一 致 可 积 的 随机 
fer. И ow qu L ca. Руан] Gub Re P. 

1.7 设 (6) 为 一 可 积 随机 变量 序列 : 且 名 一 ~e, ЕГ S, |] 
——E| :£| oo, ACE O — EET ER. Н ELIE El Jero. 

1-8 ix — ГАВЕЛ 9 ДЕ}. ИП 


limE| = sup | š; | 1— Ü, 
"oc # ушж он E 


1.9 i$. 4 P y. C I. — W W: sS [BILE 工科， 
P. Жр), r АЈ - Sr up RH АИ HH d £f. 4E — МЕТУ ñ 
Dorel gg y C GO Ah 33 


n) sup, E, GG D ] o, 
1.10 VECO, 为 ”概率 空间 ,为 之 的- 子 > 域 .46 
3 00 
DTE Г |50 | ess infi Вес: BDA}: 
25[ELZ4 |Z — 1 |=свв sapi BE BC Aj. 
1.11 i$ 为 (人 0. PP) 上 的 一 列 随 机 变量 . 2 
s lim,£, — ess infin € = lim, РСЕ, 77 32 = 0}, 
s limé, = ess supi? € 22:1, РСЕ, < р) = 0), 


=. zi F 


1) ШКУ uL slim, š, ШШ в lim, š. 22 п, a.s... 

2) z. EMI fcis li é, — aimi, = fas. 
TEE RU TET 

nf АЕЦ. P2... 
Bh pos ap ЗН dr: 

DE ess inf linpi ELil iE) 

2)ess її "7" [eT ux a hk 
E| € M ii 

ЗМ сБ MeS {р {ы EE 0.9 

Eli,- 8, V fotele 

бїз ZE ARO PO CR SRHRBU BLUE me y o 的 一 

Poeno ARES e HH R 2 ecd Xp Apes up Br. Ш] 
et E| TZ [8D m ЕГУ |, а. к., 

此 Jensen 不 等 式 . 

14 йб) УОП .Р) EAI- 9 BE HU Ht. ul co gj 
po " JUR uQ е0, £r (t ИЕШЕ E М qe diit 
es supELIE Ba bn] ene ass 

ТИЕН 条件 一 致 可 积 ). 则 
Ей, peia [ns 
M. {тї 3 А n] !. ИК 
B m2, jel НЕГ, ] : fim, E[£, ] « Ef lim, |. 
1. 15 T У,у. рр Thi. XP FE v] GPR 
Wd {ШП РУ EOL A GA a. Э 


# ЧУ y) ТЛ, Уң, 7 


гүр 


НН ТЕЗ i = (AM inf: E[ š |: n 





blab 


J. 16 这 (六 ы. I XP ЕА j| Choquet. - frr. d 
PABA E LAI Choguer е „ЕЙ. 

1.17 Urat XR. bo o (BITE B TEETH E eU PE 
НУ {ТИЛ eg SE. UU] 





сс Ола) FE PERS 3588 Н H {М4 асо — 0 aGO TE R. 
LESE. 这 时 我 们 有 a Сее) M4 zea (оо), 

DeM EL e Col ЕЖ УНУ Ma GO XE R, | PER IB. 这 
ЕР сас) =. ECR,- 

1.18 ао) R, 上 一 有 限 值 非 负 连续 增 函 数 ， 则 对 任 一 
[абд a coco EI dE fà, Borel 函数 FU ,我 们 有 


7 (a G) daG) = | feodi. 
1.19 17 XR. b—dEÍR Borel рф. 且 局 部 可 积 , 即 在 任 


一 有 限 区 间 上 可 积 . а) = | оа c(t) 为 a GO ій 
E XA == (2.700) —0) B= r (C AL. Д B BJ Lebesgue 测度 
AE. | - 

1.20. Rahba RAS R, E SU dE foe SET РӨ. 
BCO ZO. BID E 03264] 8 


ай) а00) | f'dal) 
bir) ll bo) Ju bít 








| aldo Ct) 
ә БОг)ЬО2-) 


2c BL pk Te 


х АЮ. J gu Eh 9. HJ K ко. Б КЕ. 


pude 
Doch ÀS е ЦУЕ PH Riesz РВЕ. ооб f£ bus PH. E 
фр [е an hila. $ orhi ove " Apr PERE fi fie ВИ 
Жел T Š 6 85 dr g a bh РАП 


s — 5 


№ 1 
{ЖАНИ E HTAR ИЈАН 
|е. 
$1. Жа 

Khi] ABE -RE A а i ОП P) p Er. (к 
ИЕ Y т-у ВЕС V n€ N): Hn 
€ N 

2x А C C. 
(Au НЕ NOCT OVV A > -— TTE HELA 0. Br 


我 们 记 
Ju SE (BÉ ULSPAECX n € ЛЭШ ОХ), АФЛ АЕ SI. r tB 
Т iA Хах). cop BARLE ХХ, . ERO F-X& RERO n 
аан. Хх, hbo6 D) WI DU. 
21 М --[ F-AM AI ЫЕ PU X. n € ND BR AL F PF- 
F PERLE- FER. 如 时 对 每 个 nEN,X, пр. 
F| 其 | 


这 时， 对 一 ` 切 m Zn 20 
E[X, |5,1 Х,а X. m X. Ya s... 


ECX | = ECX, I ЕХ, z ECX, J) 
T 5x ЛИЙ DEUS TES iE 0g — RE HL) ЕТЕ 
." A n 


ul i. 将 X, ЖИЕ n КЕЕН RE ЖБ АЖЕ ЖЕНИШ КОТ 
财 徒 的 平均 赌 金 就 是 他 现 有 的 赌 金 . 因此 赌博 是 公平 的 . 事实 上 、 
鞭 是 最 重要 的 随机 序列 的 类 型 之 一 ,已 是 现代 概率 论 与 统计 所 必 
AR ro. 

ЯШЕР X = QC s 4 

FX) СЗХ) У, 0X0 —30X,X, X0 # > 0, 

显然 ,P'(X) 是 一 个 流 . 称 为 X 的 自然 流 , 它 也 是 使 X 为 适应 序列 
的 最 小 流 . 

BRIEK ERE Е FRF- Ek. F TRO XT E 

CH PR HEU AER C RR BD. 

在 下 面 的 讨论 中 , 流 严 是 固定 的 ,为 简便 起 见 , 我 们 将 省 略 学 
ЛЕЕ", 例如 ,下 - 著 简 称 为 堵 , 适 应 序列 即 -适应 序列 

HUE Жн. ШЕ X — (X,) 为 上 蒜 ( 下 款 ); 则 一 X= 一 (一 X,) 
ITR CLEO. РЕЗ ув щн ВЕ В ЕВ. 3 К 
gx. 

КАБЫП ЧИА TREAT S ER 175 
üt. 

2.28] “1) 设 为 一 可 积 随机 变量 . 令 X, — ELE | >”, ]. W 
СХ) X Em. 

2) 设 (5,) X — 3X8 En BE ЯЕ PU. ERES n230.5,. 与 
S^, ph OA WE CO ao FED. ADSROM EAS RR. ЕГЕ] 06 


0, Z0). lj CX, S E nze0) Ag C ERR. FR). 


3236 (š, D — Kh nir m) ДЕ f STAHL Bit £L E SR F9] SEE 8. 
£,. 1457, di sr. hH ХЕ нс, EFE, ]— 1621, ZEE llc Х = 


IE Tp L DER. ЕЕ. 
43€ 22Bg EJ ) RE, ) 为 一 适应 的 可 积 随机 变量 序列 an Ж 
аар асо. ELE, | 2] 0 (C0 220 СХ, 16 2900 3g 
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页 ph. КО. 
i i GLO А ar d Ar fp BB BL ЭУ. L 
P, UG 11 озш p. Pc, — 13 -— u 一 1 一 Ër. OL P =. | 
e: 
^, DIL NO š A. — | P | ^ 1 HN AN it. 


"n n | 
— Р 


САХ SS JUE RV EB 25 P А. 
2. 3 定理 П X— (X .Y- (Y, MS А Э ЛШ ХҮ 
(X +Y O WRAL XAY ALAYO Р. 
ЗЭД (X. X ERCDI h), f XR | - 32 1 CHE SEIS BA) e 
Ж. ptg T /OX On T BIG] /€XD СХ О Jy КАЙ, 
HERA l) p ER fEUEDD. - Arii el Pf 
J/OX,) = FCE[ X. | DEZ FOE[ X, pb v L0 


2) 
f. 


їз -Ar Mti 18 Jensen 不等式 
FE! Xa oe VO EUN, boul ass. (3 X 

apo. D ty DAOG Y АК. [7 

23.48. D EECX OA p gk. pco; qp КЕ. froxpET a z: O 
X. log X, пр BI. B € X. log X20 X РО ЛК Tlogo c 
doge, (r). 

DECA O AR e dE (A PLA CIA -ARO ҮЗ BERT но, 
IN PRO WC | X. UO A YE ER. 

И {ЧЕП НТС ax K ЯЗ K 3 L SE AS Зр. АДИҢ, U | 
lE fp PE BE 5. 

SEN (EN ШШШ "eut ТГ 叫 使 停 于 4F- 停 时 ) .或 
Rf %НЧ ZH RO — ЕНЕН ИЗВИНИ С ЕНЕ! ле 


Te fees 
— IA € nA 
ER. 2s BT 前 事件 5- 域 . hd ERA [Ë] 


. 29. 


SV. = IA € SC u. n 06 A П [T оре %# 1, 
by DL. ЖЕН T A Fenaj T= (о N) ЖЕ], BS у= 
Fn ФТ OA BERE S ШЗ йр nl T a 也 为 停 时 . EE 
"ER Б СЕ ОЪ Y T BULL В 07 RR A, 
Ia RE SE z EETU 2] B9 {& Б. 停 时 的 特性 就 在 于 事件 
“жн я T CARE RREFERA or 为止 的 全 部 历史 .而 与 
任何 将 来 的 信息 无 关 . 例如 ,假设 X, 上 志 示 一 赌 徒 在 时 刻 的 周 
&. = ,— a (OX. Ka). 该 财 徒 有 权 选 择 停 止 赌博 的 时 间 . 但 是 作 
出 是 下 停止 赌博 的 决定 只 “能 利用 到 时 刻 * 为 止 他 所 获得 的 信息 
显 见 ,在 时 刻 п 他 不 知道 任何 将 来 的 结果 和 + 和 所 以 ,他 
所 选择 的 停 正 赌博 的 时 间 必 须 是 一 个 停 时 . 这 也 是 “ 停 时 ”或 “可 选 
时 ”这 些 名 称 的 来 源 . 下 一 定理 提供 了 一 类 常用 的 与 适应 随机 序列 
相 联 系 的 停 时 . 
2. 6 定理 。” 设 (XX,} 为 适应 随机 序列 ,BE 58 (RO S 为 一 停 时 . 


令 


Тш) = infínin Z SQ) Х.б) € B), 
Ш| T 为 售 时 ( 按 约 定 inf 2 = +o). 
esI, T —inflnz0X,€ Bf. 
证 明 对 每 个 nZ 0 
= n] = ÜS = 4J, N (X, € pJ) [X, € 8) € s. 
因此 ,了 AF 11 
2.7 例 ”考虑 独 亲 重复 试验 ,每 次 试验 有 两 个 可 能 结果 ;成 功 


或 失败 , 即 令 
x — LEP п IK AS ВУ, > 1. 
о, п PX ТА ЕЙ, 
ERO OAC OWJA Ай. — 
©- T, = infin > 1;,X, = l}, 
Ta, = infin ТГ, = 1} nz]. 


+ 30» 


Bu] 了 


KAS н ТАКО РАЧА ЙН] ЇН]. di tX. gh a] А. dob un 
(u Түбү ЧО, (Y ОАТ HODIE. JL iuf ayata. 
定理 СХ) Эй. M. npud 
sU. р BEIM. X o Ф.Х, Сео) Ху шне) ot Q. MM X, 
No. ufi. | | 
ШЕВА Wb BEAR, илл, Шү ` 
[Ar € e B, i ух € AIN T = þh € 
Xp E KIQ =a] хер Y — ni e 2 
AH XC BUCO F. EX. Жуз o, npe. С 
2. 9 定理 GST APRI. CSO Вр. 
AS. VS 为 停 时 ， | 
NR > "ALS П АПС Тес. 
Теля QUE ү, 
47 ü AC UE V 
Sa cm SIL Iowa. 
HJ Aa Эр PRA PETS 8) A EARO H з, NASN 
|. 
НЕВА Dh РЕ 
Г À шш ni =— uj Se < na. 
| Y B, uL Hc == Cubs, ы п |. 
ле ШАП: 
А a 


КЕИ: 
T: 


Пр Bel 
Í] TT н Ад 1 
A ANIS 


z, {{ 
08 n nb AET — n] € 
F le. [н] МЕ Ш л 
Dog. 45S ERARUR. — 17] 
2. WE XOA- eL ROST 为 两 个 有 界 停 时 . 
Г. 
ЕХ, шжу! — Хуш Ay A, S, . CIO. |` 
МЕВА RUE L OMS. De Гын. ELIXHI Te SELON! T. 
Aun N X. npEL y ACT. GIJE 





An[s=jlnrr> ile s, 
首先 假定 了 一 8S 拟 1, хр СРЕ, RTA 
| Xs — XpdP = >| | (X, — X, dP > 0. 


Ans 9 DP 
对 一 般 情 形 , 令 R = T'A HD. j=l MET К, 为 停 时 , 且 
SER EemRQ—T.RQ —S= 1, R,  —R 101 = =a — 1). 5% А 
EFs WAP, St я, AEF g GE3B2.9.3)). 利用 上 面 已 让 
结果 得 | 
| Харо | Х„арР >> | Хар. (10.2) 


但 由 定理 2.5,X, A 57. np NI. H (10.2)28(10.12. [| 
21138 Хх, — ERT AiR. MA 
E[|X7.,| ] x: E[ Xo] 十 2E[X, 1, (11.1) 
ELIXrirr ll = З supEl |X,1 J. (41.2) 


ШЕЯ HPX. OA FW, BL 6382. 101 
EL |Хт„} | = E Xera] 2E[ Xr, ] x E[ X.J + 2E[ X; 1. 
此 即 411. 12. 于 是 有 
Е[|Хг т< al | < Е[Х„] + 2E[X; ] < 3supE[ | X. | 1. 
A 一 2 出 Fatou Ч 1 4&(0(11.2). LI 
定理 2. 1035 Doob 停止 定理 的 一 个 特例 (有 和 界 停 时 情形 }), 它 
的 一 般 形 式 参 见 定理 2. 35 及 2. 38. 下 一 定理 中 的 不 等 式 (12. 3) 通 
Ж ЖЕ А ЕЛАК Азр XA. 
2.12898 ‹Х)Ы— E880, Wer (Efi 4770, 我 们 石 
AP supX, >= A) = ELX, | -| Х,аР, ` (12.1) 


[ ssp X, A] 
Е: 


APGnEX, == А) < | (— XOdP, (12.2) 
nu E 


[ in A QM 
APGup]| X, | 2 А) < E[X,] + 2E[X; Ü. (12.3) 
nk 
证 明 Ж T—inf(nz0iX, 2A) Ak, WJ T OSEE H +E 
“ 32 * 


[supX SAJ Ef Хус: fg[supX Al E T =k. 于 是 市 定理 2. 10 
E[X lU: E[.X4] = | | 


| ~ qr ` А! 
nne ^ 


NX. P + | 


і snn K, 
rat 


f Xd P 
zs AP supX, 2 А) 4- | X d P. 
ac. Ё " pup, ^| 


СІ. D. 同 埋 可 证 512. 22. 4H€12. 10 C12. 20 P P4CH2. 32. 1 ] 
2.133& СХ, A-k. E ELX eJ WS (f AT 


Pisupi A i c А) x TE[X 3, (153.1) 
"n È 


Ci Hp Kelmogorov 不 等 式 . > 
证 明 由 Jensen 4 3350. Ap- O неф 
ЕХ] ЕГЕХ, E jS ЕХ, c, 
СЕХ, sas АГА. EIS EUER А АЛЕ HEATER 3CCO2: 2) BJ (i 
(13.11. |] 
lif dz f PIEN HE OR SET REFTER. ЭШЕ. Ж СТ — 
We o Т ЖЕ ДУ. 
BEX SCX O A MEELT УЦ. Laos A- A [н]. ® 
du-anfis 0; X. ч\. 
T — infla о. А, т бу, 


[NET 


t 
Lr 


Tac infir ГА, 
Tua нан T Q i, 
CDS a r O fej L. F]. Tae Соу gp Ж X. Co, 
X (ao) Xer, teb LEKA e ^ [; ҮК. REJA LN OI АК 
FOX Ne XO L E| Q PIANA S. МЫ SR ft 
АХ Р А ТЄ а 
Mal C7 X ei nn uo np ml HLSE ur. 
2. 14 定理 PUCXU A -- dp ЕЛУ] N Z L. ZU. {ү 


PQU/TXN T mb Dom y ENX, =a peys sd. 
— | 


(14.1) 


"3'1 
+ ол * 





AE 
Ху F$. BD Nl kel A 
РОХ.) > ky SEL — а) Кык], 


ELU LX, NT 去 ЕХ» — a) d. | (14. 2) 


(14.35 


EDU PEX, NJ] x ECCS ~ a)*]. (14.4) 
WERA CX.) A ES. ДЕНЕ 02. 10, 对 站 他 9, 有 

EL Ar, Ku х K r, ку} m 

m EL (Xr el^ TÄT, e^ м) ur, SINT. pyd Hos) ] 


>= ЕГ (Ху Mp, + (БЬ—а)хзть,) O4 5) 
H CELU. XN ее РЫСМАМАТ lcu. 
[Х.М J-«k].Cl4. 10g 24. 50 45. 18014. DS BRA 1201803 
n] 4814. 2). | 
SUCK, A PR. ШЕН ЖЕНИЛ. 10. XT kl 有 
0 =F Xr. NM 
ЕХ. ANT Хт км) О exer g Hiner] 
= E| (b— Xx Ж ] ЛГУ] 十 ë qa Mr ud 
=EL lam Хт, gwar F (ball GJ. (14. 6) 
H[U2[X.N ER&JCEN РТ RUP SN Ta CU LX, 
Niek] O4. 20 0B (14. 6) BU (B. 将 (14. 3) RE BEDAE p> LER Hl aT 8 
(14.4). O 
最 后 .在 下 一 定理 中 让 明 Doob 不 等 式 . 
2. 15 定 理 оо Зк 4 X 一 supX,, 则 有 
EI X ] = 一 - (1 + supE| X, log“ X P. (I5, 1) 
iX" |, < avo o (15.2) 
Жєн р>1 д ус; 1у-—{ ЖЕЕ: "ES P.L 
证 明 EO AXI —supX К ФО 为 及 E REOR 


"од * 


TOU AH mo LOIR NL 


ЕРНИ РӨТ. Д CO — O.H Fobini РЕ 617. 2 ,我 们 有 


т” 





АФ! Aya P =- | PON, ш. АМФ 


EPX; 50i — Li. 
E 


" | d] OOO XAP JDA) — E| xi | * ФС) 


' x a! А X. "al р L. б! T ^\ 


Ў OG (А -135°,{11‹15.3)48 
E| GY% -- Di E(OX; - |)! |] ECX dog! X,' `. 


Шу P loge » rz Xd E 0 mt, ibd p 


alog "b s alog’ a + 2. 


P iq fg 
E Xjdog' X, js; E[X,log? X, 34. —E[X,` | 
P 
HELD. D AL CIS. 52 fH 


E| X, , = - —— l `! sup Xog X, |». 


fii P АУ XC eC. вор & >o, HH Fatou HIGEC. 1). 


WES Depe ФД) АЛ, р> 1. Ау 
FLUG) ss EL, (GO — gE| X, (CR 


Ax il Holder Д: Me HYO TE SR (р dg рф 
F| CX, y! ; EL. qCE; ХОРО ETN y], 
HUECS. 21. Жар Х„ dz de ,于 是 有 
ë 


È 
(Хг, ш УУХ, Dx 


п |. чы. 


fr Cl. D Mj СЕХ, YD ”大 除 . quii 
|| X i| =. "Ж, x tf supi X li 


(A) 


i 
' - 


(15. 


Cli. 


(15.1 


(Là. 


4]. 


3) 


b? 


C15. 8) 


H PX: АХ fts. 8)mo &—-cc.n Farou 9|xmigcs. 25.0] 


2.16% ШКХ). р>1 0 42719 —58 Hc E ГӘ. Jul 
| sup LX, LL, < = qsup[X, les Ñ - (16.1) 


852. 收敛 定型 


| 2.17218 RE CX OI — ER. hu RsupEL X, ] oo (sk фар 
地 ,supEf 1X, |]«ee. HA EL |X,|1= ELX, ]H- 2E X 7 J), Bl] 4 н 
= оов, Х,а. х. Ur SiC — Ар ВАЕ X... # (X, 3 3F A | 
$2, ШТ 220.9 `. 
EX |# | X, а.з.. (17.1? 
WERA ії а.56 0, ach. b UOO СХ), E F P [Н] 
[a AIAR S BLUT CX) — lim Х N ]. cH CLA 2 ,我 们 有 


EWOO] jsupELCX а) Js -Çat supE[ Xy D oec. 


qd Ht U5CX уос a.8.. “> 
We ~ [lminfX, < a, limsupX, =< 5 |. 
W= U W,,. 


apu 777 
HFW CILE ED) 一 十 cc 上 Mi POW. 2-0, M ii РОУ) 0. £ а) 
& W , Milim, (6 y {р ТЕ, i A X... (m) оС И, X. Сш) = 0. JF 


B. X, — X . (H Fatou 引 理 
|^ E[IX.4] << supE[ | X, |1 < оо, 
Bp X. A nj. 
ME CO ETA P| FOE EE fof 2n A 
E X E x X, a.s.. 
4- уроо, H Fatou 引 理 得 (17.1). L] 
2. 18E i (X, — HEW. MRX, РТР 则 存 


在 一 可 积 随机 变量 X. e X, ХН RIO . 
* 36 = 





一 " == . на apm h У, r 


F| X 
[п OX ) 


|. LBS ‚| 一 一 AX. { 
-gk u] 
Hue 17.X.- eX. 
frERAESICIS. 1). C18. D R 

2.193 jy W- 


] An E 5 es, 


HL BH 


IT, WupEl | 


H T 650-3 np Hur my 


DAS.) a.s... 


А. 


aos. РАНА. 
RLW 
TIPLA DL bs 


Зу 2 
"d 


TUE GRAE UV. MEIE a MU À 
ЕГ Jan — E[£ 1,7" — ETEF, 

HPE уб Voy ,- Ji 3.08 -pa 

2.203 IXO A Row ЕТА КВА. A 


= — — - з, LL 
oM Xo рн. aX 


[X apo 

HERR НІХ. 7. 20 HI 
A ах. {ЧИ їй F ERCIX, 
L^OX XX [ESRA ЭУ”, ke IH E 
ОО, | | 

Fo EPERE F 52.18. 

2. 21E — 设 导 为 一 可 积 
RILE -REBUBRBLAE E š. hit —4Д] 


um 


WERA — 0 4,— 


Ц HH 


S... 


VA 
“É la 


{1 ЁЁ 一 га — > Ç ` 5) 
E' š | " |: LEL z, M "m ' QA ALI Ж 





Ele, |Z узд N ninin £, m 
Mo 


(ХЗ НГЕ! 
MA H] Doob Ах (15 
d die aa Fg. X. 


"A . 
-E[& | 


ini z sa Tg 77 "supe, + ИП PM 


SET 


:upil X, |,. 


Ma PLE SEI YU. H E, =£ as. 


Hos Е | T | š 


s. t 
| = 


I! 
] * AX. ` Е. 
. jm niat. 
TE š | Z 


+. AI HSE 2. 18. 


Е 
zE a Е: NT 


(18. 13 
IC .C(EBBIL0 


ОНЫҢ, 
[ _ 
| + 9 — 


cp EI. 


_ -= "n 


[^ 


— 


l. аре | X |: 


CH po 


“Йу MM IS.X, 


).4j X ` £ 
eX . A uj 


i 
I. pul 


bo . 
| 2. Ë d. A. * 


CHR UE Lus l ad s 


Lt 


30 | fi 


ЕГа, 1-2.) < limsupE[515,] < Го, 97,7] а... 


| | ` (21.2) 
TE C21. 15 621.20 d m —0íf&8lmEL£, | 5, |= ЕГЕ. 5. ] 


a.5.. АНТСЕ [8] 59, D rap. H | | 
ELR | ]| m EL | „с ELE |-7,]  a.s. 


B CELE, | 多 .]) 一 致 订 积 , 从 而 由 定理 1. 11 ELEI F, ]—— 
ELEAF nl (7 mE 

HERIAU- N— (.,—2.— 1,0), À AE ру El 
gt. | | | 
BF е a4 ВО ой Е) Є №, 5С 
一 个 (多 ,je XR DERI ӨЛЕ I СХ, Hne REOS AIC EO йр 
果 对 每 个 nmE 一 和 N,X, SRL RA | 

EX,|5, J = X, (< X, 1) а. з.. 
2. 22 定 理 ” 设 (X,)se GM — Е.Я lim ELX,]<-ree, MI 


à. 5. sf! 


CX,2—3& n] fA. H X, 一 ... | | 
ШЕ RH 我 们 用 CLX N ЛАНГ» ОХ 2X aa , Ut eX. 上 上 
穿 区 局 [La ,本 的 次 数 , 则 由 (14. 2548 


ЕХ, — N] < ——E[(X, — a]. 


— й 


ФАЛ ОХ) — lim UX, —N ]. RHS 
г с | . ' . 
EUX) < — EIX, — a) "J <+ оо. 


由 于 U(X) 为 序列 (一 X。, ХХ.) Е [6 ол 
数 , 故 由 定理 2. 17 的 证 明知 XXa. з.. (注意 这 一 结论 无 条 件 
地 成 立 ,但 不 必 有 |X_.|<<o0 а,з..) | | 

当 n— — оон, ELX, JA A> -- оо. IK BERE A< оо. 往 证 
(Xe-w 一 致 可 积 . iH (E[X, 17, ex 一 致 可 积 , 只 需 证 (X。 
—ELX.L 56, — Ий. Р, БЕ СХ, ЯЕ БВ. Hog e 
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jx qe Hj OX, ‚ЕТП. | BEER X, =X _ a. s.. AK IH O PHI. 11. X, 
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Hd. [MIS S. = Fi E|. J). o 


HS ad! 
ë -> 下 [| [үз], 
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2.19052. 23 合 在 一 起 ,通称 Levy 定理 . 

TERTA F Е EB UE BH н A € E В. E JE: Doob F 
1i944 年 给 出 的 ,是 蒜 论 的 早期 应 用 中 最 梢 彩 的 例子 之 一 . 

2. 24 定理 ， 设 (cs 为 独立 同 分 布 可 积 随机 变量 序列 . 令 


X,— 2,8. nz, MI 
=] 
| Ха REDE] ass. 


n 

uEAH БЕЗЛ 

EI£|X,] = E(5,|X,] a.s., r£ le’ a 1. 
MK m 3] scel. 
Х. lS E[E|X,] — EEE IX] = ETE, |X, i] 
= EE,K o Xan Kapt] as.. 

A Ç = aC XI. Xu tu M HH # 2. 23 得 个 一 7 =Е[© | 
Г], BF Z€ flet, 5, 4.772. Н Kolmogorov 的 0-1 律 ,Z a.s. 
等 于 一 个 常数 . 因为 EUZ]= E š р.и Ja.s.. O 

КАЕ ОДЕВ Е STE — T ai tB. if 8 em» FH. 

2.259|ZB (0..5) X;j— nir np dl < [н], CA. y... DJ E PÑ. 0 
的 一 列 集 合 . 令 GC, lU sA) TEM Aj D. 的 原子 全 体 ( 妓 TM 
为 生成 OU. E Q ВАВА). ВЕ PP A UQ. S page T cog WI 
BE, Rl Pep. 为 其 Radon-Nikodym 导数 . 2 

P(A) 


7 ” 





X, == = PAS I A. | == Ü, 
. 0 m . aP 
( 依 约定 ,号 一 0D), 则 (X,) Сор НО CZ 0-0, Blim x, = $7, 


P-A. s. . 
. a P' 
iE BB 令 £— P ‚ ZA FI 


domm E| £1, | 
E[5|.55,] = =F, = X, P-a.s.. 
PIRE 





* jÜ x 


++. w... юзь. 


ПОТА САПЕ. H H 2.19.43 
ln. ЕГЕ | Von „|7 Еи є+— Pa.s.. [|] 
2.26 ЕЕ — OD 050 A n] p uf җе ar. (К. 
[CP LIP, "m ) ER 8 ТУЙ) 
1 È сн 


ны 
"а. 


GA ups 
Hz ip) np oM СВИ x — 17] 

Р Giera P GOW E WM Cc-u eg o. h tk G -- 

УР. {К EX OQ py: 


la £ E TEN 
X Gre BE ER] 


ce- nf MAY dF 63 3c (Le E 
dH €e E.X vo. X P X EF P, B3 Radon 
Мел gU. 

ШИН pA... AER Z^ Ba У. 我 们 沿用 中 理 2. 25 
IF. T 
Її" 01) 
| — МАЁ 

A Cert) 一 P. ( д1. (Соо), 
M X, Ars sos -nA РА EE НЯ A Cr "IP. a.s. 
а d - pi. d e 

| lim X, Grim) # gm reno pg. 

X (a.c) 一 , И 
LO. 其 它 情形 . L.i 
š 3. - 


E SRIS T u HH 
d PE po RA B E Eh. С 


ph REO p Sh Doob 4r. Riesz 
^r. Nrcekeherg ^F. 
2. 27 2E X. Кит 98) CX), FS F-nJ 38 BJ. 2n. ХУ 
n WW. EL APEE нз, goo, np. 
CAL. pM" " a R X| У н. Оз sn A a a.s... TX 
Ia A ио Au. РС, УФЕ A RJ RRR. r F| A. HZ. 
2. 28 定理 UE X— (X.) р-а. Х WE ibt Fj 
X, — AM = A. (28. 19) 
JU G2) S-— 98. CAD U u E R Fe. 
HJ Doob УР. 


il AJ ü. (28. DER Х 


* |] ` 


证 明 如 果 (28. 1) 是 满足 定理 要 求 的 分 解 ， М СА, 的 可 料 性 
БСМ, E PE n] 18. 
Aari — A, = BELA — ALL d = EUG — Xu ug 
= X, 一 ELX, p |, 1. 
由 于 4 二 0, 我 们 有 


= DR, EDGE ур, nl (28. 2) 


这 表明 满足 要 求 的 分 解 是 唯一 85. 天 一 方面 ， 如 果 用 《28 2)5E X. 
CAD ,并 令 Mo = X... 


M, = X, + A, =M + SOUS — EDU, Jie mI : 


WIX.—M,—A, 正 是 所 要 求 的 分 解 ， 口 。 
2. 29 定 义 ЭР EROGO Wi er fU im ECX, 1 0, Bl 


ГА: 
<, ——Ü, 


由 定理 1. 1159, IEP ЗОН — S RT PR. E. 

2.30:£ X.— UL X—(0X)0N— Eg. MEFE- 9 У = (ү) дЕ 
一 位 势 Z = ZO. fE Х,У, + Z,. MJ Sg X o Riez 分 解 ， 
X=Y+Z. 

I E gh X —= X JA Riesz 分 解 ; 则 其 Riesz 37 НЕ —. 事实 
JF R X, =Y,+ Z, X, =Y, +Z. a X 的 两 个 Riesz 分 解 , 则 (7,。 一 
Y,) Jig. Н 

— Y, =Z — Z o 
由 定理 1. 11.(Ү„—Ү, AR. 于 是 由 (18. D. x 44 nj 
Y,z-Y,a.s. .JÀ nmn toti Z,—2Z,a.s.. 

2.315E HH 1) 738 — ЕФ СХ, ) 有 Riesz 分 解 ， 必须 且 只 需 
lim EL X, J> — o». | | 

2) 设 CX,) 为 非 负 上 鞠 ,X, =Y, d Z, 为 其 Riesz 4#, OY 
2g —3E fü e. | 

DRX юир Ева, ДХ, Х.Ф 
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Y = EDX .| 4, = X, — Y, 
p| X. Y HZ, СХ, ДУ Riesz ү. 
和 证明 1 必要 性 车 然 . 往 证 充分 性 . [нт ЕХ, J> e, ,一 
М, 为 《的 Doob Р. MCA O aT BILEL A. Jaia Yu 
М. ELA. |. „|. Z,^E| A. -* „ ]-- An P| X,—Y,3-Z, СХ) 
的 Riesz ^p B. 
ЭЭХ 3g —dER Eh. Х,У, Z, X MW Riesz 分 解 . 则 出 
DETTA | 
Y, =M, — ЕГА |. Л 
—lim ELM, mu] limE| A, | 
= іт M, А, р] 
= іХ, | „шаб. 
HPR O | 
2.327 — CX 9 — E SRCBO . WEB SE DT: 
|)вир„Е X; |xoctsup,E[| | Xn ]5). 
2)OLO RT 5} JF CER J Krickeberg 分 解 ): 
| X, = L,— M,. (32. 1) 
ЧСР АДЕТ FRE ORO CM X — AE f. НБ. ELO X va. 
3 fl 1o] th СЗ. АТТА: е X.= 1L. M, REX. -- Hf 
(5 ^8 - B ERES н, Lu ELI M Ма... 
WEBB 2000 M SA. fEUEIo2— 20. INC X, 0 RE IE SA H 
limE| X, [2 —6o GR DD EE RIZ. 31 C7 X; УҢ Riesz 分 解 : 
| — X, S Y. +Z.. 
其 中 全 为 З. СИ) Ar uv om LS—X.— Y М, = — У. bli 
GLO EUER CAM.) I ER. БН. ЕГ 
Loc XI + Z, zz 0. M. = X | Z, Z Q, 
PEDDIE 设 X, — L. M. 是 又 一 满足 野 求 的 分 解 , 则 M, 
EAX, Mp E p 


M, = бт ЕСМ, 5 „] > limE[M, — 7 |9,1] = M 
由 此 即 得 L, = -X, TM, +M, =. [7] 


Е 4. Dooh m m 


fr 8 1р. A Y uEBJ SR I ЕЕ н AER O 我们 已 经 
对 有 界 停 时 证 明了 Doob 停止 定理 (也 称 可 选取 样 定理 ). ix 'B 38 
把 这 结果 推广 到 更 一 般 的 场合 . 有 两 种 推广 . 第 一 种 是 推广 到 可 闭 
Aj RIDE E ACULGE 3,2. 330 ,这 时 Dook f 1E E ERT 0) (5211 n 
立 . р ЕГ 9I RR ВА у LR. fH xt] Doob 停 正 定理 只 对 
МЕЕН n yr. a ТЕТРИ =a З ДОЛУ HI. 

2.333€ X, СЕ CX nE NO FEE BEAECB B: 如 末 存 在 
一 可 积 随机 变量 X..€.9 5... 4826 xp nE N.E[X. | 7. = X, 
(x X,)a. s. . XXiif CX, C. ND Ж U R BEA C EO X. BRAX н Є 
N) 的 右 闭 元 、 PEE 

Ha Жын Fa up 5g .— TAS PL PS I DL 2G ME 88 « — т 
闭 的 上 鞭 有 一 最 太 的 右 闭 元 ( 见 定理 2. 34 后 的 注 ). ha iE CEDE — 
up 2; Pp gl BU Зу — cap EUR. 必须 指 时 ,一 个 蒜 可 以 是 右 闭 工 蒜 .但 
ABI. 

2.3480 HOX n € N) — 9. AEX, Mri. 
NA SECXL ne N) жу рй. 

证 明 ERE. dX LS CX O ТЙС. RUD dg n 

X, > E| X. S J> — ECX, 1 J a.S., 
ХХ = Е(Х i „| a.s. 

d TX 1.2. D--Sup d. СХ (C NA) 也 一致 可 积 
о RA RA у ЯЯ ЕФ, Д] sapEL X, J<, H e FE 
2. 17. X,— K. a.s. :其 中 站. 为 一 可 积 随 机 变量 {ЕЕ X. ,为 CX。) 
HARE 8 AES, WIE 


| | Х,АР > | X. dP = [ Хар — | ХаР 2 1. 
` А ` A : A J A 


(34.1) 
+44 = 


. А, | 
H FOX; к. мез (H EABI.l1 BE 





X P. С]. 23 





г . 
imi А.Р = 
Mr = as y "E 


11 X. I ÀN o nos... mpm. J| Faron "| 
| XidP <. m], XP. (31.3) 


IB E34. 1) .jedi fr ЕГА NIPT EL[ZAX. .W EU X |97] 
А а... "m A. OCC [ |! 
Ж BEX O ртр LEL M En ug a] im X. 
A m... fff LX АХО. ER DX itd K BJ TI 
e £p Š XORA AT 0 
£ ЕГЕ lim EL¢ o^ ub lm X, = Ж, n.m.. 
上 “定理 是 ETETEA Ая Doob 停止 定理 . 
2. PN BEOCX,.ne NON BECELA. Л. UN рЫ]. 
|| Sa t W| X... Му PER. E11 f 
E[ Xepe] Ni NO as (35.1) 
iF RH ме NO Mh. RN SIS | Ge mM у, H 
DRG rea c vu'jRÍEÓSO.lesaes- L gps] K€ 
Ap HH. 19. 
X. —E|X Leyo aB., 


PRAES TS ou EST S. ] Gi 2. 9. 200. di ri iit f 


E(X. F.M. s c ELN do Му s 
(AX. disas CT Aala ү аша, 
ЈУ A R. А 
ЕХ osni — Ne ax, 
BEI ix ABI Xs u] BH йрн] Т dre) FERAE C. AAI 
F(X,07.] — ELE(X, i7 41] 7 ,] Е[Х 7 :1— X. ai 
WOX nE ND X ESI, S YS ELX. (o -Zo X — Y. Y. 


- 15 ° 


=X- K Z.=0,W|(Y,. n € ND ARROZ, On€ N) УЕЙ Ей 由 于 
Е| 7 J&E[ Z: 定理 2. 10), ñE iH Fatou 引 理 ,Zs P| EA. JA I X«— 
Y.--Zs 可 积 . @ T,—TI rc C 99) rons Bl i RE E82. 10 
Es E| Zr P à. 8. , 
Ах 5-5) ZE Zr [F Шә 
| =E| Zy [F s Hes] 8.8., (35.2) 
出 于 Zr, t Zr fEC35. 2) 4 n-= oo $i 
Z; Z E[Z+r| Ж | a.s.. 
{НАЛЕ e .Y = ELYr| Z slas.. ВЕ 
X. > E[Xr| Fs] a.s.. L] 
下 一 定理 是 定理 2. 35 的 加 强 形 式 . А 
2.36 AX n € №) HR Eh) S T р-н]. DM 
ELX Fs] = Xrns( Хрл) as.. (36.1) 
WEBA ”出 定理 2. 9.20 X Morus € A г. БН G5. 128 
E| X+| ,| —E| XH d- Xsvrlcres Eg] 
= Xr eres] 十 Xp 
=X ras A.S.» 
((X,) ФАН. SS — Se pk Sy. L] 
2.3769 ” 设 #$ 为 一 可 积 随 机 变量 ,S$,7 为 两 个 有 限 停 时 , 则 
E E| Ey Far] = EL| F ç. rj as. 
К ЭР —BRk EAH] Doob 停止 定理 . 
2.383ESB DRA., us Dg — h. S T ҖИТ Н АРЕН. Xr 
Hj f , n] 29 3€ 
Е Х|] = Xp. а.в. (38.1) 
Фя А 9 
limELX ir 3*.] = 0, а, &,, 
或 等 价 地 ， | 
lim ЕХ, X .j—0 | 
Giklim ВХ, Дога 857 = 0) са... 


46» 


"He RI. Башк. IX. dE £p 则 (38. 10 BR ST. 


УХ), ар LAST APR TOUR ER CRM. VS XS HIBA. Н 
Hm ELX, I roa куо a. s. УД 


E| Xr [> s] Хр 


- 


a. Š. - (38.2) 
Hea, ып ГА z a= О.В. 2) 5E or. 


МЕНН D xh d n. Ху, IH 237 БЕЗЕ НИ. 10. 6 
F| X... n | "ud " =#| Ху, a |. 4 SA a БЫ XT ММА 
ЕГХ, УУ, =lmE| Xo ul x] 
—lim£E: X4.,-- Жура iA | 
бла СХ s EDI) 
— Xr. m lim E[ X fir 
这 AKI В tim EUX dera ТЕЕ LC38. D ag v M EL GUN 
а.в. SERO DOE. ЖАПЕ Н ИХ u$. 
2 ra en ME. .| 
一 定理 是 定理 2. 353 的 一 个 十 分 有 用 的 推论 . 
2. »-- OL W RCL BOT X РП]. EL 
ЕР. PEA EE CAEI o ноо ELTH N 
El! |А,. | ЖХ „| |. 
H| F| | о. H 
E| X4 | UU F| X, (со. E; Xa! l, ( 39, 2) 
证 明 ШЕ XE2.38. 3 039.2) 8 HEBH X; n] BLA 


lim ET 1X, | Ep di 0. Xam Y d Xs (Y КХР. 
Di] 


T | PM ^ „" 


N| | ui C d. 5. а Con. 1) 


„| ]- Mi XY. f- q 


zu 


y 

- E 
m 
W 
ч 
= 


-SELECT ran) ! EDL] 


«CPC > jp + E[Y,) 
j=l | 


О =CEÇT] + E[IX,|] < ec. 
НІХ ZY, ЕХ. | Jo. 同时 .我 们 有 
P IX 1 «еу Y |D I F> 0, аж оа, [0 
下 面 我 们 利用 定理 2 39 证 明 在 统计 中 十 分 有 用 的 著名 的 
Wald 等 式 . 
2.40:E38 (Wala 50) 设 (6 为 独立 同 分 布 随机 实 


HJF Yj A ELIE Ja. 4 Ж „=о(&,,- SE ik ТУ еВ. 
В ELT jo Д] 


E[ 556] J= E[£,]E[T ]. J (49.1) 
若 又 有 ELR J<. Ml IU NS E CS y EC 
El | уе £ — TERJE |= DES, JE[T ). (40. 2) 


其 中 pl J= ETE ]— (ELA, Jdem 5,8927 28. 


证 明 2 x,—= Ула —nB[e.1, NEANG: Hl 
E = X7, =E[ |f — ELé 1112,1 
-—E(!£,,,-- E(4,1] s 25L15,11. 
H 27382. 39, 32 A ELX = E[X, ]— 90. BB C40. D BRE Y. 
X;—nDL£, i. XI 8&OY o fe384 ag Tie TE C40. 22. [J 
Ig ki fE S AK h Bg o LTE ES BEST IBI DEP) 3E Е ИЕ — 
Abg. CX.) 3g — 6, DM 


4, 8. „Т! 
(和 一 致 可 积 e X —— x... 
СХ.) АВЕ =» Co [Ар 
ll 


4B 


rr ER LUN LU NDA S 


`=. 


supE[ X; jon (х1 Krickcberg 外 解 


| ox, X .xoupm 
HmE X, | .-: с=з A O Кіска ^E. 


85. £m NÝ 


Te V HEZE de ANE ТИ лу їн} CO. on PO batiri Fie. fH ñ: s 5 
"$c ТУА ВТА АУЕ С РЄ ROO X F = 
[一 Ñ vm, M 


一 B PIED. 
Guo cM EV CU SFO. > 0. 
НАЕ GE. —4. 7. c0 6n 个， 称 为 在 连续 的 . 如 
Ер ар T Oe СЕИ Г. ЗАТТЕК В. 


БФК. 的 一 族 实 < LESE BL PE € R.oCa ig Ny 
(Хә, ORRA- CP ШИЛИК тау РЕ РЕ Ша IB A X нх). 
AER. СЕН ЧДУ FE X— OX Geo 3E lg b ko S fE Ох R, | BU — E 
(p ku. Th Т fE Tr N CoD Ay. -可 测 . xP d o € 0.Х. GO ht. 
R | NM 的 RLA CREBRIS. ok Pe AK DR IND. 如 果 
МА, ИЛЕ AUGE AS YE CIT CELESTE АПЕЕЙ. БК X 为 连续 ( 右 
е iium. Ah X me SPP kd W 20 B: {ү A: Be BR ПУ 
REREAD ШКХ 为 右 连 左 极 过 程 . 这 时 我 们 以 六 一 
(X. cC ИМЛЕ. Hope XS — X. AX aX Эр X K 
中 过 程 :NX O- ХХ. (220. эу AN = X — X 

СЫ A FR J F jS 2 U. HT Яр 220. X, ро u 
lij. ^ 

F OXN) AR P(N) — c; кч fl. mau. 


QC 


l: ДЕНЕ E IU f УЕ ЛЕНЕ X -PRALE ШЕП Гү sU U: Eg 2 5 IU al ifi BL i 
Pe. d Ex [н] A 38 ICH S p PLE EE Ou ve FERT REEL it. 





КОМАХ 的 自然 流 : 显然 ,二 总 是 F'OODG&BI. ШЖ X 是 
F-3& МНО, WERE T 2220, 7 2 CXO C, 
X] ERI nl F tr t s 4 E R... 
Ё, аа Gu zeae z) = РОХ, < TN, S rye X, Ka) 


称 为 X 的 一 个 有 限 维 (n 维 ) 分 布 . X 的 有 限 维 分 布 全 体 称 为 X 的 
有 限 维 分 布 族 . 令 
(RF. 288+) = MEg), СЕ,,6,) = (R,S8CR)), t Z: 0. 


由 Kolmogorov PEEM, X 的 有 限 维 分 布 族 决 定 (有 + ‚е, у L 
的 一 个 概率 测度 , rr P^ pk LOO, ШИХ НЈУ Ў уБ. 原则 
一 个 随机 过 程 的 概率 特性 由 它 的 分 布 所 决定 . 实际 上 ,为 了 决 
定 一 个 过 程 的 分 布 ,我 们 通常 就 给 出 它 的 有 限 维 分 布 族 . 值得 指出 
Е, АЕ. САРЕЗ РЕЖ ССА. ә. Е. БЕЛЕР 
数 全 体 DOLO. ETUR 08. unm X BER CEAO E., 
我 们 只 能 断定 在 分 布 玫 之 下 .CR OOR 的 外 测度 为 1. 这 时 
$e BI BAYE(OC GR 0.52 C R2) COCR >, 28+ Y DOR 20. E.g 
УН ВЕД Е: 
HA N ECRL = РХ(А) (НСА П D.» = = Р"(А)), 
Віки X ad BO EIA P. 
Ж. EC R. ESAn [| E.P (E, ,Z y pE— 8 x= m. 
则 定义 一 个 过 程 如 下 : 
KP) =p e= (д) € E, Z 0, 
ЗЧ ЖЕП Mic eka phim akha yE iS. P 正 是 X 的 分 布 .… 
| 1E E 26827 ЖЕ SE E Sb BS SS PE pR , ЖА Ла XJ Яз XE SE 
”的 连续 时 和 间 上 园 , 建 立 与 离 获 时 间 上 团 相 应 的 结果 ,只 是 Doob 分 
解 要 到 第 五 章 才 讨 论 ， | 
2. 41 定 兴 ”一 个 天 -适应 随机 过 程 和 = OLIM F-bh(F- 
Ek F- FO f ЖЯ 220, X, [ЖН XE gloss 
E[X,|.7,] = X,(x X,, 22 X, as.. 
见 , 任 一 F-BRCF- ER, F- Feb CT F^OO RACE ST 


* RO 


.. nons "w w... m pe T: Ti w ' "— .- — 


480. 如 阿 离散 时 间 情 形 ; 由 于 流下 Pl. Ар ТАР". ER 
IERIE FE. ER AES ERE. 

OE pL. de RI E LAS CURRO R R RON(OTRURA, F F 
gh. | 

Sfc Jet DT ASIE p Sus PEBE. 为 此 , 需 将 土 穿 不 等 式 推 
| 到 连续 时 间 情 形 . 

Ü AX = (Xe 为 一 适应 过 程 ,“ 5 R, 的 一 有 限 子 集 . 令 <=: 
itl tmm. id UI X.u ЖАХ, ХЕ [аср | 
ВОХ. AT R WES TE D. E 

СЕХ. D] = supiU Х.и ]:« 为 也 的 有 限 子 集 }. 
i D= inahen AAR R. S ue itin. БУЙ, 
UXD] = limUZEX ,x,J. 

2. 和 2 定理 Vk X — (X, — E SR. D 为 忍 :的 一 可 数 笛子 

Ф.Ш ЖЕ r< s Cr. ER ааа БСВ) 5 А0. ПА 
AP( sup DX, 24) < ЕХ] + EIX] (41,1) 


tE 





EEX, D N Er,s]] ГС, — 407]. (42.2) 


ЕХ 的 几乎 所 有 轨道 是 右 连 续 的 , 则 上 述 不 等 式 中 的 五 门 1 和 sl 
п. МЕЖ. 

ШЕ ЯА ig Düirsl- Up faa ttt sips t A. tin 2 人 . Bi] 
Нг, TREE 已 站 Cr 后 所 得 相应 的 不 等 式 (42. 10 RE (42. 22 5r I| H 
(12.32 % (14.2 FREE GE EE. (XU I (0X, — a0 ORE FAO, ARE 
€ n-oo, BERECA2. 1) E CA2. 20. 定理 的 最 后 一 个 断言 是 显然 的 . 

|] 

2.43438. — VEXO AO -- ER. D S R, gaj TOSS T IE. 06 
对 几乎 所 有 =, Xf- rE R GERN), lim. Хб) lim. X, 
CoD TE TE HL Н ЭЗ. SUE CX qJ JL SF. ЛЖ $h G E SE. ШАР JU З Br 
4i e. 对 一 切 LER: N401 "P =: Е lim, AFERAN. 

ЕҢ СЙ, Ga bcR. ab. m 

a 51 


Ы... =Í, sup |X Ca) | = со 
se РҮ, 


a ULA Ce D N [0.2]] = оо}, 
Ru H, EF HHE 4250. P CH, —0. Z 


JH, = U Н, H = U H,—UH,, 
ЄН n=} 


ach, a.c 


Fera 


则 REF, H, H, H PCHO —0. E e & H ШМ —B] € R. (R N 
101, lim. X. CoD ( um. X.CaDO XE TE HUBS ЭЎ. 
sE Г.к gei к br 


如 果 (X KILER A ЯА Wak. АТ EL EE RN TOT. 
lim X, (е) == Jim, X, w). [|] | 


E Б.ф г | 
下 一 定理 称 为 Follmer 引 理 (Fallmer[1]), 它 与 经 典 结 果 的 
区 别 ; 4E T BUB Y < „шд — poU) P-ENUEBIB mi. 
2. 44 定理。 i$ OX) X — Eh HO., D H R P) — u) WEE +- 
集 , 则 存在 一 个 呈 ,- 适 应 过 程 (X,) ,使 得 
DOE Op kk. НЛ. 89 e. x] 7-9] € R. ,有 
X tw) = lim A (m). (44. 1) 
23%] JL3E- B e. J UD €C RN!0) X, Con = lim XC%) 
存在 月 有 穷 , 此 外 有 | 
X, (а) 一 Jim X (e, (44. 2) 
3X-dHu€eRS £ 
X, > E[X,]37,] CX, = Е[Х,\®,]у a.s.. (44.3) 
4) COX ORC ,0- Esai. 
证 明 ”我 们 沿用 定理 2. 43h Wi S. i—i € Ro H,. = 
QH W BG € Au. 如果 ee Н... W| r fr >r. Hg eos H, d 
IR jim io) 和 仔 在 且 有 穷 . 令 


.. lim. Ху), o & H,,, 

Хо) = {607 (44. 4) 
. б, ш € H,,. 

ХО F E. uE A E Л ER ER.: 
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`. TUO = r s _ =m 


DiE R. wE FQ. E s > i. C Hu. H FH 
f1 HO FP r касс. ФЕЙ] -i on rT, Aa e H... 9р geo. 
Hu 8050.8 r.c - te MH foh se Л) срок е MUR IX Go! 
X deda к, PE rior. Hro r0 B.dq 
Х,а) -- X lwj — m | X. (o) 一 X Ce) 1 x. g. 
ТОЕ 


ix НЕХ ceo f c ЕТЕ. TT CALORE WAWA F {ОЛЕ 
Р Д ое Хр РЄ Ж HO. 3 Cia. 5. 
2 Pr 2250.9 II.W] dim mM Ж. L4 D IS dE np HE 
к peste 


ЗЕ 1 ТЕТЕ. е € I. P, EISP ХЕЛЕ A .. 1 
| XP | A, d P. (Р.Л) 
1л Sa ` 


Е | 
M pex, o up BICspS2. 220. pb F X. ЖА. (coll. лу 
£1 m nomo EL 


| ХаР: | Xa. 
HO . 1 


Bd 5 Юу 
ПЕ ipi T3 E. ua х=. S ER.. RR VE Р.г. |{ s. wd s. 
ED. ҷег SEIL AC... EN 
| X,4P z | Х,аР. SINT 


i PEX. o. Pr nup HIC: HE2. 220a ЕС. O RIR а m 
s 


| ХаР L | X P. 
el S4] . 


ik HHO X O Е. р. |! 

2.45 EN BECXOLOXLO NT АДЛ к. ВОХ OO NO o fS 
IEE. Kf Є R AGN Ya s. Ж (Х,У ЫШКУ, [Ж]. n 
JL EBI co. ОҢ X. tapt Y. (аә) -PE 

MR ТАДЫ TT ЖИП. 但 А f i + 


ra 
"oq ^ 


石 连续 (或 左 连续 ) 过 程 若 互 为 修正 ; 则 无 区 别 . 今后 ,我 们 将 视 两 
个 无 区 别 的 过 程 为 同一 . | 

2.44 ШШ RADARE F- ER OBL MC X.) d 5 F ,- 
ЕС, HECO LERNA Bolo ie Zc 8. 

证 明 这 是 定理 2. 44 的 推论 , DEOS ЖОЛЫ. CX. Sp (X, X EXE 
я]. EA 

2.47 定 理 B F— CF 0d iE (X, 3— F- ES. 为 要 
(XOA XE EX 应 修正 ,必须 县 只 需 R. БА ЕХ APR 
连续 . 

ШЕ $ DO R. Р. hT F 右 连续 ,定理 2. 44 
cto F- EX. HE (44. 3), 88 T £20, 48 XX, а. s. , 4 
t€ D. t, y t. HT (X, ) 一 致 可 积 ( 定 理 2. 22) BUR 

E(X,]— limE[ X, J 


因此 ,为 要 X, =X, а.в. ;或 等 价 地 ,ELX,] 一 E[XX,]( 因 为 有 X,> X, 
а. в. ) ,必须 且 只 需 mE | 
E[X,] — im EX, J. (47. 1) 
H T 5 (2, Hé HOUSE dF 38 РЕЖ. XX SE UTE J ETE z Rk Ж. 因此 ， 
An S PR 5 ЕЕ [X TE R, EE SR W| КҖ ‹(Х Ж EXORA 
连续 适应 修正 . Б, Ж ЛЕЛЕ ОХ.) BD XE SEE LEE IE CY . Д] 
E[X,]—E[Y.]. Rig БЕ. ЕГУ, = ЕХ. R, EBA XE 
BERE. O 

2.489& Ú F AES, ШИ F- RECADAR. 

蔡琴 个 过 程 互 为 修正 ; 则 它们 有 相同 的 有 限 维 分 布 族 , 即 在 分 
布 意义 上 ,它们 是 没有 区 别 的 . A. g f] a[ L Е C97 Е 
续 , 并 只 讨论 右 连 续 的 蒜 或 上 裔 . pH ZF, ЖЕ {ПВЕЛ БВ ТАЈ E 6 ВЈ 
基本 结果 推广 到 连续 时 间 情 形 ,除了 十 靳 的 Doob 分 解 . 相应 的 上 
#089 Doob-Meyer 分 解 定理 将 在 第 五 章 $4 中 给 出 . 

下 一 定理 是 Doob 不 等 式 , 它 可 由 定理 2. 15 直 接 推 得 . 

2. 4 和 9 定理 设 (X,) 为 一 非 负 右 连续 下 著 , 区 “一 supX., 则 | 


. 54 + 





E[X' ] < — 11 + suPEDXJog* X,]] , (19.1) 
ПХ" l|, = 9 вир] Х,],. (49.2) 
其 中 >R g> ARH 0. 
X PRAEH., 80] Н EUR. d S 53 BS аА зе 
A (p. 
2.50 定 理 (X0 H- dS r$. AURsupELX, |< 
CERE fp BB supEL Х,11< оо ә, зч гоо, Х, а.в. 收 人 第 于 一 可 


FABBULAE Rt X... OX S Ef E bh. ОХ, г ЄР.) ЕЙ. 
2. $51 定理 — VEO CN — — Std BUE SE E BROBD Ш eoo 


时 ,XX X. IB (X, r€ RO EXRGRID. 
2.526 ыс LU Ж © .% 8 5 — ap BUS DLAE EE CC.) A ph 
GE[ £19, DERA HEZ ap e IE ОЧ 265 2 Bf. 
а.в. AZ! 


&£———-—E|£,5 . ]. | 
2.53% IRCA OD H- AIE PE gÑ ak dE t F h. P 2 1. un 


а.ч. 4.7 


supë L | X, |^ | оо à Vj £ 7 сх) Н]. X, — M. ye » 3 | X... In = 
KoD . 
sup| X, le- 


2. 543E BOX e o A EEO Oa pk. 如 果 :4 二 
H a. ‚вирЁ| X, 199, 8 v OBT Х,а, 5. AR L'-MeSET — = n pm 
随机 变量 Ху. HONO SUM CT hren ET. 

现在 我 们 要 讨论 上 款 的 Risesz 分 解 . h TERRI Doob 分 解 尚 
林 建 立 .这 里 的 讶 明 路 线 与 离散 时 间 人 情形 有 所 不 同 . 2 T 
Krickeberg 分 解 . 其 叙述 与 证 明 都 与 离 节 时 间 情 形 相 岂 , 故 略 趟 . 

2. 55 定 兴 — VE CXO A ЈЕ IEEE ER. FEROX 为 位 势 , 如果 
imEEX, ]- 6 

ХХ < p $h. n ТЕЕ Y — (Y,) 
М — fb Z=) ,使 得 

X, — Y, tZ, (55. 1) 


ШКХ 有 Riesz 428. X —Y +Z. Ey IN, ЖХ 有 Riesz 4p f. Me HÈ 


2. 56 定 理 BOF OREA (X. 为 一 EER E. 
13 CX, X28 Riesz 分 解 当 有 出 包 当 lim 吾 [X >> — ec. 


218 CX Df Riesz А} (55.1). E CX 38 fa BUB CY 2 tb E fa. 


3E OU —BEREBU B] zoo] X, — X... HeBEA (Y 39 88 
(E| X.. |> D BER ERE HE IE Z.— X, Y. WIGoX-—hi$y 
证 明了 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 . T 
f Y,, = E[ X,,,]57,]. ts € R4. 


Ү.. = E| EL X, |. J| l< E[X ul.) У. a.s.. 
AY. = lim, a.S. , JM) nce cell Y, Y, X] £255. 
EYF J = Бегу, NF.] = limECX, 157.1 
— limyr ua, = Y n.s.. 


HETER W Y.C Z WOO у. ЕСУ) АЖ. Ж 
2. 58,《Y,) 有 右 连 续 适 应 修正 ; 仍 记 为 (Y). S 7, X, Y. 因为 对 
一 切 n, Y,,zX,a.s. ҮХ,а.ѕ.. BUE Zo 3ЕТ Eh, R. 
E[Z,] = limELX, -- Y.,] 
一 lim E[ X, — Xa) 
= E[X.] — limE[LX,], 
limE[ Z, ] 一 limE[ X, | — т ЕР X, ] = 0, 
BU CZ 39 frs. 
2) 由 1) 的 证 明 看 出 .3) 显 然 . 0 
HERTE HEA AA ESO y Doob 停止 定理 . 将 只 
限于 讨论 可 右 闭 蒜 (上 鞭 ). 当然 ,必须 先 引 进 停 时 的 轿 念 . 但 关于 
停 时 的 详细 讨论 要 在 第 三 章 $ 1 中 给 出 . 
2.57:B X, ER PRAHAN EET 叫做 F-E sy np 
时 ,如果 对 一 切 20, T< ]€ Z. 


«56+ 


Р hd ee I — mni 


LE T рЫ T > . 
EL av rE R ADE ш] € ovi. (57.1) 
这 是 -个 = 域 . 称 为 了 前 事件 o- Fk. | 
CORE. (BRIT EK F- RH. RT F. RT npo Yn 
poco. Hl 
лу = {Л € su I €C R ALT Sr] € Z. 1. (57.2) 
2. 58 定 理 iR OX (€ R.) NO TERCERO. ST MNT 
ВН LE ЕГ. X... X M Bl. H 
E| X pha | — Xo, N.) a.s... (58. l) 
WR Е ТУЛЕ. [CODE SACR Dom 10... 
To Mg Xe DO ех Sure D 3 F h. A 


" ZEN. 
{ 2 77 ` ; ET Í. =: ore E | í — ч; My 


则 s С Є D, -PERF R Se BIS. 7. 200. l1 S, 4 ST, 4 T. 
MpogSS.35.4i 
E| X, Das - um. Xs 3. s. . 
Mop X..X? WEAS EDDA AECA C r CBE. 4. 
| Xo aP sz | X. ap. (S8. 2) 
e .] 7 "a 
{li a: 

lm x, -一 X,.limX, — X... 

l X. oc a Xi С НИЗ. 12). XEM 58.2 3EPLCSR. 1). 11 
ү ШЕН XN. O RAX; )—B3 n BL. 由 定理 2. 5581. АШ T nl. 

E[ X, |9,.]- X. as, 
全 村 时 
上 EY „= ЕХ ED X. OGEHES.350.60Y,),2 40— CX Y |-- 
irop СЕРИН? 2239. p] RB Xr O SERERE. ү] 





下 一 定理 是 Doob 停止 定理 的 加 强 形式 ,其 证 明 与 定理 2. 36 
完全 类 似 . 故 略 去 . 
2. 59 定 理  UEOX, EC RON жас F ph), S.T 为 两 个 


停 时 , 则 

| EX |E s] = Ху Хул) a.s.. (59.1) 
2.6038  YRGCE ) 石 连续 ,为 一 可 积 随机 蛮 量 ,3 ,7 为 两 个 

停 时 ,出 


E[£ | >| s] ЕГ | s| Fr] 
—E[€&|5 sari а. в. (60. 1) 
证 朋 A OG) RCECE LS D HE ESA N EIE XS = 
E[£|.5*..], Ш C60. 12 B1 C59. 12 848. í| | | 
2. R BC A A E F Bh, MHE t T 
EL | Xr Heres] < 3supEL ІХ, |). (61.1) 
IEA Sado ХХ, Xi —X., ДХ СА.) 5 ERR. R 
Х = Хула. 注意 到 (YX ATE 由 定理 2. 58. 有 
ЕХ... Sç EL| Xr+, |] = ELX ra] H ELX a] 
< E[ x, J + 2ELX7] < 3 supEL [ X, |). 
4 a-o0Bpj& C61. D). £] 
下 一 定理 是 Doob 停止 定理 的 一 个 简单 应 用 
2. 62 定 理 设 (X,) 为 一 非 负 右 连 续 上 靳 . 令 


Т, = inf | z X, < I QT = supT,, (62. 1) 


则 了 为 宽 停 时 , 旦 对 几乎 所 有 e€ [T< | 
X laD = 0, 2 Z= Tlw), 
对 所 有 о T0], nM lw), 
X,(o) 2 0, limX, (e) => Q 
CT f CXOBSIBSEBD. 
证 明 ”对 任何 :€ R RIJA 


[T,«:]— U |x, < 一 2 (є Ж, 


rere, 


" FH 


Mat Т de c. рН, 为 宽 停 时 .从 而 了 为 宽 储 时 ， 
& X. —0.MWJ CX, 2€ R 0p f ez pk. 由 定理 2. 465901 6X, 7 
€ R. 293 F.- LẸ 由 和 定理 2. 58. Jt f fg 
Е _ 1 
F| X,,,] & E] X4, |= LC 
[HH Fs REIHE ЕЁ] Ху, |0. А X; 0 a.s. ,特别 有 
Xd = Хуур: = О as. (62.2) 
H T Xm Ят PE 22, i Sa IK ЛЗР Fr Є UT C o |. 对 一 
H rT (ol). G Х, Соо) — 0. 


5y Dw RAIAT =] UCT, S HE CP Go» WJ FE 


+] ‚+ Y 6o d. 于 是 由 Т, fd €E x AI. 对 一 EJ SELF, X. (o) zm 


JM iim X се) ze ^. [| 
2.6% ж М ”一 个 流下 一 (站 ) 称 为 完备 的 .如 果 . 一 ,也 售 一 十 
Р 036. і F С) ВУ М. B ЕЮ. ШЕ F— СУУ EB 
a t. | 
BR F NS OE ЖТР X A- F- Fk .E[X Е Б 
续 , 则 由 定理 2.46 及 2. 47 知 .(X,) 有 — t E SEU IE IE HEAS iE 
是 - F- | Eh. TRE ZDF 满足 通常 条 件 , 每 个 下 蒜 有 一 右 连 续 迁 
应 修正 , 旦 此 修正 也 是 Fh. 
BX o 2 — ЗЕ aW F- |. Ф. 令 
O8, — ntir X, — бог X,. = 0}, 
5, = inf{z:X, = 0]. 
5, = inf(z. X, = 01, 
1 


由 定理 2. 62, 我 们 有 二 $s 一 人 一 了 а. ѕ.. Ф F 满足 通常 匠 忻 . 
不 难看 出 .5 S. S, T dp Fm. 
” 任 -- 流 总 可 完备 化 . 首先 ,将 概率 空间 (0,. PO ЗЕ {Б.Ш 
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(О, 7 P) RE A RO: Sr = Ж», ру. i Р-У Е В o 
lk. Е Е СЕ) ^ 
Fr = G9, V rou 
. 则 F" 是 一 完备 流 , 称 为 扩 的 完备 化 . 5 UL, F. WS ШОН И КЇ, Z PF 
为 F тине. о, E = (Z uus. ТИИ AS 
SUM VE n .一 ,有 

Bn P= 05, Vet uu. 

ХЕ ВВ X — (Xs FP (X R X 89 B ФА F° (XO 
的 完备 化 ,并 称 FOODS X 的 完备 自然 流 . DI F OO dg F'OOBD S 
* db.3tERFODO X 的 通常 自然 流 . 显然 ， 若 两 个 过 程 互 为 修 下 
财 它们 有 同一 个 完备 自然 流 . 


86. 独立 增 量 过 程 


2. 564 定义 ”随机 过 程 (X,) 称 为 在 R, 上 随机 连续 :, 知 对 每 个 
€C R, Ss Б.Х, IRE RR X. 

称 随 机 过 程 (有 平稳 增 量 ， 相对 一 UJ s<, Є. X, — 
X, 的 分 布 只 依赖 于 上 — s. 

一 适应 过 程 (X) 称 为 (关于 瑟 一 (到 )) 独 立 增 量 过 程 ,车 对 -- 
Bj s, х. R I X, — X, 与 :天 ,独立 . Вр. | —+Д0= — u  — 
z, 


A, X 一 - ХА, 一 А, ”相互 独立 . (64. 1) 


独立 性 (64. DORA. 不 相交 区 癌 上 的 增 量 相互 独立 ) 等 价 于 
(X) 3 T-H B 8838 КОХ) Жз НИ ЕЕ. 如 果 不 指明 流 ; 堵 么 — 
个 独立 增 其 过 程 总 是 关于 它 的 自然 流 面 言 的 . — h В E pt P: 
称 为 齐 次 的 ,车 它 有 平稳 增 量 

СХОЖ РЕ 为 独立 增 量 过 程 , 则 关于 F° CF 的 完备 
化 ) 亦 然 . СХ BEYLE S, AXO ET РСЕ 的 通常 化 ) 也 为 独 
立 增 量 过 程 . 为 简便 起 见 , 称 随机 连续 的 独立 增 量 过 程 为 Levy 过 
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. 站 


$E: УИ Hik TRIX. Levy БРЕД к А HHUESEXTIÉ. Br. FI 
Je f Loi РЕЙТЕР WS iue Aet. 
eiT- Levy {Р Х.Р) е l dB RE X - X Ces OBS TIE ЕЕ 
AY: 
$20 o- E| exp zat X,- X317. 
Wo em зу d. 3E (1H 
(r). Qe) = qun. rn m усы f. (GJ. 2) 
I A НУЫ А НГ да Go eG rn Е АВ en Жу. 
2.655[|38 Pr X X -Levy gp Et. MN XJ Є R. хз}. sa 
R fi g. Ur oO, 
征明 uu, —inflem (ис 09, БИЛБЕ ЛТ ev 
vs Mo on. PESE ELTE neo. ll Z. Gu) O. M1 C4. 2) 
€, GM (ек - O. x no fu 
A H GO 0. dit e. G0 0. M rb GU) s X gs GO 
LUN. | 
2.6608 СУОХ ue Levy 过 程 . A 
o0) = [qe Сехргн(Х, - X9... sss f. (GB. |1 
CZ. (н), Mp o s -Юй. 
UFAA 0-0. MJ 
Fl Z (uj no [gt]. exp ELA, -- NUM 
E erac Xon] 


СА. 


орел, A Tt = Z Un, 
| PS eU0 0] 


PREAL CO AEE FE ddr Pet ig ee г 8I E 9E B9 (4: Щ. 为 
A PH e И.Л. e WITZ. R es. 
1.675|38 (Ottaviani FÆ) leh GG КЦ EE, 


с wa F $U Е. 





Pi i. H mx. | z | тз о} ti. Ё m ] atia 


Па SC. aG (0.1 AUC SHE — 670 


= Í! = 


P( sup |ё 十 … + 6,1 2а +b) < [PC EE. 


(67.1) 
证 明 S 
A, = 16 +5 + 6, 22 a + 5]. 
В, = [|ë + = + | Z а], k = 1.2, n, Ba = Ø 
C = ё + + &,| Z 5), 
jw 
U ABa) C C, 


PA "ААВ =< P U ABL PCC). 


9 — 方面 Bis BATA AD ARAT LEX | 


P(C) > РА AR А,В) 
Ё == 1] 
= У РСА. Ai ADP Bip) 
k=] | 


Z (1-a) > PAT As A.) 


k=] 


由 此 即 得 (67.1). E 
2. 68 定 理 每 个 Levy 过 程 有 适应 右 连 左 极 修 正 , 且 此 修正 
亦 为 Levy if. 
证 明 设 开 一 (X) 为 一 Levy 过 程 . 首先 证 明 , 对 每 个 c 守 0 
P(supi|X,|: z€ [0,7] N 9) < со) = I. (68.1) 
事实 上 ,对 每 个 上 E [0,c J, 4 nook P (| X.— X, |n) 0. H X 


的 随机 连续 性 , 对 每 个 n B t €C LO. cJ, 
limP( X, — X,| Zen) РОХ, — X, | Z° n). 


Do 


H Dini 定理 ,我 们 有 
lim sup PCI X, — X| Z: s) = 0. 


кер gi = 


* 62 。 


š : Caii La iaia so am ia. =} in amia В. Q 
а-а rari. hika hid ара ~ г." Laa аный rii aE r m a д. bihin- a Lia e 7 т w - si 


Hz н. 
sup P ( X. — Х| Xo < l. 


H13| BE2. 6748 
Р: sup |X i n bn) x2P(C| X,| Z n). (58. 2) 
f£: | п.с] 
(638. 13: 68. 2) 6р8. 
现在 将 Fallmer 5| E БУ FH CZ, Cu hop Dl fe f О.Е 7 .P 
1) 5 — PH с2=0 sup | X, Cao | < со, 
ro one Jg 


2) 对 一 切 4EQ 2200729) lim елә lim eom) f 
Ф.к 1 rcge i 


А9 37. 进一步 ,我 们 可 断定 ， 对 每 个 o € 0, Ж о" 
lim X Di - M] 690. Jm, X, Co FEAR. rur 


r£ dE r {фут 
Ë PIA ӘЗ FER r) ` (r ,和 使 得 Fa ww f +", ET ts Д? 


limX, Cw) = ua = b — lim X, Cao) ， 


| 2.5 HAA o А — 68 uacQ.en—e6. {Н Ооа TED RE. 这 
Ат. | 


全 


Y (ey) — | hm X (ey, Ü. 


re Qr! 

W Y' — Q Op ie ZeSR ETE. IH Xx "T" reo eT 
РОХ, Ү0= 1. E: X ТЛЕ ЧЕ. 

m Р ЕНИ Е. 5 UL Y BE pai. ВЧ. th de Levy 
EAT [i 

F EHE Y dd TD "jh [н] Py - -种 联系 - 

2. 69 定 理 k X —(X,) Ag f у ТЕШИ Н 0) r= Q, 
E| |Х,! leguas, S mu ЕГ X, 1.220. UM CX. — mn, Й. 

EG do— D] X, ]ezoo D, "CT — m,Y —d,? Ar. 

WERA H Г X- X Ga 5o, Pr ФТН 


(.. 
F => б, 
(.. 


m 7 


. 63 + 


Е[Х,— X. |. ç 
E| X, — m |F, 
йу СХ, — m, А. 
Шу а = D[ X, | оо. ЖБ m,==0. x] s 
ELIX, — X. 2. ] = ELIX, — X], а.к. (69.1) 
ШТ X. 5 X,— X, 独立 ,有 
d, =D[X,] = Р[Х, + D[X, — ХД 


=F X, — X. | = m, — т, а.з., 


= X, m HD... А. 5. * 


一 


=d, + E[ | X, — Х.|*]. (69.2) 
男 一 方面 ， 
ELIX, mm х |*]5*,] = | X; |. " UT 2X EI X,|5 , | + X 
—E[Xi|5,]— Xi as.. (69. 3) 


由 (69. 1) 一 (69. 30 48 | 
ELX? —4,|#,|= XT? — d, a.s., 
СХЕ.) uh. | | | 
RIF IK Lévy f ХСХ), Ж X,— X, GO BITE РА Ж 
Pu CO E КЙ F e simu Си) m. GO..BHOaGeOD EE rS BE SE 
方程 | 
Qi (u) = qGDOq GOD, tas € R,. 
H T Cu) t НЕЛЕР. RTA 
glad = [mo J'. 
Н Ф GO X533 n] 2r FJ. 
x; XO RHETT E Wi 
m, = ma F (ют то), t zx 0. 
AB E. ИЩ 
4, = 45+ (d — dot, tz0. 
2. 70E — EX — (X) j — H P Ik ЎРИК Lévy 过 程 , 了 为 
-一 有 限 停 时 , 令 
Y, = Ху, — Xp. £ —= 0, 
则 
. 64 « 


1 
DF ГОУ rabo k h ym fm. 
BY hj X - X. 8] 2 fi. 


l P ах Ya a у. | 
证 明 Шт Z=. pe I MEC D. QTf {ГМ 


BERE S АА. 3538. 我 们 有 有 
E|Z...|-.'— Z.. n.s.. 


uon _ Vy aO) 
| m Qu) 





“ЧЕ CAE o r BALTEN T€ o ү. X T An RB Cro 


Ете] ELT e Na Nea 7 
Еу: mn: 


PA i n), C70. 


TEC. 22 gi umo fH 


EUF et — EU jet). (ZO. Z 


{ЕС ТО. 3) mi &- A — 40 48 
E| et | — Qin). 
Eila] EP Ере. 
IN MC. Y. I ovs {й зу. 53 X,— Хр. 


X Osas sie E E ШЕЙК RATER Т Cs Ш.Х, Xu. 
coa Bir Kb. Y YORE OA epo A flr He ШЕ. 1 


ПХ Х.Е. L| 


注 ERER. Toh. фон T WDHR ос Шар Y {Мр x Ф 


= (и) As. (TO. 


E 


jh 


PPT) 人 条 


.结论 依然 成 立 . 


2.71 УУ — B PL] RE WOW, ERA Wiener. 129: Brown 


50 КРС 有 满足 下 列 条 件 : 
DOW — d. 
2MW Aih йт ДМ О XE Ceo». 


* Ü * 





3) 对 一 轨 st, sytE ЙҮ, WW, BESE МСО, o G— 
s)) 02 0. | 

Zi c—1.Wiener 过 程 称 为 标准 的 . m UL.Wiener 过 程 是 齐 次 
Lévy 过 程 . 

很 久 以 来 人 们 就 发 现 ， 感 浮 于 液体 之 中 的 微小 粒子 作 极其 不 
规则 的 运动 , 即 所 谓 的 Brown ік 5. T ORCI X — 3 8 EP] 3 
国 植 物 学 家 的 名 字 得 溃 . Wiener 过 程 是 Brown 运动 的 一 种 合理 
的 数学 模型 . 实际 上 ,Wiener AEN AREMA 合 许多 不 同 领域 的 随 
机 现象 , 

2. 72 ЕУ 随机 过 程 8 一 (ХО MORE Gauss HERES 
过 程 , 如 果 它 的 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 . 

ER -DEFIA Х 的 分 布 由 它 的 均值 函数 

m = E[X,j. 222 0, 
алура 
CO. s) = E| CX, — т.) CX, m es = б, 
完全 决定 . 易 见 , Wiener 过 程 是 正 态 过 程 , 且 
ELW, |] = 0, z 0: 
E[W,W,] = Pa A s), so. _ 

Ez. W С, J — 4 1E 25 RUE CL 38 (Ë BS CH k Jr 
AKAT. Dg. MW 是 一 个 关于 FOVPoB Wiener 过 程 . 

2. 73 定 理 iW — OV 39 — Wiener TF, Д) W 有 适应 连续 
修正 , 旦 此 修正 也 是 Wiener 过 程 . 

WEBB 由 于 Wiener 过 程 是 齐 次 Levy 过 程 ,由 定理 2. 68,W 
fi PEZ RAE IF X— (X,). A 


(72.1) 


re 


不 难看 出 , 若 E Н, X. u) E R, E BI ES ERG. A — iB] ox d 
ЖЕЙ) p J m, 


"(Ere 





= бб = 


z2op| X: Xr | 
буола 7 : 


EL RE im DE| |X TAE | 


， p r g’ | г 
тр 35, Xi- Xi NO. 


I 


c 
51) 
-3 1 ki Ea v 
— pup y e "it, :可 ATEEN, 
Bai HT. — / 
poca >” 一 E _ 1 
P| Г U| x: X l o i-o. 
ami: 1 š : 


- ， "m 
Br .PCGHO—0. “> 
[X ku, cw C IF. 


Y (e) — d гше 0. 
iO. c € Il. | 


ИЕ У (Y, hi W —- OVOKS F SE IE. BT HR EB 28 28 pk. 
Y gium [] 

注 fRikxESES.73. gH ED ME Wiener 过 程 的 定义 中 再 增加 
- - 蘑 要 求 : 它 是 一 个 连续 过 程 . 

2. 74 定 理 — DEW = (ИИ, Xj— Wiener FFE, xp 60.25 


2" 
2 m s. L: 


—- 0x1 Н ， >, | W, — Wi - "l. 
j=] * : + 
证 明令 
2 . r. s > 
V. — 2 | Wi — Wiss | E 
Ll. W 2 -– {=}, 
Bip] OV Zo А) 70,0290 зу ap aye fg 8 


Wi — Wii. 
(Wa Wan N[osz. 


我 们 有 


E[V,] = Sef Жы u Wi | 一 2" < T = == git, 
J 一 ] | 





* 67 = 


‚ , ] dq y aur 
]- 2" =< 2| 5] = ic 


由 于 DIV, ]--0. Bf V, о 另 一 方面 . 


УР |У, — Е[УЛ|> 1 =< Уру] 
nc] . ' av] 





D| V, ] = Sof | Wi — We, 
б! 





—°# У,у 2" — < оо, 


由 Borel-Cantelli 引 理 得 У, о [3 | 
Ж 对 每 个 上 En. Б,О=т„ „г, 2 00.0 的 
7] 3|» 8 8 4 n— coo Bf. max lz. rz, 10. A EHE PJ y E BELEH 
x Wiener 过 程 W 
ñ 


^1 р> | 
$ Oy, — W, ) ——e- gt, 
ы] n.1— 


xod n.i. ж D, 的 训 细 , MURTRE Si 


È 
dl 


SW и, Oi-—e d ass. 
Ha nag 


了 一 | 


事实 上 ,定义 了 = 22000, We P RRI СУ RGT 
一 个 适当 的 流 ) 1 证 明细 节 留 给 读者 作为 练习 . | 
2.755650 一 随机 过 程 六 一 (No 称 为 参数 4 或 速率 ) 为 
2-06 KO Poisson ЕЕ. СЭС 00.2 ÁLAE. 下 列 杀 件 : 
10N,—0, 
DN AWR pERCXET C02, 
37? 对 一 切 s<r. s. 2 € R_, N, — М, BEA E 59 Nq AG — IN 
Poisson ^j dp. | 
2. 7 在 定理 іў N—ON s e Poisson {Йй Ш N OE i8 IET 
Me ZEE IE «ou Kp Н, НЧЕ fa ЖСН Bn e ve Pet m А ВЕ 321 RT 
WERA HI P Poisson it FE lE Fr Ik Lévy 过 程 H E32.68., N 
Ае ТЕ х= (X,). 4 
* 65 à 


л= Т} [x, E Ni: rl i [X — X mao]. 


EPOCO =L, 对 аЄ A. X. Con dk Z r W de E г. НАУФ N 中 
Hz. > 


WY жу fT:- 国定 的 请 
p. ОХ C XL dump Dj XR X 


—pt1 e ET — A2 re y — 0. M4 p — cx", 


| ML РОУ — 0. ЯД Нос APP З.Х. Co МОН Hu dF m te d 


H3 ЕЛ ЛИНДЕ 271 Тт B: Ит. t Wi Fb eR Ж. PA CF r X 
A U), £u C— AFE * 
Y (oa) — : Po. 
‚©. w А IP. 


W ъ= СУБ ИЕ. L] 

£ o! Wiener 过 程 情 形 相 阿 . 今 后 我 们 在 Poisson 过 程 的 定 
3 d iet Am ДЗЕ К: EB DLE ДЕ ГЇ НУ ЧЕ fA Е АС nu Bà. 8] P DUE 
К МИНУТ ЛЕ Ze АЖ bp d eR AC. 

2. 7T73E М-М) А [К Poisson 过程. 7 

Y, infir Tu 0, N, c 4i. n xd. EFT- l? 

JII 

Ix fp P al P. 是 as 41 S. 

"yr 服 愉 参数 为 4 的 指数 分 布 ， 

(БОЛУ Tra f Po sce 9g Br] a f H: УП]. 


HE HH Х| > ио [la сыр |—=1 N. ma [€ О”... IN d. 
HERR ESL. 
РОГ uu i) — | 2N OD, > | > 


J 让 有 
РЕТ x03] е <. cm d. 
Lp E HE M, CAE A 的 指数 分 布 . A: X 


Zr 


Y, = Nra — Nr, t 2 0. 


由 定理 2. T0, Y= СҮ, › ЖЕТ C y "的 参数 为 А 的 Poisson 过 程 ， 
H5 -F r ikar. 此 外 ， 

T, — T, = iit Z 0; Y, = 1}. 
BDI T, — T 5 T (T € 5 r vtr Fel Ayo. 用 同样 的 方法 , 按 归纳 
法 可 证 全 7 一 了 一 了 为 独立 同 分 布 序列 ij 

Ж 事实 上 ,一 个 Poisson 过 程 N 二 (NJ 可 表示 为 : 
N, = n, 4T, fe. 

Rep Т,. nl, (77.1 E М.Н Ta = 0. 
| EOS usa Avr dn] Sr fp PF 2, Н [8] 47 i E #3% p A— 0B f 

F. = 0, T, = S, + --- + S,, nml 


"ы 


N, = n, T. == t= duas. м — 0, 


MJ N — GV REX FOND Ing А 的 Poisson 过 程 ,因为 入 
与 N 同 分 布 . 

一 般 地 , 设 ( 卫 ,) ,so 为 一 列 随 机 变量 ,使 得 

DOST ST Si ST scu T, k оо, 

2) 对 每 个 280, T, oo T< T... 

X, = п, YT, < £ < Т. 

X= (XARA HHA Е о ОЕ. AA FEE BB R'F Б ККЖ 
生 的 事件 的 模型 ,如 一 排 陵 系统 中 顾客 的 来 到 ,来 到 一 电话 交换 台 
的 呼 晚 ,路 上 的 交通 事故 等 等 . 因此 ,XX, RD ELO. НСАУ 
Jc. D. EROS SE n AXAT, — oo XX BE 3E н 个 顾客 不 出 
更 }. Poisson 过 程 是 最 简单 但 最 重 妻 .最 有 用 的 计数 过 重 . 


问题 与 补充 


2.1 设 ( 人 ui>l 为 独立 同 分布 随 机 变量 序列 ,和 :服从 (0 ILE 


: 70 = 


EHIE SF fi. d€ (0.1), E Š 

T — infin >> 1, X > d). 

S — inf(n Ze |, X, + - X. > 151, 
计算 ELT ].Е[Хт].Е[5 ] & E[ X. J. 

2.2 BO Dus A T GO? 0M АЕ ЕЙ HL AE Bt PE УР]. 
AED nIS1.X.aREG , З.Т РС) ВВА Ер, Ш 

DEX „Б S = hyr, | 

(Ху), (X...) А. 

23 WX, ae СУ wa- 适应 非 负 随 机 变量 序列 ,对 
REA lX. 5 57, sr sn] 

E| supX, i 2supE[ X Iii... qi HOF у, MERECE = 74 
FER). 

2.4 BO uA WGX, Ds WAR 

DoPEROURAB8II.XQX,.2—0 a.S., 

DT но, СХ, —QOGiC[X,,,—0] as.. 

2.5 设计 一 CX) 为 -一 CF OM F BT A — (> 2-4. 
WE Т {ЕРЕ XT = (XT CELH ХЇ <= Xr 04 GR oh 
(ERN. 

2.6 全 ab, a.be R K NEI. 

DEX Ж AF) F h, 

PQUIX,N]ZI 1i, 


* E — EL Xs — a) Fake uu] Á (X. 7 a) 
ELI Х.М] Ж] s UE[OXS c a d. (Хај). 


DEXA PEF,- Fk. fü 
CX, — a) t a E| (Xx соу T -GPEX NJ] |, ] А 





E|UC LX JN | FEE =. l 2 UE[ (X, a) + |, ] m CX, mm a) t Р. 


È 
2.7 СХ, ВА. Н ELsup | X,.,— X, | ] oo, Д) „р. 


+ TI + 


BUR =, та X, Co) ETE EUR 99. Slim X, Ga = + оо йа X, Co) 
一 一心 同 时 成 立 . 
2.8 设 (4,) 为 一 (人 -适应 的 事件 列 , 则 
[im A, = SPEA, | ,| 一 十 оо | 


(推广 的 Borel-Cantelli 引 理 ). 

29 AX VAF Eh. 为 可 (XX 为 位 势 , 必须 县 只 需 伍 
ЧЕ СУУ V n Y, X. a.s. . 9808 — 9) Yo 
a.s5.. 

2.10 BAD À— C5 0-38 SE ar SR HIH REED D EE (X) 
A 8 ALB. RS EE C7 „)-3ш p РВЕ CAO ,使 得 对 一 
H] п 

X, = E[A.|5,|] — A, a.s.. 
此 外 若 要 求 (4,) 可 料 上 且 489. ДСА, A ME BRE HS. 
2.11 BY, CLOS BT dE $398. ПА] 
X, = Y, — Z,+ n 22 0, 
Ж С X, ) 的 Krickeberg ^r fft ^4 Н [ ЕТУ, JTE[Z l= 
snpEL | X. ] J. 

2.12 IX hem -- C „з-й КУРЕ ЕЦ, EP T n0 Xia H 
F, far. supEl | X, | ] е, B E[X,]—0. п220. 45 T h— . 
(= 2-88). H ELT], hl 

ELX, + X, 十 … + X41 = 0. 
2.13 ”为 要 一 适应 序列 (X， тни Ево. ABE 

Dsup£[|X, | ]eeo, 

2 对 一 切 有 限 停 时 SET .ELXS TZ ELXr C EL X). 

2.14 ib X—O0L,) р — G9 Yus ЛУ АЕ), Bl] F (Ей 
ffr: 

1 存在 一 列 停 时 T, со Е k. Х' = CA, лн?) А 
GS LO) Mb, 

2225 


XE., НА S 220... ETA‘ опр. HA 
E| X, pe] X, n.s.. 
215 RWS (OF, -- Wiener 过 程 . 则 上 下列 过 程 均 为 
Wiener pf: 
WIUL—WM,,rcxO. 
WSW, Wa 0, р ЫЕ c0. 
MW... (Z0. 
lo. /— 0, 
WSW, SW, 0a. ард Й aco 
2216 iU W (W, X Е Wiener iJ FÈ- 
| uE RA 


мл ы, 


B, = И = М, орар. 
ш cab fS B eR EE. ph P X nS ON 


. AEL — х1, FS. 
(CQns) — d 
(1—04. FE S. 
[这样 的 连续 下 态 寺 程 称 为 Brown Bo 
?WEBR CU, osts1D 在 0 的 条 件 之 二 的 条 件 分 布 与 一 
个 Brown Br IBI 2; fn. 
2.17 Wsi WoO - Wiener pb FE. З РЕНЕ. H ELT | 
M F| We |— 0 R EL Wi] SELT. 
2.18 ЕМ (W. БЕ Wiener а. р X. 
T = infi 220; W, = a опу W. — hb, 
ia FL JE PON а) 
2.19 Ии (И, X nE Wiener tR T рН. р 
(КТ, rtm. _ 
Х, = i (s. 
[2 - Wurm TY. 
Wi X -COX (839 БЕ Wiener 过 程 (反射 原理 ). 利用 反射 原理 证 
И}. 5 г L0. maxW. И, 1 BMmax W. -W, Ау Edi У 
fu ERE s 
. TÀ 


2 
АГ от 
2.20 WO Ds --- ЕЛЕ, Н 
0 = Т = Т, < = < T, < s... T, t со, 
N 一 (N) 如 下 定义 : 
NR 


E. 
€ T AO f. est (т) н 


ИЕЛГӘН ИГ. 
DON 是 参数 为 4 的 Peisson 过 程 ( 关 于 其 自然 流 )， 
ФУН А-0 nL eE N cn В, (Т. ТОА У 
п ЗД уу В. EL ] БАРЕВО ВЕЕ BJ ЛИЙ РЕ ETT IR АОН 
Ж.Н N, NU MORS Ае 的 Poisson 分 布 ， 
Tan 为 独立 则 分 布 序 列 , 且 对 任 
一 如 + 上 的 非 负 Borel 函数 了 ,有  “， 


E| Ўст, ] Дуан. 


к 74 = 





RIE ”过 程 与 停 时 


从 本 章 开始 ,我 们 将 连续 用 三 章 的 篇 幅 ; 介 绍 随 机 过 程 一 般 理 
论 及 其 初步 应 用 - 

本 章 的 基本 出 发 点 是 一 可 测 空 间 (22,. 信 ) 肥 其 上 的 一 个 流 
Е= (多 ,so* 而 自始至终 不 出 现 概率 测度 . 


$1. 停 时 


REELS IE 5 5 FR MRE N. 

3.1zEXL. (00,570 E— R.- (E BGULAE EE T ROS F-J Ф 
HA [TKE UO F-SERERE SEXIEST 100 [T «1€ 
有 或 等 价 地 ,了 Arc, | 

E 然 , F- 宽 停 时 与 上 +- 停 时 是 同一 个 概念 (注意 FF_ = 
CF ,41)). 特别 ,下 停 时 也 是 F- 宽 停 时 下 商 , 一 切 停 时 都 是 对 下 而 
言 的 ,除非 另行 说 明 . 

读者 不 难 自行 证 明 下 一 定理 ， 

3. 2 定理 1) 设 5,T 为 停 时 ( 宽 停 时 ), 则 SAT,SVYT 为 停 时 
CERES. 1 I ) 
为 宽 停 时 . 若 心 为 尾 定 的 ， u G ET 
nn, 时 ,有 S, C9) S, (e), I A S, 为 停 时 . 

З.З ИУ 设 了 为 一 停 时 , 令 

Fo = [AC Z... rC Кү, АТ = r) E Ж}, (3. 2 

= = AE УРЕ RL, ATZAR € 2 1, (3. 2) 

SU = Z, V otA2< TJ. AC ZZ,, r€ Кү}, (3.3) 


—— C LLL 
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则 НИНА T- 都 为 =- 域 . + r 称 为 了 前 事件 一 域 ,， р Kk X 
严格 了 前 事件 ， са 容易 证 明 


Fr = [AE S., Yt € R,. A[T < «€ X. 63.41 
=, = tA < = f] AE. аге RM [3:5] 
D. = = #„\Моөо{А[г< TJ. Ac . >, €C R i. (3.6) 


设 了 为 一 宽 停 时 ， JS RT RECS. I2, C. D 4 Bi жу #,, д 
”7- MIC. DELH Fr REH „. 域 六 (例如 ,着 对 某 个 +E 
Ri s ELTJE Ж, W Q. Ж T). ШАН Т, п 
能 定义 Fri r _ fB(3.4)- (3. 6) 仍 成 立 , 事实 上 ,对 任 一- 页 
值 随机 变量 了， ROB. PE 2, 6103.5) & G. 60 tB 
Зу. 
显然 ,对 每 个 停 时 人 ,我们 有 527. с. С рр рх 
时 了， ӨШ. Pp TF r WME TE NEIER M T 为 停 
В], Ho, = d pog ua С Suo их 
ЭЖ чс у, | 
下 一 定理 罗列 了 有关- 域 .3 ,. 交 ， 7 та 的 一 些 主要 性 质 
3. 4 定理 EF 面 的 叙述 中 ,S ,7 PLNS 
RU 表示 宽 停 时 , СК) Уу pip n. 
AR 为 S. up). 
2)S<T= S C.S, RU OF Л, LCS ya. 
330€ Ly E = SAT. E 
DACA syr ALS ТЄ. А [S< TJ] LS 天 天 
| | 
00 5) M S” L = syr= AUB, AE. F BEF nAB= -gi). 
ОАЄ. g —A[RU]C Fp. | 
DACE —ÀA[R-o |E ж, | 
SARSLU, HER оор REU pO y. 
PSST, Н{ЕГТ>О} F S sx s, 
10) R— Vv R,, U= AR,, MJ 
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К =V. н ear gig А ds pue 
M 


ER 
LO үр Муз», FL A 87 н. ЕГО, ә HR 5.5. Hl 








»4 | UB pif- BJ CR... 
nooo (Ron C А O A np. 
F AC х. Шр -UJ:C R,. 
A| ta te | Pa aqlla <š 
МИ Аё» v Ten Cn у. ЖАНН. tes 
OM AER ТЄ. ЕТЕ ЫЙ 
Ак А. ие petes 
Malls s < 


- MEER 
Мо ~- e * 


Tana 的 牛 成 元 :LR 一 


iz AC, 


і 
3 和 2 只 布 证 ， d х П. Es poe хаз E EE x [125 yoa | x — UJ 
ER.. 


ASAT) 
这 ДЕН AC. ГЕЙ 


DAE. НІ E99 HIST AD 3: 
ASe 4€ 7 swa WH T IERI. 
сага TS x r М Кы, Є. 
ix K| AS ETIE Gy. [гр лр] АГ ЗГ Єл. DP 
a АН t3 T ЖУ АРК. AY 
ALS а= Р PY T gy ess 
EA 
ЗЕ H. pua AL B—C. HFE 
"s To кк КЕ кк. AB iñi 
ПЕЕ ПИРИН 
DORAE m 对 每 个 和 是 ALAS IE nu 
ALR 1р U (Кы Де Ul) C 


. 7d R =Z | 万 JT 


2 GAS ma реА gu rl c. 


>: x В н phos 


~ г. Te r 


sr BTM. dk 


ч» 


a Р 


. H 3.61.41 


s үк а 
т deed ia 
ч. 


T 


SAT 


КОШ Xp o- bl. m 1 


AR = се] = N САГЕ < R) € Эу. 
BJ A € 多 .因此 多 O Un, Da US.) =F Y= 
8)& AEF pM ALR«U Je Fu (由 6) A[R—o9 €... 
Cy (97), Н 
А = CALR < U p U (ALR = eo D € Xy. 
9) AEF; M ADS—O]C. F TFH 
= A= (ALS < Tp. U CA[T = 0b € Fp. 
1004 € R K АЄ.#,,Щ A[z-R,]€ A. -H 
AÑ < R] = Ü (A[z < R.J) € Va. 
RE X3. 3, RA 
Sa CVF g- 
友和 包 合 关系 总 是 成 立 的 . 
Ф АЄ П... 对 每 个 上 ER 由 (3.4)， 有 
АГЫ < 一 UC4LR。 < t] EF, 
这 表明 AEF u, AIE, 
NF rR, C Fo. 
какы | 
1D 809), RITE V 975 CZ s- 由 10) ,我 们 有 
| Ж“ =N Fs- сү” 
因此 ， F 一 V =s. iM 
3.5% RST 为 停 时 ,; 尺 ,U 为 宽 停 时 . 
D[SxT ],LS<T ,LS 一 了 了] 都 属 王 F siri [S< T]e F p. 
2) ER HL aF RE £c... MH sen € S r, Eler E F +, 
STs r€ F SAT- 
ЗВЕР 04 ECF Rh $ yt "T 
DRA 
For ПБ ST] = 22, NAST], 
-- = 


= ` ас ачяын EP pm. qum рар quali Агза толган. 27 иы! ИНИ i алт 


S CUT 门 LS БЕ T] == SAT Г LS = T | 
=, f] LS Ex T 
=Zr (S = Т]. 


5) 我 们 有 
oS uw NESST] =. 





бс, ЕИ 


Lm "e = 
H 


10А A.C. V al AA = CD RE jM, (5.1) 


r= | 


EP LU P (5. 2) 


E RH Жү] рЕЄ6). 今 EE V Sus id,» RE: 有 ULS.—5] 
—4. > АЄ 2 ;, 
A, = A[S = S hA, = Atf]LS; < 5 (5 = S, m2 
Jl rH TLS CS ]8e S s, ЖЕН E 14.40. A, € 9 s ,n21. 此 外 有 
AA =B kAj AS UA. (5.1) 得 证 . 
el 
OUI cs Sue т де T) s, M| h E3. 4.4). X S Tn, 
A[S,—T]€- ..& A= (А15, ST € S q. 5. 248E П 
注 ”在 科大 引路 ure sere e ПАР A I ovre: 
p pA T- T T- Ted s ТЕЖ. 
看 定理 BE a4— a... WECDO REIR AED $i, Ң 
T—hmt.. 
DITUT OE. НА —8J n TELOT,] LATT, WI 


Er SNF.. (6.1) 
2) ECT OS pd LX E— п. ЕГОТО Е Т.Т, 


ur BH ] У Sp mi ы кй SÜ, Н ] wy. = 579. E 有 
' ‚70+ 


©, = VL, EZROLTT VT, ACO- 由 定理 3. 4. 9), 有 
Ee EN Martes sem ue 
33 rB] s НЕ НЗ. 4. 10) 
Su CFL COL = F s. 
(6. 1 得 证 . 
DARA Fr OFr. pE. 4.100, 
V Fry = шы = D ле = Vr e. 
(6. 2) 得 证 - L] 
3. 7 定理 DiS 为 一 停 时 ,随机 变量 了 TE 多 ;里 守则 
io je ЁН. 如 果 5 5 Ну. MEA TEF TES ,在 [8 一 
ce] 上 有 7T>5, 则 了 也 是 个 时 — 
= 2 pl [sess] p =: оосар (T. 1j 


MD) S. nz51. AE FERE. B S. S. 
DRST 为 两 个 停 时 , 则 3 十 了 为 停 时 - 
证 明 DX А. XE —MMBUrrzROVDTr])€ F s. wd. 
[Tx z] [Y x: [S xf] € = ,. 
HIT 为 停 时 . Я Ж ЈЕ ХЕ Т C0 [T1 € Z... 由 定 
383.4. ,我们 有 7 | 
[T< ]=[T =< [S < :1 € #,_ с =, 
СЕ Aki T>. 因此 ,了 也 为 停 时 . 
2) 由 定理 3.4.1), 5, E Fs. ERS IS B TELS — o] E 
SS. H1),S,.,n2>1, SB. S, y S 是 显然 的 . 
3) 由 于 3 十 7 六 3SYTS 十 和 区 sr 由 1)3 十 六 为 停 时 .器 ] 
3.883 BRT COÀOLbkR—dEf IE ACR A 
Ta = TI, + (+ оо). 
ETa 为 了 到 A 上 的 局 限 . ША. Т. 
+ &0 = 


3.97ЕШ DRT HERRAS „Шр 7 为 停 时 .必须 


HRAC r. 
2 ARASA у. il 
Hp ПА = Ap Л, CLA = 3. Y M. 
Ке ГЕК s a 


B. (du. 
š = un — ы "E 
E i ‚А-- : 


EH. r” r= P r WAHE AC I ren 


МЕВА і) ge. 
DIBE > 则 ABES p MS - HY 6x0. 


AB[T s::1— АВТ, S tJ] € ОЎ, 
这 表明 ABC Т, K RNAS АВ  АЄ. NAKA Ar f 


T [I 


Clg Бос н bur. 
Gu ПА 2 DAI ГА 


W BC M] Ви ТАЕ» у BITE . Н 


GG T, ПА = (Rise n ae NA. 
Gg. PA F ПА ү. 


7 г = т. ПА. 19 62 
(1A. RE eT 
pue. Пе ПА үр, 
ИЖ ЛЄ. r$ R€ `“. . ЩО. DABE Hy 
coU. С... ЖОНО. DABE S ELO ACA. idi B= 
CAMU CEBE S, . TE > ou 6] 
82. 循序 可 测 . 可 选 与 可 料 过 程 
在 这 一 节 中 我 们 研究 三 类 最 有 用 的 可 浏 过 程 ;循序 可 测 . 可 选 
Юр М. | 
310 X ХЕ СХ) ВЕЕ РХ 为 可 测 过 程 ， 
ДИЖИР Go ОВА X.C) р X UB CR O- n WJ. FK X 为 循序 


Ca AD 过 程 ; 如 条 对 一 - 扫 € R. X R (x [0.1] X >, x 
u al * 


BO, |)- нуў. 

显然 ,循序 过 程 为 可 测 且 适应 的 ,但 着 命题 一 般 不 成 立 ， 

3. 11 定 理 ” 右 连续 ( 左 连续 ) 适 应 过 程 为 循序 过 程 

证 明 х= ХОА АЕ. 对 每 个 给 定 的 ! 尝 0, 定 
хохо). яр Ха Р. 


X (о) = Хуба, у + SIX of actis]: 5 € [0,7]. 





ДХ" a = I. Ар, КС 0,1) - PT iW, НЕП х[о. :jj 上， 
lim XP (9) =X, (w). РО [0.6], XAF X S8 (0 £T 


m, 这 表明 X AE PRX 为 左 连续 情形 证 明 类 似 . [1 

3 12 定 理 СХ) АЕА, Ш РЕВ T Ху т<] 
FF o н]. C ЄЈ© ЭЗ ЧЧ 

МЕ BH мы ык arn Xr PEK, F ШЕ 
Ох Or] Ex Ado, Do p уп БЕ ee = Со Се) AD AR 
СО 0, 1,27, СО, PRR, ER) ) H um ЈЕ: Go I 
X, CoD B) £r 2 7 - п] {Ну GE XE 3x — 8 1869 БЕШ] ТЕ, pR yz). 

i& AC. SS Ш] Ер £20, 

[Хтео Є А +4) = Хғ. Є АГ &#] Є 
У Хт. i7 бта Хул, Itras М Xs „у 1 
белый эзе. U 

i£ (ХЕК) HM. ЗА ЮНЕ KE, 
gü X3 HU Pep T, X r= XrI r=. HX Tra E F r. 

3.13;E МУМ QAXR, BI Р 5 称 为 随机 集 , WEE FR ТЕРА 
数 1» Ж&— ВАЛЯ: Га = CU e ХШ Us) = B Ж B Et 
АЈ А: BC S XER), B ERAGREBICIBEO 38. OX RS 
-- FBE ARF E. A e UB PF lE. MF RE x 
AR cO 9—7 a AAF c- ER. S 1, — У ВРЕ 4 А. 
QUE RET. Е o- BT ñi] Н. 

3.14 УУ HUV AA EWT R -AAR Н U< V. 定义 

e 59 + 


| U.V = Ex R Ule gf s; V(mwll, 
LEV = [lw pD 0 X В, (7а) gr Ve), 
MELKI = ilei € 0x R,. Uto tz V (a), 
ТЕТ = CAA E 0 X Rw < t = V (ооу). 
ЕЎ. Уч oH. q P U.4 009 — IU. j oo] UBV h 
ВЕ PL E TULVI Т.У T ve BR 3 B8 AA ia]. Ú U 3 xg XX 
TU . 称 为 的 图 . —— 

3. 15 定 多 ОХЕ. L. Br Se Wo ДЕЛЕ ҺЕ Pl Е RS oU 
称 为 可 选 o-3 ig CL OX R. 上 由 全 体 左 连续 适应 过 程 产生 的 
c УРА АЈБ o- bk. п 57. 一 随机 集 或 过 程 条 为 可 选 的 (可 料 
Ep. 如果 它 是 ec ceg y n] dn. о 
”出 定理 3. 118p НЫ Ee e Г ЖЕ РЕЛЕ CA us БУТ ЙЕ 

X = CX he —3d3 Ж ЛЕЙ Ий m sf. perge X = 
Xod АРБЫ ЖЕ. 下 一 定理 给 出 了 一 些 基 本 的 订 选 集 二 可 选 
过 程 , 可 料 集 与 订 料 过 程 . 

3. 15 定 理 Di ST 为 一 对 停 引 ,有 SD. S.T. 所 构 
HEP] 6e Н DX [RI PL A E AAO E Bp de п Е. ЭЗЕ IB EB BL d 
€ Wu XSF -sr Nn Pk EY AE, 

2) S.T 为 一 对 JH S= T. MEIST] Зр. ж 
ARER EE Tecnici X — SI i; r. X ; 
证明 ORA c АВНЕ AN EST TR 
TER. G T Se MESI =N IST REESE. DTI u, 
HA EEES TI ISTI, ISTE 都 为 可 选集 

[IH 53. 5.201, X, Eso duar E F o X — EI ¿rr ATE 
左 极 适 БЕН. 从 而 为 可 选 过 程 . 

DHF lis: WEEE ua pla. k J S. T P uj БЕ. Ж 
3. 5. ЗУП. Ж 0, ХДЕ. E ERL.X,—0. B E. X — 
С.х ФАЗЕ ЖЭЙ JUDA. БИШ МЛ ТЕН. 1] 

3.17 ЕЕ ¿EHI kim W УУ. 











- 83+ 


т 
A= Sel : S € >Z). 
ШЕВ bes [I S. l 567}. h FEC, A sCEOC 


ыл s 
ROAD 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 . Eu: ХО A o C60- np. 给 定 
c0. 4 Т" == 0. НД КУ CES: 
Tš 0) == infit, £ > TRO), | Ху. (0) — Х,(®)| zz €. 
pk }Ху (о) 一 X,. (G) | Z= | (17. DD 
我 们 用 归纳 法 证 明 一 切 T5 ЖЕШ. 注意 ; (17. айнан, 
р ЖЖ ШИ ШИЕ. БЛИЖЕ КЄ R , 我 们 有 
[Т =r с [ТУ] Хх ТХ, ®є 1 Хи —Х,- ее] 
CiT cn е | (17. 2) 
HT Ula =r] =U r= 
由 (17.2) 得 | 
pe os d = UL r: < Зх = d |> 


LJ [IX ЕЕ X, | = > Е|)) 
= й UEF ЈОХ 7X4 ва — у], 


—— . 概 定 六 为 停 时 ,由 定理 3. 4. 4). 
| T. w T> o JM TG Те НЕ. 
Саа. H Т. (0) oo f Th бө > (о), |, 
Sb | X: е боо C9) — Ag sa 0) | = = sk | Хт. T Co) — X reun Ca | Z= =. 
HF X. (0) {К |0,ео[ L ZE TRIER fF 1E EUER ECTS Co) CIR 
233 MR U Mii Гб) # rec. 
Хе t G н 


PE 
h Fae S Lr G Tip DI, | X itin (ay — X, Can) | <=, АЖ 
EunD E OX R, A XLGO- X G0) | 之 se, 从 而 

lim X?(o) = X,Co). 

ed 


. Б = 


fw Хг A sSC6- ny m (B > = - Dr WS B pQ 32 N iF 


Xe d X° A CE-AI REX Ай, ос) DW. [7 

3. 18 定 义 “ 一 随机 集 B KARR MEB U í T, .其 
ВГ 为 一 停 时 列 . 显然 .稀疏 集 是 可 选集 . 

3- 19 定 理 i$ B N -ATE H tu t — f SES rh. M| B 

证 明 pc Ü! "d TORF. 令 

[Qo осо. (a) € Ві. 
MJ 1, =T, S 出 定理 3. 12. L, € 57, LB 
"m = = FM, F (+ wye 
为 停 时 . 显然 有 | 
B= ÜTT), D 

3. 20B 设 (X,) 为 一 可 选 过 程 ; 则 存在 一 可 料 过 程 (Y,) .使 
JF AS itm EXLCAD EY Ca A PER B. 

WESR — RU bs e АЎ уг Au k y ЖЕТЖ. AA € 为- 
ЕЗҮН]. e= (H S.T 1 ЗЕТ. STETI 为 停 时 全 
Аэ. S STU LK STAL VE .W | 

ES TEATE. vv 
这 表明 е 为 2" RESTE SET Xp 
Hj Y == sr 为 可 料 过 程 ， аскат т.т en 
Ера Р p ХОХ k X оо, Eu u 
ERI YU. pig ERAT 的 = =Y ARE. <> 
Y = Timi Y = Yl- gs... 
ШҮ 为 可 料 过 程 , 日 
(X ze Y Ju U | XU x Y^". (20. 1) 
C ZO. Wk 由 定理 3. 19..X C X. Рос) = ë 
出 单调 类 定理 知 ,学 正直 可 选 过 程 全 体 ， a 
3. 21 定 理 4 


E= (A X {OAE < ,) U CA X 8.21, 
< s t, s.t C QULA € Uh, 
E, = (AX (04A € 9, U (A X [sss 
Q < s =< £, s€ Q. A€USJ,. 

«у= (А х (0);A € v.a UU tS oo l Sec Z t. 

则 С) оС) 2-00 ,9 — 2, Be Rl, 7-67. 
WEAR Pr b, e 054 RE PA. x Сел) С T.» жй. 对 

每 个 左 连续 适应 过 程 (X), 令 


Хі» === AX u =o) + х, Хав а. 
&—n 


Wjlim X;" = X,. E W, REA nze1. (X: o C6 0- REB. СХ) 


=) 


dRSA.Se со Се, y, M mr IS REL RM 
其 次 , 设 AC. <s, ИД 


Ах] = О | —, (pl 








A x [s.4[— ' UA De 


=] m= 


ARH 88,000 06, 650 0 08 0. RICH оС) — 008 QS 
RMA аё, C, Со («УСА Хх Jst ]= П sasta ] ,O«s 
IAE Us ^) BUB 005,02 — 7. Saja H T 7 rh yu ms 2 ñ] ЖЕ. 
MW ZTE, 
3.22 系 设 工 为 一 停 时 . Ето) A = e, 
(о) >, MI) 


горе - П 7 xe], (29.1) 
g LO ë y == QUID =< ој]. | (22.2) 


证 明 ”我 们 只 证 (22. 22. (22. ZDENEK W AC. 
M| £ cAxtoD-ADT-0]€ S; NT <], ük Se. BU 
37005,01) Ss [S< T< ]€ Жу [IT < оо], 
由 定理 3.21, f С) с ПЕТ < оо). R ZZ, й A € >, M 
* BÓ я 


A = f (Ах IC f^ C9. M AC. Z, Bn] 

CA[£ ГОГ ш өө ъ= у (А-х юе у € ЗУ, 
ev I Те» узу. (22. 2» fE WE. +4 Б (22. 20 3] 
[E--Wigep Y nV. LJ 

3.233& ORT X — fe Bt. 则 对 任 一 订 选 过 程 (X,;， 
Х.Е. a. IZ ЇВ Ы EC WW fff up xx ur 
Pi CX.) LIBE EB уш ium XH. 

DET 为:- 宽 停 时 , 则 对 任 А (ХО. Ху 2€ 
c5 КЕ ЗН ВЕРЕ Ec 07, . 则 存在 一 可 料 过 程 (X) .全 
Def 二 让 

ЕҢ  TE( 7 p f (a) — (of Coo. Ws E fup zd fe 
XO EF Db eode XH NX M f SE {ЕДИН m 3:22 М 
Doob 可 测 性 定理 {定理 1. ЗУНР ЫЕ АЮ. [7] 

3.243 BET X фр, ХСХ у up Cap RO ES MJ X 
(D ARES ERES | 


X! = GET eu US PO "Td 
Dyus PT pk n] FL) BS. 


证 明 — "F3E [Hb RA: 

A! = XÈ ту + XH qo. 
Bp T.I r Ж ХҮР o Arip Pag о AOR HOCE 
НЕЗ. 12 4£3. 16. 2220. AE. X anA р.х? dunnpiscnp Tb. 
事实 上 , 苦 X 可 料 .对 任 -- 宽 停 时 了 .Xz 也 可 料 ， | 


$з. 可 料 时 与 可 及 时 


3.25 М 0 г :及 -- 值 随机 变量 了 称 为 可 料 时 ,如 果 [ 了 、 
оо X np fi. Е С 
ie А.Ч Н р: -- 常 值 停 时 是 可 料 时 . К T 为 -… 
TAL H EIT 为 可 料 集 , 了 ArnpERE UE {МАП ТО уа 
EHE. 





3. 20628 X. RT ARIT, sl 为 一 宽 停 时 上 升 列 ， H. 
en 8 TST. 令 АСО. 我 们 说 序列 (了 ,) 在 4 上 预报 了 .如 
果 在 A T0] E, Hn 8 T.T, ElimT, =T, # CT, = 
ФОКА СГО МЕ T. 

称 宽 停 时 了 为 可 预报 的 ， 如 果 存 在 一 vati ERA REL 
COE T. 

3.273838 设 了 为 一 可 预报 的 宽 停 对 EL D—0)€ VT 
为 可 料 时 , 特别 ,车 多。 一 多 。 刚 一 切 可 预报 宽 停 竺 为 可 料 时 . 

HERR TORMET 的 宽 停 时 土 升 列 ; 则 

Т.с = ([T' = 0] X 101) U ( ñ Ú T. eo ) € = 
KT BEL D] 

3. 28% Pooll S TE:S 7 为 可 预报 的 可 糙 时 , 且 S< 
T). 
n... 在 定理 3. 21 中 ， MILLS ILLA 第 一 类 元 素 为 4 
(0 ,其 中 AE 多 ,. 我们 有 


AX (0) = Й EO. 





停 时 04 CIO. REA ЕЛ Олы (АЛ р) 
所 预报 . 第 二 类 元 素 为 AX Decio POSKA UF, 


гл с Сее зда ЕНК ФА Є y, 
MEE Bs. Ë 6 4p S) AR Ж (Oeo (в) 





| (nk) ^I] ,| ,所 预报 ， 口 
下 一 定理 罗列 了 有 关 可 料 时 的 一 些 主要 性 质 ，，. 
3295838 1) 设 (3S.) 为 一 可 料 时 序列 , 则 VS, 为 可 料 时 . 如 
果 (S,) 是 尾 定 的 , 则 AS, 为 可 料 时 . 
2)1 S 为 一 可 料 时 ,了 为 一 停 时 ; 则 
A £ S; =m ALS = TJ € Fr ALS = T] € > r... 
© 88 e 





特别 ,LS 一 了 jE S... 
3519 S 
DR ST 为 可 料 时 ,出 

A € uno >AS ETIE F, 
ALS < T) € X. ADS = T] € P OSAT- + 
=A UBACE >, ,.ВЄ >, AB= {Л}, 
5) 设 (5,) 为 尾 定 的 可 料 时 序列 , 刚 






R S 为 一 Pat AC xy Sa 为 可 料 时 ,; 则 必 有 A € 


ЕЗ 为 一 避 料 时 , 则 对 -- 切 站 E 到 :Sa 为 可 料 时 . 
8) 设 S 为 一 可 料 时 , 实 值 随机 变量 5E ILL ,网 人 ii 为 可 
ЕВА 1) 我们 有 
n V S., oo { =] E S. co lB. 
EGS ЕЕ. 
П ASec =U i Set. 

2) 由 定理 3. 4.4LS<YJE S 47 一 Er 只 要 证 明 
А5 = Т Го]... 设 (X,) 为 -一 可 料 过 程 ,使 得 71. 一 
Xefes (A3. 23. D0. 9 Y — XI... WY R Н 

Yea = Хук рүү. у= Куйт у= dpa. 

II ALS= T € у (ЖЗ. ?З. 2 УУ, 
DUERA OC (l С л, AC... (Y +. , DM 
ка арча: жата 
АСГ = 51= ALT = S A T] € A san. 
. gg- 


因此 1—(А{ 7 DULA 755 0 Є К pirs 
ORTE SEI S 
ALS x T|— ALS V T к Fa E 
Ae T жь | T]: 
因此 ALSST]E Z, . B.S 15 T НУХТ. 8 
ALS peg edere see. 
ЭСЕ Syn. A-SC[T«S];BSCUSs T]. WI 
C — AL) B, A € X. , B cou. V. AB — €. 
5 其 证 明 б) 253. 5. 60 5z 4 UT. 
60$ X-- Iis e IJ X AARE. m 83. 23. 20 Zac 
ХГ. ,ALS<o07E S^. sg dE 4. ADS — o] 
€ T V EAE... | 
71 A C. S7 s. 由 系 3.23.2), 存 在 一 可 料 过 程 XX, 使 得 
Halise у ХАГ A | S, Ú =[Х:=1]Г Ul S J 为 可 料 集 .由 于 
S4 M EHI. B Sa 为 可 料 时 . 
外 容易 由 7) 扒 得. 11} 
3. 30 定 理 设 14 为 一 可 料 集 ， 并 包含 在 一 _ 列 可 料 时 的 图 的 并 
之 中 , 则 A 本 和 司 是 一 列 可 料 时 的 图 的 并 . ELI a 
ШЕН ZEA DET REHES. 9AE Ld 
3.31 定 理 设 4 为 一 列 停 时 (可 料 时 ) 的 图 的 并 , 则 存 一 列 停 
t CEDPRERIO CE) 5 使 得 A= U UT, IALT, Ú YT, 1 = n 
ШЕЯ Hia HAJEE. i CS.) Р eE E A — 
U ES. 1.4 T =S, XEn22.4 
B, =D Ls: 8,]. Т, mM | - 
W B.C y -oTa kasa [ 7”, 1 nü [7,1 E Mason HA 


=Ц1т, 1. LI | 
3.327EXB ОХ, s AA E АОВ Љу SHE Е УРЕ 


` 90 = 








LAX > O]— {wt c6 Хуб) S£ X, (о) 


ar 1 UT ЭЕ (39. 1) 


证 HH 在 定理 3. 17 的 i L? fp HH r е, 一 n JEJE TAXAN ir. 


U TTET. IOKE eos XL GO-X, GO 128 2 Г + 


| «fT 
Pacaya secun. 
И «€ TEE Go Te aO» 7. 1.300 ptr 


Au) 一 X pua (9) Ed + . |X.. (to) o- A r3 sso) | m i. 
„т 


НАХ. ә X,. Con |= RO x K HH p г pa. hu (32. ТУЦ 
定理 3. 19 即 得 . 11 

一定 埋 纵 出 了 和 布 连 左 横 远 应 过 程 为 可 料 过 程 的 刻 呵 . 

3. 33 定 理 ix X— (X, 为 一 三 连 左 极 拓 应 过 程 : 则 为 要 六 可 
料 . БЛ E X WE PFR: 

”站 存在 二 列 严 格 正 的 可 料 时 (7 ATAXO CU ET, 

э t [| ЖЫ T XI JE a 

HERA ”必要 性 . УХ ир jy. MAES. 175859 jb BH Н. n] iTA Ru 
WEB, AU R PELA TE Aa БЕ}. H 

A= jo AL Хуу AX | Zeel 
U EIN airi o cor Xj EE 81) 

为 可 RH R RILE GC DON Tia b p Bt H FET ЛТ СА, 
IT J —АГ EO Ti IAR RHE. ke Ti MN BP НЫ. Та S Ж! 
3. 328 ] uc HER A AEDO uc. AE PESO 山系 3. 23. 2) 可 得 ， 

ЖОЕ. RATO R20 满足, 由 定理 3. 31. SR UT. КЕН. 
ЖАЙ. ЕҢ 








X =X. fp: po 1 A Xu 


rt 


+9] » 


BET Xr drag Жу... Ху Lao í m Xr Ly eej Gara — 
ТЛ март. Mg X 为 可 料 过 程 ， Li 

3.34 定 义 -一 停 时 了 称 为 可 及 时 ,如果 存在 一 列 可 料 时 
CT) ,使 得 ET 了 CU L7, V. 

显然 .可 料 时 是 可 及 时 

3. 35 定 理 设 了 为 -和 停 时 , CS.) 为.- 宽 停 时 的 上 升 烈 , 且 被 
T Br. BSET. 令 

ALSO] = (PES, TD б ims, = TU [T = 

(35.1) 
(Bi CS ALSO d E BE TOI ALGO T€ S oT ass] 
i. 

WEBB 105,7, С, - T ]— [limS,— T 7 € 
7 АЙЯ A[GSO 1€ S r 4 К,= C Op uns J A v DI] CR, 预报 
R—limR,, H RZ«0. 由 定理 3.27,R 为 可 料 时 . HT Тиз, J — 
IRTUTCOJ.BE Tas 为 可 及 时 C 

3. 36E DiR S.T 为 可 及 时 ; 则 SYT,SAT 为 可 及 时 . 

21) 设 了 为 可 及 时 , 则 对 一 切 A€-5 DA 为 可 及 时 . 

3) 设 他， 为 可 及 时 的 单调 序列 ， T-ümT?.. E CT, NA Try $l). 
ШЧ OAE S PR; r СГ) A EU EE P Р. ШЇ JT JR33 n] ББ]. 

证 明 1.,2) 显 然 , 往 证 3). 在 增 序列 情形 ,由 定理 3. 357 cus 5: 
Xn EBSR.X dS. D.A(CSO = s —Tbtr-o] 因此 
Usa CUT, Я, Taso SRL Sak. T Tuus 
ATs DEM. ДЕ REGE МЕ PF p] 6 E. ROGET 
UET ITATTA. Li 

有 了 可 及 时 概念 ,我 们 可 以 仿照 定理 3. 17 定 义 可 及 o- i. 

3. 37 定 尽 ” 令 .7 Amp Eb НЕЕ, :SEE 在昌 
x R. RB) o-Bknt| g n] E s- ER. 关于 可 及 5- 域 可 测 的 集合 上 与 过 
程 称 为 可 及 集 与 可 友 过 程 . 


" 92 。 


- = . таныгаа l. а-на 


这 ЖаШ УЛ соле Калт Ара] AE. 

注 pedet. 19.3. 20.3. 21:5. Hj] НТ PE H НУРУ 
HF HEA РЕГЕ ETARE В ТАЕ P я РУТЕ ТЗ FE i 
76 4 GL. 

МЕА А oA нр. 8] A pm tj жр REC fu] 
的 联系 ， 

3. 38 定 理 10 dz X Жуз] EA РА M ASE X u kl J P. g. 
a [tig xg MEM Xe c.r. 

О рк. "PE ^ X spi. Up HEX] -iN 
ЗЕР рсе ус. 

证 明 ТЕ H3: 23.20 BP. ТЕМЕ ЯЕ. RR Baz X 
3. 37 FU E. A -TRHAT Y ep X: Y yn] НР 
8g. J PEH ХЗ. ЕИЗ 31. el НЕЧ СХ, JG 
"cou A A ES D ЕХ, oE AHL XY |C UT S. T. pi 
EITE 

Y — Yla + SIN Бу osa 

Fg л Г | S. bm AX S EL RR B YI WU ERA FE > 4j 
ИТ, q S, RUPEE SE. s FK HER X. Pb a. € oss М 
XI. Ji. WA RELEE РА A Aru] Aras 

2 必要 性 由 定理 3. 29. Ур. tF PE e yE. ФА СГ, BM] N 
HE Mit НЩ fg. wP aper 

бу TS 

(S. A y -B[WJ). BI Xonio p. qHDOX 
3v Lali. ЛАЙ S 为 可 料 时 . L 

3.393 P F — 07 ER ЖДО DU. HH SE XI T n] LT 

3. НЕШ DAR F = (on 0 kO g PE ЕК. ДО B. EH 一 

tu E. BT RI ЖЕН. 

DiR F6 O ЖИЛ МЕ Seu. ШОНЕН, A 


TER 


= vm, = V э”. (40. ] > 
证 明 DERE E F— C Yi ZE Я. S S X n ABI 
为 一 证 料 时 , 则 人 一 了 和 有 7 一 有 到- 出 定理 3. 28.2), S 为 可 料 
в. 
充分 性 . 设 一 切 可 及 时 为 可 料 时 . ФТ 为 一 可 料 时 ,4E Жу, 
Ш. 为 可 及 时 . RER Ta 为 可 料 时 ， 从 而 АЄ г 《和 定理 
3. 29. 60. 这 表明 S r=... Bj F— (7 OSEE MESE. | 


2)Hi £3. 5.6), 我 们 有 Sum VS 为 证 (40. D ,不 妨 假 
ECCO AURIS. A T= VT B HT OUEST] НЄ. 
令 АЄ.5 p, [EWE Ai E V Жу & Ar e V. 我 们 有 

AH: = Y ADT = T, D € v Z. 
B F Tro, Н А0 ETa 被 序列 (07 Orr on AO PH TB 8 At 
Ти 为 可 料 时 . 于 是 依 假设 有 F r, m rs AM AIC TOS, 
= 21.84 НЫ Б.ТеТЬ Ж Не НОГ Т1, АЯ (定理 
3.29. 20AH — AHf[T = T ]€ F r. [EE 2, = V S, С 
V p (定理 3.4. 10)), 故 AH € VZ, TE A— (АН ) L CAH) 
€ Vr. L] 


54. 有限 变 差 过 程 


3. 41 定 光一 过 程 称 为 增 过 程 ,. 如 果 它 的 所 有 轨道 为 只 EAE 
HAREA HH AA. 两 个 增 过 程 之 差 称 为 有 限 变 差 过 程 . 

量 然 ,有 限 变 差 过 程 为 右 连 左 极 过 程 , 从 而 适应 有 限 变 差 过 程 

设 4 一 人 4 为 一 有 限 变 差 过 程 , аЛ oC 0. R 上 的 有 有 限 
"p ЗЕҢ A. Ce n] DLE — Hh 238623 А. (ш) = А". Ce H- A7. Cw), 
Hp A. (а) ЭЕ БЕЛА P AE 3E ра, А“. CoD AARNA BRE 25 pQ XR 


a F: • 


Адн) — MN Acl E, | GU. D 


Ted od fé. VA AH. ET ЖАНЕ. V N. 上 的 纯 断 部 分 1 ni 
WE e. 
м y тт. FR 2 为 纯 断 的 . 姐 果 A= 
A" í ESL ul is ` E pl ЖЕНУ Zi T. 

M 拉 定 理 EA dab Ep A RR ЛУТ. Ж А“ К 
ОРА. Y Ang Bf. 此 外 ， ж - MIT онза dé EG 
( 订 料 时 ) ,使 得 

Аў = ХАД Ли (42. D 

CARE AA... 0. 2 . | 

WEBB iub A AT EHAR. HE Вз: 31 63. 33 知 ,在 在 -一 列 
[s] т ЖИЛЕ E E БЕН ОТ. qL a Ао С U TS. i. B T 
(Il. D pao А Ж. A Mo] t pk ЛЕ ЖП i WK НЕ ЭЕ. 省 是 有 
(12.1). ТАА RERE АА, € s. Mff ib oe 3. 29. В.Л 
为 可 料 过 程 . 上 

£ Hiel. D AOI D ;我 们 有 

УГАА = -X DET 


一 定理 是 — ie. # EE EA Hin. 

3.43:E 8 j A A АСЫР {ҮМ ЯА. ЩТ ñ: 
= Жн ЕЕН О пр ЖҮН? T GR B. СЛ, АЈ - -A H E TE ASH 
XO. - 列 实数 人 4 使 得 对 二 50 有 有 


> ГА, dono :] = E (43. l ) 
А, == S Adran (43. 2) 


ШЖ А 为 增 过 程 , 每 个 可 到 为 让 实数 

证 明 我们 只 讨论 À 为 可 料 情形 . 市 (42. D ИУ E d Л 
- $E. oo rap ES xe BE. Horp us Xr- - Pd ERU Ap EH E 3 
Ab fa р 8 SE I Ba DLE d. m OO AREA 22 «sc BJ MJ Гу P ER 38 


r QR + 


IG 8 PERI, ВЕ е, = 6, W 6 2e —8, 0.80. 于 是 存在 一 


ТЕЖО) ACH, )Cs, M g=- УА. 令 了 一 Sn WT, 
为 可 料 时 , 且 T 
A = Ато O 
3. 44 定 理 ” 设 4= ADANTA RE REGERE И А 
的 变 差 过 程 в, 一 | (ал 为 适应 (可 料 ) 增 过 程 ,县 4 可 表 为 两 
个 适应 (可 料 ) 增 过 程 之 差 ， 


WE ”由 定理 3- 42， 
| Ati = 221484, as 
为 适应 (可 料 ) 增 过 程 及 
|1641 = LAS + tim У) | Atu, — Азу 


pt 
为 适应 连续 (从 而 可 料 ) 增 过 程 ,它们 的 和 В, 一 | 14А,] 为 适应 
(Са ЖО 31 Ж. 令 
А+ х= + (В + А), A-— 7-08 — A), 

А.А ”为 适应 (可 料 ) 增 这 程 , 且 А= 47—47. [1j 

ТАЕ ПЕЕ ЗЕ ОГАЕ РА ВЕЛЕ З РВЕ ЈЕ АЈ Lebesgue- 
Stieltjes 积分. 

345E ШЫНЫН. А CAOIX —d1 Bo 
差 过 程 . 如 果 对 一 切 e € x] — 9] (0. Lebesgue-Stieltjes 积分 


| Г.с) А) 
[54] 


存在 且 有 穷 ( 即 | ipso ПАА, GO | < оо). ЖКН 关于 
Айй. 这 时 ,定义 
В = (B), Bilað 一 |, H (ed A, Col) 


= 965 + 


-Hir GENE (Edd. ar-a hh i arr -al Шай JF. - аЙ -в.. л. orn 


为 开关 于 A ERAT RU B= H. A. BRB 仍 为 有 限 变 差 过 程 

#46 定理 H= (有 ) 为 一 可 测 过 程 ,4= CAD) RUE 
ESUE.H H 关于 4 可 积 ， 

1) 如 果 H 为 循序 的 ,A 为 适应 的 , 则 Н. А 为 适应 的 ， 

2) 如 果 H 为 可 料 的 ,4 为 可 料 的 , 则 H. 4 为 可 料 的 . 

证 明 ”首先 ,不 护 假定 4 为 增 过 程 . 于 是 容易 由 单调 类 定理 
证 明 ! 对 任何 使 得 | аА < = 的 可 测 过 程 H, 


аА € F, AEEA, FO ЕЖЕ HI o A A 


FD. 次 证 2) ,考虑 A 的 如 于 分 解 ; 
A, = Ai + S, AAs Tis 
其 中 CS 为 一 列 图 互 不 相交 的 可 料 时 (定理 3. 42) ,我 们 有 
| naa, = | аА: + 2 Hs AAs ss 
由 1), 右 这 第 一 个 过 程 为 适应 连续 过 程 , 从 而 为 可 料 过 程 . 因 五 可 


pHs Hs <s) € Fg - RU 由 定理 4#， 31.8) Hs AAs 1, St X d] X] 
过 程 ,从 而 右边 第 .二 个 过 程 闵 为 可 料 过 程 。 11 


$5. ”时 间 变 换 


3.473EX. 一族 停 时 r= (т, К у — ПЕ] 3E 96 СР АЧ 
T). MD OË 

DAEA 220.7 ДЕЕ]. 

2 } 对 每 个 o€ Qc. Coo R& Е, EA- R, -fii A ТЕБЕ IR C 
ШЇ ЛЕ r= COVER Е НО 如果 rz E R. - 值 连 续 过 程 ， 
“> G = Chep 19, = = ra zm 0), (47.1) 
H G= CeO RIRE Е С 站 经 时 恋 r 而 得 的 流 . ШЖ Р Tox 
£g. M| G A E OGERE. 4. 10)). 

xr —- Бр T= (Tp E P £ Ui p] Fe A= A, >: 


* gy 


5 . А, = miis 2m: tf oo 73 Qí 0€ 
为 二 页,- 值 活 应 增 过 程 . ЗЬ НЕ 20. 00 же 
г, — inlis ZZ 0. A. > рут, — intis >= KAEN 
RI (OC BUR СЛОЖА Я. 37). m 
sz. " MEE ' z : 
K Ж]. = ГА 3. ` cann 


HT Ж, A.C S ËD 4 为 适应 过 程 .由 (97.2) 可 知 ,4 为 


C- 宽 停 时 - | | 
3.388 iQ A= CAO RH — R. 值 适应 (可 料 ) 增 过 程 .z= 
(COM A IP M NE: | 
T, = inf(s 22.0. A, 24), 
则 对 每 个 1 二 0,5- ib сагы. ,对 每 个 1 这 D0,T 为 宽 停 时 . 
ТЕН, ЖИР 右 连 续 , 则 r= (т) 为 一 时 变 ， 称 为 与 页 ， {йз Л 
增 过 程 4 二 C4,) 相 联系 的 时 变 . 
ШЕ RH. 对 每 个 2229. a (47.2). [n xs |= [Ады € " 
3220. BD = -为 停 时 . 对 每 个 220, тол, V te Bon 为 宽 停 时 . 
EA Aa ERA L.-—infism0.A,.:0) UE 1 = 19, 
г. 1 LA: ] Nn] FEE, А ener. 
其 余 的 结论 是 明显 的 . [ud 
前 面 已 指 凡 ,每 个 时 变 帮 与 一 个 ROS ысы м 
# НАН Ж. 
3. 49 定 理 设 * 一 (т?з. G == (ç БУСА. DEX. 
DUE S— С- РЕН]. 00] r, 为 FREIE, Hs. C9. 
DE S ARMIER S € 2. H rs A F-AM 5 为 
C- 售 时 , 且 >. 16... Cs. 
VERB DAC "s Joi f 
А[ з <£] = (Afr, < 65 = el) Ú ( A[S «rb < tl). 


BT ATS—c]€ € QC. CAU AS 二 eg LEM TS 
A[ rs € V 这 表明 rs 为 F- 宽 停 时 ( 取 A0) CS a 


« gg » 


Эу Ag. Гро, . HW] 对 每 + R0. d 
го[е asin] 一 


ACS 1] (А[$= 
xX КАНУ ЖО PREIS. H Г у. 1] 
3.503& EF KAR. EAREN S A G PRAT. p; 
A LELA rs Xy F-PEIM| М S€ OS. IP ES nte LY a. 
证 明 GABIG РЕ. "m 49 即 得 . [i 
3. 51 定 理 ге (r) Aue AE AS CAD НАШ: A, 


inii ZO. TIEF) 1 ШЫЙ), 
1 J 站 


DET OF IBI As 为 G- 宽 停 时 , 且 


Ж. . 


А. 
ЭЕ Е та crm? FT S ААВВ RETE 

Ea Ar Ж G-fBF. T p F- PEBIS FL ea С ү. 

„ШЕ 2220. 9 


= А, 


ШЕВ і ЛЄ. (р... 
ii| Ay uL і | — í BIT — єх» ][.А. 

SE us. Ta ca M T i]. 
C =Z. BUT e LA. 


H PEBL со [та ]6Є о, р T 
= оре ОЎ, 得 ВГА ] € 


р BUT = o A, rine 
б. ARH AS дс ЖУН]. R. S afl 
2) 设 BE. АЕ LEOD A, seen, EL 
BIT 4] = GU u DLA sc A] € а. 
因此 加 时 上 
3. 52 定 埋 E осоп, HARD ROn ос. 

DF AXA e A F- UA E K, ou G-np AiE- 

DA AS X o Е Пре MX. xo G- Epa tz. 

WERA SDM. GO, A E Б. ИСХ. ›, „К. TX ho 
МЕ MEX: 0 КЎК. СХ), Ар P- к, TIRON y M 


fas 


出 系 3-: 


l) 例如 ,证 = EZE га Ü Ë r. =... 
“Ө. 


CX. Dua 9 G- ili bir Ez. 

I T 汶 一 下 -部 时 . fe X diere» BMC X Y... fa Ë ANI .x 
hix S пру phin. Xy AS dinr» BOX. кэп Ж. Н G-t 
MORA G- R] Ж Ж. M r X == lí Ta AC o || ЕХ. 012 
G 可 料 . 由 单调 类 定理 即 得 和 欲 证 之 结论 。 | 

下 -一 定理 诗 细 讨论 了 一 个 简单 而 有 用 的 时 变 的 例子 .. 

3. 53 定理 设 了 为 一 停 时 : 令 

一 

12 S ЖЕ aj W SAT. Sear G ЕН. 

2)£ 5 A FRE РЕН. Уе A G- ГЕН]. 

DE 5 X G-H, W рз gar, 

Dg X A F-uJ gk (F-B[ Жр PTP. H X XI inr: р б-т] Z 
(б-т 34.) phe. 

or S5 S F- u EDRR. IH Sisar G-npRT. 

证 阴 这 里 涉 及 到 的 是 时 这 race (r y ir АТГ. ERA pt as E: 
hb ACAD LAS pons B J EC 20.5 G-EBEI ERE F- E 
В. | 

首先 ;我 们 证 明 <. — т. Co г НА 8 0). iw == 0. AE 
SC gpape rs (AD r i=: AT ЛЄ SZ rC. B АГ = 
oc 1€ “©. "ERE ФАС. ALT=] E 22... BEBE AC S p, 
АГ оо = Ц СА Тея D ALT n. € Z. rC. nz 
ALT xeo]eu, , A= (ALT= оо DUCADLT «oo D €... J E a 

DRES 为 一 天 停 时 , 则 对 一 切 (290 

[SA Т^] € S sara СФ, 
СЕЧА LS = rS шг] = LS = T A 1] € Sar 
AIE АТ. Sesar N С-Ф. 
` 2)IHT Saon— A, BER. 51. DA: Suer A С-Н. 
3) 设 S у С-КЕ. СС m C r EF s, kk SC + 


“100, 


让 
ALS А T: А € o D oru p CU. 
DPA B кҮн ЕЗ. 52 可 得 . 另 -方面 
有 

«Bo T Xr G-EERI. В. X rliro T ХУА Б6р. Хурс М 
сарі HOS X? 为 C_ 可 选 过 程 (4G TERRORI XI ori ls 

Эз OF-upEbERDW] Хо. 为 天 可 料 过 得 .X7 = 
Б aaa B G 可 料 过 程 : 即 Ser AG иҗ. E] 


п] АЙ 53 fb 7E 


3.1. СХ, 2) M ЕЛВЕ A o E. ECR 为 
Fr tE. И 
T -info Х.А € Kicak infor cm N X, € BI) 
Ap sw sp. 
32 ROX: ЕЕ АВЕ 0 79 — HII. PBC R 为 
- B] SE mi | 
T = inhi N X € Bay X. € В! 
A I. ESU. XN.) Eo YeRUhmcpPROS р — ВН. ВСА 为 
[41 fis ,出 
T — mb! zm5.X, € Вт 
Ж РЕН. 
3.3 BHX Oh YS Лу {М.Ш AE -aE R. 
T 一 тЇ ЫЛ X, | 
АЕН]. 
34 iZG— 000 А gg y. 
XU. m— € | мещ [ч] n de |l. 


K ] 41 а 


则 F — C 0p YE S W. 
DA S 为 一 人生- 停 时 : 则 5 tb je F. PEH, H. = s=. 
ФТ 0 — Е- ВЕН. 1 
п. nu T ә + 1, 
оо. T = oo 
3j G-t, H 9o 
3.5 R X = (KX,) 5 — F- DR. ар e>0, X E 
Сос) f Fr rg BM X EC 0-4 F Н. 
3.6 BK) AEM Р A R рО РЕ, < 


Y£ = lim sup{X,:s € D ur + EO ze 


Уг = lim infi X s € D Yu + Lp. > o, 


Z! = m supX s € p Y G 一 lyrapy OI, 


a > 


z = lim inf! X, s € DAJU — tL) ‚# > 0, 


Zí = Z, = XA. 
mm CY; CY; 0, CZ, 0. CZ: Oo EA fl P ER. 
37 SEM 3F—= (S ),G= (@ ). MAE), ZPF), 
r (F), KG dp F-uj jf o- 3i. F-u] Eb o 3. F-t J n Еп 
HM AE oS сбу, (Gy, (G), S (OG JST XE XL. 
DTI BS ffr: 
GF-—G.BlV 1220. 55 ,—:9.. 
GC CF) —67(G). 
(niXx7 (F) =. Z (G). 
2) FX ire Т: 
(i) =, Ну ESO, Ru. 
GO S7 CE) — “2 G), 
qQuX7 P (F)= Z pG). 
3.8 i f€ ZUR 0x8 (RD, X —OXO Xy — n] xe Cap RD id 
- 102 + 





Ja. ZE ML FL) PÇ E. 
3:09 Jj T-WiF-— O TOS GED AWIE PARIE 
ET M EIS. uuo Ç U` 
р Р р —U.. К 
3.10 LS РЕ ДИЕ DLIS.UC v Lr [Sem | 
LATS WT A» npe. | | 
зэ. Ex 5 AA н. X -—feH[.dqy 5 T.li 
coy ddp Z nB] Ж ЕЕ. 
3.12 WES. KT Ej ELI. M SHE App ge. 
3.13 ул АК. PAHLE А TESTE e ALLT] 
‘WHT Жар н]... | MEC 
3.14 RT HFH ç | ir , 
G = QU. E, m VR vue P ZZ 0, 


MÉGS Y Е 停 时 (可 料 时 ) ,出 


N 06S — Tr. шоо, 
| D. T == lx 
H G- CRT EG- u LHP). 
MM F-u[ykcF-up Ep tfe CXT. Duo oo x б-п] 
G-p ELSE | 
3. 15 " 其 一 (为 Ел. C FICX)- 停 时 . 


EC af sl T M T XT Oo S) WEM 

3.16 UE X— (X. EGO L. - 右 连 左 极 过 程 ,满足 T 
fav ШЕП, ХС Ху Ce). Pau )V oc R, EO A w C 
/2. BO Y EOLA 2 Ase Con). 

1› ЧЕРВАР T A FAX -pre H Ju Y (m0. 

Tiwa fM st X. Cw) = X te =T = ГС). 

DETO ЕСХН Ш Ac AO AAC 

er А, Tia) — Tle), 
V < = Т0) Х Ca) = X lw уи € , 
DRTE FCX- T. t (X)— 2 LAE Ж X = 
+ 103 = 


CX TA: ` _ 
3.17 在 上 一 问题 中 ,我 们 再 假设 ,Y we 0.0 fri o € 
12, iy 1220 * X, (e )= X, Са) Fr. 十 X, Gu) Јун 

1) —3Ef BRELZE I T 为 所 (KX)- 可 料 时 , 当 有 是 仅 当 Y 60. 

T(w) =. st Ka = X(T) = TQ 5, 

DET н EXTIA. WMH Ac. ( X> >q R (2 M 

wE AT(w) = Tia), 
W s< Tla Xl = X laa € A. 

3M EMT СХ) npe Te (X)= S (XT ),Ң н X ' 
= XI ri 十 后 了 -一 让 (了 .eol + 

RZ= (Z) AFL UA) x СВ -n 38 e. ША у 
ECO-IR, 4 H g 34 Z Р (Хә) CE? (X)) А 
m. 
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本 音 主 要 介绍 截 口 定理 及 其 应 用 - R112 uEH] npe md ie 
а.х. 加 预报 的 . 这 一 结 采 今后 将 经 常 几 到 . 我 们 还 将 利用 绝 不 可 
及 时 的 概念 研究 适应 和 


$1. ПЕШ 


和 在 这 -一 入 中 ,我 们 将 利用 第 - - 章 中 的 解析 集 t 28 PPE RH TE: bk BB 

RT п] mid my d ELTE] SR. 并 在 此 5 | 理 基 础 上 建立 随机 过 程 一 般 理 
论 中 的 截 口 定理 . | 
4- 1 УУ RAA-RO ACAXR o S 
Dale = infit € Rolo, D € Aj wo € П. 

Эл 称 为 集合 A МАЛА. ХЕК КАНЧ е ant = + сс. 

4 .2 定理 ” 设 ( 人 ,多 ) 为 一 可 测 空间 . X4 — HA € C97 х 
GOCR. DD, 为 e HTM. 

ШЕН 5.20.01 D < Jr fr Af10G0 5 0. L fe 0 Ei 
BE. uc 1.32. [Daar] E X (9 B o GC , kk D. 
р-р. [Г] 

Ш ХОМО. ә F —nj у. Mi sup IX 52 -可 测 . 
oF. yani, 0 
T, = infit > 0: \ху У» а, 

Bn re E Bn] X. T, 为 s -可 测 - 于 是 
Lsup А, |> a] = |T, оо | Є =. 
这 表明 sup Х,ар. 
| 下 一 引 理 常 称 为 截 口 引 理 它 是 解析 集 与 容 度 理论 在 概率 论 
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中 的 重要 应 用 之 一 . 
4.3808. HOO 9 ,P) 为 一 概率 空间 ,4AE C X 


o Tie) < čate, Tw Є A, . (3. ] 》 
POT =< оо D = PD =< оо). (3. 2) 
-L < оо) = POD A со). 


HEB 2 - РСА) Sinfi PB): BEF ,BƏA, ACA, 
W P Hn ЕЕ Choquet F - Zi HE . E 
4- GU 为 用 有 限 并 运算 封闭 2 OKR HB S ` Pp AE 2 
对 有 限 交 运算 亦 封 闭 . 由 定理 1. 32 知 
«Y (OE) = — (SZ G) E (R. )) = CF O SE(R D), 
邻 开 表示 如 XR 到 如 上 的 投影 映射 ， ыен кы H XE 
EB 1.32 NI.z(C)€ a C9). 令 
| D-———— E 
H xE RB 1. 35 BJUEBH AD T EE ОХА. E BJ Choquet 26-4 ВР. 
由 于 AC (G0, i tog HE 1.350 [ESI e 0 fETE B € 
ВСА, 48 1С Н) ICA) — 6, Bll | 
PD, < оо) > РОР, < m €. 
由 于 Ds ST RTL BUE eR PLE E S.E =+ ,使 得 S, = Ds 
а.в.. СЄ.” CCS. = Dg]. iif P(C)—1. 置 
| f es S le +H (== SS Ме, | 
W T.C T.—=S.=Dsa.s. , НФГ, о) EA T. Ey 但 对 每 
Аз @© £2. BG») = 2501 (0,0 € В) Rp Ж Dato) «oo 
=> (w, Dalo E BC A. 于 是 我 们 有 
| (000 TG < coo Co, T ())) € A, 
РСТ. Со) < oo) = P(Dsa < œ) > РОР, < co) — є. 
令 了 二 十 0; 我 们 用 归纳 法 定义 一 列 满足 (3.1) 的 非 负 .了 -可 
测 随 机 变量 (T,) 如 下 ; 设 了 ,已 定义 , 令 
A, = A f [Go D. T, Co) = сор = A f) (IT, = oo] X RD, 
网 А„Є C XAR) 由 上 所 证 ;存在 一 随机 变量 S, € > ' 


~ 156 = 


ба) < co (uw. S, (6)) € A,, 
POS, enn $ PO, xu) 


= РОТ, = ес) N {Юу < ә). 
ЖИП? dapi =f, А S, s Mi T "gl 1 满足 LC. ] >. H8 
Оо oo Pll Se = Pt o IPOD os) 


+ SPET, = |Ә, < р. — (3) 
^D -limT,- AT, PTS a Too RETI uu 7 
TE css a AMET 
[T < ee] = UPT. < оо]. [Т = ee] = YT, = se]. 
(iG. 3) ЯН 4 neoj 
PCD Lo) Z: PCT <Ç оо) + P РОТ = e>] P D. < e p. 
pisOUT—e6]OQGblDi]20. BI Dice JEL Aee] a.s.. 
fH H F| £= oc] ULT Qoo]. k T REG. D. Mma] 
Расо ра. s. ЫЗ. з) HEST [] 
Ж 今生 我 们 称 满 是 (3. 1 的 非 负 随机 变量 二 的 - TE 
[1. (3.2) Hj. E p — + P E Е iE 4 的 一 个 完整 的 截 
E. ДЯ. 
4.4 引 理 BOO. 024 „Р? ўр RETN E 为 生成 学 的 一 个 
hi. ШЕ A € ^^ ,我们 有 
РСА) = supiP (B) B. € zy, BC А) 
= inf(P(C),C € <... C OD А}. (4.1) 
ШАН 26 л. ФЕ CA. 1)B3J А 的 全 体 由 于 
(ASA E CVV RITA AC > ev. 
HE AEO A AA EEAS C. Я е0, л ДЕ K C 
(d PCANAO 今 BE ВСА, 49 PANOS PEB 
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CA, B. PLAY POD-F e. 另 一 方面 ,对 每 个 a, 取 CE CIS 
A, 使 得 РОСЛА, <E 4 С=С, J C€ E, CDA. B PIOA) 
«e 这 表明 AC. к БАТЫЕ, 为 一 单调 类 . dH КД ЄС. 
故 == =. П ü 

下 一 定理 是 引 理 4. Mp di 个 重要 应 用 ,将 用 以 证 明 截 口 定理 . 

4.5 定理 i 一 概率 空间 ,多 Og n X B (R. ) 的 
iM Ma т BACON сов 
вЄ&,. (18 








ЕСА; (5.1) 
Pial A) = Pirih) + e | (5. 2) 

证 明 tE BHL ETC". ZW E (3.1) 03.2). 在 
€ EENM = 如 下 : 

НОСУ = PG Co,T (o)) € С), GEF, 
B À J pE, E (A= РОТ oo р = P(z(A)). ЭЕ G 
CE Tel AB 
(о. Сю, T Со) € G C яс), 

JA f (Gs P(z(G)). 对 和 任 给 £70, НА 4. 4. YE TE B€ =, B 
TA, {Hi je GOD н --Е. TE | 

Р(х‹Л)) = (А) < (В) + £ = | Р(л(В)) Tte С. 

下 面 我 们 利用 定 埋 4. 5 证 明 随机 过 程 -一 般 理 论 中 的 截 口 定 
38 . dedi TES D PLE [8] C62. 7 PRR F= (入 中 已 给 定 - 

4.651908 27 Уу ЕТ. дЕ ГЈ: 

D ОЕ, +E; 

i SP ec: КТ, SUITE. 

ui) S TE S ЄТ 

iy Y 5 2- RE 2e.5, A S Se», o 
Se= S.T | SST., STEVIE RAA RAGAH A S. 
FIRR. M у Ох А, 上 的 一 个 域 . 对 任何 Be E > Da 为 
B HIACE 4. D. ДСО СА, ЖАТ — ERN T 
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C 2 JE 7: Dras.. 

证 明 Н oii, 《是 一 个 域 

x R 609. Всоу — 1Р0. Со. € B) К. rn xr A b ER +J 
HESTE ttl Da | OB. 

SÉ 45 €T Su уз. 
pu c6 н] Б И]. 由 定理 1. 13,{{ {к Dec gu 
T — ess sup, 
EE UE T да. a. ДОСОВ) AS dod FEES. gr is B= 8, 今 
= В, Y EZL. 
ШС) лат н HA 
C o BD) ETE B. 

у= TS. TÍ e Н Е) Dum Sur EORR Ix. d 
G BEDS. Fik. I С=С. ОС UC. В С.Є. 1. 
Pero MJ De = A DeL EV ORBE IO А DUST. fic T O2 
B. Do Sz Ds. El Do € д. VIR T hh. Rods EAR AO 
BJ noD Tas. EIS FE De TOC dS T а. х. 
я РПС, =B п ， > TDp.pa.s. inei TuLDs kk 4 = 
Ба... j] 

СШ ИЕ И 是 随机 过 程 -… 舱 理论 中 
IE REESE 

4.7 定理 БА пр стр AL SEO. DOLES 67 0. ff {Е-—- 
停 时 (可 及 时 ) 人 .使 得 MEM 

D ELICA: 

i) PCT) РОл(А))--е, 
AED AA fE OG ЕЕЕ. | 

ЖЕН 只 对 可 选 情 形 泪 明 , 可 上 总 情形 的 证 明 冠 全 相同 v UU 
HERTE n] vues. 4.6 ШЧ T ЖТР. 采用 引 理 4.6 的 记 








DOE BA GL АВН e€ ГРС f ee lano € H. 
4 Loo & 


号 ,出 定理 3. 17 1,0067) 0. WEE ACCS). BERE 4.5 
存在 BEC, 4851 ВСА, A POrCBOOZEPOxCA2)—2. X НЧЕ 
4. 6. {ТЕШЕ Sco. { Ө S—Dia.s.. Z 
L = (w; lw, Siu € B], 
Ji] ӘД a= I d LC Sr CEM 3-12. 由 于 [ D, 1 C B. i 
P(LU[S=+ c< ])=1. 2 T-—S,..M T it ТТ СЕС А. Н. 
T-—S-Dga.s. ‚ШТ 
РСТ < соу = РОР, = оо) = POB)) Z Р(т‹(А}у—— e [| 

4.8 定理 ТЕА 为 可 料 集 , 则 对 任 给 e o AER ELB T. fi 
得 Oo 

iy ТОСА; 

i) РОГ оо) е Р(п(А)) —є. 

ШЕН 52 жЕ И. 证 明 与 定理 4.7 完全 相同 ,只 是 
BEE ELE Fs. 0X 3.23.20), bk S, ЖЖ] EN 
3.29.7)). [|] evanescent, 

4.9 ENX ОХЕ, ATE A RL fi ze m TEEME 
P) RA ER EARE n OE Р- 9360106 rD € o ,但 
Wk ar ADE FT). 一 个 过 程式 ARE CERE hn HE E Тг Cw 
EJA Cw 05 0] go I ol HE . 

两 个 过 程 Х = (Х,У = YORA P-3XcDX SI City X=Y), АД 
IRL Cw) X, Co) AY, Со) N P-A I GB Ж О AE V 2.450. ЖКХ 
AROKCE Y Gr ХҮ). WMR le AX Co 29 Y, Coa ) h P- ДВ 
E. 今后 ,在 确定 的 过 程 类 中 ,如 在 可 选 可 程 或 可 料 过 程 类 中 ,我 
-人们 将 两 个 无 区 别 过 程 视 为 同一 个 过 程 . 

下 面 我 们 给 出 截 口 定理 在 过 程 理论 中 的 一 些 初 步 应 用 . АЯ 
述 方便 ;我们 省 略 可 及 情形 - 

4.10 定 理 BXA) Y= Y) 为 两 个 可 选 (可 料 ) 过 程 ， 

证 明 捧 讨 论 可 选 情 形 , 我 们 采用 尼 证 法 . W A= ilw): 
Xa Yo 不 是 不 足 道 集 . 由 于 4 是 可 选集 ,页 由 定理 4.7， 


.1lü 











Wr EW S ,使 得 [ELSE A. H PG oe0m0. B CU O. (liil 
Р(Х YO, ЕАС. ШТ AAA, HEALS SCE X» 
>Y ВЕЛ. ж A p AO S E. KEX XY. L 

4.11 Z — i X—0X0.Y —OOd;mTu pk O n PEL Tee 3m 
果 对 竺 个 有 愉 停 时 5 可 料 时 ) 了 .我 们 有 X Yra s. M X ЧҮ X 
| 31]. 

在 实际 应 用 中 ,下 一 定理 有 时 比 定理 二 10 GERI. 

4.12 定理 iR X - (X ).Y OD Spip t nj pE. 
ip! w ip e E Oa EBI T e ХУ Tora. A Үү jn] A EL 
E[XH v, I EELY Ir J M XEY 
证明 ”内 讨论 可 选 情形 : 设 集合 AT (Со). X.C Y G0) 
不 是 不 趾 道 集 , 由 定理 4.7. 存 在 人 时 全 .使 得 ET 了 cA.1 
PELZO) 0. mW] ELX rao DES Yp ү. ЕН 
WEE. ax A App AR iB fE. Ph Ху. || 

4.13 Ж 若 在 定理 4.12 中 ЕХ ag] ElL Yl .1j， 
则 x — Y. 

Ж 在 定理 4.12 及 系 4.123 B.dp R H ЖЕҢ Ж H: UAE 25 P 
BOT ÆPTI e 








$2. 可 料 时 的 a.s. 可 预报 性 


LES 设 醋 为 一 宽 信 时 .4,0) 为 一 帝 停 时 的 上 升 列 . HR. 
рн РТ. O ATR АШИ p] CT. A poc. 预报 
Dun ge ALT 0 bob ARA nA UST ass; Ит, — T 
as Ao nIRCDO dE Q kas ЧЕТ. КОС, а. х. 预报 77. 

-一 宽 俘 时 全 ERO a.s. 可 预报 的 ,如果 仔 在 AEA 
ЕСГ a.s. HHE T- 

我 们 将 证 明 , 一 切 可 料 时 是 as 可 项 报 的 

4. 15 引 理 令 ”为 可 预报 宽 人 每 时 全 体 . 则 ” r F LEE BR: 

уйе que, 


a llle 





D S Teo SATISVTOCY, 
Hi) 7^ 中 元 素 上 升 列 的 极限 属于 7, 
rv) {нл еле MERRET, 
ЗЕ, 为 一 宽 停 时 ,了 一。 a.s. HJ pre >, 
wi S, TEY >S pern E. | | 
证 明 DREIDE. 
üD 设 (7,) 为 》 PEREHI B T а. XHg т. 
(5а a.s. BR T. AGES EJ. 今 ME 
| S, = S,4 V S,a V = V Suae 
115,25 s.s. ИУ T. | 
АМОС У ӘЖЕ KEI ELT —limT',. Ар о. 
#5, Он g ass. 预报 了 ,的 宽 停 时 上 升 列 . Н] XI FUE RR 
平 序列 , 不 妨 设 对 一 切 n ERG 
Pie Хә е Toma у = 9 cte | 
4 S,—iniS,, RJ CS ARR БАЭ, EXE] k, Sí. 
fr T 0 | E. XE— 9) noB T,220. M fpe] —9) А. 8 5,07, а. &.. 
{Н gi T(T,) A EGER A ELT T0) poU k. A SST а... 
& 5 —lims,. x] — VU & 
Р(е—5 — ef > эу P (eS - eT >> 279) 


< POU Гета -- et > 2 *]) 
M. B 


< ХР; Gea — e Ta D> 27%) < 2 

1Х HAS — T as., HGS) s pig. EH T'e >. | 

v) Ш ЕСУ, а. х. MAR S. MERES Л TOa.s. HRT, 
ATEZ. | 

vi) RRAS RTO a-s. WRS ET. 今 

Um = n A Sioc | 
XT [d ЙУ эт, С) ла. 5， 预 报 宽 停 时 U" — Sesen 《由 于 
«112 = _ 





[ST] Lt" 0] T s 但 ВЛА S Um Н МР 
HF. БЫШ S EAR O AELE А, ООВ РО 
出 ,上 应 由 ie ЇЙ М U Jm >. {НЬЕ U = Sisera s.o СН у). 
Sra y 77. П 

4.16 定理 ”一切 可 料 对 是 a-s- 可 预报 的 . 

WEB] 47 Жа. з. 可 也 报 宽 停 时 全 人体 .并 沿用 引 理 4.6 的 
1047. 由 系 3.28 ML. C осе). HER 1.7 的 证 明 容 易 在 出 , 截 
ПЕЙН 4) 中 的 集合 也 成 立 ( 肉 这 时 3 一 3 a.s... СЕН 7 Bj 
性 质 v),SrE Z). 

T Aa E MT] ETTI EE. 于 是 ,对 任 
给 е0 ЕТЕ SE ILS ССТ. В PES o РОТ 


mh) — E, > 


T. = 87 AS A = А Sy. n > 2. 
HUS T.C CLOS ТН. ат, T ass. ЫН? 
ВЕЛЕ iv A vV ALTE ВТ dias. 可 预报 的 - [| 

更 进一步 .我 们 要 让 明 一 切 可 料 时 可 由 一 列 可 料 时 a.s- 预报 

4.17 定理 设 了 全 0 为 一 可 料 时 . АСР 0,T р пр 
EO EHE) .使 得 驹 几乎 所 有 aoE Leo JD GONE Ala 
220, Gs D € 4 的 极限 点 . 则 存在 被 了 控制 的 停 时 (可 料 时 ) 的 
КӨЙНЕ РСТ). isk U ПТ ПС Аа. s. Шип T = as. 

证 明 MEA 为 可 料 集 情形 . SOLO p a.s. HET B 
时 列 . н [Ед SAN JYOTI ЕЕ О Бр а.в. 也 
iTec] BEM 4-8. BR n AERE U, {йн u U. d C— 
А.Н, | 


P CU < ooo) = Рк AT) zx; PO, =< ооу + 2 
H Flim, =T a.s. s plim inf C, 7 a.s.. 
Wii n K — Uj 421, 


Sa == inf U,. 5, — inf5,, = msa 
: L boe 
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则 (Seoer 为 可 料 时 的 下 降 列 , 往 证 (St 是 as 尾 定 的 . Wo 
€ Y [Un = 2]. ШЖ 01 RL, Saa l = co. ë e€ CU [U,< 


= nate» nüimvo T]. WTE mn, o € ГО, < 

оо |, В [1—0] 221. 8 ViGuo «E Cu) 此 外 有 limVi(%) ан H 

+ Um Go) «UT Со), BORTE kom n. fE q ZR ES BF. f U, Con 

>V, | C) U, CoD. 这 表明 ,当下 六 各 RP BA Sua Co) = Sai, 

Co) BD CS, 4 CoD RE ESE б. ERA РСП ГУ Т) П іту, = 

T])=1, HIRERE S. D. да. ѕ. BEN. < 

Ana =f} [S = Sragi Js Roa = (S, a AT, 

OW ALLE o Re Ар Rao WEE PEIOR AL 

CLA 4-0 ВОНА А, тъ, a ATR Н К„=5,а.в.. 令 
T, = R, V Ri V =+ VR, 

由 于 (5 站 ) 为 上 升 列 ; 故 7T, 一 RR, 一 5S, а.ө. ,从 而 


limT, = lim 5, = lim inf 0, = T a.s.. 
Un BETET S. | BES T A th, HiS akas FEE BJ, d 
其 极限 5, 的 图 ass. @& T A 中 ,从 而 每 个 TI, 的 图 as. 
&T А+‹В.[П 
И ЙН RU 1-Р. $ 17 =U m W T Aa E, H. F 
0. 由 定理 4. 17 ,存在 可 料 时 的 上 升 列 (7,) fU CT, С 
LoT a.s., HlimT, =T a.5.. ЕВ, = T, A Uwo. MUO 为 


a.s. MARU 的 可 料 时 的 上 升 列 ， L] 


r. 
4 ET 


S3. 多 不 可 及 时 


4.19 定义 ” 设 了 为 一 停 时 , 称 人 为 绝 不 可 及 时 . 如果 对 一 
切 可 料 时 S$, 有 P(T=S<<oo0)==0. 
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TIR ЕДО] ЖЕРД а-в. ЕНУ. Pe Eira s. 等 于 ода Aš 
Ету 
THEME als. SET оо. 50 
4.2018 ULT X рр. ШЕ Асос], АЕ: 
Ша АГАР, ХЕ Sur AP. РЕВЕ А as. ME- 
Sl gt in - 

Е 4 

Sn = {0[5, = T < ss]: GU 为 一 列 可 料 时 } 
ERTZ, ‚ж 对 可 询 并 运算 过 网 .由 注 1.11, 丰 在 AE 
е 19 A ess зире. 5 45 Tu ЖИ H, T s Apre RI AR. tH 
AXEBEEH A руа. ѕ. ME— PE. [7] 

it XE T Ta RR T ae MEE 29 t Hy RI E BET A 8 Л АГАЕ SD . 
Riu T" RT. 它们 基 a.s, 哇 一 确证 的 

H Aa kE TE ИШЧИ SOS n үнүнүн FISCa Ж - 

4.21 定理 说 关 一 (下 为 一 适应 页 连 堪 援 过 程 . 思 存 在 -#HU 
A Ae TT E g+ 3b рї ү- . š 
严格 正 的 停 时 (满足 下 列 条 件 ， 2 RY 


1) [AX.01C U I T. | 
— m 

n) Ap D, 或 为 可 料 时 .或 为 绝 趟 可 及 寺 ， Avi) 

m? UU ném A T.U) T, | — 2. \ 一 


RELS LERXXTEPS HPT O ARAE X BRSEBJ RETE] SI. 

证 明 出 定理 3.32. TE А ТЕ P] CULO ;和 使 得 条 件 
OFLE- 由 定理 4. 20, 对 每 个 5 存在 可 上 大 时 UL Ko n] ОН] (Л. 
ШЕЕ, Е ТЕСТО ЕС J. 于 是 ;由 可 太 时 定义 ,存在 一 列 严 
裕 正 停 时 (,) 满 足 条 件 刘 政和 -仿生 一 fa53。 为 可 料 时 } ,一 
oS, 为 绝 不 可 及 时 1. E 

J 


|; Q е aE. F 
B, = | 1ай. nium 


lc n ts 258, bf, D ES, SD, лє, 


a 115. 


i; = (5,)ь, ri = 2. 


如 果 S, ур, B, EF s -o ЛТ T, 为 可 料 时 ;如 果 5, 32% 
Tu EB. B.E Fs T, 为 绝 不 可 及 时 ， 显然, (T,) 满 足 条 件 
D—iüD. 0 

注 ”车 在 条 件 ii) 中 将 可 料 时 改 成 可 及 时 , 则 可 要 求 条 件 总 中 
等 号 成 立 . 

4.22 ЖУ ХЕХ) h PEZ IRIS E ph T> 为 一 
停 时 . ЖТ OA X HARR, ЕТ JL, 8 Xr X r- 
a.s. BIP CT «00, Xr X4 0 = PCT 00). Ж X Нн. sn 
ЖХ 的 一 切 跳 茎 寺 a. s 等 于 一 可 及 时 . # X RABIA НИ EE. 
如 果 臣 的 一 切 跳跃 时 为 绝 不 可 及 时 . MEM 

#Я 28 а E BEP EC BÉ REIR ЖШ ЭЕ РЕЙ ЇР. 

4.23 EE Ө X — CX 089 AE ZE fA GERE SIR Эй 

1) X AMEER, 

2) XHE-- Hr Т0, fE[D— ESRB Xo— Xy a.s. ， 

3) CT, Е — ЕВ ЛЕ], R P= limT s BELT 1 
-Efrlim& r == Xr a. s. - 

“和 证明 3327 和 由 定理 4116 看 出 ,2 人 1) 由 定理 4.20 看 出 . 

往 证 1)=>2)=>3). | 

I X ҖАЙ ЕЕ T> 为 一 可 料 时 . 2 

B = [T < œ] N [Xs x. ]. 
MTs X ХН) — ВЕКЕ. WEE T: 为 绝 不 可 及 时 . 于 是 有 
РСТ = Т < оо) = 0. 

Ж ЗЕНҢДТЕ[Т<оо | BOR Xj 一 Xj a.s.，1) 二 ?2) 得 证 . 

HDR СГ, ЖЕННИ ЛЕУ. HOT —limT, 令 

A = ПГТ, T]. 


W Dac 0. HCTOptrern ^n Е STA A u] 3 B; . 
H 2) ,在 [Tu<eo] 上 ,有 Хт,= Ху, as AEAT <o] ET 
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N= Хүуаһ.з.. 于 是 在 Ао] Е. Янху =Хта. s.. {НЕ A: 
оо) ът = X» ELT 3 E A 

lim X, Ex ses 
于 是 .2) >3) 得 证 . [D] 

+ — fE À 称 为 绝 不 可 及 的 .和 有 有 A 一 UU [ T.) KPH. 
个 了 ЯА л] K hh. AAAA E Х AM Е НЧ. 
Au Dok AX0) Xx ZETA m. 

4. 24 — RE ) 为 1ТЕ ААЛА p ph Pe. Л E X Н 

P Ж = йй. S. 

WEBB ”与 定理 4.23 中 УШИ Ы. [J 

下 一 定理 纵 出 六 适应 有 限 变 磊 过 程 的 一 个 有 用 汐 分 解 , 

4.25 定理 1 .4— UA.) у-шу А ur. А (y HE — 
小 解 ， 
A— A А А“, 

Hp A АРЕКЕ ЕЛУ Н Bg AE Ed TECTA HGB ST ELE IÉ w Bu Т 
AREER A AMARRE MAN RES R 

证 明 AT o AEA A RBR b EHTA] IE n Tin: 
Р. жы Н. P n: T. HBA АДА]. 全 

Ae cL Кылмыш Chor ы асе 


Hr xESEG.42.40 4+ AU ATO ДО ЕНЕ EOK B9 -- ES BA 
fi Y- үүт eo uc E т j 
AU — AT S AT VB НЗ Ari E ЮЕ A КИЛЕ ЧЕ. 设 了 0 为 P 
J.T ЖТ" "DEM EworES qup EN: T b = UT" 
К TT E. a To c0 d BLA MB АА „АД = 0 asc idit f 
[Ton] buff ABS ДА ЗАН O ass EDT C oe EU 
AB,-—02.s.. H Ж 1-11.АВ tgo E PROLIXE]. BD В 1j —3&2x 31 
Fe ЖААЖ И. {Н В AEA IER pipe. В 与 零 过 程 无 以 别 . 即 


" ]17 ` 


44 与 ASERS А 与 各 无 区 别 . 分 解 的 唯一 性 得 证 ， [D] 
` Sd. ЕНЖАР 


4.26 定理 С Оз С АЕ 2. 632. A — 07 ЈА n] 
 BUIBOCHHDPHIIR. O mnm 

Ж АҢ ХУ AET M| ш, А (o 3 € R. fË f$ 
X,Co)s501. Р(А›=0., H ACE. 4 

2 [C >x [teo ,C € 5,16 В. 
PUE Aar, H s C€) — ER). 为 一 方面 ; 令 
DE = (Y € 57 Xx SS(R.I. Ydasr, маре, 

ШЖ J НС, ГЄ 26. pi ЗЕЕ BB CIE В 1.40 27 BI A 
S x (R )- пр Е. F XS Xr, 为 可 料 过 程 . 
ë 





4.27& BROF ORA e > AC > , РСА) = 
EILER E, Easit Сос) НЕЇ. 

证 有 明 НГ 24, Боо 1 ADR E B НГЕ, ЕЛЕ НБА) . 由 年 
X 3.25.8. ATJEH. LJ 

4.28Ж RF 0 SERRE. Ф X 5 Y 为 两 个 无 区 别 的 可 测 过 
EoEXGDAOIAXOTEDOWYGRER. 一 

证 明 ЖАГУ SX] at YI Н Гохе) Гохе) 
可 料 过 程 , 即 得 签证 之 结论 Ll 

4.29 定理 | UC SES . f 

D 若 了 为 一 停 时 (可 及 时 ,可 料 时 )，S 一 了 as， 则 3 TRAN. 
B 多 -一 多 Fg =F g 

2) WES 为 一 非 负 人 随机 变量 , 则 为 要 S 是 一 个 时 (可 及 时 ,可 料 
BD ,必须 目 只 需 上 LS 了 为 可 选集 (可 及 集 , 可 科 集 7 

证 表 DG EX 4.28; 因 为 S 为 一 随机 变量 , 生 可 测 过 程 
Газел 5 dire 无 区 别 . FA F =. ы Жу =.5*,_ 直接 由 
与 入 + 的 定 父 可 得 . | 
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xp & T 3E fo 








2) Нати РЕ. H! — . W [Í S TI 
^ n] AE - iio ul MH, 对 任 给 e— O0. (e fg ni RET" 使 得 正安 
[人 


L P= p. Acc (c -r 
M CS, Аки] RET REB SI БЕНГ 98. Alim, — 5 а.в. (ak fi DS 为 
ape 07 | | 
i.303EXg с 0 MHT- OS FFE A PSM D. 为 宽 停 
ZA 4 Dala W О, APEB[. Cou" 
WEBB 对 任 - (0. e 
A 人 
JA,- UN N ^ >x он YED к( Ду. Ир 
AO А (e 2 ERIRE dq ЖЕРС HER 1. 35 A 
Гоо | Dae carbs e 5 x 一 BE- Da UE. 
жаң D 0А. [лш \=<хтб Л), Жїн 
x — (mass ш, (ых) € AL 
SERE LO I9 CAD € o Cx Y=. Dai Da X ИБ. 1 
4. 3i ZEE ECO GE. 2 H OW Bp EE.CHED,'C 
Н. Duo 9 Н НВ. D, Au RS. 
“证 朋 E. PI а. 30. De рН. АТ ДП 
[O0.D, 7] рп, E. HER 4.29. 20.D, 为 可 料 时 -. [7 
4.323838 — BEC Ost gp. Ш HJ S E 2635 w LT Pë 22 RI Pu 
i ~/ 
”证明 EX ho hihi. 对 任 给 ес>0. o фай 
E ГУА НОЕН S 全 体 :在 在 一 可 选 过 种 ,使 得 
сез.) E [0.5 а, AX n — YE? (ш)! = £; 
为 不 是 道 集 - mS. JEE H 0E .7 日 有 下 列 性 质 
ГЕЈ Буте, 
有 


n ScoaÉ.T A- TSS a s =>. o. 
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HEM 1.13. E TE, {949 T = ess вир. EHE T = + °° 
a. 8, . < 
А = (Gut) LTD). XQ) — Xna ten | 22). 

A 为 循序 集 - SU AIB. H X 的 右 连 续 性 ,有 [UI]CA. 
因此 ,0 A EHI. m 

y. YT 4 Ur 
Ш Є. , Н UT.MInUT а. ѕ.. 5—J3 HB, D HH X 的 右 连 
BEBE. EU соо] EAE T«U. 这 表 上 明了 了 =U 二 十 oo a.s.. chow 的 
BER uDAg.-Teo€ow. 4 X*'=Y'i° ,Wl X° 为 可 选 过 程 ; 且 

(а, t) ЕХ, D-K | ШЕЕ} 

为 不 足 道 集 , 取 .二 二 , 令 

Y= lim іХ, Ў = YI, yz. 


ШҮ 为 可 选 过 程 , 且 成 与 了 无 区 别 , 由 系 4.28,X 可 选 . 0 
4.33 定理 ZORA- 令 X 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 . 为 
要 Хол] Ж Же. БН Н EE; 
р 对 每 个 绝 不 可 及 时 3, 在 [S<oo]t 有 Xs 一 Xs ass | 
D 对 每 不 可 笠 时 了， Xl F 
WEBB ”必要 性 由 定理 з. зз 即 得 , 往 证 充分 尾 。 ША ОЮ 
让 成 立 ， 由 定理 З. 32, 存 在 一 列 严 格 正 的 停 时 (U,) da [AX 50] 
=U TUD. Xf n. U; 及 忆 i 分 别 为 VU 的 可 及 部 分 及 绝 不 
ae DU, I= UUTEL. h&n, U = Боо a.8.， 
ЖЛ, AT RCE 4. 29.200, JA EU, —UZ AUS 为 可 及 时 ， 所 
КА, FEE ДЕТЕВО TRR ОТ). 1 АХ=о | С U TT. 1. HX 
AB. EE 3. 33 AX 为 可 料 过 程 。 O 

i£ ”由 以 上 证 明 可 见 , 条 件 让 是 立 为 可 及 的 充 要 条 件 (参见 
5E X. 3.37 НЕ). 在 应 用 中 定 埋 4.33 比 定理 3. 33 更 方便 ， 

4. 34 定理 设 (>) 完备, 则 一 切 可 料 时 是 可 预报 的 . N Z“ 
证 明 设 工 为 一 可 料 时 , CS.) a.s. 预报 工 的 停 时 的 上 升 
yj. 令 | 
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A = NAE DNA TT = ims, U [T = O j. 


Г. (Sa літ lj 


IN PCA) — 1. BE H0 4. 29(7',). А -IRRI 显然 ， (Poma Т.П Л 

4.35 定理 0705. Шр Fd Apr RE A fp: 

D C ОНА 5, BX- -E DESEE 7, MR 

2) 一 团 可 及 时 为 可 料 时 ， 

3) X; CT.) ә — А ЕЙ. ът, 

УК — V. Tp 

ЉЕЁЯ De 8 L2 308. pr eg 3. 40 qux. H gE D 
"1M RD H- -RPE CCO ЖЫ T PIRES ICER 4.345. Hi 
EHR 3.4. T D UN 


p" = уе, 


由 ra SINUS уйа. C] 
4. 36 定理 Ру F т Сач M 
PM = Мо оурс pm = б, 

其 中 .为 P- 零 概 集 全 体 产 后 的 CARE 26m. 
D IED F- ВТ РЕ ЕЕ ET =U а.а. B 


了 peo 6 M _ {7 
2) МЕТЕ ПРА X fF fE F° -可 选 讨 SY REX SY 
AX 5 . 
证 明 1) H-P 
. l À 
fo— шу; FA erui 《十 Mt cust | 


AS E ГА 4 下 列 形式 ， 
T = ala HCF Maea ECRL AE F, 
ЖЕР. ВС 48 p(pAA)-0, pj 
U = al, 十 【十 ос M. 
为 上 0- 宽 停 时 ， HU-Ta 





由 定理 4.29.1), q #т= VO DN К. ， 另 一 方面 ,对 任 
LEF ARL €... fii PAL )=0., Р ДЕВУ ,使 
4H V-—T.a.s.. 4 

М= “2 П ОЮ = ор 0 (У = 0 < оо], 
则 МЄ $,.PIOMAL = 0. RRM LEF GNAN тер 
V... 关于 Fr Ван GEAR. | 

2) db Х=1 т. ,其 中 了 为 三 停 时 ,由 1), 取 下 - 停 时 忆 , 使 
(8 U—T aa s. :, 则 7 一 Troer 为 下 -可 选 过 程 , 且 与 互 无 区 别 . 再 
出 单调 类 定理 得 一 般 的 结论 . C 

4. 37 定理 RESF OAW F° СР) Күз Н, BI 

SE, = Ж М f, z = 0. 

D 对 每 个 F"- 停 时 了 ,有 р TN SY. 

2) 对 每 个 F-a EH T, FE F- R S, ETES а.в... 
B 多 —93. Vf. 

3) 对 每 个 下 -可 料 过 程 X, F E F-E У, 19189 Х 与 工 
AE sil. 

证 朋 D 显然 

2) 设 (7") 为 预报 可 料 时 Tro] 的 停 时 列 .对 每 个 n, 设 R" 为 
Fo - 停 时 ,使 得 Т" a.s. (EJE 4.36.11). 必要 的 话 以 RIV… 
V К" RER ,不 妨 设 中 DEAA. СК = lim K'. AA, = [| R"<R |. 
НРА) A F ÉE #|J. OU, — RA, A n) 3 F3-4 RI Е. 
(UP HBRGRU.BRUDO.REU XE Б-ГЕ С ИЕ 28 3.27 的 证 
HD. РСА, =1,07, =R" Anas USR=STroga s ЩН 
€, fia PCHA[T —0] —0. $ 

S =U А Он, 
m S 为 Fo- 可 料 时 , 且 开 一 9 as.. | 

由 1) я Н 4. 29- 1). F r- 一 有 5 一 多 3 MUT. 

3) 的 证 明 与 定理 4. 36.2) 类 似 . 1] 

4. 38 定理 ULF— СЗО Р СР) ЕЕ. 
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1) Xjé&T F- W K Т.А P-n Ki UC. T—U a.s.. 

DARA F-u| REIDERX.CH F- B PPR Y ET X 与 了 无 
be ЯП] - 

ЕУ 1) 55369 Е. 485 = Га... ТОС 
U FT, D Ep LO 31 P-REDRBEERTE- 对 每 个 :有 Fi- 可 料 时 
Se 19 SST, а. ѕ. (定理 4. 37. 200. ШЖ, S Ú C Ü [ 5, 0 


а... > 


t: — A PME * 
hl tr 为 F° - U| Aht: [| £7 1 г 1 D T] » = 5 = 7 а. 8. . 
2) 由 站 及 单调 类 定理 可 得 . 1] 


$5. 应 用 于 款 论 


在 本 节 中 ,假设 (0.: * P) ERRE W F— Се”) 
АЖАТ. 
4.39 定理 2 X — (XO 2 i PE Sk БС). — РЕН]. Ш] 
ЕЧ X'= (Xan tB БАС. 
证 明 аЛ 2209, Xo Hp BJ, XU SPS PE E . 
eat R. Ossa, Ж] X^—CX,2Iw Ri EB 2. 59 得 
ЕХ, | ‚| Xart XA) as.. 
故 Xz AERO 口 
ШО SaF arn MAO Áo TVXH HX 为 (人 -上 
anc eh). 
F Í SE HE m FATE] HARRA FH - 
4.40 定理 Z X = (X0 J —i& hy n] BU SEBE Х., ПРЕ ВВ 
Z man. ACC OL. АЕР Г. Xy I о 
T. X 为 一 至 < 
a < a e 
证 明 对 任 一 停 时 了 及 AEF 有 
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| ATGP-— ЕХ. | -| Х.Р 
A : A 


— E[X.] — | X. dP = | X dP. — (40.1) 
А A 


在 C40. Dp T—:€ R HIT X,€ udi 
E(X |. ] = Xas.. 
对 此 ,多 为 一 致 可 积 靳 ， 若 六 ЖЖ Ре. SHE EB T. X, 
Є. (40. PR 
E[ X.|55,.] = Xra s.. 
— (Y. S СЕГХ. | 多 ,也 的 右 连 续 适应 修正 (约定 Y= 
由 定理 2. 38, 我 们 有 
Yr = E X. | r] = Xra.s.. 
由 于 Y np. ЖА 11.X 5 Y XO XJ. X. [ДЕНТ PEA 
注 ” 令 基 二 ( 六 站 为 一 可 选 过 程 ， 若 对 一 切 有 界 停 时 了 ,Xx 可 
P, ЕХ] {КТ T, ШАРЕ XTS (X...) nl, w HE H: 
kl. X HB HULSE ЕТТ ЗОНА ЖЖ. 
上 一 定理 是 停止 定理 的 可 料 形式 , 它 是 下 一 章 中 是 浆 过 程 的 
可 料 投 影 的 基础 . 
4.41 定理 RX, (C Rp BEER EROBO , 则 对 一 切 可 料 
Ө] ТО Арен] 22Г. 


—— р” | TT 71 
E| X;|-7, Хр i 


= Xr) а. 5. «+ (41.1) | ` 
其 中 Xi_ 在 从 上 a.s. 有 定义 (定理 2. 43), 且 可 积 . 


IERA STOART 的 停 时 列 : 由 定理 3.4.11), 有 
S6 mE, 
Jj ЖЛ (Bite. def) iE ESTE. 由 停止 定理 2 58, 有 
E[ Xo | r ] S X, a.s.. 


4 Y 
XLR 








应 用 系 2. 19 得 
E| Xr: |. + 1 = Hm E| X,: Fr] = lim Хт, — X a. S. . 
Ху ЕН 3 2.61 可 得 . [J 
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4.42 定理 HE -a EIB SL F BE, S.T 为 两 个 可 料 时 , 则 
| MEM cuc M EE 
EEE E | l- ЕГЕ |A gar ] a s.. (42.1) 
证 明 令 (X АДИСЕ £07. DS YR Zam) er F MAI 
ELELE|.Z , qu] 
— FX. p. 7 
-一 А. apupa. 二- fisar A y- pass 1 
=d ea | Б ША lc ore Ше a e 
— Fhear E X syri r. + fX. 
= Ís Aere cb РА — Xuan 


{i 





рр 


431 FS 为 一 是 个 时 ,A 了 S20[ 为 这 选集 5 可 和 料 集 )， 
对 每 个 a [s= |. S (e) ERA А шә == 120; Co.) € АРНА 
PR es Е А РЕЧ CRDRHIO В ЕР CS.) ШИП S. 1 C4, 
Hims, sS uw 

42 BTT AT a CN T. сс, Toup ARS]. T. 为 
ж xar A aq. ШШ To Te PT ass.. 

£3 WC. vd. > II -TIPE De 为 其 初 遇 . 则 在 
її: FERIR EET CIO fit slim ， ~= Da. ҢА T ne r iw Du 
G9) x В Со. ьш ЄК. Tu Р. 

4.4 RLF. оз ШАРОВ a] Hi -- ELE Ef 4ч РЕ 
2X OLI BT ТЕЗ. 

45 B FES O WG PERU F TOA Y NB ir. £ F° 
ШШ Ze ez. И F УКА. 

46 ЕЕС О Е GZ ТУШ ХСХ, A- f 
VER FUSp ERCERO UM X ath F. P Eh CS). 


4.7 DC OBL op SUP AAE S< TI ИЕМ :二 
0, 存在 一 MIL Bat (R Me Rom S, OR, R, CE, nz, 
'imR, =F. ОСМ A 

4.8 ECF ORE. TO 为 一 可 料 时 ， Mrs spits 
严格 增 寺 程 А, GB A.=0 及 Ar=1. 

在 下 列 问 题 中 , 恒 设 流下 一 ( 匈 ,) 满 足 通常 条 件 . 

4.9 ХХ, g EHE F Sh OMO LTD 为 一 可 料 时 , 则 
X*3 php. 

4.10 E X-—-UCO-- BUE SERE X. —limX, 存在 且 有 限 ， 
对 一 切 可 料 时 工 , XF, H E| Xr 1 K 88 F T. GY S 
(EU X. |, Яз EZE RS ЛУ ЙЕ. M X=Y.. 

4.11 (ХО -AEAEE 2 S,T 为 可 料 时 ,5S 
ST, pii | 

Xs- = ЕХ |F s] IEL Xr Fs] 

(Xs_ = F[X,_|7._J = E[X |F; ]). 

4-12 ICF 3—0, HF CC Ж g . Вен 5» 

FFR, 刚 对 一 切 停 时 了 及 可 积 随机 变量 上 ,有 
ELELE y|] — ELE [9 E s]. 
AT XE SD 
Ег Z 199] = ELE !%| > ,_ ]. 

4.13 谈天 一 (为 一 可 选 4 可 料 ? 过 程 , 对 一 切 有 界 停 时 (可 
ВЕТ, X. ар. 

12 Ж-Н ЯР СЕРЖ НЕР BRE PE 9I CT) limE LX. J 
FEMMA. FED. M X ВУЛ. АТН PONE R, 上 右 极 限 存 
在 

2) 妇 采 对 一 切 一 致 肥 界 的 停 时 (可 料 时 7 的 增 序 列 57,)， 
limE| Xr FE M X 的 几乎 所 有 轨道 在 10,coL 上 左 极限 存在 ， 

若 进 一 步 ,对 一 切 有 界 停 时 (可 料 时 ?人 ,有 ELIX JSK, 其 
PK A — i 36. 01—07 БЖК Е МИН 25 - 
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4.14 设 关 二 (X,) 为 一 有 界 可 选 过 程 . 若 对 任 一 赵 于 十 oe 的 
H RFR EACT D ,limELX7 存在 , 则 limXa's 存在 ， 
4.15 Ё Х=(Х,) р-п. Н 
sapi EL| X71 T AA W ASW) оо, D 
£& XI -- UL PE PFP PJERPF SI СГ), (Xr) 一 致 可 积 : 旦 
lim E X. | — EL X im r, J^ 
W X BJ JU F BUE Sub xz . 
4.16 АХ, ур п} =. 3E X 的 几乎 所 有 轨道 
4 XESE НН Нн А — MAAE E EE 201077.) ,有 
Xr, A Xn v, - 
4.17 Хе (Хр. Н. 
(0 Sup(ELIXz LOST Sr hu pl < оо. 
右 对 一 切 可 料 时 的 一 致 有 界 增 序列 (7 a СХ ) 一 致 可 积 ; 耳 
BN X у ЛЕТА LiB Ze Pk SE . 
4.18 设计 二 (多 ,} 为 一 可 料 过 程 . Яш X Л, ЛГА Ph iB 
左 连 总 ;必须 且 只 需 对 一 切 可 料 时 的 一致 有 界 增 序列 CT.) ,有 
Xr — X ыт. 
4 19 ШОХ" us AS p| fr PE 22 L gh. XF— Uj n K € R. + 
mary- a.s.. Z 
Ata) = supX,” (о), z = б. 
Tr Хо R СХ, E WR. EPA Ж AB fr A E - 
4.20 WOK ha A — PL f PE SE F SRI UI z МЄ КҮ, 
ХХ ass. o АҢ n, ХХ ТА. 4 
| : X (a) = supX," (e), z = 0. 
£—Uy ЄК X, ИЯ. Х,) 2 РА. RL PBU BAJE . 


D REZ ОХО: LA ues. 





第 五 章 ” 过 程 的 投影 


本 章 主 要 介绍 可 测 过 程 的 可 选 和 可 料 投影 ,及 有 有限 变 差 过 程 
的 可 选 和 可 料 对 偶 投 影 . 作为 这 一 理论 的 应 用 ,我 们 将 证 明 极 其 
AA ERU Doob-Meyer 分 解 定 理 . 最 后 , 作为 随机 过 程 一 般 
理论 的 一 个 典型 的 具体 例子 ,我 们 详细 讨论 离散 型 流 . 

在 本 章 ,我 们 总 假定 (0,.F ,P) 为 一 完备 概率 空间 ， M F= 
C9 i piam Ar Ж}. 除非 另 有 说 明 . (Q9 ,PP) 通 常 称 为 一 
带 流 概率 空间 . 


Slo [ЕНДЕУ 


5. 上 定理 ХЕ (Хә р Ар. Е р. 
Х+ПтсеЈЖ т AoA. METER e Pe ы АХ. 
使 得 对 一 切 停 时 工 ,有 

Ei Kriz. a Жу] = A 8.s8.. (1. 1) 
ХЕ], Rus X HERET ,并 称 "X 为 X 的 可 选 投影 . 

证 明 唯一 性 由 系 4. 11 得 到 , 往 证 存在 性 . кш 
BRHTHIESE- 

a) ASA l rs E ё у Сар ЛА Е. о 
r< оо. АХ УГ, г. Y= (Y. ФСЕ 21.97, D 45 1 
Zr ЛШ ЛУ ECE, 2. 48). К.Х 可 选 . 由 定理 2.38 E) DUX. WE 


1› BHAEEEI.16 易 见 .这 ЯРАР GERE БАА РЕ: А ОЛА ЕВ. X 
AE r H-a. ` | 

2 严格 地 说 , 记 说 天 的 可 选 授 影 存在 且 育 穷 . A A HUGE BERE n ЖН, ЯП Ж 
EFX + со, Ц : 团 非 商机 测 过 程 的 可 选 投影 都 “和 存在， 但 我 们 只 考虑 有 限 值 讨 
PROPRDUX FE ARRERA K 是 有 限 值 的 ， 
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CI. 1) ДХ A X 的 可 选 

b WU Х.Ү 为 两 个 可 测 过 程 、 d X, Y A Bid ж 81 
Ше Y MIHE EY ALB. AX HEY 有 可 选 投影 XX 十 YY， 此 
Ek. ХУ, ДШ X UY CEH 4-10). 3g CX "0 X9 —3Efa u] ñi ERR 
FIT. LSU AEE TS n XU EIU VERBERE fr (e. EBORE EE X —limX'" 
4 EON X HEREA. НХ — m ОХ"). di a) RR IEEE 
EAN. «ыш. 过 程 的 可 选 投影 存在 . 

c) X А ЛЕЕНЕ SC ГЕНЧЕ Л aM E. 令 X" = X A 
a. |H bo. XU рп] t e p TES OC 单调 增 ( 在 一 木 足 道 集 之 
VR. ТО M CXP oreet) 26 RR (F — ERE fE 2 5F3. 
由 定理 1. 13 ,我 们 有 

ELX Ит. | 977] limELXIP Egi rj 





= lim” X Iz 


$ Y —lim sup! X" ,*X Y Ip WX 可 选 ,是 对 一 切 停 时 并 ,有 | 
Xo ree) s ra lim" X" Ir. | 
= ЕХ тшд r] as.. 
MOX E Тэ. РХ y X haan. 
d) RA ЕЕ ВАЕНИ, ДХ Ху. х = 
- ХАЛО ЛЕЕ НДЕ ТТ. H e). (N ORUX TAE. А.Х 
—«X*)—'(OX- A X Bn yeREEE. — 7] 
EO HERA Хх 为 循序 可 测 过 程 , 则 和 的 可 选 投影 存在 ， 
НДЕ Т.Хт=°Хуа.в.. Р.Х 为 的 可 选修 正 . 
5.2 定理 Ub X— (Xo у mH pg dí] —B3 ues T. 
Хе ЖЕК r. 为 -可 积 , 则 存在 唯一 的 可 料 过 程 , 记 为 *X ,使 
得 对 一 切 可 料 时 工 , 有 
E Xalta | r] = Xren a 8a (2.1) 
这 村 ,我 们 洲 x TEREFE RE x X 的 可 料 投影 . 
ЖАН 设 XX= 并 .tc ,其 中 车 为 一 有 界 { 或 可 积 ) 随 机 变量 ,0 
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r: Ë - 2-0 0... ma pa bu 
z Em м... S 7 t ir И чуй 


< <| < eo. 令 Y= YO IRELE D MS OE ZEB БУЙ IE: 
R'X-2y: RX 可 料 ， Bag: 1X GERE 4. 41).Bl^X E X 的 可 
RE. 其 余 的 证 明 与 定理 4. 1 完全 类 似 . P] 

SSE DE FART REER UN Хэу X 的 可 站 


: 投影 


423 BEBE RE BR DER X 的 可 选 投影 存在 - 由 系 4.11 可 知 ,为 了 
人 пале: 只 需 对 一 切 有 界 停 时 了 , 验 
ë 3 чс А 
| DL M БОХ] — Уга... 

РАЯНА! ER Т. Хос 可 积 ， gis 4.13 知 ,只 
需 对 一 切 停 时 了 ,验证 如 下 等 式 ; 
E LX TH. dex. = E [YyT [ra 
可 料 投影 有 类 似 的 结论 | 

下 列 定 理 表 明 ， 投影 与 条 件 期 望 在 性 质 上 有 相似 之 处 . 

песа JE gh ug xy SA ERE Y 为 一 可 选 ( 可 料 ) 过 程 . X 
X 的 可 选 ( 可 料 ? 投 影 存在 , 则 和 Y 的 可 选 ( 可 料 ? 投 影 存 在 , B° 
XP = CHY C (XY)= CKY). ` 

WER HEM 1.21 即 得 . LA 

5 CUR nds STAR. шж X 的 可 选 及 可 料 投影 


“а ожа 


Em. m ё 论 市 定理 1. 22 即 得 , 往 证 第 二 个 结论 . dx 
=ë! кү, АН E 办 (或 可 积 ) 随 机 变量 ,0O<Sr<s<< 十 co. Ф 
v эй Nee Deere 极 通 应 修正 ,由 | 
d = [Y = Y.] 
ЕТТ 5s k [SX XJ RELAX В|. 
按 悍 例 ,由 单调 类 定理 可 得 一 般 的 结论 ， 口 
5-6 ш WTA 停 时 , 为 一 实 值 随机 变量 . 
" -RRE EER NES + үш f irern 55 lire 
d5* а АЗЕ tI 关于 Fr H eun 
Пп 
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2) qx T ЖАР НУХ ikki kaa a S kasa 
qo veu. 
3) Ж 氏 [r XE Mee ҮГЕТ ТУ йг 
有 可 选 投影 ， 
一 EC ЁЛ ао) |. “т M; DT 
DAT ha. Cc F Fr- 为 EL 27 Poor 
RETER 
Z = E| #1 усыл HET EM 
ШЕН ”我 们 只 证 D ,其余 的 证 明 完 全 类 似 , 设 S 为 -- 停 时 , 显 
然 有 
Хул = Ф кау 
fr A WIR ER АЕ W N T ra. = Erea RT ^T 2 6- n] Pt . 
Zoi el... AT F r pe I. Ф А.Є т. A, КОЯ 
个 Simca ЗВ. E 
£, = (АИТ x Л) J [S < Т 
Шо € 97 ,, їй 5 Q. H Xss. yla — £14, irase] B). Ё}Ң+ ЁК 
Хул T 3s 为 5- 可 积 , 即 闫 的 可 选 投影 存在 Di 
5.7 定理 RAX AAWE. АА НОРИ Б О gr E 
dr. 刚 对 一 切 和 停 时 (可 料 时 了 了, 的 可 选 ( 可 料 ? 投 影 存在 , 且 
CX eri =X nua 
(CXar SEX M ara), (7. 1) 
ШЕН RTIA 
A = КЇ та t Xirda үте 
出 定理 5.4 M 5.6 Вр, X" рун] ж СЕ] ЖЕ EE ERE - (7. 1) 5; HH 
定理 5.4 (30. D Xori Хот. LJ 
£ # X MUXEESERRECGEÉEE. ms RM Г.Х 的 
可 料 投 影 也 存在 . 事实 上 
X! ХЇ лр + Хр тес} sri 
X” gy T EUBEREBA TEXETE Н ДЕНЕ 5.4 及 5.6 可 得 . 
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5.8 定理 DiR X р-р. СГ) q — | f BJ ( n| Б 
时 ) ирт, = -- о. ДЕЛ п. AXE ror т HS [ЖС n) 38 Ж 
TEM X 的 可 选 ( 可 料 ) 投 影 存 在 . 
2) 1⁄2 X 为 一 可 测 过 程 , CT, 为 一 列 停 时 ,使 得 sup7 ,二 十 
车 对 每 个 4， XTi6.7,1 的 可 料 投影 存在 , 则 的 可 料 投影 存在 . 
ШЕН ”我 们 只 证 2 ,1) 的 证 明 类 似 . 设 为 一 可 料 时 , 今 12, 
—[SzT,.lULS-co].Bi[ Q. EF 5, 00,=0 aes. H 
Хуга, = Xslisor algset 
BR Eo Хет зер As. 为 6- 可 积 : 由 定理 1.23 Д. 
Х.Г) s 为 5 可 积 ; 即 XX 的 可 料 投影 存在 . [] 
5.9 定理 RT 为 一 停 时 ,£ АЛЛЕ. 
1) Х= оті 5 У ЕГЕ |... ITio.7t 有 相同 的 可 选 投影 、 
2) Xslil g YSE E o Hori НААН 82. 
证 明 1› k S 为 一 停 时 ;我 们 有 
EL Хез |= E| 2I | 
—ELE[4|- r isen] 
= E| Y diua. 
由 注 5.3. 2), 与 Y А ШО ЕИ. 
2) k S 为 一 可 料 时 ,我 们 有 
ЕХ elsen] ЕГ] 
= Е[Е[ 8137. M-serie] 
= E[YsTrs< il. 
Ш X 55 Y 有 相同 的 可 料 投影 1 
+ 显然 ,rz 三 五 [el 乏 7jrrory 有 相同 的 可 选 投影 . 


92. 增 过 程 的 对 倘 投 影 
首先 ,我 们 研究 增 过 程 产生 的 肥 X SEO ГАЈ. 


5.10 EX, UA 为 一 增 过 程 . TE. XER ) LE X — SRBB 
. 132- 


ЛГА P m F: 
а Е}. ОА С PP Se СЕ, 


C12. 13 
uus ch MEUS. v 
2 de hi G ado 3. 
WT. AIER. TOT, T € xU UTOT, T = 0 x 
R... Ва О.Т, эя. TE pa YOA x BUR. ) E89 o- EUR UI 
度 , 称 为 由 和 4 产生 的 测度 . 

ir C10. 12 dy а EAS дй Ж LOA AA p. B Ж -- JJ A ИЖ 

JL. (Dy О, А0] >o. F€ X 有 
A (F x [0.2 D — ELI, A, L (10.2) 

S. 11 定理 HE OY yC CSIRO | ME e S: H 384 E 

aB). OB H Итал г БО. RaEXJCQ. O0 САР, : 

Q OI) — utc х Те. F € >. (11.1) 
为 关于 天 绝对 连续 的 于 和 有 有限 测 度 .这 时 ,产生 的 增 过 程 是 唯一 
确定 的 - 

HERH 必要 性 CN 23). f£ iE $E ZF FE . :为 
Radon-INikodyim Er e e 当 sen; Bof[oA.4,.as.. Hn dr. 
aa e К„=|А' bo 

йт Е 2, AN, — A3] = [im et F, <ra y. 
h TUF =R, вА, = А) а. в.. + 
А, = ШНА р, rer € Qu rm. 
Bip xg 0 rze0.4p AG — A. П A= Y а. з... EET ҮЕ — З 
集 上 修改 轨道 ;我们 可 认为 A 是 增 过 程 , ПОЯ) FC GG 
BU X Го. = ОАР) = | АР = ELFA,] 


x 


Do ПТА ЧЕЧЕТ МЦ. 
ST 


= E|] Ic dA, э]. 

这 表明 “是 由 4 产生 的 . 

E B= (BEBE s 的 增 过 程 , 则 B= 人 fa. s.、 因 而 B 
与 4 等 价 . ШР А,В 是 右 连 续 的 , 故 它们 无 区 别 - (0 

5.12 定义 9 x (R0 E BU TER RH HR ЕЕ x 
称 为 可 选 的 5 可 料 的 ) , 若 对 一 切 非 负 有 界 可 测 过 程 X" 

BOD = eX) (QUO 一 pEX)) ， 

其 中 CX) = Jxaz = ЕХ]. 

Ж 设 和 为 有 界 可 测 过 程 . 由 定理 5. 4, 对 一 切 有 界 可 选 (可 
PWE BSOREUX-EI[XICIUX—EQX|IS]. 

—5.i33EH M AO Y z, 为 由 A ERF X OL) 

МОВИ, 1 Ел CITRUS ЯН АНЕ 5 
CEP EHS). 
一 证明 充分 性 . Uk 4 适应 ,C 一 (C0) 为 与 4 相 联系 的 时 变 ( 见 
定理 3.48). 设 基 为 一 非 负 有 界 可 洞 过 程 由 引 理 1. 38, 定 理 
5.1 及 Fubini 定理 ,我 们 存 


в| ХАА muB [| Хеле<еаф | 


= | Е| Xe Tr <= ds 





== | E[X Tre сооз 108 


E Е[| XA, |. 
这 正 是 Ba CXD = za C XO d ua ВГ. 
iA npe. xr —9 2220,6, Ja БИНМ Ce S8 З. 48). 同样 地 ， 
由 引 | 理 1.38.5538 5. 2 E Fubini 定理 ,我 们 有 АХО X), В| 


p PZE НИХ HIRERE Г АН RICO X SOR... 
* 134 * 





pa ADS. 
必要 性 . ER aa ШЖ. ЫХ = ыл, EF € Z. ХЫ 
EVI EVA sua TRIBU TATE 7, АХ 
E[ Al, ]— s CX) = наб X) 
= E AE e| 2, ] 
=- E[E[A,15* ДЕСІ | 7, |] 
= E E| A, |. 5 , Hr]. 
所 以 А, = EL А,|.# ‚| as- BL A GRE. 

设 мл 可 料 . 对 一 切 非 负 有 界 可 测 过 程 ,XX 与 又 有 相同 的 可 料 
FEES BÉ e (X — pa Х)у= ua (X). BD z, 可 选 ; 从 而 A 为 适应 过 
Ж. 往 证 4 满足 定理 4. 33 中 的 条 件 - 设 5 为 一 锥 不 可 及 时 . 显 
然 .Trs1 的 可 料 投影 为 0. 由 zi 的 可 料 性 ， 

E[AAs] = na isy} — aC = 0. 
H T o AASGO.8 d AAs = 0 а. х. B PELA EAs LS Roo D = 0. 
RT AAP AXSI dar o PFEZ. НАТ 5. 9.2).Х 
LjY=E[I S77 Jin 有 相同 的 可 料 投影 ,由 pn 的 可 料 性 ， 
E[I, Ar j= НАХ) = gaCY) 

= ЕЕ, | r- lAr] 
= ЕГЕСІ, |. EC A, | 2 rj] 

= ЕПЕЕГА r, Т]. 
y Аг=Е|[Ат| r га. ѕ., HB ArE у. APTE + + ñ 
Arlee бт. ШЕНЕ 4.33 i A а. [| ч 

作为 定理 5. 13 B -- T Si WL A HI. ЖИП 4 ORTU ЛЕ ЗЕ п 
的 Radon-Nikodvm 5E $E. 

5.14 定理 iA. B ABRE iE BE (uj Ж FE ra. ШИ) F 2 p 3: 
D X]JL3YF-BHr vd B. Go d A. Ca), 
2) F A X (R) Eum шд. 

3) 0080) унин. 


D 存在 非 负 可 选 ( 可 料 ) 过 程 EH ,使 得 对 玫 科 所 有 o, 有 
B Ca = | 


证 明 4)=>1) RR. DD ААВ РЕ XL Do 
ЗЭ яра ЛА. Hid uE 32=>4). S H Np COGO k вр Radon- 
. | d _ 
Nikodym ЕР H орсо HIER- Ф 
T. = inf: 220. Д, D м. 


,H O04 A (о). c (C14. 12 


iM | 
Е| | HG A, Се) |=. ugC EO, T, TO nU 
LOT DU d 


BC. HG0d A G0 为 通 应 增 过 程 , 它 产生 的 测 庆 与 (Bu)) 产 
^4 RU BERRIRI. MA FR СВ ЯБ ре, BPCO. ORE. 1] 

5.15 定理 P A.B AN Brus e оя] ЖО OS DEDERE ЖШ F A dr n 
等 价 : 

1) 对 几乎 所 有 o. A. CoD | dB. Cay, 

2) YE ECE E. ил иво 

3) Fg X SCRI E. na lua: 

4) fEdXE DC CC? ) ,使 得 对 几乎 所 有 ,有 
NP. o dA Cu) -= 0, 
N то0о, Dd BG) = 0. 
uERH : 20040530 显然 . 
3)=>1). FEJER XZR), 88 


mD = E| | Goss dA | o, 


us GP) = ef} Ee lw ddB,(w) |= 0. 


в. г, „Л 


因此 ,对 见 平 所 有 ec 


U 今后 ,在 积分 号 下 ,我 们 用 单 括 导 表 示 随 机 区 间 , 例 如 用 [S.Tf 表 示 8S.TE. 
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l. Tims Jd A (ш) 一 
[ууз 


| 了 


BI uA. Со) | ZB. ба). 
13292). 4 C — А +В. ШЕНЕ 5. 14, 4E 4E dE ffi RT xk C u] Жр) 
过 程 77 及 并 ,使 得 对 几乎 所 有 w, 有 
A Ce) == | IH CaCl, Co, 


Bo) = | B Cond C. Ce) | 


B.H + K1 HK —0. RRJ—[H-—-9]. RJ Je (S). =[К= 
С], 
Babel) — 0, Bat) = ©, 
HPE ACE Dag л! ин. | 
k 设 4, 召 为 两 个 适应 (Ci 料 ?有限 变 差 过 程 . 若 对 几乎 所 
有 o, 1d B. а) | & ld A. Co | 则 存在 可 选 5 可 料 ) 过 程 H 87 
LERNE e ,有 


B Ca) = | Н ,сюз4дА,Сш), Z= 0. 
с. | 


事实 上 ,对 4 АС || 141] 应 用 定理 5.14 及 5.15 可 
划 、 存 在 可 选 ( 可 料 ) 过 程 上 ,使 得 4 一 LC А Д1. BER L A 
—IAC-C. 对 B87,B- 及 C 应 用 定理 5.14 可 知 ,存在 可 选 ( 可 料 ) 
HE K. UB B= K.C. REBHA Кр II=KL. 

5.16 定理 1) i A 为 一 适应 增 过 程 .S, 了 ABT ERE S 
辣 , 刚 对 任 一 存在 可 选 投影 的 非 负 可 浏 过 程 xx A 


- il X dA! s, |= gll "X dA L9 s] (15.1) 
[5. TL 上 了 


2) dE A рер 5.1 为 两 可 料 时 ,大 了 , 则 对 任 一 
存在 可 料 投 影 的 非 负 可 测 过 程 X UB 


Е| | Х 4А, | s|- Е|| "Xd A P s- |. (18. 2) 
КУР LS. TL 
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ЖЕН 我 们 只 证 2) 1 的 证 朋 类 似 :. E FC УУ MFE. 
SZ r. S ОТЕ 为 可 料 时 , H 56.7. T 为 可 料 集 . 我 们 有 (定理 5.1 
K 5.13) 


| [.. XdA | |= elf ЕТС XA, | 
=z y CDX dA, | 
= gj. ү ë iIe} 


W46. 29. [| 

注 12 若 在 (16.1) 及 (16. 2 中、 S. TERZA TL 或 ]S， 
Т), [5,7]. 等 式 仍 成 立 - 

2) GE S.T 为 两 个 停 时 , 则 (16. 20) 15 TIR: ES 为 可 料 
时 .了 为 停 时 . 则 5616.2)7 对 [7 DnEGLG EDS 为 入 时 ,TT 为 可 料 时 、 
则 kt16. 2x4 JST Lp sz - 

FERTEL MERRE ix ЖЕП ЭТ РЕ АОВ RE 0E 
的 基础 . 

5.17 EX E p МУ X S8(RUO E II — eB МУ, НЕ Ж 
足 道 集 上 无 负荷 . XIfE—3ESUS Fr ur ill zpfe Xo» 

HCX) = FOX), PLX) = u CX). 

MJ ° E u^ УШЫ 5 2 СВ, ) Ef] 3 I НБ ЛЕ. 县 在 不 足 道 
集 上 无 负荷 (但 不 一 定 oB EO. 我 们 分 别称 je 及 局 为 上 的 可 选 
投影 及 可 料 投 影 . 

显然 ,与 局 限于 可 选 4 域 全 一 致 ,4 与 限于 可 料 o- 域 3 
—3& . MET AT e X9 F SE (R y E Ba] xe Cn] AS BR EE, p h FH. 
Н = Go uh). 

8.183E А Е. 称 4 为 可 积 增 过 程 ,如 果 A. 
=limA, 为 一 可 积 随机 变量 ， 称 4 为 局 部 可 积 增 过 程 , 如 用 4o Ж 
于 多。 为 o- 可 积 , 且 存 在 停 时 To a. s. ,使 得 Ат — A, 为 可 积 . 
称 А 为 准 局 部 可 积 增 过 程 , 如 果 存 在 停 时 了 ,+ oo a.s. ;使 得 对 一 - 
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Лоя. Ay pes АРИ] ЖП. 

& ЖА. bay Wb B| BEDA WE Pb al ДИН. SR Г.П 
ЛА. :z50 A ARE ЖЕН А, 关于 о-о. < É 
fiif E, ЛО, HEA Ak 为 可 积 Tm (ео) Il T, 4. 
Ais Гот А A A AER E ER 

КА 7g — FH BR REED BÉ S0 V, аА. Ж = СУ) up 
ЛЕО Е RRA AARG ое >= V OB ME) Py Eu] Pit ph Pe. FR 
71 为 ( 准 ) 局 部 可 积 变 差 过 程 . 

ШГ А ВЕЛЕ Е А Ап] {Н ЖЕЛЕТ ДЫ. D ZR Hu 
л ЯЛ НИН г ЭЕ. 对 ( 淮 } 疡 部 可 积 完 差 过 程 也 有 类 杞 的 
16. 

5. 19 定理 ЛЕ ВАЕ A Eaa а ра. 可 

WuERH ПАРЕ ЦЕН. d A ЕГ п ЖЕ. 

T, — inf t Ze 0. A, Ze н}, 
则 了 nz USERS, Бос. A Ат Дрон А 为 淮 局 部 
п. Ш 及 为 可 料 增 过 程 , 则 了 ,为 可 和 料 时 ,无 妨 设 A. 0. 这 
Н] T > Q. X B£ 个 H. A CS aa а у T n f. НО БЕН 31], ЗЕ 5„= 
' Uu S. TT. S, 4 doo. HA S А A 为 局 部 可 积 . .| 

5.20 定理 设 6 AHJ A # > XER) pred B) WI 
Jë. е K z” aA e AoA ы nR. 

1) ЖЖ" A Gi IO Paypa IT E ILE Н A 为 准 局 部 
B[ fH. CCC 

222488 u^ 为 一 (可 料 ) 增 过 程 产生 ,必须 且 只 需 А 为 局 部 可 

和 证明 D 必要 性 . UC ШЖ A 产生， 由 定理 5.13, 
Аар. > 


25 k 
pts 


T, = inf(t Z2 0; AP nj, 


а 159 + 


则 了 ,7 之 1 为 停 时 ,了 ,十 ee H. AT Ptr ъол. 于 是 
E[ Ar In -m= но, Г, Ë) 
= x I oT, Т? 
= E| AT -Tir ood == n. 
这 表明 А Jg HER Bg n] 4H . 
充分 性 . ВА 为 蕉 局 部 可 积 . 令 停 时 了 ,+ 十 cc 使 得 对 一 
Hn, ЕГА» -Irr ъа co & Q,CF)= e (F >x [6,: D,F €. іп 
к= [T>] WIUF,—0. FIO] L 0,T, 1 ,Q,CF,) < 
CE OTa Гә = ГА Irou] <. 于 是 ,QQ 2900,59) E] o8 
限 测度 . 4. FEF, H P(F)=0,HjJ Ех Го, 1р, С) = 
(F> Oa а= нЕ ГО, р = ЕА, ]—0. xx 3H] Q, XT P 为 
绝对 连续 . 由 定理 5.11 Hl 出 一 增 过 程 产生 . 再 由 定理 5.13. 
POS i Bii WR. 
2) 必要 性 . 设 睛 由 增进 程 4 产生 . 由 定理 5.13.A7 可 料 . 
“> FS Аф ыя |, К„Є So FD 
E Asie ]= En X (01) = (P, X 401) 
= ЕГА 1, ) < n. | 


ARA. 关于 F, 为 = 可 积 . IRT A^ 局 部 可 积 ( 定 理 5 19), 取 停 时 
T.A 十 co 使 得 对 每 个 mA4 一 好 可 积 -于 是 
ELA, — A, — &C10,1, II 一 mo97 1) 
= E[A£ — А5) <+ оо, 
这 表明 4 局 部 可 积 . 
充分 性 . 设 4 局 部 可 积 . 令 
R, = AQ, B? — Е[А„| Fa]. z > 0. 
显然 ;已 由 可 料 增 过 程 B РЕ. РЕВ 4 一 0 否则 考虑 4 一 
AQ. 5j 1) 中 充分 性 的 证 明 相 类 似 , 可 证 QC) 二 pr*CFX[0,1]) 为 
(2,57 ) 上 的 于 有 限 湖 度 ;关于 为 绝对 连续 .上 骨 由 定理 5.11 K 
5.13.47 由 一 可 料 增 过 程 产生 ， [1] 
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定理 5. 20 导致 如 下 的 定义 ， 

5. 21:E X. 设 A4 为 -- 准 局 部 可 积 增 过 程 , h A fE. X 
A (R. 7 上 产 生 的 测度 ,为 1 的 可 选 投 影 . 由 定 埋 5. 20 ,存在 唯一 - 
的 适应 增 过 程 AU. HORE р HAT 产生 . RET TER AT 为 4 BUSES GER 


投影 (注意 :由 定理 5.3,4 的 下 选 投影 А 也 存在 ,但 ”AA 一般 不 再 


IER. А Мр Ор ЈНА РЕ Ау х 
ARO ЕВИ S e ВАЕ. HER 5.20, 存 在 唯一 的 
AE R EPE A Ири" dg A^ 产生 . SERT ER At л АРЕН 
ЗСО H. H e 5.9.4 的 可 料 投影 "4 qup qe (H^A -最 不 再 是 
за ж). 
WA AOE BORTE А Е] OR) FSB HI Bi 
x A, 5A ZATA A PAAA - АА? AC 
т. gë a EHA А” 5 A PJQ K EHE PROGID A ЖАР) 
act A mA n p ЖАТУ SC tB ЕКА A 的 
TET . 
5.22 定理 1А 3 ААК СРЕ. ША B: Ix 
过 程 Н. 
El| онал? sc E |. налр. (22.1) 
2) 变革 为 一 局 部 可 积 变 莽 过 程 , 则 对 任 - -可 料 过 程 Н. {1 
E | [五 | LAT | Е EL Ha! (22.2) 
WEBB Tip n) zipp. 伪 
= 2l HMA PA |, 


Ий л U Aa ` А И QD М ч | d uf Байы 5 + Hi F A == CA y" 
CA ARIJA 
E|} | Ий dA? | 


< NE AH Md Ca E e|] таласа - » | 
— elj MEALS |+ E| 1Н,\аАг] 


" _ анла] 口 
duse 


5.23 定理 1) 设 4 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 , 互 为 一 可 选 
xit 使 得 互 .4 为 一 淮 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 已 .4 为 一 适应 有 
Ша, BAH. ASH. A. 

2) W A à — ka bu] ДАЯР А. Hg п] Жл] E 195 
Н.А 为 一 局 部 可 积 变 善 过程 , 则 7. Ar. S прера ER Ee ER. 
HACR. AY = H. А. 

WEBB ”我 们 只 证 1). 令 停 时 了 ,4 十 c=. 使 得 


r > 
E| | |H £u 14А, | 
П 0,0 С " 
[6.7 L - 


Wj 22. DAH TAn. 由 定理 3. 46. 12 H. 44 为 适应 的 
A E.A ЖЧ Ж.Н! E. Ws — ЗЕТА 8 Яп] Bj pf 38: 
X RITS 
Hiat AO = иу АХ) = pg AC X) = a OXY 
= yal HA) = uot HX) = ир А00). 

这 表明 (HH. A= RF. A [j] 

5.24% 1А 为 一 ( 淮 ) 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 对 尾 一 停 时 
了 ;我 们 有 CA 一 C04)7) CATY S Ary. 

2) W А 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ,; 则 对 任 一 可 料 时 了 ,我 们 有 
(CAT Y= (APU ,这 里 A = АЈ: отг Атр 

ШЕН 在 定理 5. 23 PS Н=1 ту ior) BR 1) (2)).|[ | 

5.25 定理 DRAA EMARE. H 为 一 存在 可 
选 投影 的 可 测 过 程 ,使 得 五 .4 为 准 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 五 关 
C AW, E OH. A)" — CHD. A. 
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D» WA Грн БИЕ А ЛГ 为 一 存在 可 简 失 时 的 问 
illl т. 使 得 Н. 4 为 局 部 可 积 变 甘 过程, 而 5 X€ F A nra. H 
CFR. AM^— (^F15. A А 

证 明 RARE. SETA — ce 使 得 


ri бар | . 
КР „РЫЛА < ee. hp FISH | ss C H]. 08 





[i 
НИИ g ШҮ 
El | da. Hid] = E (I| АА ] 
LS dust d - БГ О 
— Eod | РАА] р -| io. 
MICE F 


Mam TI py AEU JORBGEGE A DEGER АЕ M D 
ie Vie ge Tsee X JI ТЕК ла АХО – K PP x)= 
TiU Xo g 
Eu asc CX = Hp al A) = fa PX) .. 
— ni CE) -= кен СХ). 
ik HHO. A= HA. [Л | 
ik Э Б. 5.23 É 5.25 可 以 统一 在 如 FEES Ji ag i 
Жыл: A СЕ ЛГ Лр IDE. ПИЕ E, cm 
II. A AOE 局 部 可 称 变 区 过 程 . 邮 存 在 4 可 选 ?可 料 过 程 天 ， 19139 
СН. АТК. АЗ) (IL Ar К. AP. HIVE KSE, T | С D 
K —E,T7I 1. СО S SEE 
我 们 考虑 准 局 部 可 积 悄 形 . 由 于 toc x CR. NERT 


pa HAT eg. ps —H. 义 由 于 pi BET RP ep 
АА BT a KEO ро ВА. 020a 


+... 
- ШЕЛ EM 
LET 





dr. a |. — 
d ga š 
i K —E, LECL WGL AY =K. As. 此 外 , 若 马 可 选 或 者 
Jr H z! 有 可 选 f TZ SZ W 55 1. M Ha -8. €. С 


D. 23 fy ә. 25. 
5-26 定理 DAAH у OA 
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EH- HA SST, MWY- FETARE ВУЗЕ РН A 
z[| X dA. |= Е[ | Xaa E 


Е eff X dA? LF; . (26.1) 


2) ЖА S — RITRAE S T AATA Н SS 
了 , 则 对 一 切 存在 可 料 投影 的 非 负 可 测 过 程 六 ,有 


e| Í ХАЛ |= E| | хал. | 
LS, TL [S Tr 


=E|| AX dA Fs | (26.2) 
LSTI | 


WA ”与 定理 5.16 的 证 明 完 全 类 做, 上 且 了 世 有 与 定理 5. 16 类 
wi. D) 

下 一 定理 提供 了 计算 对 偶 投 影 的 跳 的 方法 

5. 27 定理 ”1) 设 4 为 一 淮 局 部 可 积 变 差 过 程 ; 则 ЛА 有 可 选 
HE DSA, MEn T. A 
АА 2.7 EDAH reel F к] ss. 021.13 

2) 设 ACE — Bp RDBUEZE DER M AA 有 可 料 投影 :"(44 ) 
一 44*, 即 对 一 切 可 料 时 了 ,有 

© АА El 33:12 2 8] e] ss. (27.2) 

证 明 ”我 们 只 证 1) HERA ЖШ. 由 定理 5.8 Я.А 
有 可 选 投影 . ‚Р А-А, 4- 也 有 可 选 投影 ,从 而 AA 的 可 选 投 
影 存 在 . Р.Е Т, ДАТЕ) т с-н, ж. 
对 一 切 F€ T.H 


EĻ AAH reer i= E[| d DT, се 4A: | 


Ге. 


= E]. Loa C44. | 
== E| Ariers] 
BCc27. DARE - [| | 
5.28 X& 1) 设 4 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 . з А ЖЕ Е. HH 
АК. Ж AACR 2 Ü W| АА" ЛК. 
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2) 设 À Jy — Бтр. = À АЕ. Ш л" УКК. ЯТ 
ААҖ Ж, АА?” JRI . 

D А 为 一 适应 局 部 可 积 增 过 程 ,; 则 A* 822 34 BUS A d 
ЭЕ ТЕЕ LE Y 4.22). 

在 下 一 定理 中 给 出 两 个 简单 的 对 偶 投 影 的 例子 . 

5.29 Œ D UE T РЕН. 为 一 实 值 随机 变量 . 为 要 A 
= 41 :т в ЗЕ А рар аа, ДН Н Фес. ЖТ > > 
为 o- 可 积 . 这 时 A КАЈА а Е RON 

A" = E| lesg | уур 

2) Т 为 一 可 料 时 ,2 为 一 实 值 随机 蛮 量 ， 为 要 ASE ro 
A йр] $HAE ЗЕ ЯР. ИН R m emren 9 r- МеН] HH. 
这 时 А 的 可 料 对 侦 投 影 为 

A^ = EleT 597. Tues. 

证 明 ЖИЕ 1). BEE. GEN T. bos. EB АГА 
Hx ELAT -ir on] +оо. 注意 到 ge pr 3] EP HV Е, = 
[T= U [T >T]E Fr F, А0, BXESE A н Елен = 
Ar -ir on BL А тос у A o- up. 

充分 性 ， Aiii S ЗЕ. $ ea A p=: ВАЕ. pij 4] — 5746 
D ZO Wd Te X A 

КАС Х) m EA eles anl 
= EPX ee ELS preal т | | 
| 
= m (X). 
Rh B= Elime] S Menon 由 于 下 适应 ,由 定理 5.23 及 定 
X 5.21 Ж.А 为 准 局 部 可 积 , 且 8 二 A*. |] 

最 后 ,我 们 证 一 个 今后 有 用 的 结 林 . 

5.30 定理 设 4: 症 为 两 个 可 积 变 差 过 程 - 

1) 为 了 4 与 召 有 相同 的 可 选 对 偶 投 影 ,必须 且 只 需 对 一 切 
FH T 
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ELA, — Ar Jp] = ELB. — Вр Га). (30.1) 
(BCA. 一 4 Fuso 5j (B. — B, Fo s АВ R] BJ u] k Ж.) Жї 
тА tg B ARMA WAT АН B EKA АНА 
в T. C30. DRTE. 

2) НГА УВ АННА ЕВ, АА BH тт 


ELA, F] = EB |F] a.s., (30. 2) 
НҢ ——Ш{ Н] 7, 38 | 
EA.. — Ay] = ELB, — B4] ` ` (30. 3) 


( 即 (A 一 4 与 (8B., 一 By 有 相同 的 可 料 投影 ) ,或 等 价 地 ， 
ELA, |F] = EDB, |] a.s., 
ЕГА. 一 A (F, ] = ЕГЕ. — B, |F] a.s., t > 0. 
| (30. 4) 
特别 , 若 4 Ej B ATTRAE MAT A УВЕК, ШИН 
А, = Ва. ѕ., А-Л 17, (30. 3 成 立 , 或 等 价 地 (30. 4) 8 
证 明 DD 令 ja 及 ra 分别 为 4 及 B83 产生 的 测度 , 则 (C30. 了 1) 即 
H: AET, al ET ol = T, oT. 故 必 要 性 显 
H EEEa. S F= (I T. [ ,T X RE M E A r, R. 
РЕ Пр о OEM 3.17). wh ОХА, = [0,99 ГЄ. H 
(30.1), ма 与 pa 限于 党 一 致 , 故 由 单调 类 定理 ,yi 与 ил 限于 可 
选 с- 0 — $4. MUT =a 与 wa АН ЈА ЗА. ВА Ув ААН 
E) n] ое 36 | 
2) (30. 32 8р5: H — Е T, аСТ, оо [Se T, оо 
[ 2.30. 200: — U] F € — o. nat Г or )= иа Т Og H 5. 令 
W-i[0490.:4€-5.U1(17.oo 0 T Ер), M E A r-H 
产生 可 料 o- 域 ( 定 埋 3.21). ВЕНЕ, Z 64 与 ss FERT — 55, Д 
限于 SU — 0. MEA Ej B ЯНЕ 24 HM M (30. 2) 
EGPA 同 理 , 令 
€" — (lo, A € >) U (BX j]. col: B € Ft 01, 
则 可 证 (30. 4) Е-Е. L] 
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5.31 X& DA XOGADA BUE REBRLB X — api npe 
АЕ Ыт. ACH B А лр ХЕ Ж. D H RES А, = ЕГА, | 

2) Wb A Xu — uj BUIEXE ERE LOI А -A 为 一 致 可 积 蒜 . 

ШЕВА D 3I —9] £20 A, — ELA, |F] а.з.. 为 要 (030.4) 成 
a HIS B = EL A| 0а 5. А0 2220. 

"A,— B, = E| A. -— Bu | а.в. 

miu DZATE . 

2) H 1). "A— A* Jy — Ex n| Bit. 55 — f]. 4^ — A – 
CA") Ag — Sica p RUE Si A— AT DS праф. Г] 


53. 应 用 于 停 时 与 过 程 的 研究 


5. 32 定理 db 4 为 一 适应 增 过 程 ,M 为 一 非 负 一 致 可 积 右 


连 左 极 拷 , 则 对 任何 停 时 了 ,有 0 
е). МА, |= E[MrA:. „ы (32. 1) 


ШЕВА $ X-— MH от. 由 于 ELM |] Mari >, ME 
为 My HPDE E. WOX =M Iaris Miori Ti 


77 E|]. AMA, |. п 
5.33 定理 D 设 A Jg — DEBERE. AS UJ 2250. A 可 积 ， 
则 为 更 A WERE. 30200 К А ПЕ {ГДЕ AAA PA Eh M REI 
O. 44 
š dA, |= M, dA, |. (33. 1D 
Ё | „м i | Е| ] | P 


2) 设 A 为 一 适应 可 积 增 过 程 .为 要 A пре. 必须 且 内 需 对 
- 147， 


FT === = 





TE fa 3E $78 5 R XE 28 48 М, A 


Е|| MA, ]= e], 7-4]. (33.2) 
证 明 1) 必要 性 由 定理 5.13 可 得 ,因为 MI r... 的 可 料 投影 
是 M fua 往 证 充分 性 ， 首先 ,假设 A 可 积 . 4. 
= F x 10.4] g 0, FEF}, 
ME r-d, Н о(7) >x S0(R.), 2 C=FX[ 0, € M H 
ELI |, D BS АВЕ, Ше = MI олу I M Eoo H 
A 的 这 应 性 及 (33. 1018. 
palo = aale) = paie), 
其 中 ja 为 由 А 产生 的 测度 . 4 
© = {CE x (E ); pna GO = ga CR), 
IIJ А-К, Н С. dit 9 —o CE) — 97 X SE(RUO BB ua пр. 
从 而 由 定理 5.13 А BDRE. SI — SETRUE S EIE A= CAL). 出 于 
A^ 可 积 , 由 上 所 证 ;A4" 可 料 . 最 终 得 4 为 可 料 过 程 ， b 
2). 车 M AERA AAEM, Д) M — MI ua MI yar 
РУК. 由 433- 2) ,我 们 有 


E|] Maa, |+ EM <An — A,)] 
- E| МАА, | 
= E| o MdA | 


= E[| „М.-4А, |+ Е[М,(А„ — AD]. (33.3) 


A (33.3) B9 IH LS ELM CAs АУ] (33.1). H D. Ан] 
R. Lj 
作为 定理 5. 33 的 一 个 应 用 ,我 们 得 到 可 料 时 的 一 个 刻画 - 
5.34 定理 RT A-R. ET 为 可 料 时 ,必须 且 只 需 
XHEI3E URS ZUG XE ZEB M UR 


. EUM- = EL Мт]. o 
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= “mm т р ч in pr CH 0 —1 7 


证 明 必要 性 由 定理 4.41 推 得 , 往 证 充分 性 . 令 A= 
I ;rt (UA 为 适应 可 积 增 过 程 , 且 对 任何 非 负 有 界 右 连 左 极 的 
M. | 


= E | Af... Tiras -] B 


一 Е| | MdA, | 
GES M =M. ). 由 定理 5.33,4 可 料 ; 从 而 了 Ait. O 

下 一 定理 给 出 了 绝 不 可 及 时 的 一 个 有 用 的 刻本 、 

5.35 定理 设 了 0 为 一 停 时 .为 要 了 AAI К]. ДЬЩ 
Н.Ш E E A S PI Ий М. {ЧОМО TER T D УРЕК. H. 
fel T «co | F, AMmp- 1. 

证 有 明 必要 性 . VET AAR KH. 5 А = т.т MU A {Ш 
дЕ Ho RE AHB ORE A^ 连续 ( 系 5. 28. 300. S M— А— A, il 
M 为 零 初 值 一 致 可 积 著 ( 系 5. 31.1))》, 且 满足 定理 要 求 . 

充分 性 . 设 存在 一 致 可 积 款 M 满足 定理 要 求 , 则 对 任何 可 料 
HJ S FRITA 

AM; == AM = Мт хад = dasen 
HEM аат, P([T =&<оо]) =Е[АМ]=0.д T Og eR S] A 
HJ. L 

下 一 定理 给 出 拟 诺 连续 流 : МЕ X 3. 39» pg Я. 

5. 36 定理 ”为 要 流下 ~ (: 字 ,) 为 拟 左 连续 的 ,必须 旧 只 需 一 切 
-— $i up EU ede ROBA LIE iE SEIT - 

uEBB 必要 性 . RCO OMETE. M 为 一 致 可 积 右 连 左 极 
蒜 , 则 对 任何 可 料 时 7 >>0, 有 

E| Mjlpp..i| r- == M Puno) a.s.. 
(RS = Мт E н, 拟 左 
连续 . 
充分 性 . Vk CAD ЕЗШ Z E S. #£ XE — Чр ВЕ, E fS 
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—- = —— — — m- — 


Р(Т-соу>0, HF rA 57р. REG HEFIN RTL. W M = 
Gy EUn Fr- DE coo M| M 4 St u] 81 E ZEB CAS DL |) 
题 5. 3), 但 非 拟 左 连 续 .， 11 
5.37 ЖУ 流 F= C3,) 称 为 爹 连 续 的 , 如果 对 任何 可 时 荆 ， 
S =S r.. 显然 ,全 连续 性 蕴含 拟 左 连续 性 . 
5.38 定理 下 列 命题 等 价 ， 
1) 一 切 停 时 为 可 料 时 ， 
2) 一 切 一 狼 可 积 右 连 左 极 园 带 续 ， 
这 上 时 ,天 小 为 全 连续 的 . | 
WEBH 10525. 首先 ;由 定理 3.40 知 , CF,) 氢 左 连续 ， XE fT 
何 停 时 了 及 一 致 可 积 右 连 左 极 鞭 好 ,由 定理 5.36 AIT, VEM 
a.s. ,因为 了 为 可 料 时 . 因此 ,MM 5 МЕ. М 8. 
(55 全 连续 是 显然 的 . 
2)=1). 由 定理 5.34 即 得 . L 
5.39 定理 AEF XAR). A= [40] XEB— 
的 可 料 集 { 不 计 一 不 足 道 集 ) «(8 808r FER] RE tf D ATP ü J A. 
EA BLU ACT T I ARERR. AIA A 的 可 料 支 集 - 
证 明 设 了 为 可 料 时 ,由 于 
AF a drigen = E[ (I, rpg r] aS, 
易 见 
全 了 4 了 二 [Te = О а. 5. =.) рел 8.8.5 
从 而 | E 
А Т Л ЖЕН 0а) тео) = 0 а. 8. 
ATTI APRES Us rien = О a.s. 
eIOHgs-—0a.8. 
АТТ AR АЗЕ ARS A! ITI 为 不 足 道 集 . 唯一 性 由 截 品 
定理 推 得 . O 
5.40 318 ib AC XBR), A, А, BRE E Eon 
LUUA, ЖЫ A, 的 可 料 支 集 - 
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WERA ”由 可 料 支 集 的 定义 好 得 . L 

5.419189 UA X — Hip ap RBS IER. Ш AA^250 ] 
[440 的 可 料 支 集 ,其 中 Ж A туар рЫ. 

uEBH SHTA To AAM S (ДАУ раар 1. 


| AA O | (CP 3j A^ Ш ES A Arl dea = 0 a.s. SAAFI r... a == 0 | 


д. в. lad 50] T 0 39 Ri SE. ER [34^ 50 T LA A07 
ЪЗ. |) 

5.42 定理 {Е-Е II n] R dE ЦАРАУ mST. 

WERH 由 引 理 5. 40 内需 对 集 人 台 下 了 工 卫 证明 定理 成 立 . 其 中 工 
> 0 Жр ФВ. S ASi re + N A рр Же. НУР 5.41, 
[347 兴 人 是 LA4 兴 0 一 了 的 本 料 支 集 ， 显然 ,| A AIEO 1E— 
列 可 料 时 的 网 的 并 L] 

5.43 系 RAR- MRE A 为 其 可 料 支 集 . 

D А WPa k ШЖ еол 为 不 足 道 集 ， 

D Аер SE eA — A. ix mE A nj K OE pi ij SES ES 89 


3) Азу BESATTA. җн] A npe — 99 np š JJ ES BS 


~ 4. Doob-Meyer 4HWE xp HE 


5. 44 EX ® c AERE AME. on EE X 称 为 类 (LD) 过 


ўа, 9: Хе ТЕУ) ГАЛЛЕ 0 . 
出 Doob 停止 定理 不 难看 出 , — 91 — XE Jc 18 b aV dE 
пал РАКСУ. 

5.455238 Ш A= (A,) 3 — E i B РРБ BT EOS ДЇ ЇЙ, Z = 
(Z, XGA, — AD gu iE. gg Z XO du Sk. A H Z mE — f 
s. Z 称 为 由 4 АЈАГ. x 

ЕҢ “我们 时 已 知道 , (CELA, | DED W ААН ЙЕ = A... HJ 
可 选 投 影 ; 故 2 为 右 连 左 极 , H ASELA F] Аа... AP s, 

. lot: 





人 ç = == — F OoOo 


E[Z.|-5, ]= ЕГА. |F] — ELAI] 
= ЕГА | J — A, = Z,a. S., 
即 为 非 负 上 蒜 . 另 一 方面 ,有 
BimE[Z,] — lim EL A... — A,_ = 0. 
Wk Z 为 一 位 势 . ej ZSE LA | 7.Ja s. AE Z 3920600) E . 
设 да ЭЩ А РДЕ АНЕ, Ш pn APP ДЕЙН a Ú 0 00—0. EDT 


ТЕ f 5, 5 | - 

al Sco [O = E[ A. — As] = ЕЯ]. (45.1) 
ñ А BM F ul EL a-i E H Z МЕ. НУ А А, ВТ 4 也 出 
2 唯一 确定 LJ | 


由 定理 5. 45. ВЕНЕ АЈА: R8 [E28 CD fu 9 
都 由 一 可 料 可 积 增 过 程 产生 - BAEREN. 事实 上 ,(45.1) 正 
是 解决 这 问题 的 关键 . 
4E Ap 
TO BF € F UIST]: S = T Ai., 
PERR WJ E 产生 S.H € 中 的 每 个 元 素 具 有 形式 [0z3U 
(Ü TULVIL ч FEF, UVa imieeun iH. 45, 
HHA Лоо KHAR. T. X; EHEN 1 S,.oo [ в) 0118.5, З Ы 
NIZ oc i BEDS T: ЖНГ ÀS, 09 [ f ji AE 6, F пр 
叭 一 地 表示 为 | 
H= [0,1 UIS. Y U UDS oT], 
Rh EEF a, S. T, i51 een, Ahi ES оо) EST 
=] en ЕСС оо | ET; AS, P—]l.e.2—]l. FR H 的 这 种 
表示 为 典 则 表示 ,并 令 
H = 10.1 UTCS. IUO- U HS o T, 1. 
5.46 引 理 $ Z= (Z,) 2 —3€OD i MNSZ.z-0.8 H € <', 
其 典 则 表示 为 | 
H= [101 UIST J] Uee UIS. T.I. (46D 
. 152 « 


BO = E|Zs — Zr 1 + ++ E[Z , — Zr] (46.2) 

jl up 上 的 有 限 测 度 . 
证 明 至 先 , 我 们 证 明媚 十 事实 :对 任 给 上 >0 收 五 后 知 ,存在 
K€ Ө#КЕЄН.,КЕГ I 01 = 6, Н (H)=z#(K)+e. ibo 
Six H 为 形 刀 上 53. 下] 的 随机 区 闻 ,S 寺 了 , 且 在 LS 过 co] 上 ,5 


VT. 


id | dii Е Гк] = Гранат) 


RITA 5,225. S=limS,, €*g[S«oo]lb, 5.25. ија, T.—T.T 
= Јат, , ELS <от, 于 是 ,对 每 个 n EST j С 
LSTI. FZ EZA- 
| тсе л чета 
limE[Z; — 21,1 = Е[7, — Z7]. 
нт K БЕ 7, 一 Zr JEL Z: ~ Zr ] Е, 3EZ K = 
LS T, 1 MJ K WS ЫШ ШОК. 
z: BE ER EE БЕЯН PR n] Du t di: We PA BS, 民 需 证 明 上 的 可 列 可 加 
HE. REME HEE, H, е ECHO v 0. 对 任 给 20, К.Є 
€. KATO = A.R, CH, eGLOSuOK-re2 7. 2 L, 
=K П: NDK 0 н, 2,6 ELCH, HR 
НОН.) =< L) + e. (46. 3) 


只 一 方面 过 y £d. 20Р, L, BB. RIS D. 7 Cla D, \ роз. ‚ 


m LCIHÓ2D.o[.-A 
нА.) m мї D, ool ) = El Z+, — Zad = El Z, 1]. 
TE X Fij Z, -一 -0(Z HS CODO fi 8). 我 们 有 VmatL,) = 0. H 
(45. 32. Ату САГ, =e, Q ey 0 fime H. )=0 E] 
5.47 定理 设 2 为 一 类 (0 位 势 , 则 存在 瞧 一 的 可 料 可 积 增 


过 程 4, 使 得 Z 由 产生 
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— x= m Om.— m buk m m x mE 


证 明 ”唯一 性 已 包含 在 定理 5. 45 之 中 ,只 需 证 存在 性 . 将 接 
(46.2) 定 义 的 全 上 的 有 限 测度 唯一 地 扩张 到 可 料 二 域 上 , 仍 用 
上 表示 之 ,在 不 是 道 集 上 无 负荷 . A H 
it -Feo as: 了 为 可 料 时 ,上 -.- 

HC fo] Ш nog.oot, « : | 
Hn Fe [ Dysxoo J€ Ж. Bp T PGP)—0,0&— + °? в. s, E 
КОН) — 0. 
{ЕЗЕН Жн Х.Е | 

| BOX) = BCX), | (47. 1) 
Wi] ec A FERO ү НМЕ, EL {ЕЯ RE SE EG 08 f .. H 
T uf к BJP SK. BR CAT. 12 0 OX — e C DL BD = ор. : H 
定理 5.11 及 5.13, 存 在 唯一 的 可 糙 可 积 增 过 程 A. 1818 АШ A 
РЕҢ: И Е. ЕГА = пов) = СПО) =0, 6 А-0 а. =. 
ШУР: g1CA6. 20 ЕЕЕ S ,有 

ЕГА. — As] = a J} S, I) = Е[2,]. 

这 表明 Z Ela AD BRE ERG Вн A РЕ ВК. [|] 

Е А) — ЖЕР. 3119 8 F 9028 (D y p ЖАР] 
Doob-Meyer 分 解 定理 . 

5.48 定理 ” 设 关 为 一 Res» ps. NX 可 唯一 地 分 解 
为 : с CE C 
 X=M— А, (48.1) 
E езү Os ы: oa 
X 的 Doob-Meyer AR. 

ШЕВ FEE. 今 

Z, = X, — E[X..| X ,]. 
= (Z, WA (D (rEEM. 由 定理 5.47, 存 在 可 料 可 积 增 过 程 A. 
使 得 | 

Z, = EA | J — A 
& M =EL Xo tAn lF] WM X — M — À S X 的 Doob-Meyer 分 
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HE- -HE E Х=М--А 35 — Doob — Meyer 4#, Vl] 4 А 
= М — М 既是 一 致 可 积 蒜 ,又 是 可 料 可 积 变 差 过 程 . Hii 5.31.1 
- 4 一 0, 从 而 4 一 4, M=M. [J 

5.49 EX Х-НА РЕК. X 称 为 正则 的 ， — 
如 时 对 每 个 可 料 时 了 一 D, 有 有 

E[ X;.] = Е[Х;]. 

ak F fr BB. Xr- = E[ Xr | Fr 5 因为 出 定理 4. 41. Ху >= 
E| X. |. +_ 1). 

НЧЕ ЖЖП, A Де ИЕ БЕРУ ЕЛ ЕТЕ АҢ: S РП {т 
МЕ ДЕТИ mh A E UE ЛЕ В up  —- БП А ZETR I VR PE EE. 
站 列 定理 也 是 居然 的 | 

8.50 定理 RX ЕСО ЕВ. X-— M- A XE 
Doob-Meyer 分 解 ， EE A EA DM H Н X 为 正则 的 . 
-一 一 一 一 一 sU 


9 5. PS HXI 


s. 51 定义 ”假设 

D 02 为 一 离散 参数 流 ; 

iD С) а Ар Л Н А S ЕЛ ЧЕЗ Еру namo D o=, 
ЕТО P kusa, 

il) V zol T. Aj 9 Пр. 


bg 


SULCIS ET 


E LJ Wut. = Ë < 43 dieci. c E 4H Е О " i — 0, 
e Z= Y 


(51. 1} 
Жр. S, V 220, а-ы H aam 我 们 将 证 明 
FG EIER ECCO BERE. 它 是 本 节 讨 论 的 对 象 . 
5.52 定理 1) F— (2 y 3 —q1E EXEC - 
22 V al, T, Àj F- BJ - 
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- = э m omo 





D EP, т Ü G, Cre TD Ф 
.作为 P- 堆 概 集 全体 产 生 的 o- 域 . 则 FF' 一 ('，) 为 F 的 通常 化 . 
АЙ 令 2, AEF, R A= Ü AKT Tia] AE ©, 
则 
A[T, x: T] 
(ШАТ, Ss < TaJ) U AT, < sp! 
пгт, m m T,. J € Y IT, =< 6T, J: 
因此 ,4E 多 ,从 而 FCF, {ЕЕ 多 .= Dua. А 
CN 4423)- 可 测 , 则 对 一 切 >. | 
h 一 Siap тукт]. А Є 1. 


й = 1 


4 h,—lim suphi”. Р eC Са РАТЕ н f 
得 
nl» n, >u € Í TY, = z + 二 < 
—h(a) = А! (о) = ho). 
TR h C <, , EX 


А 一 2 fa rior, = F a. 


== 0 

xx 3e HH 一 

对 一 切实 ]， 20.9 

LT, =< = rn. m Te, 

所 以 ,了 ЖЕЕ. 

第 三 个 结论 是 显然 的. L 

5.53 定理 为 要 F o=. AMHR RRRS nos 

< П LE ua 一 oo } = E Г\ 1,1 m oc ]. (53. 1? 
证 明 S F = V F = ү TL C S. 
ED nut 


充分 性 + W AC Z. ДХТАРА 122078 
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ALT, = t] = - U ALT, = t < Тыр S, C S... 
C38 41108 {ИШЕТТЕ Z CE, Ae ALT. o ЈС... 男 一 方面 ， 
ALT, = оо] = U ALT, ‚ч oo T, — ос], (53.2) 

i53. D, A[ = со ]— ALS LIT оо], A... C VL. ВЕ A, 
[T 1 UL oo lc " exo" АХ 
A[T,. aJ c on Ty, = < J = A LES. poe JT, == оо] *.. 
Н (53. DA ADT, = 921€ ШЕ, ME A € S uu С Sr. u (С 
SU 

OQ. x 220 R A€ > OS 

ALTA, = soJe {CU ACT, < r < Tu 


U CA,LT, sz e DI[T uu, = es], A, € ©, 
Ж АТ, =o ]€ % D IT. =e (UD SLOT au ce 1c, 
[7 一 ec, 从 而 
ELN T, 1-1 一 o |= =. С, = оо | 
CN Lt, = ое], 
ix OK HH (53.1)8 у. [| 
该 定理 表明 ,为 了 保证 说 oS En 6, 的 增长 不 能 落后 于 了 了， 
的 增长 ， 为 了 使 (33. 1 等 到 满足 ,只 需 将 区 Се, ПСР, 
> D U Gg... LUT, == ee D ЕҢ AK 56... 男 一 方 而 :我 们 希 
UH BERI <, =, xp -— VJ n Ne PL YES R. 21 НЕ. 
(53. 22d AE Ну. EE EE Ba dE Le IR AS us a LÁ 
5.54 定理 AE TIO р-р. НЯ 每 个 п220, 
fric R, EE. [iiS 
Torer = Ё, (54.1) 
或 等 价 地 :下 列 任 一 条 件 成 立 : 
1 一 和 7 LT. (54.2) 
R, < Ti >T = R HER >Ч >T 054.3) 
T <TR, < T. >T = R, (54. 4) 


"157 


TAT = ËB, AT, (54.5) 
证 明 ”容易 直接 验证 (54. 1) 一 (54.5) 之 间 的 等 价 性 . 
充分 性 . 对 一 切 6x0. d 
[T <= ULT < OUT. <£ < Tua) 
= Ui [R, = t]U P, s t «Tualb* 
H KELT, EAT, a JE TKTT, әт 8, AR RE 
RoTa > R, =T. 由 于 REZ RALTS] E F AT A 
В. | 
ERE. XEM nz042:0 及 ACA LUN 
Ac T. J= U AT, <t < Тыл] 


€ = DD T). (54. 6) 
其 中 ACZ, В=0,+=,п. A Fo—[recTuaibr€Q. 由 (54. 6). 
存在 GrE <, Ti {+ 
[T «r]F,- GF. (54. 7) 
无 妨 设 (G,,rE8+) 单 调 增 . 事实 上 ,; 当 YY < BJ, A F.OFH 
G,F,— G. F. F. 
= [Г =< Е.Е, 
= [T < r JE, С [T < ЈЕ, 
= GE, | 
ex 
[T < Е, = (UG. ) F,. 
如 必要 ,可 用 引信 代替 (7. RAE E X | 
— RCo) = infir € Qw € G.). 
显然 ' R.Z 0, 0 22-0, [R<] UG € Sar МПА. Є &,. ftu 
(54. DORTY O E O54. DPR” Г Сш) 5 R, Cay tP — ДГ 
Ta Go B T Со) 52Р, (о). БВР ВЕ aÇ. Со). 使 得 了 (Co 
оК, (о) ў R, (о) > > (ш). 在 前 一 情形 , 取 rE 吕 ;使 得 < 
. 158 = 


R oc G,. Доб UP LE, HB o € GF. XX 5054. ТУЯР. 在 后 一 
情形 , 取 * CQ MET Сш) ке E w & Ca WI w & C, FB wE 
[TAE 这 也 与 (54.7) 矛 盾 . 总 之 ,(54. DM. Di 

5. 55 定理 ”1) 为 要 义 =(X,) 为 可 选 过 程 .必须 是 只 需 对 每 
AP n2:0 YE Ke be X" € m, x (R .使 得 E 


X = 2 XI rr op (55. 1) 

2) A SE X = (X, APIE Н АЯАР 220, ETE 
过 程 X ЄЧЇ XE (R. y at 

X = Xdi — S XT rr an (55. 2) 


hop 


ШЕН — Hp 9C , ОЕША. 往 证 必要 性 . 
1) 日 征调 大 定理 ,内需 А X= I ra r 证 明 (55.1), 其 中 代为 
一 停 时 . I R.C Sr про, W HL (54.25. А 
DX Гк. 
M ХЕ, х0), BÆLT н Pa. |] 上 ， Tx <, R, =, HII 
X FET туу! = XI, ГЬ 
ar í(55. 1) 
2) H SEXES. Аш X—lI sr MEB (55.2), R ch Tg 
— РЕ. 现在 令 
А AU Грод т. 
I] FEX Rk T] ХЕ, SG (R. ), ВЕЕ 
GR Gun T< = TET, => R <=), Hl 
Xd irar Хут туа 
bris. 20. [` 
5. 56 定理 ü T 为 一 停 时 ， 划 对 每 个 „20.46 
PALS T = NT 
(55.1) 
ШЕ H J „Су, Б, АТ, ST JC. H 


— m x< x 


СА f [ T, == T ч Ту] m Fy n LT. = T < Taid- 


另 一 方面 ,车 4E S LM RIRREREX — 2 Хат, ть nf 
Гато = Херо) AVEF, XAR. #[T.SCT—T, jeo A 
L= XP -X$ FE 
ALT, ST < Trn] = [Хә = DT, «& T < T1. 
(56.2) 


其 中 REZ, 如 定理 5.54 中 所 确定 н РХ 11€ 多 ,, 由 
(56. 2) 知 


o FNA LESE Ta] се, П IT, < T Tu) 

天 此 (56. 1) 成 立 . Í] 

5.57 Ж 

Fr == Ч©„, n ZO, 
Fr- = Pa Vae, h’ n zm. 
证 明 WHEA no 8 
F, N ET, «ode S NT, < T, < Т] 
== TT, T, < Taa 
= => N ET, =< оо]. 
(53.1) ,有 
Fr NT, = оо] Z. DT, = ео] 
= ©. ПСТ, = оо] 
= €, ET, = оо] 
(这 里 我 们 用 到 假设 97. 9.2. РГТ, Соо] Fr 门 多 ,, 故 得 
=, = ,. 

HDn T, LoT, СТ, k r, OF ,用 多， 

Volta r- BA BH. АЄ,.,Д 
AL < T.) АТ, <: < Ти], 
`A, € %#,, 0 k << n — 1. 
+ 160 。 | 


A ALET, JE Z, МіГ, ;从 而 F r C, VaT, [0 
5.58 定理 设 澡 完备 , 即 大 满足 通常 条 件 ,为 要 停 时 了 为 
可 料 时 ,必须 县 只 需 对 每 个 mr 六 0， 存在 R, € 9, ,使 得 
Tirar.) = GRO єт, 
或 等 价 地 ,下 列 条 件 中 的 任 一 个 成 立 ， 
TST, >R, = TAT > T. =>R,2>2 T, (58.2) 
R, < T' >R, = T AR, > T. >T Ti (58.3) 
R =< Ta T =< T, 7D = R,. ` (58.4) 
WERA ”不 难 直 接 验 证 458. D-- (58. 4) 之 局 的 等 价 性 - 
充分 性 . А Хт X" = as nmi. 0655.2) 8 
з. tp X= тоу, AA ELT ST. E TSS Ки. 出 定 
BH 5.55. 20, X 为 可 料 过 程 , 故 了 工 为 可 料 时 . 
”必要 手 . 设 了 为 一 可 料 时 . 们 4 中 为 预报 了 кирер. ЕШ 5, 
T.H ELT 0] E — 9] k,S, LT. RU, ;使 得 Ui 入 
Tu —5 AT. > 


{Г'„„= maxi/,,, L7. -一 ] 
1 k 


F,= Ü[U, = U's], 
К,= И, + Г.т 
иш R.C Z. +EGE(58. 2 Hor. 

IR TEST nLImO 717—0. Р E S= 0, JA W U, — 0, 
UL, =0,U,=0.R,=0, H RT. # T 290, Шр А.Т. 
这 时 必 有 SeU IB SIT TIAE U, —35, U,—T. 注意 到 S. 
<T Jr =0, H4 R, =V, =T. 

ТТ, (k TIO .PESCKM RON б>, W Un 
TH ULGZET, a. Ф160, DU LU, PET a R,—U >T. 车 
Ip—e3OMMQU.GULCRTSGGRS;CUIgYATT.. O 

i£ ”定理 的 充分 性 证 明示 由 到 流 为 完备 的 假设 ,必要 性 对 任 
一 可 预报 停 时 成 立 ， 


(58.1) 


+ 


imt gas 


— 人: 
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— 一 一 


ти sk — - m —— — „—- — - = 


5.50 Ж POSTE k k= Ted Р, Pet B Тоо FE < 
T. M| ТОЖЕ S sss a. và d 
IE 00 з | 
| o n < Ë, 
ат 22 А. Аа оз 
SER LR, CLE, A ТЕ ИЕНҢ Co8. DA -— 时 1(58: 3) 显然 成 
y А. = Г. аА hh, A R, co PT ТГ, 009 К, 
>T... 余下 只 要 证 明 TST >T R. T сонра AD. 
fade [Tee L Eaa HE3E Е. Фп kk И Т< се, k T 
Т SS Йй, ROS ТТ, Фп = ТЕТ >T = 
ТАВ T.—e-—T,.;T. O | 


R, = 


5. 60 系 {7 es 完 -对 任 一 n>1 T. жин Н Т. 
Ct ,_|. | 

WEH. Т, 应 用 定理 5 58 s 得 必要 性 ， FER ES 1.88 
Т.= 8,1. 充分 性 由 系 5.59 可 得 ,只 需 取 了 一 了 .一 5 一 1 [|]. 


S. 61 1 定理 BU 为 一 可 预报 的 停 对 , 刚 对 每 个 20, Ж 
Fr DD < T = T. T оо] 
=€ [T < T = Т„, оо]. (61.1) 
证 朋 Hi =#„=.#у.<„Г[Т„<Т]Є# ri 
6, NA LT, LET] CG Fr A LT. < T < Т}. 


B ACE. LM 可 笠 过 程 X = Dx тз Xd 1o3，, 使 得 
Хн рео) А r... | X C se „ KÆR.) JA Bf 
A[T, <! = T, T =< со | | | 
=[Х Г сыз = ОИТ, < T' < T, É T < оо}, 
S4. NEE, < T < T, pT оо] 
C Z Dn UP < T < TT < оол, 
其 中 RC, 如 定理 5.58 中 所 确定 , 故 得 (61.1). 0 
5.62 定理 ”为 要 停 时 了 为 绝 不 可 及 时 ,必须 且 只 需 
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ITI СТУ, | (62.1) 
其 中 Ti A Т. 的 绝 不 可 及 部 分 ， | 
ШАН 充分 性 是 容易 的 :对 任何 可 料 时 5S, 有 
РСТ = S o) УРО, = S < оо) = 0. 


== | 
住 证 必要 性 . P NOU RT RO GE DS—T-T.ualp 是 可 预报 
W EKETE REF r MELD. 4e Su 一 TV | R- i| n 
L SLT, Н 5.6.97 S, ЖИЕН. 在 LT 上 

SR. OAR B S, A T. Dita T у KS MR BT. D PO. 
TT S 2 = ü. 0, Bb—-—Hg PU = Pu mo y = 0, n> 1. 88 + 
(62.1). l ] 

8.63 定理 ARTT Ai AS о] DEBBIE 

圭一 切 a280. PP TL, 0. 

i XJ — J] ncs0 及 随机 变量 六 Cy PCT = T, pa R< c) == 


ШЕН Ш. 条 件 癌 已 在 上 一 定理 中 证 过 .同样 地 ,可 证 

在 LT Tiu SRS olk T TAR. AKR SE н 5, = T, V 

8-2). С ЕСЕТ = К<оо ТГ T P CT = 
T. В ооу 0, 

充分 性 . ТЕЕ РЕН И] S s ЧӘ PAOD h A= 


А AL PT p ALS 7x] mo. рса) XAET з=] + | 
x |), Ө Sb no. 49 PAET =T, coe >o, Ха RI 
l fer RC 118 S, T. . >s R OR R = lim sup, € 
Ят a MEAL = TU m] E. AR R=lim Бирр = lims, ~ T., BẸ 
АШ = T, co C ALT = T, gatos]. 因此 PCALT =F, = 
R-<eo)>0, 5 DFE. 所 以 了 ОЖ ЖАН. O 

5.64 定理 оз. AEO J E ESE. eA H Н тү 
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D 对 一 切 nz Oups СТ 为 了 的 可 及 部 分 )， 
п) 对 一 切 nzzl. pm. 
证 明 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 . BRT A-A АЄ 5, 
则 
A = (A[T = œD) U CU ALT = T < 297] 


U í ЦАГТ, LTAT] as. 
显然 ,4[ 了 一 ce 和 多 rr ,4LT 一 0 后 .更 7 .对 n=l, 
АГ T < oo] € =, N [T: = T =< оо] 
= Rf [Ti Т < оо] 
= 9. N DT: =T < ос] 
= F p N [T = T =< со]. 
taal T =Т'< оо J€ F ka А[Тї=Т<оо]|]Є. Fr. 
由 定理 5.56, 有 А{Т„<Т<Т]=А'[Т,<Т<Т,,].,.Н!Н 
А Є Fr QAK ALT, aT ]€ F. DEAE F Tr RERET 
Tande F r: | 
[T «Tj LT < eo МТ, S Т < оо], 
[LT ST < о] [Ti < T < co] U [Th To] 
| = [Ti CT < se | U Ein ST < оо] as. 
€ =>. O 
5.65 定理 15,508. JEC Aj, PON НН E 
D XI—UI nzel.T; 为 可 料 时 ， 
D 对 一 切 n 221,#,=% V oiTi, e T. 
征明 必要 性 .1 ШК, НА 5.57, 对 每 个 = 字 1, 有 
GE, = Ж, = тр == 0, М oT}. 
用 归纳 法 可 证 得 ii)， | 
充分 性 - ВОЛКА 5.57 即 得 Fr =, 于 是 有 
S z [N Ti l= S+ N LT: = Г, < со] 
= Fr (1 [ТГ = T, « со] 
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=. 19 = T. og 

= > ы DOLES < wm I 
m. ITI ende n DUIS) KL Ti m T€ ns k 
RET 同 理 可 证 得 € р е с. 

没 T 为 一 绝 不 可 及 时 ac. r NET acol 出 定理 5.62. 
A= U CA[T — оз 1) asse. 对 人 
[T PEE po Teque jog ГГ Түй оо]. 为 证 4 
Єл. Тин = too J€... , | 

17 = оор [TT < UP a ss] € Fy 

d 前 一 定理 知 ， ОРАМ Бет. ATH и терер. R. 

S Гр С^ «= Suo f) (T 
КАШ 
yp N LT < oç j= Cni opu (> (Y UTU < оо ]) 
= Gel [T mop Y 6s N [Лб < em 
= 7 СГ < oo |). 
AREA v... [D] 

5.66 5| 38. iX 6€ H-T о-Ъ%,с X9 — n ERBR BUE E, I| XT — 

ЛАЄ» K HC Z. Ñ 
H| SI eX] 


14Р = | raag (69 1) 


ШЕН G= [EL I, 2€ 120], W G € ax В. 





PAG: = | E[T, li ЛАР = o. 
(7 


因此 466. 17 石 边 的 被 积 项 有 意义 我 们 有 
E| SLIZ J ELSI e] 

au 要 [了 41 一 b EL i.p | 

кы! A] 
о EULIA] 





二 -一 


=d dP 
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一 < — m — —-A ч 


- | EET, | ЕЛАР 
HG 


m | "PLE n 2 = 


5.67 定理 没 殉 一 (多 ,为 一 有 界 可 测 过 程 , 则 
= E[W.Ac | 2158.1 | 


onu, = rt zu . (67.1) 
| m= 0 Е ler ,> |Z, J LT SIS Ta) 


£ a së Í M | 
' = E[W | nal, 
AV, = ЕГИ, | F] SY . 
[ al p [:— à] T 2—4 ЕГ pal] Гг, ү] 


(67.2) 
证 明 APART no, RERA ELWA ss 8, Ж 
CEL rr 186,1) 80 96, 008 CR O- АГ ТЕ. 由 定理 5.55, H 
(67. Туле З ВЈ 为 可 选 过 程 . 只 和 需 证 明 对 任 一 停 时 了 ,有 
| E|W рс] — E| "Wr т<... 
RICE, TEAT, aS RDQQ => T—R, psg 5.66, 


E[WI4-.]— У ЕГИ 1 erer j] 


m= (í) 
= > ELWE Irr «sul 
m—ü . : | 
-一 УЕ | EL We Пт, ,>R,] |, | 


о т=й Elir rl A] [P ER СТ ү] 


_ у F[ ree I | 
| E| Ir | 519. ] R, 87, ql 


ҥ==[) 





rk == 0) 


= >, ELW Гер sa er, L с] 


一 2, E[ WI ттт 1] 


PESE 


| = E PW т]. 
(67. 22 B [EFE EEH. O 
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56838 i£ лийман. T 为 一 停 时 , 则 
nn S Ella sr 1,1 | 
: ELS alc l м = ELI: злу |, j Пт, in 1,1) 
十 ELE F, „Мр S e Saa 
# AE e. 56d MELTS J 上 有 
ELEZ, J= ELELE Maca 
Е| Elir >T] [€ 4d 
2; Ello, J a [T, TR,V, a. 8.. 


H = 外 


5. 69 = 设 生 为 一 .可 积 增 过 程 ， Wipxt 8 T 20, # fE 
GLA CU |, DB 63 F B ЖОЕ А-а | Ç, 了 的 修正 CU E 
ВБ СНАЯ, Н. 


TN v SB po 4n 

А) 24 PTa SA, et EA 6 D 
4 dcm 

AP Ё p DID o o...) 000v, £ —z 0). 

^s ELA - + [> P[T,,, = < |Z, gura si £ = i) 


(68. 2) 

证 明 ”只 证 明 可 料 情形 . RECAP L9, Deco, 的 修正 

(C eu :使 得 (С, ео, 为 单 Ji gy. 令 С" — inf (C, F> t € 

Qeri. g A CU T S A S oK BJ EE IE: НОЕ - - dF fa ©, хз 
(R. ) -可 测 进程 Н.Ж 


E[| нал |= Е|| nace), (69. 3) 

Гар. X4 £E — 3E fü EIE Б, RT ищ GEL E, ES, D HI mox Se 
cR O-nupW iE IP — (Iy, HA 

E[ | | нас? |= Е| | FÍ adC |. . (69.4) 

Ы „Го : 

(Б ВК EU С) SU т< „уш, РЕ? Кү] 

FJ o PR RBK k C, хо %®(К.), CU dE At. 6р К" уп Ж GE 
gE.) | 

МС, Cds D IP T. A „Н AR PET A C, CL s ee ]) = 
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E[ Fer 21 |= ]. £S, 一 ini i20 GA , oc ]) =Ü) DS, Є, |H 
PO, > - 一 E[G, cc] = 0, 

ЕП Tua = Š, A- S. . 由 于 GS, оо D = G LS, 12 = ELIrr,, =s. | 
е1, 在 LT 一 上 С„([5„,оо 120 a.s. .因此 , 按 469,. 2) X. 
的 ARE HARRE . 

W H 为 一 非 员 可 料 过 程 : | 

H = Н ia + Ну r p HO € 0, x BR), 
则 有 


Е |, Н 4А, | 一 吾 [ H.A, ]+ 2, А mor, АТН 
= E| H,El А, к 


toell нет co 
в = Ü Jo. ee, ü 


kasa HI m 
= E! НА E | BL RETI "| 
CH, + 2 55а: 
С (69. 32 (69. 4) 及 | 909 = 0) 
берб б PERETE 
= ЈАР |. 
E[| нал | 


В, л 为 4 的 可 料 对 偶 投 影 . Г] 

5.70 8j 197220 —BÉSUE BE E —o TY NV. 4 

FK —(Q4DD--TDUGcen[rs:bD.r:zo, 

MF, ?为 一 个 最 简单 的 完备 离散 型 流 的 例子 ,成 站 下 列 结 论 ， 

1) 次 要 5S 空 0 为 停 时 ,必须 且 只 竹 存 在 一 常数 Ct 可 所 是 十 
оо), 48 Sri rj = Cicer] a.s. , 

2) 为 要 停 时 8 APPR ШН Ят fr OT C ORT EL 
+ oo), th {B SrseT] == Coezria- S+ + Еш, T жар нң Н (X 25 T 
а.5. 为 一 常数 ， | 

D T'—Tuecsgp T^ = Tres AIP B= (2250. РОГ =b)2>0). 

4) 为 要 停 时 = Xj ss Tap AR BI Son B ES 5 = тє aja. S. ;其 

* 168 • 


R AEZ. O. R АСА. Fp. T М AS n] АЕ ?Ң T im 
4r fn iE ]o. coL Eee. | 

50 СО, JU W EE GP EL Sire ССП Е. 
о) fh Йу PESOS 0.1 Тул {н {к ]0.С] Б. 这 时 (学 
їз Хра НУ. 

1 及 2 分 别 可 直接 由 定理 5 54 f 5.58 f$ 3l - DP" MEAT K 
性 由 定 埋 5.63 可 得 .天 的 可 及 性 是 显然 的 Ул H AE EB 5.62 F 
зэ 4). 为 了 从 定理 5.64 及 5.65 推出 5) ,只 需 证 明 , 六 是 可 
Ha ARH B= B= CH pO T>C)= 0. # B—9.T'-— 
cc КЫЙ р. dy B= Ci BL РОС) = 0. M| T Тесу E 2) 
H3 93K MA fil A REESE «cm r T" X npERRE S FETU С Wa 
JÉ 2 WJ Жс. € Cse, W oe Т" a.s. Ae p B= 7. 
$: (^ш БУ b€ B. PCDC—202220.T рТ“ TIRCCOBEDA UTC 
=a. A ТС. IN a= C Bp B—(CI. FB — Jr Bod; T'>- 
PUT) = 0. 


ар = ВКС 


5.1 BT Wta]. E A ARMIE. $ Хт 
=E |e r WJ X Y r Hilal Bu) du . 
5.2 设 了 为 一 停 时 ,为 一 可 积 随 机 变量 . A X =I: 


010 X-—O0eE|£|5.,.]Z,.4-—90.; 

2) "Y —OGE|E£|-X..]-—0. 

5.3 j T AFELE Ar 为 一 可 积 随 机 三 量 . AHE X = 
SF opo к ABRE ELS 

Е|ё | d m Траст = Ü. 

5.4 ХЖ и xe Z К. ДЕ — SERE Т. 
АХт (rs Вр h . 

5.5 i N—GONO ЭВ À BJ Poisson д Жш, bi] 
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s NF x, N, = N,_, + > 0. 
5.6 iW X AAM. H X 5°X PE PE2E 38, | 
| MX )-0X.. 
5.7 ХБ Я, a0. QY, = | Kem nds, 


t> 0, ЩЩ M, =Y, — | cev, — X ds, 1220, HH. 

5.8 i X 为 一 非 员 可 及 过 程 . 若 天 的 可 料 投影 为 不 足 道 过 
Td X 也 为 不 足 道 过 程 ， 

5.9 Ph A 为 一 适应 有 限 变 差 过 程 , 互 AX A 可 积 的 循序 
过 程 , 则 "HH 关于 ATR, HCH) A= H. А. 

5.10 丽 呈 为 一 适应 可 测 过 程 , 则 五 有 可 选修 正 . 

5.11 设 了 为 一 绝 不 可 及 时 ,0< 开拓 co A= rr, M AP 
服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 

5.12 设 天 为 一 右 连 左 极 上 轴 , 则 存在 一 列 停 时 (T,) ,和 使 得 
СГ, А +оо. Н п, ХКС) Я. 

5.13 iX X H—3Eff h PE Ze Ей, Н 

К, = init 26 0, X, Snajan 2.1, 
ya X 336 CODO zB Н IV 24 
lim E[ X4 Ir сл.) = 0. 

5.14 ЖА 为 一 零 初 值 可 料 可 积 增 过 程 ,Z 为 由 4 产生 的 位 

35» . Mi 


E[A2.] = E| | <z, +Z.. А, |. 


СЕГА 3 称 为 4 或 2 的 能 量 .) 
5.15 YE A.B 为 两 个 零 初 值 可 料 可 积 增 过 程 , 了 ,Z 分 别 为 由 
А.В 产生 的 位 势 . Y SZ ,出 
E[ AL] < ¿ELB 1. 
5.16 设 革 为 一 位 热 ,T AER, СЕСК, 27, DX; — ЖЕ 
(Буйу. — n | 


r 1707 





5.17. 20 —BESULT E AA К.А: $ 
K= (КГ << T] U (G V ө {ТГ ТГ cr], (Z 0, 
则 4 的 可 料 对 偶 投 影 为 
| | Е (s) | 
эдт] Els D 
5.18 ṣọ A В. EHET Borel 函数 , 则 下 列 命 题 等 价 : 
D 对 定 尽 在 任何 带 流 概率 空间 上 的 停 时 工 : 民 二 急 为 停 时 ， 
o) ЕСЕ Е, . 1949 | 

= С, xx tC, 
“|>, жес 

5.19 ШТ, J— Poisson T ££ X Жл "t BERT. Ш o1. 
T.,.,—esssuplS:S &g РОХ ЕЕН 5<Т„}, Еф, 5 X3 FOO- 
PHT H. ST. Hj. —0a.s.. | | 

5.20 T A-T RH DALT IATE S E EBD. 今 

SK чс (S.S SLT, HELT >О] EST), W D= 


ESS supo”. 
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第 六 章 ， 可 积 变 差 蒜 与 平方 可 积 鞭 


”从 本 童 起 ,我 们 进 人 现代 歉 论 与 随机 积分 的 领域 . PRAES TE 
说 明 , 我 们 的 出 发 点 总 是 一 个 带 流 概率 空间 (DD, FP), BD (G, 
S ,让 为 一 完备 概率 空间 ,二 ‘区,) 为 满足 通常 条 件 的 流 , 今 后 ， 
我 们 使 用 下 列 记号 ， 














Ч — арун] AR 325 PE e, 
‚ёт Mh H ЖИҢЕЛ ЛЕ. 
区 一 一 适应 有 限 变 差 过 程 全 体 ， 
ж “一通 应 增 过 程 全 体 ， 


0 — — р. 

RAPRA H -A 中 的 元 素 总 假设 为 右 连 左 极 的 . gb gs 
总 是 指 右 连 堪 极 名 . 

对 任 一 过 程 类 纪 , 以 多 。 记 多 н Д.Е) B E E RR. DI 
30.07, AFPA — спра Ф. 

对 任 一 反应 局 部 可 积 变 差 过 程 4, 它 的 可 料 对 侦 投 影 ( 或 补偿 
PERA AAA 则 称 为 A ЮАМ. 


91. RREZ 


6.1 EX X=(X,) BRA P| £i SE ЖЕРИ, ЕЕ BA. М Et up 
积 变 差 过 程 . 

硬 然 ,可 积 变 差 熟 是 一 致 可 积 革 ,以 党 AREER. 
故 = Z Dow. 

Н Ж 5.31 A. XpHI-— AE AAEH 下 一 定理 表明 ,这 
正 是 7. PRRP- BUE X . 

6.2 定理 Ы Марл. $ 

. JFZ» 


A = У АМ,, z = Ü 


(=l =F 


则 4 为 适应 可 积 变 差 过 程 , 其 补偿 子 上 连续 , 且 
M = М, À — À. (2. 1) 


此 外 ,对 任 一 可 料 过 程 H — GIO .有 
Е|| нам, cr [ Ун. АМА]. 2 
证 有明 4 D, M,— MEO, WJ D— (D, € % `, , H 
D = Dr + D! = Г + A. 
нт DC НЕ 5.31 Hl, ÀA—= — Г, k À Ж.Н (2.1 YR Y. 
(2. 2) 易 由 定理 5. 22.204848. O 
6 3 定理 1) 可 料 一 致 可 积 革 为 连续 喜 . 
2) Ма Е, Ш М,== М. | 
QM D Ж AE z£. я М нр, ДРЕ: — ER T, A М, 
rem 41 dj 
= E[ Mr |F r- ] 一 Mr. 
ШЫМ 5j M GC. MPH 
2) Wr M X прера а, Ш Ж 5.31 30, M= M. М, 
M, O 
F — E ИЛЕН ЭСИ] AR p Зе SR Pig ЈН Ж. 
6. 4 定理 MAER, ЩЫ {Т AR N ,有 有 
ELM No] = E[M,N,] + E| DAMAN, |.. (4.1) 


lA GLO = (MN, 一 2; AMAN 239 —fé ap nn . 
ШВА 由 于 入 E N。 的 可 选 投影 , 故 
E[M..N..] = e|] Nam, |= Е|| Nam] 
B Jp d. MEM, Pi l 
Е[| а, | — Е[| май, = EUM, N). 
因此 
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E[M..N..] — ECM,N,] = E e|. амам. 
一 至 [ 2; AM,AN, ]. 


ET ж-— BERI. xf N: 应 用 (4 1548 
E| My Nr | = EL M.Nz | = E[ M,N,] + E| У? aM,AN,], 


xr 


Вр E| Lr|—E|L,]. H = JB 4. 40 A Le 2. [C] | 
下 一 定理 说 明 可 料 过 程 在 随机 积分 中 的 特殊 地 位 ， 
6.5338 19 M 为 一 可 积 变 差 加 ,五 为 一 可 料 过 程 ,使 得 
E|] d aM ]< =, 
ШУ. МЭА. 
ШЕ RH 由 定理 5 23. 2), 有 
СТМ) = H. M= H,M.. 
E.Z. M— GIL М) = H. M H,M,€ %, 'H. ME WY. 0 


$2. 平方 可 积 款 


6.6 EX, ^ VEM Jg VALER M 为 重 方 可 积 鞭 ,着 supELM?] 
«eo. 以 A? 记 平 方 可 积 观 全 体 . 由 定理 1. 7. 2) 知 Cnt 
6.7 定理 ЫМ 为 一 平方 可 积 闭 , 则 对 任 一 A0 


P(sup|M,| 2: À) < i supE[ MT). (7.1) 
证 阴 。 设 4 和) 为 及 + 的 一 可 数 笛子 集 : 由 系 2. 13, 有 
P(sup|M, | > À] < $ supE[Mt]. 


ii T [sup[M,|2>2 ] — U [sup I M, 774 |, ( [sup IM, [2А1) ж 
于 ”单调 增 , 故 I 
P(sup | M, Ax supELM:]. (7.2) 
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Æ (7.2) АЕ (LA 4 e v ОЙТ. D. [I 
(7. 1238 ЕЛА Kolmogoroy 不 等 式 . 
6 8 定理 1015 МЕ, ме. A BM ELM |< со. 
这 时 我 们 有 | | 
ЕСМ. | = supEL М? l- (8. 1) 
23 4/7 НЕУМ. Му = E[ MUN. ТЕ Hilbert 空间 , H 
Ej ТРОЙ, uL PO[S] £4. M = M. CRM CR] ЗЕ ЕЕ}. 
证 上 明 1) 8 MEL, Fatou 引 理 有 
E[ M.) = supE[ M; J. (8. 2) 
RZJ МЕ. A, H ЕМ ]< соо. HT M.=E[M.. 157, ], H 
Jensen Жа, МЕ ЕСМ | 2”, ik 
supE[ М? ) = E ME]. (8. 32 


ix AR МС. 2. (8. D 348.20 RECS. 30 HERB. 
ЮЕ. [1 
6.9 EE RMO CAME AT. Rn 
lim М — M. ||, == Бам", — M. yY] = 5, 


nc 


MUJ ££4k—44: 3] M^ ,k2 1), iB JU PE ET о. MIS ух] € R, — 
З T M, Cw). 


证 明 BEPC ARD. Ef Ma -Ma [| < oo. 由 
k= | 
Doob 不 等 式 , 有 | 


E[ У supiMa-- M] S Elsup| M» — MJ 
k=] 1 kw] ! 


27 


< >) 1E[sup QM — Мог] 


Ë= 1 
< 29 EDM — Mo] < оо. 
£ т] 


== 


Р], >, sup | Mt — M| «co as. 这 表明 ,对 几乎 所 有 ， 


k=] 
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М (o) XF £C R, Р MG». L] 

6.106 pA eg ESE PPU GE 则 ETE OR, C 的 
闭 子 空间 . 

6. 11 定理 1) МЄ, ШЕ — RT. M EA. 此 外 
ETO APEN H T, A оо a.s. LH] Mr M... 

2) СМ, CE MC... Ж || мМ. M. | :一 0, 则 对 
— НЕН ТГ, | ММ. || —0. 

WERH 1) 首先 ,由 定理 4.39 Si. M" cow. 另 一 方面 ， 

Е[ Мт s EL (sup | M;L)* < 4 supELM?] < co. 

由 定理 6.8. 048. MEA. 

СТ.) g — BJ ЕШ. Н T, А oo as- 由 Doob 停止 定理 ， 


(Mr), XT С тэж ЛТ И. 由 系 2.20, 有 Mr ——=М... 

D ЊМ М) NTFS 

ELMI — М) ELCMz, — M.D: ]. 

由 此 即 得 2). Í | 

6. 12 EX it M.N 为 两 个 平方 可 积 扫 . SM 5; N 相互 正 
AB. ШЖ ММ,=0 а.в., 且 对 任何 停 时 T E[M+N+ ]= 0. 我 们 用 
M | N ERM N EZX. ФПИ M EUN 表示 EL M.N. ]= 0, Bp 
М.М 作为 Hilbert 空间 47 中 的 两 个 元 素 相 互 正 交 ,为 了 区 别 
两 种 正 奖 概念 ,有 时 称 后 者 为 绊 正 交 . | 

6.13 定理 5 M.NC- `, R MN =0 MM 5; N 相互 正 
ZAHN MN WMA. 

WERA ”必要 性 由 定理 4. 40 即 得 , 往 证 充分 性 . 设 MN AS. 
由 于 sup |M, | € L^ supI N.| € L7, вир | MN EL 因此 AR 为 
Г. 对 任 一 停 时 ,有 ELMEINT]— E [| M;No]— 0. В M 
1м. D 

6.14 定理 иси, На С) 0.07 рек рр S 
и. ме... RN „щщ N | CE). 

证 明 令 se (2 CA 产生 的 线性 子 空 间 , 则 显然 有 N || < 
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# y, ut ME S CoE 0. BE OM S ( 2 y, ББ | М.-М. || uo 


0. 用 定理 6.11. 对 任 一 停 时 了 ,有 My — Mr R MIN: — 
MiNi- [BE M No=0 a. s; ELM: Nr]=0. BI M | N. ВЕ. | 
S D 
6.15 EX Г € 称 为 稳定 的 ,如 果 
i) Еа ТГ. MEX SM EH, 
D Е AEF g ME K = 1, MER, 
Od 的 稳定 闭 线性 子 空间 简称 为 zz: 的 稳定 子 空间 . 
6.16 定理 E C. 2⁄2. pc раді W] om! sZ C OB 
TEZE >= 19). Tt rH 
| I= IM €... N € HM | N). 
证 明 ik NC Sr ME 对 尾 一 停 时 了 ,有 МЄ Ж, 
ЕГМ. №: | = ЕМ Му] = E| M.N +] = ELMI.N..] = C. 
这 表明 МЄ. 5 Jd AEF M| L.M € 2 , B. E 
[L N  M..]= 0. M i TAN! € 2 i. В 2 AERE SIBI. E 
(q Ж = (sa b 
й меся) K NEZ. Wii T. МЄ 
“C > МЄ k BLAA: J= ELMI Nt.]— 0, 此 外 , 若 A 
EH ,,. W M E SC), E[L MrNr = 0. 特别 取 了 一 0, 得 
М.№.=0 а.х. EMIN O 
617Җ Sour Gamma os R - 9 RET 
Ep H -o že] E. 
6.18 ЖМ ЈУ PROJEHRN EJ RR . 
у ME. 1779, M ERA MM 二 0 а... 
ME. 22. m 6.17,M 有 如 下 唯一 分 解 
M = М, + M: + M*, 


Do х=} ЕШ. g e Bp. р Е ER yE SS F eT PP Dh E fe]. М 
ii SE RF Дир Ж HEC DS RE. 
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其 中 M € vi ME. n. M° 称 为 ЕНЕД. М“ Ы М 
haze ERRAT. 
ib МЄ. Z: T HIFR DE 
(MEY = (MOT (MI = (My. 


(83. 纯 断 平方 可 积 著 的 结构 


6.19 引 理 ЛЄ. +, Д 
ЕГА: ] < AE[ A: ]. | 

证 明 &М=(М)5%ЁСЕ[ГА. LEID Rie ZeRR EIE NU ~ 

кир №. H Doob 820.239 C 
BCN? 21 < AELN?.] = AEDA. 
由 于 A 一 六 EE. Z, Ë 
A, — À = ELA. — À,.|-,] = №, — ЕГА. |. .]. 

由 定理 5. 13 得 


Tu 


位 是 
E[À.A..]— ||, л. 4А I 
r 
= E|). N, dA J 
z E[ N: A. 
Mi 
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DE Ei (NC 
AELA” 1. E 
6.20 5|3g R MC «C.WsHr-pPE T. 
Ej CAM, >. БЕТМЕ. 
WER > М: —supi Mui. Hi Боор DEAH 
EUM Y LES ELME S mL оо, 
H 1 I 2M ЮЕ (АМ) БЕМ O. 1 `. 
HE ЗЕТЕ ahi T AF n TUERES ТЫ 
[Z f M -eH TO. > 
A IME т" AM x o] c DT 1, 
uS. ЙЧ l SAW E F E M] 
6.21 定理 设 了 为 -… 绝 不 可 及 时 或 可 料 时 
МЕ [Тї Mo AC ACRES ECUS) 
s g ME ALTI, WSHE- NE ЗО 
Е[М N Л = БЕГАМ ААЛ. (2]. 1) 
D BMC. СУЩ M {к ¿[T ИТЕЛЕ H N — 1 
A. Hipp 4 AM р. | 
ШЕН D Е. С L Ge усер. ПТО 6. 19 
do de ТОЛ SO RJ. À ER GR 5.728.300. үү Xj 
ПОРЕ ДААГА dono GE 5.029.200. fE bH j. 
cb EET] УКЕ. 4 ERRE A- dco 4677. b N C 
` [L 
узе anii m D |NO IR ui. 
pil P... |. ЖН, H T. Ко. 对 每 个 n. NT KG BI ety. 
ч PH 6. 1 得 
ELGA - À) N, ^ — EMA- А) NT] = 0. 
GERE GS 11.104 E(CA 20. N 10. ARA AC. =, 
Mu a-Ae [r] | 
due 


必要 性 . R MEALLT] $ А = АМТ ът. WEEE А 
—ÄE AT] M—-CA- AD € Т). 另 一 方面 ,着 TT 为 绝 不 
T E.A E, AAA = AA AM ФТ Ha ASE 
САМ | F ro Forst ОСИ 4. 41). ACA — А)г = АМт. 这 表明 
M—(A— À) € C7 ig M— CA— А) =0, В M= A— А. 

20 ЫМ СЕМ. а F D mx АЛЛЕ . 
由 定理 6.4 有 


Е ММС | = ЕРАМУАМҮ" |. (21.2) 
Li 
由 于 п ое ВЈ, NIS = N adus xg NV НӘ 6. 20 8 ANS 


L? 
—ANr,n—=co, ECOL 22 A n9 cod (21. 1). 


3) d DAN =A- ÃÄE-AÆATT]. M-N ЕТТІ KE. 
H 2),M—N LÆTT] 这 表明 NN ДЕМ ñE. UT] EBIHREEE LL] 
下 一 定理 描述 了 纯 断 平方 可 积 著 的 结构 . 
6.223838 1) 设 МЄ. Z: ,出 
ЕМ | + EL S2 (AM, Y] x; ELM]. (22.1) 


为 要 (322. D PREM. 4 EL DU M — M, € on. 
2) É ME f°, (UT ,) 38326 M B Ey E BERI ЭСИ, = 
FE 4. 210. M" 7g M É °| T J ERARE M" 为 АМт Гут ог В 


补偿 ) MERAK 22 М" 在 -A 中 收敛 于 M. 
3) W ME «477. p M E RE THE 
M = M^ + M^, 
其 中 Ma € imt RAT ROM" € #1“ EUR SB JSI АВ. 
证 明 D (Тш, M 跳 的 标准 停 时 列 . 令 
A" = АМ: I, ruo, M = A" A, Ht = БМ". 


ж а= 1] 


Ш M —M.— Н" 在 Д Т, J Uee І Т, D EE . ЊН C21. 1), M — 
M,— H* BEXT Н“. 但 名 ,… M MERE 
E[M: = EDM] + EC (Ht 52] + E[ (M. — M, — Н) 
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E 
= ЕМЕ) + У EKM YJ + ЕСМ. -- M, — Ht’). 


д = } 


H 021.1) 48 ELMO] =EL CAM: Y] i 


E[M2.]— E[M1 -+ УЕ (AM: )21 


n= | 


+ Е[(М. - M, — HOF]. (22. 2) 


PIEZAK M" KAT A B LUKE H. B H € orn. 此 
外 .出 定理 6.9 Ш.Н i3 MAAE . НЮ. M — H 为 连续 于 
JEU ERR. H M'— H.M'-M—MyÁ-H. Bp 22. 20 di 

ELM? = ЕТМ] + S] Е| (АМ, 02] + ЕГОМ Y] 


n=] 


= E[M:] + E S [АМ + EL (M: 02). 


所 以 ,22. Dita. BECA DPSS aty BUS At =o. BB M 
-WE 
2) BUERE B AE 1 的 证 明 中 . 
3) ФЕСТ, AA A M BERERE RETF. ФМ i= ur T, N ul 
Ж s Ne= in T AARE Б BJ. 
M^ = УМ", M" = Мм", 


HE M N AM: I: oa PAMS- HER 6.9 HIM EUR ар A 
M" RAR RE. H 22013 M — M^ L M^. 分 解 的 唯一 性 不 难 
证 明 ! 参 所定 理 4. 25 的 让 明 }. [i 

6.23 定理 DRM NEC-A”, 


кум, + E[ У) AMAN, |] V ECM] VEINE]. 


(23. 1) 
2» m MC. г 259 WJ —1Л ме. B 
E[M..N..] = E| 21 AM.AN. |. (23. 2) 
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ж. CL = ММ DAMAN.) а — Ф. 
зз. ГУС. ОУ) 
证 阴 1) 由 Schwarz 不 等 式 有 
EFL M.N + E| S LAM AN, J< (E[ M: 
十 ЕУ! (АМЕГА 4 Е У? (AN FMZ, (23.3) 
(23. 1244 C23. 3) 及 (22.1) 推 得 . | 


2) 首先 设 NE WY 由 定理 6. 22. 1) 有 


ЕГМ N. 1= diEQL + М — E[ME] - ENT] 


D 
ГА 


— y E| > CAM. LAN: o Ñam- D ANo] 


— E| JAMAN, |. 
DANE ARE. MBENE 42 М 为 MALDAR 
ZE N— N E MON АЕМ. CN — N* 2 10. 0 
ETM. N] = EUM, х ] = E| NAMAN, |. 
(23. 20 T - | 
BHT Ai. XM! K N! 应 用 (23 249 E| L, j) 0. Hi 
Bg 4.40 Kg. CLO A RE. 
зз ме. A 站 YY， 由 定理 .4 知 : 对 任 -- 有 界 革 入 有 
EUM ҮЛ = E] SAMAN, |. (23.4) 


I JUN йу: C coup PEE М = EM] A 8. дй 
(23. IPELC DOA — 5 N €. Og. S RE N — М. f 
ELM: = E| само? |. 


注音 到 M.— O0. [n 6. 22. DLM € 777. 1] 
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У DK a ED] FÉ 


6-24 EN i AC 07.n | Dobnb ARE Д.М == sup MC 


DL. Ne M^ AROUND ER. FE Doob- Mever 分 解 定理 .存在 唯 
rper EUM АРЕ GEIE CM MD | Ie GOD ff M^ (МЄ 
МУУ M 的 可 料 二 次 变 差 过 程 . 战 尖 括号 过 程 - 
HEMNE л. “> 


EN 


A.N) — i QM = ND O MD NG 


UM ND FERAM 与 六 的 可 料 二 次 协 变 差 过 程 . 
+ 0 MC ат. JEM Co I fa А0. ig HE s. 50 
Beg M HE СОО WRK АРУ КЁР. 
6.25 Bj iE M = COMO Ne BER PR ВЕ Е = [| М1, 
a ApffSE gw] Af YER. HE- h. L M Cuyo gr ALEE. UE ph sz ni 
s.69 SL. Af (MU ЕМ; ELM Y€ 6e [He Mh AT, E 
CAZ) = E[ MIT. Be. FM. sa BLS МУ, ELM LIEBGEBL. 
+ EME C MD M dug Nix nsns 
E|CM, - M.OCM. | M, 12... 


COM, — М. ОЕ А, — M Lou s O 
E (M, — МОХАМ. = Mis Ü. 
ВЗОР. М Bg-- Adm. 
6.26 定理 Ш M.N € o7. AJ. N V ME i фи] FT AE 
FS. EMN-IM.INDE а. 
WEBB 44147 
MN =- MNG cs IL [XM NE M ENS 


-- M^ МУ А N^ 
p MANC MNE n ME-- PETRA HI RERUE 6.5. РФ. 
作为 该 定理 的 一 个 站 接 推论 ,CN JS M.N УКАЕВ 
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形式 . 
6. 27 EX B М.МЄ.4°. A 
[M,N]; = M,N, + (MNO, + JAMAN., (ZO, 


(27.1) 

EPM, N ARAM. N HERR. ГМ. М Ap Ron BUE Z5 
过 程 ( 定 理 6. 23.120). LM, Мр ie АП M ,是 适应 可 积 增 过程. 
[ M By 2g M 的 二 次 变 差 过 程 或 方 括 号 过 程 ， [LM.N jog M SN 
的 二 次 协 变 差 过 程 

6.28 定理 iB M. NE.. 

12 LA,N] 为 唯一 的 通 应 可 积 变 差 过 程 , 使 得 MN—[M.N] 
Efa Ж AIM N ]J= AMAN. 

2) af) 为 LN 的 可 料 对 偶 投 影 . 

证 明 105 M— M, + M: + M*. 我 们 有 МГМ, N IE 
ATEM 6.23. 200 ,MN C AX ,CM* |М), А. 
МЕМ — UM, NJ] = NM + ММ + M: N* (MN € Lv. 
因此 

MN — [M,N] = MN + ММ + M'N 
— (M.N, + [M,N] + [MAN D € «x. 

ALM.N]—AMAN 是 显然 的 . 唯一 性 得 自 定理 6. 3. 2). 

2) 得 自 DAEM 6.26. [| 

从 定理 6. 28. 1) 也 容易 看 出 ;LM,N 是 M K N BIRR 
THOE X, . 

6.29 系 BM NE-A”. J FAL a RAS fft: 

D M| N. 

2) [M,N ]€ «€. 

3) (M, N)=0. 

6.30 系 设 M,NE-AU?, 则 下 列 命 题 等 价 : 

1} EM,N |-9 

2) M | N, B AMAN= O, (B|! M -5 N 无 公共 跳 ). 
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ШАД 172-22). HELM .N = 0. [H £ 6.29 HI. M || N. р 
АМАМ=АМ.М ;= 0. 
20221). W MIN & AMAN-—O. 由 系 6.29 知 ,[L M.N | 二 
OM LINT O HA REHMET BLAE 2E. 因此 , [M,N J 一 0( 定 理 
6.3.2)). E] 
6.31 定理 EMNE. AT Es . B 
OM NT = OM INE, (31.1) 
[м.м = [M.NT. (31.2) 
WER h BOMNO! — OM NO! P Bk C 4. ЗЭ), E XE FE 
6.3.22. AME CI. DS ПЯ ЕМА — (M,N D gk . {Н MNT — 
(A.N 为 扫 .于 是 只 需 证 UMAN" МАТ зур, 
ЕГ (Мт — MON Ai] = E[ (M, - M. Nr] 5: мр1, ] 
= E| (Му — Mayr) Ng, ] 
= E| Mr — MON quu, 
= (My -- MONI с 
= (Mr — МУМ, ar. 
ШАМ. М0 — СМ, СМОГ) = (М ‚МОТ, MK H (31.1) 6 
[M,N 的 定义 得 到 (31.2). [2 
6.32 引 理 IRM NE. , 则 对 儿 乎 所 有 ww, 对 一 切 ossi 
схо, Фр 
ПОМ. М) (о) — (M.N, (Cw) | 
= СМЭ, Со) — СМ) O0) [СА Соу — (N Соу), 
(32.1) 
М.М оо) — [M,N] tw) | 
m LM ш — EMT GO? [NJ G0 — N], Go) 112, 
(32. 2) 
证 明 我 们 只 证 (32. 10,032. 2) 的 证 明 完 全 相同 .给 定 ОзУ 
Loo ,对 一 切 有 理 数 
OM + АМ), — OM + AN) 2 0, а... 
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我 们 用 MNY AR OM М OM ND, Щу 
Му + PALM, NS +} AË CNY 2 O, a.s. , 
JEM NYA = MAAN LY. a.s.. 
(HOMO МУ. OM MAHA N EEZE КУГЛЕ BEER о. (32. 12 x] 
— 8] Оя ооду. U 
(H 2| 6.32 Жж 1.45. J 4] sr. Bl 38 48 30 F BJ Kunita- 
Watanabe 不 等 式 . 
6.33 定理 iS M.NC. Z, H.K HATAN. mpeg 
| JHK dM Ny, 
[mp 
r Br А рл 
= | HigoM», (| Kid CN),] 8.8. , (33.1) 
v Loe ! Too 
| - |H: K, 1 dl M.N ||| 
«(l. FILM И [. KAUN L] as. (33.2) 


TEE 


6.34 Ж "v р.а 3 — ЖЗ Sk BD 1< poo. loquo. 
EI EEA 6.33 КНЕ F RTH 


$^ q 
eff IHK, | IMN), | 





一 一 一 


| —- 
27 | i | rIS | | | =3 N | г ) 
= | nop Luo Као, ||. eaa 


E 





JHK, || [M.N | | 
бе| 





—T—.R  ..... 


= | NT... шам], | || "m FUNT, |, Gem 


Tir BB 山 定理 6 33 及 Hólder 不 等 AUEL? |, 
||| 排 得 - 1 








А] hE 


61 iM 为 一 连续 一 致 可 积 款 ,S,T ЖД р. 57. 
a 186^ 


m . . ` “ e C- за ahr С ЫЫ ЧИНЬ 5. rpp He dy irk- aH. Lh ar rr: В u- 


nr 0 xp JL FFF 270 o, жү ez0- feste TE Ge) A GM S Co) | 
Б.Л. Coo XE аР. bli] xj J| O Bp. B an M. Co) й: (m). T 
c2] e ARR- o EM 

6.2 ^k Lux : ^j Cange ЇНЇ. Е Ay aa m 
i 

бб RR G TEE a MINE 

Atrpeo K АЗИ. 

6.3 ME d. TRE| NI M | Ja + WI мє» " 


6.4 МЕ o HEL Y САМ Ур Hi ме а 

6.5 МЕУ ME A 为 过 可 
LAMAO FTU. M—A- А.Н AT AMH 

6.6 "7 
Db. C ot. rl. | 


Z. 一 :Ef Toe li. " . | ^ 
| Ja "nas am Por el... r catt oep | 77 [. 
UU ч (oA. eS ст RU 
D.«etE n Uy ec ВАРТА ВУ ERE ТОЛУН. 
иту | EE 


зу Ит WC НЧ cH» MPG np 52 PR U 2k BY CD 
Jr BU P СЕА ВЕ ВУ F ТН]. 
3») HBRAPC 67. QR MC ant H PORS DIOS S. AZ, 


Т" 


l qi ig Se {ЙҮ 

O & -Ii T R NITS €. 

HPon? co. 

HD б. az MGE -e М сз — nx 

6.7 pe M 47 SCP JM TERME Усы. АШ AP CASH 
LL fe MCA. EM See 
6.8 it MNE. «Li 

CEA BONG ТМА N [зыш (МУ LM M JC 


Zr 


+ UND + EN D. 
6.9 M, NEA, | 
| VEM] — LN JI < EM — N]. 
| (My — sN | < “(M №). 
6.10 С=С, 37 — ШИ RIN. EDI 220,7, 
C WS F ddr ESSE ЇЇ: 
1) 每 个 平方 可 积 G-A F-H, 
2) XH T 1250,77, K 2.367 4, 条件 独 立 ， 
3) X &p T ox 08 GRO REESE {Н RI BUE GE SER А.А X 
+G EF пр {ЩИ m px s). 
WL. THE G- BET A == = , 1... 
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жеж АЯ 


$1. 过 程 类 的 局 部 化 


TIEN 设 包 为 一 随机 过 程 类 . 宛 n RAE AE GU fe 97.9 
ш УШР: Хе (ХР Pa N RR q XEF, HFE 
ВЕН СГ, ,使 得 了 ,4 оо. ЖЕ T n X —Х„ЄФ%. TORA 
XC 甘于 过) 的 局 部 化 序列 ， 易 见 ,为 要 9С Z. , 当 且 仪 当 对 每 个 
XC€ Z ,# XC ,. 

7.2 定理 dE 2,22: 为 两 个 稳定 的 过 程 类 , 则 

Gn (qm. = Ov 

证 明 5 X€ ZL [12% , OX X XT #7 的 局 部 化 序列 ， 
(SS 为 天 关于 222: НАЕ], W h £7 及 227° RETE T, A 
5,039 X RF ГЕ ВАЛЕ). Pd h, ЫГА C СУ f 
Spyu， 友 包含 关系 是 明显 的 [| 

7.3 定理 设 及 为 一 由 随机 过 程 组 成 的 稳定 线性 空间 , 则 
Hin 也 是 稳定 线性 空间 ,县 

(Pa Je 一 EA. (3.1) 

WA REPEC. OD. I XE (70)... Arp sig А. AS v d 
Х„=0. (Тә X XT Z, B a EPF З.И Ж n X" € 
Cu. WET n Gua XX. 纪 的 局 部 化 序列 ,将 (S.A 
7 重新 排列 为 停 时 序列 4 人 3) , 则 sup5, 一 00, 且 对 每 个 ,XX 
E 名 对 任何 一 对 停 时 55,T) ,我 们 有 

ХУР — Xš + XT — (XS^Ty, 
因而 由 归纳 法 有 ХУТУ 27, Вр, os Ve V S. DE X xq 7 
= ]89 + 


АЧАЛ. В Xe ЛЛ. L] 

注 ”为 俩 (3. Daa ERE R EB C 在 停止 运算 下 稳定 、 
Н {ХС (Z RT AX C77. fixum € — М Е К 
т. ERE Т.З ARARE Y. жуу 

Be Г 一 个 十 分 有 有力 的 得 到 局 部 化 序列 的 方法 . 它 

НУШ a ,不 难 的 ， 篇 给 HIE TEER TI. 

7.4 8|88 х= XDA SERI E АЖЫЛ. 令 

[em M = 0 |X| XE i.n Z= 1. (4.1) 
WoON Gufper. p Т, | 

| 7.8 定义 WE Ni Rud 则 Ç. uL BH 
局 部 有 界 过 程 | | 

了 .和 定理 РХ NJ 一 随机 过 程 、 H A. € E. 为 要 X 为 局 部 
ЕИ 必须 是 只 需 存 在 一 列 停 时 (7',). 使 得 了 oe o RIE 

or t WAI vu e | | 

um 信人 一 DA su BN CS ИЕ. oo. BOXE T 
有 过程， ят X ABRA Ye pl 
PE. (R, X МЫ ИЕЛЕ PU. ЖЖЖ ЕЙ n Хк sa a 为 有 界 过 程 ， 
及 之 .其 (T НЕН Р, ос ЦОР ХУ per, a 2441 28 id 
piam CP, AS X [КИЕ]. [|] 

注定 塌 7?.6 实 际 上 提 讯 局 部 有 界 过 程 的 更 会 埋 些 的 定 
X. 问题 在 于 在 局 部 有 界 过 程 的 定义 中 要 求 X. € Z, GR B ER 
frg. 然 让 局 王 化 手续 一 般 总 是 对 适应 过 程 类 实施 的 ,和 检 公 有 界 过 程 
и ТУК ГКО АДЖЕ J Хо BEL 
R. | | 
Bom FER Poe gw HS cp 
7.7 了 定理 Ub X y —ákE W EA E. 
DX. =(X, OARRA W uj d orm. 
2) XREOX ун рр. gx AX МАЗ YF. 
DOF X nipb X 局 部 有 界 . 
WERA 1) CCOR 12 BrE XL 显然 有 ji 党 -了 ma | жын. F 
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是 由 定理 7.6. Xwe Ж. 

224e DAEM 7. 6 的 直接 推论 . 

SRNE JE 5.19 Ф ТВАЕ EHe — i! 

7. 8 正义 BIR wow OR up up E E E CUT BUMO SERT 
Ж. aru Coo Eee mg Jap b np 48 ЛЕ 25 CES Sp n] ЕП} sERE A Ж. 
xXx ЈЕ 5. 38 相符 .只 是 这 旦 只 涉及 适应 过 程 . 

对 敌人 六 适 庶 布 连 左 极 过 程 和 一 (了 下 = (X: )i X HJ 1: 
确 界 过 程 ; 

Xf = supiX,i. і б. 

BAX 为 适应 增 过 程 ,月 AA Osaj. 

7.9 定理 设 4 一 人 4 为 一 适应 有 限 变 差 过 程 . 如 果 4 Ар 
САР Н, ЛА EB SO AC Z ue 

WE HH EOS AO - 9) HW em s ETS, 4 cy 日 对 每 个 ns Al asus 
为 月 界 过 程 : © 


T, = int[1z 0. [dA In) A S п 21. 
WT, 4 oc. HARTA 
К Id A.] = B тї дА, + 14А; Fons ss n [ad |P r эы 
Ж-а AC. [ | 
7.10 定理“ 没 4 一 (4,) 为 一 适 应 有 有 限 变 差 过 程 , 则 下 列 命题 


Wh 
L; AC Fu. 


JR 


`` ~ 
2) 五 一 = AA. Cc Lx lac" 





3) Con "ND ARER, 


HA €. " 

HERR 120—203» ME. 

3054). HPA KEC АА БАА |А RC. А Б 
S4 e OGEgRR 7. 7. DCE У T € oa i. 


D= CS у — PIPER, 1819 5, ce НТ n А5 一 
A TE 4 | | | 
T, = inf fz ze 0; 1 144, >n) AS, nil 
MT, оо, HRR An 
| aA, = | '4^ + ДА: | < n + 2CA; — AD 


п, АС... E 

7.11 EX I-A ARREA # ME... М 
KBAR TA. ARP АА xkZCTR pt AE. 同样 地 ,党 i 中 的 过 
УВ Ар ЗРЗЕ, 44.06. Wn) 中 的 过 程 称 为 (连续 ， 
БЕЗЕ АГЕ. 显然 ,Aico 2 ү, “Т „ЕЛЕ ВЛЕ ETE [8]. 

£ ”由 定 闵 不 难 直 接 看 出 以 下 事实 ; 

D X E ZEB 73 E ep eR CE G0, 为 局 部 化 序列 );， 

2) Hp EL ир A e Se pha. ise EE 6.3.122; 

3 ) #r M A ERES Sp up # ЛЕ ЖОЙ. WI) XÍ RET: L0. M. = М, 
a. s. Cil EJE 6.3. 225, 

4) Ж A Cox V. WE peur fidt А EE n: арр BRE 3E 
过 程 ,使 得 4 一 AE%Y VOL 5.31 

5) MEM, EF o М= MO K В R Or u, >) 为 局 
部 化 序列 ). 

7.12 定理 UEM N А. ME. =Z Н M 26 
(Dyphe. 

WEB] 只 需 证 充分 性 , 设 M 为 类 (D} 过 程 , 则 М, пря. 设 
(7 为 ad 的 局 部 化 序列 , 则 对 每 个 ah 8.7. XT Ороо, 
ti 

E Mar |57,] = Mnr а.в. (12. 1) 
由 T OM, лт Dus А. Ні Мат, = M, TE: n — со В 
E[M,.z,|S7,]— ELM |7]. 


在 (13.1) Ф n — co 48 
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E M | 5 l = M, as, 
HH M Ой, АЈ ЛЄ z. C] 


7.13 定理 x M 7g — fF Bp Ek. n] AM A RHR. H”( AM) 
== б. 


证 阴 由 和 定理 4. 41 及 定理 5. 8. 2>B 58. [ 1 
7.14 定理 АС... 
A = А + А“ + А“, 
其 中 A' 为 4 的 连续 部 分 ,4* 为 4 RTI ВЕУ, А A 的 绝 不 
可 及 跳 部 分 { 见 定理 4. 25); 则 
| D 44 为 线 断 的 ,4 为 连续 的 ， 

2) 为 要 À Е. 4 H {ЯҢ A ОЕ FS SpA. 

D 为 要 A BEN LCS HL (US А„=0 及 АРА" Ж Ro poi. 

ШЕН ?2} 及 3) 容易 由 1) 推 得 ,只 需 证 1)， 邻 (7) 为 窍 举 А" 
跳 的 可 料 时 列 ， 记 五 二 UET,]， 由 定理 5.22 有 


E| | е) 1а АС | 
[3.7^[ 


去 如 | | ELE ld AC» |= 0, 


BD 对 几乎 所 有 的 名 ,测度 LAT. Coo E U UT, Co] Ж 8E Йй, К 
44 为 纯 断 的 
由 于 AU DUAE HE ВОН Ж 5.28.32 A S SE. C 
7.15 定理 EMEN. CS 
A = > AM, 
d A € y, А 8, Н i 
M = M. + A — À. 
ОЖ M 也 称 为 跳 的 补偿 和 . ) 
EM 只 有 可 及 跳 , 则 
M = M, + 5, АМ, 
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证 明 ”定理 的 前 半 部 分 由 定理 6.2 1839.05 M 只 有 可 及 跳 ， 
小 也 只 有 可 及 跳 ， 由 于 ÀA 连续 ,由 定理 7. 14.2) 知 ， 4 一 A 为 局 部 
ш. A= 0, АН М=М„--А. Г] 


82. БАЈЕ 


7.16 S| HB. 设计 为 一 局 部 加,e 汪 0， 令 
А — > AM. I. AM CE! S 


bli] ЛЄ... 

WEA RAA Nata ЕКА. $65, 5 M Blaster 
A. A 

T, = infit ze -0,| M, — M, zen R2, AA | nj A Sus 


Wij T. 4 CX. H 
[SAri S | AM, | i n ++ |M, — Mais 


a 1 
> | AA, | < <à [AA | + |AA; i 


mon + AA. | & 2 + iMr — Mil. 
UT Tiens, A EUM -M]AS AES D 

РЕНУАР ЕВЕ ЖЕШ. T КОРЕР rd bE 
Н. | 

7.17 定理 E M AREE. MEA e>0.M 可 作 如 下 分 
1 | 

M — M. UEU 1 V. (17.1) 

Hop U AFHR MA AS H IAU 1 е, 为 零 初 值 局 部 可 积 
ФЕ. WEM MTER MEREU EV BME HU 与 
i4 Jd. i 


Do KRS Pr eh ЕВУ уар И. - PS Н W. АНЕ P Pa up sk M М] 
nid m. 
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证 明 EME Mo 今 


Hd gp т.е APAE ori‘ V À AC aU Me VE 
„е SEE T RED. £ 
E! AM; L lw | — 0. 
AÁH т<. = BLAA quo der us] 
= El (AA. - АМУ. aV 
{Пд 
(АА, - АМЛ auo ТАМ. аш, о taa || SS 


AELE < o] Ai 


— _ £ - 2. "<. . `. 
[MÁS DL. МГ, ш AM, dAn 4 [AÀA Tage as. 


RFE -A suf K HJ ФЕ о Гр дле Оа. ж, ДМ | 
МАМ, АА mol. ДА. НТР Т 

Ар ав as. 
ШАУ | xe. Дд U ЗАРБУ А. 

# M d akEfE MA BE AEE i Ves EU ОА: 
MESES ah AV AM lu uat C AMT a И X V EAJ 
5. " | 

.18 X RM H- -hapt mei pa y ЕРЕ AM Eorpa 

7. IO 定理 £o M DX Pu ha ib dh. X. AE ВЫ P X am. VU] M € 
WU. 
| олы О — oW LL. 

WERA т Me. „Г.Д ИО, 22 ОА 

М-М. E! V. 
Hop V € = eov AFAA UE HJ ГЄ Y ym WW. 
ШЕ 7.9 ЖОЕ. Peki Ме. O 
7. 20 x 设 EY. OA AE cr opa H 1 fr f -upmE 
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过 程 BE >Y ,使 得 A— B HARR. 
7. 21 定义 Š M 3 — 55359. SR M ARRERA. E М, 
0, H. M 可 帮 如 下 分 解 ， 

M —U +V, 
HmnUc.4G.Veo uu. ВАПЛ Sedo BRIEF BOR 2 DES RITU 
UV id E SER EDAM DE. EL. 记 连 续 一 致 可 积 轩 全体; 则 
CLIE RE -所 的 局 部 化 类 - BARE -Ai =- AR R 
{йж xe —. Гү... 

7.22 3 RM AAWA. E M ДЕЕ ЫН. Y ДЕР 
Bh a Spi. M—O 

证 明 HT Me. xh.WwM-—U-TV.R'BUc.ci.vc 
OW os 23 Jy BL M € ZU. m INVE... НАЕ 6. 23. 3) 
VE wm. Bulb. FTE M АНИС РЕ СГ). BUS 
nM 既是 连续 又 是 纯 断 平方 可 积 拷 ,从 而 对 每 个 nx,M "二 0. 于 是 
M —0. C] 

7.23 X& | VE M.N AMTAA. Н AM= AN. Д M = 
N. 

7.24 引 理 VE eo B. V— V: + V# + V“ (ДЕШ 


4. 25) , 则 V^ 3g ES EE ER. Н У — V. 

证 明 我们 有 

0 = V = V: + V + V". | 

由 定理 7. 14 A. VA Bk in VA D E SERO ЧУЗ —0. Bp v^ 
EY V М У У. D) 

7.25 定理 M AERA. И M 有 如 下 唯一 分 解 ， 

M = M, + M: + M^ + М“, 

НФ мє Mi C IL mq up REM" € LA “只 有 绝 不 可 及 
Bt. 

M: É, M' — М“ M К Fa Sp M 的 连续 蒜 部 分 及 纯 
Whip. 对 任 一 停 时 了 ,有 
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(MTY — (MOT, СМТ) = (Mayr. 
ШАН FEH. > 
М = M,+U +V, 
FeoBUC #L. VEW ao 由 定理 6.22. DU 有 下 列 分 解 ， 
U = Us + U* + U<, 
HPU € ui US € um HY S ARGUS. vbt, ES mu 
ЖБ. 由 引 理 ?7.24,7 有 下 列 分解 ， 
i V = V+ Ve + V, 
其 中 V*E ous RA URBE V EV Є EU BOR RI KB. Q 
M =U, M* = U^ + уе, Ме = 0 + у у, 
jj M = M, + M: + M” + Mi 为 所 需 分 解 . | 
唯一 性 . Ú M= M, + M: CMM 为 男 一 满足 要 求 的 分 解 ， 
则 由 引 理 7. 22, 有 M: = M: п M^ — M^ = M" MIERA & Bk. 
也 无 绝 不 可 及 跳 , 即 ние {HI 7. 22 4H, M^ = 
M”, Mj M^ — M 
最 后 的 结论 易 由 唯一 性 推 得 ， [| 
下 一 定理 是 定理 7.19 的 补充 . 
7 . 24 定理 设 好 为 一 纯 断 局 部 蒜 . EXP — UJ > 0 , 
之， |AM,| < co a.s. W M € Ж. 


XERB = 
A= >` AM. 
由 定理 7. 17 知 ,4E ou. БАБА Д, МЄ, 由 定理 
5. 27. 2) 7. 14, 有 


АА —^(AA) = ^(AM) = 0. 
因此 AM=AN. AR 7.23 HI. M—N. MAME =. O 
ТА FE 5 o RA — K ЯР ЭЕ THE, 
7.275198 j M 7 — JF AER ñ|xJ— 1 2250 8 
S (АМ) «eo а, ѕ.. 
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ШЕВ 5 M= M. YU TV, JEP U Eo “ku V€. Vins Ф 
(为 叶 的 局 部 化 序列 ,使 得 对 每 个 六 UT Go VI RAT 
н Бы | 

М, CAM 21 z GU 2? + ear 
T 


ca Yr aat, ES г Suave а,в. O 


T, 

7. 28 ; 引 理 1) 对 每 个 ME CARER 一 的 可 料 局 部 可 各 
BEBE if E OM MO LE EUR (OM HB MM E Z. 

D HER MINE. 2 存在 唯一 ажна E 

ж.р MIND ,使 得 MN—OUM.NDO€. Eu. 

证 明 D RDISTSEEREE  iETE2). EMNE VÉLO 
ММ N AHR RERE AN ЯГ Apa n. (M— MOTA ON АУ») 
时 至 有 定义 ， 现在 将 它们 接 起 来 .成 为 - TDP: | m 
М.М = M.N, + S «M — M, (UN — М BS u. 


ошо 
apiet 
"= 全 | 


其 中 ,= 二 0， 不 难 验 证 iM,N} 满 足 要 求 . 4] 
$ ZUTE 6.21 2 АА. МС... AW Hy. 


Ju] OMO РЕ. | А 
7. 29 PN 设 M.N (CORSA ERE ME GNI Ay I AD TTBS E 
BS. 


и ммк + «М. № +2, CAMAN). (29. D 


LM Мул E 22d - 特别 .LM м: 为 适应 增 过 程 . 它 也 
аута М. 

Гм M ЯЕ. ELM — 0 оң H ГМ] 0: 
ме “¿MH USM ЕЕ. ME. Q a RL (8 4[ M ] 纯 断 . 

LM LIN MEOS M ENS 的 一 次 协查 差 过 程 = M.N C АГ 
ИЯ. [M.N e Z. ad 为 CN] 的 可 料 对 偶 投 影 ， 特 
gi. LM ]€ or OMS UM TB RE PHBE. (MN UO M. 
N Bud рд DE. MC MEC (ЖЫ M 的 可 料 二 次 
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ee. 

DLLM NIOM N ACEA А M K N 的 对 称 双 线 
性 形式 ,二 对 任 一 停 时 全 ,有 

TAN] — [M,N] COM", ND = (M,N Y). 
7.30 定理 M X FS BER MN LM] A ep up BUS a PE. 
WEBB ЩТ 
JM] - Mal < V UM] -- Mis TM — Mj. 
不 妨 设 M, = 0. 5 
M = 7 V. 

HuRUC.OHLQVEN Nu H F Kunta-Watanabe Sz XJ Epi 
TERI IK EE DERE BL RTI 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


STM] NUS + [V] + 2 TET] «с IET + TY] 


е 一 一 ”一 一 -一 一 一 


+ QU) 3- JE CAV y 


-一 一 


= 


то! - 


+ 177+ > ДУ. |. 


ы 
— 


又 由 FOE 及 之 JAV €. A TA] E Л C] 
7.33 ЖЕ j M.N 为 两 个 局 部 舰 , 则 CN] 为 唯一 的 适应 
ЖЫ ЕЗЕТ. 19 MN—[M.N IS O Z... K ALM.N = AMAN. 
HERA РЕН МА СМ.М IRER- УЛЕА М № 
的 情形 证 明 这 一 事实 ;因为 一 般 情形 容易 归结 为 此 种 情形 . 不 六 设 
M. —0. Ф M=U4V RPU JEU ERA WVE usu. f 
fi HT 
мМ — [M] = U* -- (U? + V» — IV i 207V — [U.V р. 
(3). 1) 
ia BET. 28. 1) 00 U7- IU ]€ Zi Н НИНЕН RE 6-4 LUV 
AUSV eo uo 区 由 分 部 积分 公式 , 拒 们 有 
Vr — [V] = =Уг— BON = 2 V dV... 


10,01 


+ {90 « 





世 站 -为 局 部 有 界 可 料 过 程 , 故 由 局 部 化 的 定理 6.5 2n. Vv? —[V | 
С. 2 о: ВӘ 31.1248 M*—[M €. ve. 

Hae X. ALM.N |= AMAN 是 显然 的 . | 

МЕ А 45 — 38 лун REEE B iB MN AC. 7... K 
AA-— AMAN Mj ALUMN JER, H 4 一 [M,NjE s. H 51 EB 
7.22 M, A=| M. NJ. 0 

7. 32 定理 EMA- ARB O E ME z, 5 R. LM 
ELM] <2. | 

证 明 RAEE (T. X M: — LM im Py ELE. ШЇ 
HE—BSBETOB 

E Miar | = ELM zar, < E| M |... 
H Fatou 引 理 ,我 们 有 | 
| E[MšL-r< < ELM |„ < co. (32.1) 
这 表明 M КОО). RH ЕНЕ 7.12 A5, M C 27. BJH(32.1), 

Rf AsupEl M <eo, R Me... |] 

7.33 EX. М.М XU TIS SpER E MNE. ZZ... il [M , 
N J€ ^w s FR M 5 N MEER, iU (E MEN. 

EMEA N€. i Wise У НСМ. М 1-0. ВЕ — BET 
局 部 质 与 任 一 连续 局 部 靳 正 交 . 下 面 将 证 明 , 这 一 性 质 可 用 来 刻画 
A #F Jay Bp šh sk ЖЕ Jay BB p. 

7-34 定理 RMJ- FPERRA. 如 果 M 与 任 一 连续 有 
УЕ ЗЕ, ШМ 为 纯 断 局 部 黄 . 

ШЕН i M—M TM, Rh M C aoM E. ie > 

T, = inf(t 2 0.|Mr | zm), 

则 T. f$ oo, BEST n RERA W eh. JR. RIA 
GM) = (MO SLM, MY] E -hiw H FEMO УЗЕТ. 6 
& COM) o = 0 A E 7. 60, BRCO 0. AEM = 0. дип M 
= М" hak лр. C 

7.35 定理 Ü M Е. ШШЕ М 5S (E ili ОЛКЕ 
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ЖЕ, M ЭЕ 6 БАБАЙ. 

证 明 —+ M — M, + M: + М". W MM" = (M. + M: М" + 
(MOL ВБ. MM E 27... IBOMHHMOMT"C.muu 因此 ， 
(AC... МТН M = 0. й M Мо M: J pk Eu ap Sh. 

[ | 

7.36 定理 VEM — АБ. WRM bA TBE. UU 
M = 0. 

WERH 显然 有 M.=0. RTO M 的 局 部 化 序列 ,入 为 一 有 
SE SR . ШИЕ {Б RITA 

[M,N] = [M NT] € -As 
Вр MUN € Hio {Н М-М эк) ipf. МУМ € Aa HH 
E[Mr №.) = ELM)N,] = 0., 
由 于 Mr E 多 .而 六 -可 以 取 为 任意 的 27а np NS S ERELAE RE - 
їй Mr 二 0 а, 3. ,所 以 对 每 个 nx: ' 二 0 G п-в coi М 0. C] 

7. 37 例 Di W=(W 为 一 标准 Wiener TE, M W 为 连 

续 局 部 床 ， 由 定理 2.69 ЖП, (W2— t) h. BRE 
[W] = ¿W y, = z, z >= 0. 
2) BE P= (PO S —CGI jp) Poisson 过 程 , 参 数 为 1. 由 于 (P, 一 
DHP qp Eo {БУ A 
Б, =t, B0, 
今 
N, = Р, — t, t20, 
则 NONO 2 Pu RE nj ЭЕ. МЄ ж oo O 也 称 为 补偿 
Poisson 过 程 ), H 
[N] = У; (AN, 


= GP): 
гм 

= SAP, = PS 120D, 
ап 
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(Ny =[Ñ] = Р, =. гәр. 
3) = М. МЕИ N WLME. Z... H 
[LM], = [W], — [N], =í — P,, t > 0. 
BB[.L.M.] € «uuu LM. 但 是 ' 
;— M: = W, Л = N —=— Mt. 
这 表明 ,即使 二 与 M 相互 正 交 .LL 与 M: ТЕЗ PS H M 也 不 
必 正 2. 
7.38 ER 设 寻 为 一 局 部 蒜 . 字 为 一 停 时 .E.77 为 一 实 值 
ИЛЛ, 2E А. И 
N = EUM — М 
为 局 部 蒜 , 且 对 任 一 局 部 蒜 二 .有 
[NL] = М, — CM.LT). 
ШАН А616 M 4j  SUDESR Н. САЎ. АЈ 220 
ECN.. |2] SELEM. -- Му) |5] 
ЕГЕСИ. 一 arr 
一 BEECMvr — Mp, 
= flra M, — М) = Ne 
BD N 35 — sc] guis 
对 一 般 情形 ,不 妨 设 M 0. ACD M 的 局 部 化 序列 。 兴 
Ж, =T, AT eue nil. | 
ШУ, оо, H ESO 为 六 的 局 部 化 序列 :对 每 个 
NU. —[IQM —— M: J 
= MM — M?) 
一 EC — METI € iw. 


Ig Fa o fE— Ep L.S ， 
А = ECM, L] o |М.1,]!). 
JE fd 144 AA EMM -MLA МЭА = ANAL. 
ELAH 7. 31. 
Ni, — A= ECM — MOL- ECM, L] — [M.L] 
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—é(c ML 一 LM.) m CMT, mm [MLJ 
— Myl gran G Ё) 
为 局 部 蒜 ， 冉 由 定理 7.31: 有 4=[LN ,| 


3. Мун FE AY ZI) mi 


7.39 ж у B ХХ, 为 一 可 选 过 程 . 称 和 ЭЕ ОЧ. 如 
REXO HA ЖЛЕ. 任 一 适应 右 连 太极 过 程 * 的 跳 过 程 AX 是 稀 
EE) die 7... 
对 在 FEE X— OG ЖАР А L0 
M [XL LO Un a... 
我 们 定义 让 的 和 过 程 EX b. 
УХ = УХ. 或 (SX). MX LEO 
易 风 .SX л РӘ REB зз ЕГО] ТТ, П. 
Bop CP W- КАН Se d s Wl 
EX = N Xr I ү. 


ЗЕ T€ nip uim A А ЯП Ж НЫЛ ЖЕЛП Г. 

7.40 定理 ME aig 

D 为 要 ME eut EE MOOM) eo e 

20 AER MEY o SHB E MIT oz. 

证 明 二 由 局 部 化 的 定 埋 6.22 Rig 7.32 Ң ЮН. 2 iH НН 
7.15 A 7.26 J n. ' | 

7.41 3 引 理 Н AAE HL H.o—o.Wp F pil an BB 25% ffe. 

1) 3 — м Є мг/л. 

2) B= НГ quiu ВОНР nuu € oi. boo. 


4) D X0 мі + ID: € КҮ H zm— 1. 


+ РОА 


wA ”由 于 
、 | HE 
C = B= (1 + 552, IT [Hes | 


1 t b Нн? 
十 — 14 [HF U> 


< +b + HC, 
好 得 2963». 注意 到 ,> —— 1 FF 
(1 一 мі + y» = 


2 


(«IX 


1, y — Оо 
— AK1-4- y» 27-7 E y—0, 
| 2, у 1], 
存在 两 个 常数 下; > 0 K K, > 0, 使 得 
К, I< (1 一 VITE»! € K, TET y> 1. 

所 以 , 若 HZR-—1i. m 3)024D. 

2)=1). 设 4 全 小 为 一 列 停 时 ,使 得 3 co E EL Bs, ]<оо. 我 们 
有 44E > .事实 上 ,对 一 切 上 一 0， 2, LE, Epig ug REA BUR 
Ж. S OT,—infitze0: An}. RATS Т. tee. H 

Ат җа, == n + AAT д5, x п 十 (Hras, | = n + Š + Ву. 
JJ. ELA, as, |<, А A € ik. 

12-2). 805,7 37 — ЈЕВ. 19 5, 4 oo EL As «co. 我 们 
4 B€” +. SSE EIE 62 0. 21 H, Mon = 只 是 有 限 项 的 
HL ST, =i: BIA. PE T, А оо, B 

Ву as, < п + AB, as Sç n + b + AS. 

Ю.А Br as «co. Afi B€ «xis. |] 

ЕЕ ардыч лын ЖЩ. 它 是 局 部 挝 理论 的 基 
本 结果 之 一 ,将 在 随机 可 分 理论 中 起 重要 作用 . 当 涉 及 这 一 刻画 
时 . 引 理 7. 41 是 十 分 有 用 的 : 
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7. 42 3EXB AEB H J — RO SERA М 的 跳 AM ih 
须 且 只 和 需 满 足下 列 条 件 : 

iy 4H = 0, 

iy XH E чё}. 

延明 ”必要 性 由 定理 7. 13 及 7. 30 推 得 . 

充分 性 . 首先 假设 ХАС. 7. 令 [ 天 0JCULET ,其 中 
(为 一 列 图 互 不 相交 的 严格 什 停 时 ,每 个 ,或 为 可 料 时 ,或 为 
绝 不 可 及 时 < 

А" = Нут М" <= А" A. 
如 网 定 理 6. 22 НОЕН. И nip SEA EM" 在 . Aie HAF МЄ 
Hi ҢА Н = AM. 

РЄ. 4 —#} ЕВ], EG T, осн 
cor MES EEM wc. Z7 ETE AM" HI ara. 由 系 
7. 23, RNA 

(MYT, = М", n Z 1. 
因此 WM" 可 衔接 成 一 个 过 程 : 


М = S MI QC (T, == 03, 
я == 2—1 | 


显然 ,ME Сы ==. H AM=H. 
ШЖ Z| T| € k W| M= XH (SID CD, a, H. 
AM = H —*H = H. 
现在 我 们 能 处 理 一 般 情形 了 2 
A= ХН, К=Н ны, "= K — *K. 
H'= H — H", B= SIK|. 
不 难看 出 ,五 "及 互 为 稀 醇 过 程 , 且 (万 六 一 H ) 一 0 由 于 
МУКА, HEM 7. 10.8 BCL p. 
FSIK KNER € oi. 
Br bl. ХНТ МЄ Zü 1 В AM"— Ы". 
ШЕБИН PSOH E + |H” S, A УНО єз. УЫ 
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F= H КК 
=- Fon spo cH „ур. I| xx 2. 

rpg SGP YE МЄ т MEB AM'—IP. BE М 
МЕМЕТ. T | 

TRR ӨН N W bu PE. (EH = 0. 

OAH ME UC he) AEI АМ. H А Xr" € 
ow Л фол, ). 

8) Ap ME VOY С, „). “使 得 F AM, uisu 


= 
Ge lord), 


7.1. C Has 应 过 各 组 万 的 稳定 线性 空间 .上 县 具有 下 
VH FL IE: ТТН ЕС hA a k X =š. WU X (X. YC г. EXE 
а "m "ILES AETE РОГОВ T, + oo. ВАРА n. 
XP, pE. 

7.2 BAN -u eH INSBZERETE.40. ФАА 一 wj 为 不 
AL TE WI x LAUR BEI ЯР a. | 

7.3 W M ARER у MIO R B| M. |C oo. WJ M 为 上 
М. | 

7.4. DEM A- ARPB c AM IO.WDM HL. 

Т.В М Жр Әр ДАШ 为 一 停 时 , 则 对 几乎 所 有 的 避 
E "HE E0, (di M. Coo fel T Ca Гоу е) E o f 

ERTA AOO US. е Сео) T GOL 目 对 一 
É PaSa н, n ME, Ga n. M pua G9 > My, Ct. 
7. 6 EME vo MZEO, Mj M 0. 
7.7 Эрл ERA X n UR 地 分 解 为 : 
~ A -= M — 


SEU 


Н M Б, А ИНАГ. ЖОБА XO. A 为 
up Bim pnpe. 
7.8. рк MC... MIO. lum M, — o, W AHE — a> O 
M 


P|sup. M| ajta] 14^ u š 
Н K 


7.9 W 为 标准 Wiener xt E.P 为 Poisson 过 程 , S 0) 
|. Ж 
M, = W HP, t0, 
L = М. S — intj 0: | M] 2 2:. 
MJ 7. J eh. {Н LI AS ЕҢ ACER. 

7.10 Ў М-Н. SEE ЛАВЕ N. OM IN? fr 
fr. 

7.11. UEM M iate T k Fil. + 

4, — maa. M, = Mad ass. tum. 
р 

|) M = (Mo ACTO- ББ. 

2» DAL! = QM ] LM jd МОВ S e 

3 MS — (MS, МЭД с MP — OMS MrT | 
НЕМ. МОВ М“ Bie X p oeoxg cmt. 

7.12. Yt MNE 0,5 inti SOM оО ат; 
|N Тео M AHLMAN Г = М А Я ПУТЕР T BG HL 
PREET, ЖЄ r EELS y Tej [Sere] LL ft 
"SV Tee] 

£ 0, p ú, 7M — yN — 0. 
2.13. DU M. NE aholini 0; М5 0, "manfirzc0: 
ON TDI. 

|) FEM A МУСА L| Ce dfe BR mde d Seo SE Л ү). 
(Ei ci-ol[»pxob—LDsVvTelesg—|s5—T—ee | HR [S V TQ 
E 

£M — N = ú (M — N — 0». 
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2) Ят ff fE BE WL 38 t € o. (wyE 多，_), 使 得 [# 关 01 

0050) =[S V Тоо] [S=T'<coJ, HES v T=] E 
£M — N = 0 (M — IN = 0), 

il M. №: (MD (ND. 

7.14 М.Р 为 一 可 选集 , 则 下 询 命 题 等 价 ， 

D М= М-М, Rire MSIM'E 7, A АМЧ, =0, AMI, = 
Q, 

2) *XAMI,)= 0. 
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EGRE sigh 


S1. Ёл Лр Йй 


S 1 定义 设 半 二 {XX 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 , 称 X AGER. 
如 果 X 可 作 如 下 分 解 : 
X — M tA. (1.1) 
JL M 为 局 部 贰 ,4 为 适应 有 限 变 差 过 程 . ЧАЛИКЕ 2. S 
然 ,9 为 稳定 线性 空间 ， 此 外 , 若 天 为 一 半 蒜 ,了 Bep ДІ 
X = Xipri t Xo Morus 
= XT 一 AX plero 
tB, ЭЖ. 
H e RR АЕ ДЕ БНС ДЕ НИ Т. 17). oE bh X 的 分 解 式 41. 1) 
中 可 假设 M UIS SHERCOE E M PRAMA. 但 到 的 连续 
АЛ И M° WFR X 唯一 决定 (3 引 理 7.220 CE APER X 的 连续 
RE EX FPA B AE- T, A 
(KIY — (XO, (X: ү — ( X: y”, 
8.2 EX WU X.Y KATER $ 
[X.Y | = X,Y, + (X: YO, + У\САХ,АҮ,), t > 0. 
[Х,У Јл REZI PA X 与 Y 的 二 次 协 变 差 过 程 ， 实 
际 上 ,由 引 理 及 (1. DA, HET ESR X 5:10 
X (AX,)2 < ооа, в.. 
EX,X], 也 简 记 为 [X] ,为 适应 增 过 程 , 称 为 于 的 二 次 变 差 过 程 
不 难 看 出 ,对 任 一 停 时 了 ,有 
(Х,У |= [X,Y Y, [X,Y" |= [X,Y]. 
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#LXN YC. cuBSDEHSSUEiMECOG YD ЫХ БҮ 
的 可 料 二 次 协 变 差 过 程 - 这 时 我 们 说 {X,Y 存在 . ТҮШ, LX J€ 
„ЧЛ CIF REOS RE BERE CIE OO ERIS Х 的 可 料 二 次 变 差 过 程 . 

容易 看 出 ,Kunita-Watanabe Жа Mk дї sr. 

8.3 定理 R X,Y RATER. HK 为 两 个 可 测 过 程 ,p,q 
. 29 — ЗЕЕ 38 E Ft 


|. EK АСУ < (| OH axa) K*d[Y ]. as 


| i (3. 15 
Ej... HK, арх, |] 


< | Jf. Ba laf, „КҮР, GD 


注 EOD. (o. X, уу 存在 ， dT US Ana 的 Kunita- 
Watanabe 不 等 式 . | 
84 EN BXA FEM, PA ARER. R Х 可 作 如 
Pai: 
X=M+A, 
- МЭЙ, A uum КУ бир RTE rira oF h X 有 
一 分 解 :六 二 NN 十 8B8, 其 中 入 В. В 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 
Р y J Ку Pa Pb REAA ШЗ Б.В A= M=— N 为 局 部 
#h. tH АА iM a phi. ШЕЕ 7.19.9 B—AC€U i. Mme 
Yu. FFE TREE FE 2. WAS 为 稳定 线性 空间 . 
8.5 定理 WE X AERES, M X 有 如 下 唯一 分 解 ; 
| X = M + A, (5.1) 
其 中 好 3 Йй. А 为 零 初 值 可 料 有 限 变 差 过 程 - 今后 , 称 这 一 分 
REAUBRER EGER XO BR d y E. | 
证 朋 S X—N-TB.HüBRNeOWL.IBEe ou. 今 .A 一 上,M 
-= 入 十 吾 一 巨 , 即 得 所 需 之 分 解 式 5. 1). EREA 7. 11 后 的 
注 3) 排 得 [| i 
FER TERRE JL S S 用 的 刻画 


* 2] + 


8.6 定理 iz X AER gu] F 3 ap AS SE ffr: 

ЮХА, - 

2) LX 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 

3) X' 一 《Xi ) 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 

ЖАН 1020. ARX Xy TREE? PRX — M-A A DAE, PLI ^ fe. 
H Kunita- Watanabe 不 等 式 


а — H - Ü sU 
r 








.—"-,.. 


аа 


X* = (AX) T (X_y" X _ Бев vROERB 7.7. D. di X C or i. 

31), ХС. 5 X—M rA Hp МЄ... AAE y 
hTM C yl. OR T. 18) ЧТ At € wA. 进而 出 定理 7.10 Xl. 
AE Fa ВИ X £ =, [| 

8.7 系 局 部 有 界 半 轨 为 特殊 六 园 . 特别 , 跳 有 界 的 半 鞭 或 可 
EL BO re p. 

8.83E3R ib X ARIRE. = M EARUM. Ж 
存在 常数 CTS 0. (EHE — RI RESET 290 UE | АХ C a.s. , I 
lA A EC. 

WEBB 857220 为 一 可 料 时 ,由 定量 ?7.13 有 

Ad = Е[АА+ |F] 
= E[ AX, — АМ, a] 
— ELAX4'S^, |] a.s.. 

[JE | AA |С a.s.. fH AA aps. laac [| 

ож БХ AU r ES GE GO ДЕК РР Sh. ХЕ MA AXE 
RMS A EA. 连续 ,AM 拟 堪 连续 (连续 )， 

8. 10 定理 = ою S, 在 局 部 化 之 下 稳定 , 即 SV = 5. 
(B yes mm S, 

WEBB XE, he TOH X BS SERE. 不 妨 设 X. = 
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О. ДЕРИ ХРО ВА, ETE B9 D UU] or ОУ 
X = M" + А". 

rt F8 DN yy E BS BE — FE, RAITA 

(MULUT, — М", СА"+1ут, — A". 


А 
M = MM, т, А = УАТ _ T, 3 (T, = 0). 


则 M 为 局 部 蒜 ， A 为 可 料 有 限 变 差 过 程 ， Х=М+ А, Bp X 为 特 跌 
Eh. PRELE Ym 二 a 
现在 设 X € ^. TOA X ВАНИЕ. BT9TX^€ 
=, X NS КУ Ал PEZ e aa. 5 | 
= 2, AX Fas, sip 220. 


M Vv = (V, ) 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， & 4 OC- V 07e XI V je 
WA. ABARI ARO F Mk Sp OX —VO^ RN кгр Sh 
(Z 8. D. Aij X —V Xp ЖК. 最 后 ,成 = (X —Vo--V зз. 
Epp 9. -——. L] 

As ЗЕЛЕН . ЕВ 2 F , 2E PE A py DRRIEÁ- 

8. 11 定理 Ú X AFR .r= (7) 为 一 时 辐 变 换 , 且 对 每 个 
DO Å nano, d 

Y, = Xo ©, = >, , £ Z: 0, 

j| Y = (Y,) С (Z, ЖК 8. 

ШЕЯ S X —M-EA.! ЕФ OM SEI CR o- A 为 

^-d& Лу #3 RAE ZEE. ИШ 
Y -N +E, N =M, BSA, #22 0. | 
显然 ,二 (80) 为 (党 ,)- 适 应 有 限 变 差 过 程 ， 剩 下 只 要 证 明 N= 
(NO HCE- 设 他 为 好 的 局 部 化 序列 , 即 每 个 M 为 一 致 
GHC O-H 4 
T, = ini > 0, r Т}, п Z 1. 

rH THA o0, [T], ] EF —=%,, 8T. 是 (多 
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fetu]... + ©з, Ue 
М = Mo = M, xr | t ZO. 
н Doob 停止 定理 知 , 每 个 入" S — SE nDERLGESO- h. 此 外 还 有 [7 
之 1 二 [上 rT, J: | 
№; d: aT E 一 M, ier тетт 一 iT p == Niya r ` 
E 
NY, 


Ndr - 十 NT уты; 
М" тт T NT Јат сот 
о = N + (Ме ` NE {т sg. 
这 表明 АДС D-E h. 由 定理 8.10 知 ,N RCCO-SE4dA. [D 


8S2. JURE F. Rao 分 解 


8.12 EX Y X AEGEA I d PRX. PAME 
每 个 EE Ae ups.H 


Var(X) си supi SIX, — Ei X, 


КИ: 


25,11] FELIX, р 


г 


(12,1) 
Жн ori0—4sm mmm оо 0, R 8 Ж. j B AL E: 
E cel 的 有 限 分 割 全 体 所 成 集合 上 到 的 . 
ИП Fin {ч P Ei phi X ЯНДА. ДЈ Var(X) =t os. 
A X нр, Д) 
Var( X) 一 supE[ | X, |]2E£|X.ljs«ie. 
АЛА] X diem. 
Tr УЗЕТ TEREE, Uj 
Var( X) = E| X, | < со, 
Bani X tB EE. 
显然 ,车 X,Y AWAR M XHY 也 为 拟 蒜 此 外 有 
Var(X + Y) = Var(X) + VarcY ). (12. 2) 
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FERAM RA Rao 分 解 定 理 . 

8.13 EJE BX аЛ д ОНЯ. MAE KX edit. 
必须 县 内需 ре EEZCIE CRAE RA OR F WE — 
^r FE CEJONHEL SR X В Као 分 解 ): 


X = X — Х", (13.1) 
Кр X" X" ЖАКА t 86 R БА. IUS 
Var(X) = E[X/ + X]. (13. 2) 


证 明 ”充分 性 显然 , 往 证 必要 性 15 X ANDE. Turne 
为 [0 的 一 有 限 分 割 S 


m—1 
UG) = Е| > OC, 一 E[X, FD ++ X? |Z, |, 


Uro = Е[ Sat, 一 EX, V D X; - 1, |. 
pru POTE 
(X, — ELX |. 7, * 
= (X, -- ECX 157,] + E[X, |7 =, J 一 E[X, pt 
=< (X, 一 ELX, |F, p* + CE[X, — ELX FHF] 
x OX, 一 E[ X, |=, D+ CEEX, — ELX. F, Dt |= .). 


因此 
l E(CX, — E X a] F] 
= Е[(Х, ELX. 17, D^ 5,1 
+E (X, 一 ELX LF, D* |=, I. 
回 样 地 ,我 们 有 | 


E[ XT |, < E[ (X, — ELX. F, D^ |, ] + EX? KM 
因此 ; HAR e 为 分 割 A ARES o 
Dr x П (my, Ur U <rt y, 
1838 | e coL iH EM BRA с 
E[U,' (т) ] i Var(X}, E[U,"(v) |] zt VarcX). 
PNEU tr CSREES. Г ооа IR sy ВУ SEHE HE TE IL rp tiy 
A. in 其 Ne pm 为 #Ñ + U,". (H зр E, U, = ебе supt/, Cr) + U 一 


2145 


ess supl 7," CE》 HF su 


ЕГ! (г) |5, | = — E[X, |, D' tX. ^ | 


+ 3 (X, — E[ (X, 157, D * 4- Xt 08] 


== {70 (TS U, as. 
Kh cg Ds oci 的 一 个 有 有限 分 割 . 于 是 有 
ЕС |55 J=Ə= U; a.s., 
EGUO HIEMER AA Сар ЗЕ Б. d Fóllmer g|, 
FERTIER YEZEAR EXRCX O CX EIOS JLSE BER BI eX] 
— 8) #250 4f 
Хау = lim ЁГ Со), 


КЕ Q rt: 


X,"(-)— lim U,(w). 
EE, adi 


H Tx, oo 911: — ER ARR r, 
A, = Е (т) Ur  a.s.. 
我 们 有 X,—-U;!-—U,"a.s.: H X MARRE X SAX Х,а. з.. 
Bu X-X R AX EERTE 53 X'- X" El. 此 外 ， 
Var (X) = ѕирЁ(0" str) -- U" (Cr) | 


= E(U', + U^] 
Z dim E(U'.4 U*] 


TINEET 

= E| X', + X^] Cg] Fatou J| BO 

= Var( X2 + Var( X^). 
H (12.2), (13. DREN. 

剩 下 只 要 证 瞧 一 性 . ХЕХ, Еф Х.Х ТЕ 
Ат К LA. 19 
Var( X) = E[ X! + Xi. 

XJ s =< z, 


СЕХ, — Х|, D — (ELX: — Ар] — ELX — ХЕ, D 
= ELX] — Xi |.|, 
由 此 不 难 推 得 | 
Urs Xi ЕШ! О i, ELX — X; |=, | 
Ai XU ЕА Eh, X'— X" 3 AF0 20 EA. AEA? 
AXE AES EZEER EB КЮ. ЕХ d X |= Var (X )= 
F[ X: X) ХХ, ХЕ X ”= 0 a.s.， 于 是 对 一 切 :>- 0, 
Xi—X/—X:—X,'—0a.s., AN ХХХ X”. [ 4 
8.14 定理 i X AMEE) - BEIBEISESR BOX RET 
Pü m 00. 4 | | 
Y,— X, , s, = F, z Z 0. 


ШҮ = (Y,)X: F cesa. 
证 明 ”由 定理 8. 13, ЖХ ЭДЕ ТЛ f ЕЛА ЕСЕТ 
C57). gif. h Doob 停止 定理 即 知 ,7Y ЕДА G2Z,)- E 
加 因此 了 ТСЕ) 30180. 二 | 
TELS E II (XC TE RT [Н] AE F DRE Te Wu A8 IST tB PF Fr. 
8.15 定理 BC ЕЮ AR ES H xa t 220, C ` 
e Ë X 3—05 O-HIER.BCSEO-18 m. NX С, - ERR. 
和 证明 x$ O< <<, 
E[ |X, — E[X,|#, ]] J= E[ IE[ X, -- Х|] 
= EL |ELX, — X,| ,| || 
= 五 | |X, — Е[Х,|.5 ‚|| f. 


ОЯ 


H (12.11, 8 
VarCX )С©,) = Var CX) (97,) < oo, 


ИП X X«cEO-gHE. — OC] 
$83. 区 间 型 随机 集 上 的 半 鞭 


8. 16 定义 ”BC0XR; 称 为 区 间 型 集 .如 果 存 在 非 负 随 机 变 
. 216 + 





rT AEJ H BT =. Г BR. S LOT Ce] aE OT iano h H, 
Fa am р. 
8.17 定理 ABE D hb TB] RU ap EHE LCS Н {М 4 
Туе (Б кот “=й гы ERN (17.1) 
其 中 了 为 mh € F.H Tero 
МЕН СЛЕЗА SE. SEE SEE. 全 
F üa = infi. Cwe € B. Um) 
Fo He. Q0) < o0.€n.T (G9) €& В. (17.3) 
ЖЛ З ЕН. h TL = lee СЭТ. ЧОН F€ +. BL: A 
XENXSuECIT. DE. L] 

8.18 定理 Po dpi EDT: 

АУ DIESE. 

2) Py Trleor Fiel ur 其 中 人 为 售 时 ,FE H Ty 

D B7 Тот, 了 ,其 中 (T,) 为 个 时 的 上 逢 列 ( 称 为 了 的 基 
本 序列 ). 

ОО ИҢ Den. 令 工 及 下 如 (17.2) 及 (17.3) 所 定义 ， 由 于 省 
[Ж.Д FE Fr. WPI] = TTI 00 Пр. Pk T. 为 
ups. 

23-930. Adr it FC [T «oo ]. ЖИЛА. 可 以 FLT'— oo HORE 
ТСТ. 1 仍然 成 立 . A CSO ARR TS 的 停 了 时 列 , 了 一 SA 了 W] 
容易 直接 验证 BSU TOT. 1. 

3)=>1) 显然 Ü| 

8.19 EX iE H h KENTAR Х ЖЕ M fE В EE- 
随机 过 程 ( 即 XI; 3 — BOB IDEO. ЯЛТЕ, TT 为 
B° ВО MI ER X" ШИ О LOT, 255 B 

(XIa = СХ). (19. 13 

称 X OJ B CEER. T XOA ЖЩ B ERUERA 

记 作 07. B) EE Hb. 38 KT b GE X 69,97. CLOS Cu, 
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L HE y + [s Ld х eec " жии rú. 


8. 20 定理 „ен я—жщшар.хе T SAM 
秆 .使 得 和 0,S 1С З.Д X: <. 
一 EH Z (T..X")3 X ЖАЙ. € 

о == CP rr сят 
TEE ULT, ms5]—0,85S,*20.pmí19.1»? 容易 看 出 
(X555, = RA = NT C S. 

[dst XE s. —s. Dj 

注 ” 该 定理 对 任何 过 程 类 07 EOM CAVO. CR, 
(o ee ПАЗ: =. 

8.21 定理 ix B N CULA I HRA ON AE ЛЕ B E 


zp$E. F #| BS: 
1) X€ =, N 
2) HARES] EB АЕН SON X€ >, 


3) 存在 互 的 一 基本 序列 (了 ,.) TEB X 8r n Xi € S. 
uEB] 1} 一 2) 由 定理 8.20 推 得 . 2) 一 3) 是 显然 的 . 30— D B, 
是 容易 的 ， 因 为 这 时 (T,;X') 是 XX 的 基本 倘 列 - D| 
8.22 EXE. UE B 为 一 区 同型 可 选集 ;六 为 一 定 疼 在 上 上 的 
过 程 ， 若 六 E93, 戎 存在 一 区 问 型 可 料 集 省 局 B 及 X€ >" mu 
XIs= iind B) X X T£ B rag. 
ШЕВ S XDA X Budd CD B HEA $ 
A=[T = T =< c]. 
A= [T = T < оо, T < Tj], RI, 
Mi САЛ, AAEREN E X 
X = ХІ. + XH Lr 


不 难看 出 .让 在 8 上 与 XX —X. Н йун 
х= CX ролт era Xr pasa aÍ үте 一 (XDD, 
#+1l | 


XT, = CX" оте 2н = > ds f 


Ё = 
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= (Ху) + Ж» 一 CXT parr)” 
+ XPa Tirol | 
= X" + CX арр — СХ arr 
+ XS (I 


рс] S bp тает 


= XT, Са 一 (XPH 31, 
因此 ,对 每 个 六 X € on ani Xe 9T dtp B-U EO. T, 12 
Bs P 
注 该 定理 对 任何 过 程 类 C07 成立 :只 要 全 关于 停止 运算 封 
HE X EZ RENT AXT EZ. 
定理 8.22 及 8. 21 MEHR T — AR GIESE БОН TT ie F 09 SR 
MRSE TEX -全 例子 , 下 面 讨论 局 部 蒜 的 分 解 . 
8.23 定理 i B X — px gr Au np xdg. M € Cou o^, ШМ 有 
如 下 唯 -分解 : 
M = M, + M: + М", 
其 中 ME CUm, ME Cur. 
证 明 ”为 证 存 栖 性 ,根据 定理 R. 22, R4 В рн] ҖИ Б 
集 . ATOR B 的 基本 序 刚 ， 对 每 个 ,有 
М = M, + L" + N", 
Hp Lee... NT € oL. m mme ve. 
| СЕЛТ) — Ln, (NT, — N". 


TF ACE IH 
M= Seta, ua RM S INI ua Tuo 
#= | n-l 


fEuEME-— FE. BE M 有 另 一 个 局 样 类 型 的 分 解 : 
M = M, + M: + М, 
由 定理 8. 22, 可 认为 MA 条 Cd) 为 一 区 间 型 可 料 集 BDE 上 
的 连续 ! 纯 断 ) 局 部 蒜 . MON — СМ AMO (M: EMO» E (i a)", 
H Nis==0. Ф070 В 的 基本 序列 ,T 为 BF 的 初 遇 , 则 对 每 个 
" 219 = 


NTa = № т тее] prot Є А. 
因此 O= СМ) СА) — СМТ, 所 以 МУ = MIg. МТ — rE 
得 证 . Í 

8. 24 it ”相当 奇 择 的 是 定义 在 一 区 间 型 可 选集 8 上 的 局 部 
ph, BS ЖЕДЕ B 上 连续 ,并非 必 和 定 是 8 上 的 连续 局 部 轨 . 例 
UTI 3E —#@Л н EBIPOO)0,B—- О.Т. 4 A= 
те MEA ror o ЖШ MECA)" HM КЕЙДЕ ЛЕВ Ex 
i HE М 不 是 B БЕ gp 9. 

利用 定理 8. 23 mJubHHZ; ik. IEEE HS SÉ Г xg XR. ip PR £g 35 
留 给 读者 作为 练习 ， 

8.25 定理 iX B AREMT dE MN C COLO. Д 
TrE— ug xpERULM IN ] C977, 4538 MN —LM.N € CAL HE 
B E ALM,N]— AMAN. 

8.26 定理 设 B 为 一 区 间 型 可 选集 ,XE CI) RU X 有 如 
下 唑 一 上 典 则 分 解 ; 





Х=м+А, 
其 中 ME CZ P AC Сол D Ж] ЙЕ CBD 4 是 一 可 料 过 程 
Ев ЮС 

ВРІ, ВЕЛ AC С) 存在 唯一 的 可 和 料 过 程 ДЄ CV, 


84. FRR E E 


8.27 ES B X—(X,);- w- je 
[X =] = {w:limX,(w) 存在 且 有 限 }. 
在 [六 一 | 上 自然 定义 X., —limX,. 
8.28 定理 VEX—M-AB.HrpMeuBEe€oig. BR 
对 每 一 六 时 了 ,有 ELX2 A САХТ Ipaa jmoo l| 
[M-iB-1-[X-!— [sup іХ, < со] 
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一 [supX, < o Ja, s,., (28. 1) 
证 阴 显然 有 
LM > JLB =] C [X — ] C [sup |X| < co J C. supX, < =]. 
S S. = inflr 20, X, 2 mY MS. > 0, B. 
X s n + [XE А (AX. Yt Mises = Uns 


RKOBUQZO.EDLU,]«co. Y" 为 一 致 可 积 蒜 ,使 得 到 ”= 
ELU, LF, | a. s. . ff 
Zm = yu — XS. 
依 假设 ,存在 MM 及 B ya {И НЕУСГӘ)., В ЫЕ T e MS C.G, 
Bact. 0297079) E$h. HH E[Zi oo. H Fatou 引 理 可 
A. Z' ЖЕЛ ER. ATI 
РОГИ — J = 1. 

HT POYUT 一 了 т, P (| X". — D = 1. 显然, 我们 有 

[вирХ, «cool C ULS, =c JC [X =] a.s.. (28.2) 
ip 820, 

MS = X* Bs, < X^ = U.. 

将 上 述 论证 应 用 于 We = Ye — MS >> 0 48 

[вирХ, ч oo] c UÜLs, = оо) [M — ] a.s.. (28. 3) 
HH (28, 3) K (28. 22 得 

[supX, Чоо] {X —ü— [M — )= M-J] B-+] as.. 
所 以 (28.]1} 成 立 . Lj 
8.29 定理 i X — M-- B, n M ARRE B ERE О] 

REDE Ж X20, A El X, oo ,出 


[B— | = [X=] M] a.s.. (29.1) 
证 朋 2 Ti =infleZ20; Banh M T0 为 可 料 时 , 且 
Yina} = — M 十 x, = B*«- — XT 十 X. = n + Xa. 


EF YÀ ЫБ. 对 每 个 停 时 了 ,有 EL (YF Ires aon, W 
Y" RHZERE 8. 28 得 
| - 221* 


POQqM^ — D -—Püsupi— M= } < со) = |. 


显然 .我 们 有 
[ B >_ CULT, = w |C [M — ], as., 
[B— C [M -=][X — T a.s., 
Bts Эсе шх. (29.1 8k y. C 
8.305 UB 为 一 适应 局 部 下 积 增 过 程 ， | 
1) [B.C LB. coo]. 
2) xEpX T EISE Т.Е АВтГ оо) |0, Ri 
ГВ. < eo ] = [ B... < оо]. 
ШН 不 妨 设 B.—= BQ.—0. Hj B= M+ B,M=B—B =€ 
. (Ce X B MAER В. 29 得 1), 再 应 用 定理 8.28 得 2). 11 
8.3L М-Л. ШКАТ ERIT .,ELCIM: | A 
JAM] Ira =e , WI 
[M — | = LsupM, xr ie | = | inf M, У» — | = ; 
E JL ИГЕ e» elim M, Go fefe H 48 BR» X [5] Atim supM., 
(еу) 一 too 及 lim ini M, (t) = 一 
ШИН ”不 妨 设 M.—O. IM Ж—М 应 用 定理 S. 28(B 一 
ойра. E] 
8.32 定理 БМ D — Jar por Jr uj PRB, 出 
| A -= | T [M] as.. 
知 果 对 每 个 停 时 全 ,BLCAM7 Iz] < =o, Wl 
[My —] = [[M] >] = [M>] a.s.. 
证 明 19 М,=0. 4 T.—inf(tz0. (Mn) ШЕТ, 3g 
可 笠 时 .MY у Је ВЫ. DR» о 
(М у= {Му S n, 
k M APERT RR PM >p = 1. 因此 
LEM) СЛТ, = so] CUM a.s.. 
E АЖ ЕН T, ЕГСАМт Это) < ос, M H z& 8. 30, 有 
~ 222 。 


(0M |— 1 Af аж Та... > Ñ. иас, Af Tet, Ц 


AM кр. Р + 12 AP ! i M 一 " 


I MIS р FPA TERR Ms = COMO. «Lec o als. ВИМ 
(M —MCIDQ[S,— LM s... [7] 
8.33 定理 UL X-- M B НФ M CS RR LB D SERERE 
Т. HB AX 有 界 , 则 
[X->)—[àA4-=3)[B МСА > |= [OX 4H а... 
证 上 明 А Mas A50. 出 定理 8 5 HL AB 851, Im AM 
4 9. BEM HARRY gn] Ий. HER 8. 28 K E. 32 有 
[X -l= {M 08-0 | = [iM +q B =) а... 
За ..LX1—=[ M ]+j2 M.B] LEJ CB] 3. Af. B l1= 
CAM). ВЫК И (М.Н ДЕ Z. LMB] = CAM). B — 0), le 
人 有 m 
(X> — (мМ -p [a7 
显然 ,在 [B =l, 2, АВВ... [87 „= > (ARo. E 
JH 
[<M + B— | [X^ + B—] a.s.. [] 
Fie aE s E dre ha F Bl ТРА р A B LS gr КР 
Pu EDS Lp gk. 


ji] 28 I3 Ж 3E 


8.1 ХААЛ Е. 如 果 存 在 一 列 停 时 (7,)， 

ЗТ, 4 oo, УРЕ СХ {Ж Ай n 
XT, = (XUyHN , 

m x ырш. 

8. 2 设 X 为 一 特殊 半 轩 ,TT р —— (26 8), Vj АХ riire] Æ F 
S* p d-H[ $8. Б 

8.3 pL C jg DO Н] 3E e c] 57, s n... 

. 223 = 


8.4 АЗХАР, p. H H X =M +a, Н м 5 
E SE RP LA 为 可 料 育 限 变 益 过 程 . 

8.5 WE Xe. Б E[[ X aee M Хе, EXSM tA 
为 其 典 则 分 解 . 则 МЄ. Z. 

8.6 4 

— IX € Z, X = M+ A.M € A, A € Z”. 

1) 2 X€ Z, B| X€ с Н РА i0. 2 AX < 

2) 如 果 存 在 停 时 T. oo K PEpJ( X CCS" ВРЕ n. 
Хт —OX"0^»- M X ect mE CRI m7. 

8.7 设 其 为 一 适应 可 积 增 过 程 , 则 和 为 拟 蒜 ， 求 其 Rao 分 
fi. 

8.8 设 闵 为 一 右 连 左 极 上 鞍 . XX AMRY H 1 BsupE[ Хг ] 
“оо, xx 

Var( X) = E[ X, ] + 2 зир X; ]. 

8.9 设 羡 为 一 适应 右 连 左 极 过 程 . 

D X SZT 为 两 个 停 时 , 则 Var OZ» VarcX?». 

2) + CT.’ A — 9 E dq. (iE f$ T, А ^A Var CX) — 
sup, Var (X7 «2. 

8.10 & 7, AB SHE] AR ik. М Зу — п. EA 

e ‚ = suptE[ |Mr| ; T' € >, 

E || M Eee. {ПЖ М XEL HUS E. 

WM AARE. МУНУМ TEL НЛ, H x 
HJ Var CMD = || M ET 

8.11 设 X 为 一 适应 右 连 左 极 过 程 . 为 要 反 CAM WB 
па X=M-- A, Жї MAEL РА OBS SER LA 为 零 初 值 可 
рр ЯЕ. gus. 拟 热 的 这 种 分 解 式 是 唯一 的 . 

8.12 $ 2 А, U 

s, = Фе 
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8.13 RM Mo tE L/ НА ЕКИ sspe. И AC p p PE- -ir 
PE: 
Af = м - М", 
Hp M М AET ЛА. H 
EAE h S АБ, Àb MT, 
(这 一 -分解 条 为 及 rickeberg-Kaz7amakj 23%. ) 

8.14. UEM Hi L' pA YE BJ Spa. 45) 为 一 满足 通常 
ЖЕЙ, PLA AE P 2220, ç... К M С о-и B| M Ы 
为 在 工 get EA CAO- bay BB n. 

8.15 iE X J — yu. GO 为 一 连续 时 间 变 找 . 且 对 每 个 : 
I0. тоос, 全 


Y, — X, ， = = = r * Ë 22 (1. 


Ду Y — СҮ,» 4g 60 Jay p 8. 

8.16 RB A -KEHE HSR M X B | шуру. mr 
f£ BD. RESET n. MONS Sea] gU. 

8. 17 VET, A -y EHE. = зыр, M H- EXE 
TOTI LETZTES CRA tn, MATOT БН RS, ШОМ 
为 [3,TE РА. 

8.18 ix X—-M-B.Kip M 为 局 部 鞭 ,B 2m B BDSUE BR 
Эй ШЖ X0 E E| X, j<. h) 

[Bt— ] = [X — IÍ M LE]. 

8.19 R X-—M--B. Аф M AERD AFAA 351 8 PR 

дзе. ШАХЕ. Д 
[M Bt B -=1= Пах, > ee LB] 
= [зирА, < co J| B 1. 


8.20 dH X€,X—M--ANXIMB—T yf. Иа M € 
„ы, AC. 4 


3. OM A) = Е|1 А | EMT, +f uad] 
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-十 supE| ] h^ | AM ps, | |, 
T 


Ep T Pu UST. 
| X Г vun 一 - inf PEM AY, 
X Mti 


йн pam io X 的 … 切 分 解 取 的 ， 
| X | wo = Ур" | X | =. 
12 C5^,d > (d(X.,Y)= | X —Y |  ) 1 SE 525 jBl € p Jf, 


FE E SE iH BJ $i TER; Emery +. 

2) E X'.XC€ 27. PATE PRCO. ES Т, ce 日 对 每 
+. OP X 70,98 | X" X к, 

3) 8 X", X€. ЖХ" АХ | > 一 0, 则 存在 一 子 列 (XX”) 及 
一 列 停 时 (TD BS T. oo. EIAS Ae b ОХ” — X8, ——0. 
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SAE “随机 积分 


我 们 将 讨论 的 随机 积分 是 形 如 | нах, 或 | HdX, кй 
分 ,其 中 (五 ) 及 (都 是 随机 过 程 ， 1944 年 ,KK. Ite da Ak X, T 38 
应 可 测 过 程 对 Brown 运动 的 随机 积分 . 这 一 积分 的 一 个 重要 特点 
是 积分 得 到 的 过 程 为 款 ( 或 更 -- 般 地 ,局 部 款 ). 1967 第 ,H. Kunira 
$i S. Watanabe j£ X. f i& or uj di zd Er — АУ 27 n] PUT) BS BL EH 
^r 3H iB ГАКА ^r BB УЕП) 2E SE YERJ—2p. 1970 Æ, C. 
Doléans-Dade Ж P. A. Meyer ШЭ: f hp y Н] ЖЕ КЕ ХАЧ I SP ER 
及 半 挝 的 随机 积分 ，1976 年 ,P. A. Meyer 研究 了 订 选 过 程 对 局 部 
午 的 随机 积分 .1979 年 ,J. Jacod WA T JEEP aDRESER D CE SEI 
МЕЛ. ГВЕН AEAEE S Q— 8 30. de 
š 4 中 给 出 非常 有 用 的 Lenglart PEA. ЭЕ Ж] E TL IE MOLE 
关于 被 积 过 程 的 连续 性 ， 在》 5 IBI ES ERA 
公式 ) 及 Doltans-Dade 指数 公式 . XE 8 6 中 介绍 半 轩 的 局 部 时 及 
Tto 公式 的 一 种 推广 . 3E 8 7 中 ,采用 Metivier-Pellaumail 的 方法 ， 
对 随机 微分 方程 作 一 简短 的 讨论 - 


$1. 可 料 过 程 对 局 部 蒜 的 随机 积分 


在 求 节 中 我 们 将 定义 可 料 过 程 对 局 部 蒜 的 (不 定 ) 随 机 积分 ， 
积分 所 得 过 程 急 为 局 部 款 ， 首 先 , 对 初等 可 料 过 程 , 可 用 自然 的 方 
式 定 义 随机 积分 ,是 不 难 找 到 这 类 随机 积分 的 刻 区 ， 然 后 ,在 此 刻 
夯 肘 基础 上 给 出 一 般 可 料 过 程 对 局 部 园 的 随机 积分 和 的 定 羡 . 

GESSIT ABT РН, H S= T. A CC 57s 为 一 实 值 随 机 变量 . 
S Ы = уту MEH ATEA. E M 为 一 局 部 款 . Н *pM 的 
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` BERLE OIE H. М, 自然 应 定义 为 
(H. M), = (M. rr — Mias). t > 0. 
由 定理 ?. 38 XT. H. M 为 局 部 鞭 , 且 对 尾 一 局 部 款 六 ,有 
ГН. м.м} ё Мм — [M, NP) = H.[M,N], 
其 中 H. [M.N ]39 SPE Stieltjes 积分 此 外 ,由 定理 ?7. 31 知 , 如 上 
EXB Н. М 是 唯一 的 局 部 热 工 , 使 得 对 任 一 局 部 蒜 入 ,有 
[L.N]= H.[M.N1. . (1. D) 
这 个 例 于 启发 我 们 引进 下 列 随 机 积分 的 定义 ， 

9. 1 定义 设计 为 一 局 部 款 , 瑟 为 一 可 料 过 程 . 如 果 存 在 ‘ 唯 
一 的 ?局 部 款 工 ,使 得 (1. 1) 对 一 切 局 部 寺 N pur ОША P H i 
[M NIR RKE. Д H X$ M 在 局 部 蒜 积 分 意义 下 可 积 (或 
简称 可 积 ) IEL AH Xf M ВЕ CIE H. M. 对 MM 可 积 的 
可 糙 过 程 全 体 记 作 L, CM). 

下 一 定理 给 出 L. (MD i ЖЕ P zal BI. 

9,2 定理 UEM XN — ha Ap d. H 为 一 uf ЖЕУ Ж.Ш Hc 
L,OMD X BA 354.2 [M] E s L. 

证 骨 ”必要 性 在 (1. DHe N= HT. M {8 

[H.M] = H.{M,H.MI = H*.[M]. 
H + H. M € -Au 由 定理 7. 30, "uH. [M] = [H.M] € 
MA. 
充分 性 , Н SE E HHTE 4E L' € Zi. K L" € u, ,使 得 对 每 个 
N € gc B 
[L NJ = H.[M'.N], (2.1) 
[L'N] = H.[M*.N], (2. 2) 
ЯВА L=H Mot L + L'Bp ADEA Fa ep. 

由 定理 7.42 及 系 7. 23, 存 在 唯一 的 Le T, ,使 得 4" 一 
HAM. pilo. 2) 成 立 . Е 

ТЕШЕ L 的 存在 性 ， 首 先 假设 

ELH EM D... | < ec. 
由 Kunita-Watanabe 本 等 式 ( 定 理 6. 33) ,对 每 个 六 € on Lg 
+ 228 « 


E IH, aM: N | < (E| Hiad[ ME СЕМ]... 


EA M ФМ) =E | Нам: N |, | 是 Hilbert 55 [8] {#5 上 的 有 界 


线性 泛 函 .由 Riesz 表示 定理 ,存在 唯 -- 的 疡 总 -4t: ,使 得 对 一 切 
N C. UN | 


E[L' Nj, = ЕП МЛ = E| | н,ам |. (2. 3) 
. 0 
Т ВЕ. 3) p ENT AN 48 
T 
F[L' ,N ], = eji Pd N], |. 
v Ü 


由 定理 4. 40 知 ,4 二 [LN 一 五 . [Mi ,NjJE.A. 但 4 是 堆 初 值 舌 
Pre EE BR ARE RES. НЕН 6.3. 2240n.A —0. Вр 
[ELN] = H. [M: ,N 1. 

容易 看 出 ; (2. DASE МЄ... 

在 一 般 情 形 , 存在 一 列 停 时 了 7+ oo, 使 得 对 每 个 
EL (P. [M Pr ] «o. RT АНИМ YES, 我 们 
4 Le AEE ,使 得 对 一 切 和 NE -A, 有 

[L N] = H. [M: ,N J*.. 

ИЕ Е А н С) ро. Вэр, R1 "Lt 
iz BEIR. DRH Nen. (0 

下 一 定理 综述 了 随机 积分 的 基本 性 质 . 

9.3 定理 dk M A-A, H, KEL, M). 

l) L ,CM)= La MO Q La CME CH. M)yy= HoMo, (H. MY = 
H. M: (H. MY =H. М". 

2) ACH. M) = HAM. 

3 H--KC€L,OD.RGIT-KO. M—H.M--K.M. 

4) i H'X АЕ Н'Є L,CH. MO S4 B ORG HÀ) 
C L, M), Hat 

| H'. (H. M) = (H' H). M. 
5) у T u— PER , П] 
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 (H.MXX = H.MT— (liri. M. ` | 
ШЕН 1 及 2 已 在 定理 9. 2 中 让 过 ,3 一 5 显然. [| 
38 ЭУ REER FPERRA 5: 22:0 
| aM, = (H. M),, 


| нам, -| 0 
0 UTE 


V BLTHTEHUSE 1 ESBPERSE) ТАЕН ВТС ЭЕ AS EE E. 
9.4 BJ. 1) 5 МЈ, А AAR A RB p 35 pham, ON 
AAE La (M), H. | | 
| (AA). M = M,A) — My,A,. (4.1) 
事实 上 ,44 局 部 有 界 ( 定 理 7.7) ,对 一 要 N€ AA 对 
[LAN 可 积 ， 另 一 方面 ,我 们 早已 知道 LA ,4 一 M 4 为 局 部 鞭 
(参见 定理 8. 33 的 证 明 7?， 容 易 看 出 ,对 一 切 N Ее. o A 
CEM AJ] — WAN] 一 ХСАМДААМ) ~ — (AA). [M,N]. 
由 定义 9., C19 
这 一 结果 称 为 Yceurp 5138. 
2) 设 M A — Hh BEST L0 为 一 可 料 时 , 员 
| -ipy M = AMT тз. | 
3d ERA AMH irer BEER. Н — МЄ... 9 
[AMI rp N]SAMrANri prisco ri: МУМ]. 
9.5 定理 EM AX— kou] BUE AH 为 一 可 料 过 程 . 
O НАМ €t. H ELM), Н. 
(Н.М) бо) = | Htw)dM, (o) ‚4®0, (5.1) 


这 里 (5. 1) 的 右边 是 Stieltjes 积分 ， 为 明确 起 见 见 ,有 时 将 它 记 作 
Нм. 


2) УНАМ Са H€ L. OD. ДІ] cs. 1) 也 成 立 . 
WEB] D HE T^ Z| HAM1C -se ,由 定理 6. 2 知 ,Stieltjes ЯЯ 
Н.М TEXTE. SO H EMB 6.5 HI. HME- 另 一 方面 ， 
= 230 > | 


“БТМ = НАМІ Ç а 
BE FL M tt. H AGI. AD = HAM-A H, M. [HT HM Р. 
AD. É H.M— (H.M), É R BEBE ES Sh. H (T MY = HM, 
(HF MD rr PI. M = H M. 
2) RCT, 为 一 列 停 时 ， [E $586 07. t co F. xF S Pn. 


3 
S, = inf lt > 0; 2| HAM. LE LAT, 
Kj S, 5 oc. FEDERE а. [у ам |=. Вж X|IHAM!C 


L.H DES T] 

= 9. 5 HH, o ATTEG TI FRE PLA CELEBS B PLAN 
分 ) hn gos rap o] ЖИ ЗЕ ЗЕ Bb BU), EURO SERA Stieltjes 积分 存 
在 ,两 省 相 一 致 、 这 也 说 明了 这 里 给 出 的 随机 积分 定义 的 合理 性 . 


* 2， 循序 过 程 对 局 部 著 的 补偿 随 宙 积分 


我 们 履 将 被 积 过 程 推广 到 循序 过 程 . 

9.6504 МУ-н. H 为 一 循序 过 程 ， 为 要 存 
E LE -Z ws EIRO. 1) 对 一 切入 EE. vum o» B BI. 
LM J€ 77. axi FE fen PRESE K E L. CM). SS K. M= L. fl] 
称 恕 对 好 可 积 , 称 工 为 互 对 好 的 随机 积分 : 记 作 五, М. 

和 证明 必要 性 是 容易 的 (在 但. 1 中 令 访 二 7), 往 让 充分 性 . 
HIP. TM]EY, 2° HON H 的 可 选 投影 . 我 人 有 GH):. LM] 一 
H”. [M] S LP 5.9)， 册 定理 3. 20 ,存在 可 料 过 程 天 ,使 得 [天 
"нууж. Ee K? [M]= CHY. M= H. [М]. 4 L= 
K. M , 则 对 一 切 N € rns H | | 

[LN] = K.|M.N]= ° H.[M.N1== H:[M.N]. 0O 

% 7 定义 UEM Xx —- FRUI E Bbk. 为 一 循序 过 程 AR 
HAM A RHR. E TE Ze HEBES BERE DUE АНАМ OU 
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"CHAMO Heli RL i H a] МЕКТЕ ЛДЕН Sy. ji HA. 

WE H ирд. Л S D. 7 HEX 1 HE рр, 
HAM gf up gi SES СЕП TE (ED A JE. JE Tl K S АСА, MY 
HAM, Wii АСТМУ = HAM A (HANMI, Pii МЕКЕШ ЕЙ) 
一 个 典型 例子 . 

9.8 引 理 bM Jr PRECES RBS m HE m Laraya W H M 
НУРЕ РЕ НОЕ. H H.M М. 

证 明 В HAM =AM, НУРАМ =0. ИҢ УҢ M= 
H M. | | 

LIEL ЫМ DA — hy BB ER. FI 为 -一 循序 过 程 . 如 果 Hz:. 
[M ЈЕ + ,"PCHAMD ERE. Н. 


_— c .Mnn.  . 一 .- 


A/EGIAM —*(HAM € ш, 
H.M = H,M, + H. M: + H;M*. 
FEM FS H М АКЕ ВВА 55. 

显然 ,补偿 随机 积分 是 定义 9.1 中 的 可 料 随 机 积分 的 推广 上 
面 给 出 的 补偿 随机 积分 存在 的 条 件 已 是 最 一 般 的 ,但 它们 是 难以 
验证 的 . 此 外 ,也 没有 补偿 随机 积分 的 刻画 . 下 一 定理 在 某 种 程度 
于 弥补 了 这 两 个 缺点 ， 事实 上 , 它 就 是 首先 由 P. A. Meyer 给 出 的 
赴 偿 随机 积分 的 定妆 . 

9. 10 定理 М-Ы 为 一 循序 过 程 ， 如 果 
VIP. (M]E sz 上, 则 五 :于 存 在 , 且 它 是 唯一 的 局 部 款 工 ,使 得 对 
MARW N. [L.N ]— H. [MSN ]€ Z... 

证 阴 不 妨 设 M.-—O. a 

W = HAMI gas] U = HAMI, нам 
则 ASIWE i， 我们 有 * WSAD ACAD. BT HAM=W 
+U, XHAMIE. ЕЕ. В= 79е, ACR Р), 
E( UX =< ХРО) = ХА(В?) = B*. 
4 Z = HAM 一 *(H AM) , lj 
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ED 21ЫУ 1м) + ZC (HAM): ) 
=< 2(H: [M] + 2XCWY + 25EU XY, 
ACEOP) € oat. 58$ —Jr ij H7. [М Je H*. EM ]e > +. BE; H.M 
存在 : 

现 设 入 为 一 有 界 贰 ， 出 Kunita-Watanabe 不 等 起 

V —IILM.N|]— H.M, N] E |... 
TIA AV = HAMAN ACV°)—=*(AV)—O0,BJJ V^ 为 连续 有 
илрэх р. Р =H. М, А-НЫН. ГМ, N ]=0, шу 
CAV) AHATA Ba ЛЕ 25 pESR. HRATT RIOR ( TAM) 为 可 料 
稀疏 过 程 ;， 由 定理 7.14.1),V?* 应 为 纯 断 有 限 变 差 过 程 . 因此 , 必 
4 V^—o.BBV €. uuu. 最 后 ,由 定理 7. 36, лде XE B Fo Op 
是 唯一 的 O 

i£ .1 在 定理 中 , 若 JP 对 LMJ 可 积 ; 则 为 要 H.M 存在 ,条 件 
H° [M]6€ tt 也 是 必要 的 .细节 留 给 读者 完成 

2) 今后 :补偿 随机 积分 也 篇 称 为 随机 积分 ,记号 H.M 也 用 
Н.М fes. 

最 后 ,我 们 阑 明 如 何 定 义 适 应 可 测 过 程 对 一 类 连续 局 部 鞭 的 
生机 积分 ,它们 推广 了 对 Brown 运动 的 Ita 随机 积分 . 

9. 11 定理 Ub M 为 一 零 初 值 连续 局 部 蒜 ,a= la) 为 一 连续 
B зане GERED eR C e PEIS Л. SE BID АУ ed [M Со) da. W H 
为 一 适应 可 测 过 程 , 则 为 要 存在 上 马帮 Ww 使 得 (1.1) 对 一 切 NE 
УРАН RR А? [MIC *. xil ар R, E 
# KC La (M) B. K. M—L. І Н ХМ 的 随机 积分 ,并 记 作 
H. M. 

证 明 HAREA Ú H 为 只 的 可 选修 正 ( 即 五 可 选 ， 
HV :ЄК,.Н,= Н, а, ѕ. ,参见 问题 5.10)， 由 于 ГМО da 28 x4 
连续 ,由 Fubini 定理 知 

H? [M] = H*, [M]. 
ЗЕ ECOL 为 一 列 停 时 ,使 得 了 -ce Н 
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E| | “Tatu, |< оо, V n>1, 
则 对 任 一 停 时 工 ,有 
zl| "HUM, |= | E[H: Torani ЫМ |да, 


= N E| HT enr, 4м. Jaa, . 








da 

= E| | "Hiat | | 

由 引 理 9.6. H. M 存在 ; 且 对 一 切 和 NN € .zz 有 
[H. M,N] = H. [M,N] = H. [M,N], 


其 中 第 二 个 等 式 由 Kunita-Watanabe ЖЖ ACH — HY. [M]— 
0 推 得 (再 一 次 用 Fubini 定理 )， 其 余 的 结论 直接 由 引 理 9. 6 可 推 
得 . 0 


KO 可 料 过 程 对 六 闭 的 随机 积分 


由 于 每 个 半 蒜 可 分 解 为 一 局 部 识 与 一 适应 有 限 变 差 过 程 之 
和 和 .自然 会 想到 对 半 歉 的 随机 积分 可 考 虚 为 对 这 两 部 分 的 随机 积 
分 之 和 ,但 关键 在 了 这 两 个 随机 积分 的 和 应 不 依赖 于 半 扶 的 具体 
分 解 ， 下 一 引 理 保证 了 这 一 点 . 

9.12 引 理 БХК, Н 为 一 可 料 进程. A Х=М-+ А, 
Х=М+В 38 X 的 两 个 分 和 解 ， PM, NE. “ы, ABE Ж Н 
€ La MO YL, (N) ETA 及 五 下 存在 , 则 | 

H.M + H.A = Н.м + Н.В (12.1) 

证 明 由 于 M 一 N 一 8B 一 4E Wwo; 由 定理 9,5.2) 得 … 

H.OM — N) = НКВ— А), (12.1) 成 六 O 
，9.13 定 义 RX APRH 为 一 可 料 过 程 . 如 果 存 在 X 的 
—4 4X — M—A, Hip MC. Z, ACY o В HE ГСМ), 
HA FE. RITE H 对 关 рн У РАЈАН (ak PK H 为 
X-I ftit X — M-+ A DS X 的 一 个 五 -分 解 、 这 时 , 令 
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| H.X—- H.M + H.A. | (13.1) 
H. X AHT X WH- PRA H y] X 的 随机 积分 

9.14 注 1) Ub X AEM X= M+ A H X 的 一 个 分 解 ,其 
H ME. AC” 0 则 对 任 一 局 部 有 界 可 料 过 程 H, H S X- n] 
积 的 , 且 和 一 对 十 4 ж Х 的 一 个 -分解 ， 

2) 可 料 过 程 对 半 蒜 的 随机 积分 的 定义 9.13 是 可 料 过 程 对 局 
ТЕЛИК ЫЛЛА: Ж 9.1 的 自然 推广 BRE rM — м 
ж.н ETERNI. H. H МАЕ XCTI ӨҢ, H 
对 M 4px RABIA ЖУ Fih nf gi, НОЕ И FREULER AIT- 
HE XE 了 对 时 在 半 抽 积分 意义 下 可 积 , 一 般 说 来 我 们 不 能 断 
F H.M IEE А, BEI 对 MM 在 局 部 鞭 积 分 意义 下 不 必 可 积 . 
Pan. i MEX uH 为 一 可 料 过 程 ,使 得 Stieltjes 积分 Н.М ff. 
在 ,但 HOM ёш, H & L, (M). 

下 一 定理 综述 了 可 料 过 程 对 半 款 的 随机 积分 的 基本 性 质 , 其 
ФЕН А. 2 8 0. GE REGALO OPER X 可 积 的 可 料 过 程 全 
k. | | 

9.15 定理 i$ X AEM, ELX 

1) CH. XY — H. X ACH. X) - HAX (H. Xy =H... 

20 对 任 一 停 时 了 ,有 有 

(Н.Х)! = H. X* = (HI г}, Х.‹Н.ХУ = H.XT 

3) РЕ У.Я 

[H.X,Y]= H.[X.Y]. 

4) EY X—ESRIILC LOO. H€ L(X--Y), Н H. (OX 
YO—H.X--H.Y. | 

50 # K А-н К. D| K C L (X). 

9.16 定理 ix ХР. х= M + A 为 其 典 则 分 解 . 
设 HELIX), W| S S JL. X: ENT LH ELS X — M+ À 
3 X 的 一 个 五 -分 解 ， 

证 了 明 充分 性 是 显然 的 , 往 证 必要 性 Ы X N+ B ЫХ 的 
H-A HP NE- -Aw BEV JM Н.Х=Н.М+Н.ВЄ >, 
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H. BE w HT А=В., HEH 5.23.22 4, H АН H. A 


—H.B. RA 
HLODE VRUCE JHEDALO 
=<. /[H. X] + УНАА |. 
H Рмн. X] € ork GER 8. 6), ЖУА. [M] € oxi. Bl 
FTE L, (M). 2 X = MEA * X W H-5«e U 
下 一 定理 是 上 述 定理 的 一 个 重要 推论 : | 
9.17 定理 BX X —ESR.HCLOD. $U 为 一 可 选集 ， 使 
ë UƏ[|HAXI>1 或 14X 17. 朋 对 几乎 所 有 ww; 对 一 切 t 之 0， 
(5:Go, D EU}NLO,tj 圣 多 有 有 穷 多 个 点 . WX | | 
А, = S AX loses Z = X,— А tm, 


qmi 


WI HC€LOO.BHEEESZ astu sr Zz-—N-rBÀ-— 五- 分解 
WEBB 在 定理 条 件 下 ,显然 4 一 4) 有 定义 , 且 4 29 — BLUE 
AREA A Hop A spp M Л р np. 此 外 ,我 们 有 
142 1=<1.1А09. 2) |= |I HAZ E Ац Z. H.Z жЕр. 于 
是 由 定理 9. 16.2 的 典 则 分 解 Z— N+ B 为 Z Bg— H-a (1 
+ ”在 定理 中 ;如 果 令 口 =[15HAX1 六 1 或 14X| 六 1], 则 六 = 
NA (B+ Ay3 X 的 一 个 硬 - 分 解 ; 其 中 N € o. 114% 204 
Aj ABIGO. N DA SB ЎР. 
下 面 我 们 应 用 定理 9.17 进一步 研究 随机 积分 的 性 质 . 
9.18 定理 БХ Hy. 
1) H,KC€LGODO-H-F-K€L(GD. 
2) B HELIX), K арр. AE KCLCGH.20 ,必须 
HSE KHCLOOD. HH K. CH. X)= (KH). X. 
证 阴 17) 在 定理 9.17 9,6 U=[|HAX >18 |KAX|>!l 
或 14X | 全 1 小 出 X= N+ ATB) ME 百 - 分 解 , М КоЛ. 
以 是 (五 寸 天) 分解 , 即 + K€ L(X). 
2) 必要 性 显然 ; 往 证 充分 性 ， 设 六 量 EL(X)， 症 定理 9.17 
rh, И =[|НАХ\>1 н |KHAX > sk laX| 2:11, MI X—= N+ 
.. 239 >. 


(A+ B) BE EE H-0, V E HK- OR ЗЕН Н. X= HL NAH. 
(A+ BDE H. X A Kam. Eit KC L(II. ХӘН 
К.(Н.Ху= K. CH. ND + K.( H. CA + B) 
= (KH). N + (KH). (A + B) 
= КЫ). X. [| 
9.19 定理 lZ X X—cF4.H 为 一 可 料 过 程 ， 如果 存在 停 时 
T, 牛 63 ,使 得 对 每 个 ,有 HELO, M HeLGO). 
证 明 HF HP. [Хх )= Ы. ХТ, Га. 2 
A= (АХ нух заах) 2 = X — A, 
则 及 为 一 阶梯 有 限 变 差 这 程 , 故 日 .和 4 存在 - 因此 只 项 证 五 后 
LOL) W Z= N+ B ABRERODER Z РАШ УЛИ. XpERT n. Z= 
六 "一 吾 "是 2 的 典 则 分 解 . dH DAI ZT. |= HAZ" |. 
Н.26 5°... REH 9.16, H. NA Л. BORZA Br] H.N В 
H.B EE. H НЕ). DO 


х4. Lenglart 不 等 式 与 随机 积分 的 收 伍 定理 


和 在 本 市 中 首先 介绍 Lenglart Ф ЗЕК. ААА ЕГЕН 
外 关于 被 积 过 程 的 过 续 性 . 

9.20 ХМ 设 半 为 一 可 选 过 程 ,4 为 一 天 应 增 过 程 . 我 们 称 
A FEH ACR K ARD ,如果 对 -- 切 有 界 停 时 了 ,有 

Е||Х,| ] = ELA; J. (20.1) 
这 时 , 20.10 — ЭЕ T' 也 成 立 . 

9.21 例 10 RM ARARE ATIRE, Д М ge [M )9E CM? 
控制 ， 事 实 上 ,信和 为 好 的 局 部 化 序列 , 则 对 任 一 :有 界 停 时 27. 
有 

Ei Mor | = EL M лт, = EL «Мут, J. (21.1) 
# (21.1) 2: n — оо, Fatou S[ERÍS | 
EL Mr] = E| LM), | = EL (M+. 


2) Wt A 为 一 适应 局 部 可 积 增 过 程 , 则 4 及 其 可 料 对 偶 投影 
А 相互 控制 . 

9.228138 5 X 为 一 适应 右 连 左 极 过 程 被 适应 增 过 程 A 
控制 , 则 对 任 一 常数 c>5 及 停 时 3, 有 O 


PO X: — c> = —ELAsJ. (22.1) 
# S 为 可 料 时 , 旭 有 - | B 
POL 220) < ТЕГА, 1 | (22.2) 
证 明 ФТ», }Х,\;>с}А5 An M 


El A; ZELA, ] Z5 E[ IX | NM IX la PZCPOXS VIO. 


{> noo 45 


POTOxiEA 
(22. 334 (22. ЗУМ се {б с, B e 0 18C22. 1). 
大 为 可 料 时 , 取 (5,) 为 预报 S$ 的 停 时 列 ， 由 于 
POG > с) s< LE[A, 1, 
邻 n 一 oo 得 
P(X; > с) & ELA, 1. 


由 此 类 似 可 证 (22. 2). [ | 
9.23 定理 BXA- EMAER., 被 一 适应 м ЖЇР А 
jd]. xpEE Ж emo. d>0, SIT Жү HS 
РН A LX 2с) 


« ЕГА; A (d + CAAXO] + PH (Y [ A; 2 d) 123.1) 
XA 为 可 料 增 过 程 , 则 有 
РН LX; IUDA LELA, A d) + PCH П [Ay Z dp. 


(23.27) 
. 238 + 


(23. 12 gk C23. 20 ЕЮ Lenglart 不 等 式 - 
HER S 5 = 0220. AL) B As d T ЛА, A.A... Á 
АСЛАН | 
HUC 23 UG me) J (H П (S < ее) 
C [X: GU GH N LA... mdp. 
由 3 引 理 9.22, 有 | 
PGUD LX: Z D Р(Х Z c) + РОН NTA 2594р ` 
< ni БОРОН ГГА. >: 4] 


= —ELA.. A (d + AAL] 


Pi ALA. zm). 
SAU XT E А! С А K ОА 49023.10). 
A 可 料 , 则 5S 为 可 料 时 , 奖 似 地 有 
HATXE ci TX с=с) A ALAS Z= 4D. 
РОТ NTRS 22р PTX сее 4 PH [DAI] 


< 一 PE4s- ]J+ PGI D LA, > d 


a 1 ЕГА. да] + PCH ñ [A. m d. 


ЖБД X7 R A [UE X ARA C23. 27. C] 

924R ХЛ E. 0 — ЛА һу ЛЕ т А 
f. ДА j сас Оос А n EP WIERA с О. > 
0, Т ATINE 7. 8 


РОН n LX; 2 Jy єс © t4 


—— 


(й POL EX? SD m % PH N TAr ze 21. 


9.28 £& RRHH D n, X" AE rot ied o E АК nr ELB El 
P 
E AVZ- 说 了 为 一 停 时 ,好 为 一 可 测 集 £ fa Ay ——*0. Bu 
F 
Iu sup | XU | —-0. 
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ШАЯ НЯ 9. 24. 1285 60,670 A 

РОН ПСО е) РОН NLA D — (25.1) 
在 (25.1) 中 先后 令 понос, v 0 ЩИ ШУ O 

现在 研究 随机 积分 关于 被 积 过 程 的 连续 性 . 2 М 为 一 局 部 平 
Jin EUER H 为 一 可 料 过 程 ,使 得 H. M Эу Fruor Urn] PUER. h 
TFÜH.M]]=H' M.H. M= H’. (M. ACH. M) 被 
I. MDO ШЕ 9.25 ШИВ B ЕНЕ. 

9.26 定理 BMA- ARFA T 为 一 停 时 ,如 为 一 
可 测 集 ， 设 H, HO CL, MCH). MCA. nz X 


А (H, — Hi" YdiM),— 0, 
[0.7] 
则 
Р 
Ia supi (H. MY, — CH", M) | —— 0. 
y= T 


FERET Ж ЫЛЕ ЕНИ ИИИ НИНЕ ЕЭШ. 

9.27 定理 i$ X S — EMT AAR B 为 一 可 测 集 ， 
H.H',nzloNmaHneEuf. ЛЕБ o € В.Е 
LOT 69) ] E CH*?. (о) а Н FI. НКР H. Ca +, Ph 


P 
Issup| Ы". X5, — GT. X),] — > 0. (27.1) 


证 阴 < X=M- A, KR BM ЖЕН ЛА, A 为 适应 有 限 变 
差 过 程 . 在 定理 条 件 于 ,由 Lebesgue 控制 收 仿 定 理 , 有 


D| Gi" = НОМ), 一 0 a.s.. 
[s T] 
Р 
Igsup| CH. MY, — (H. M| — 0. 
DT 
再 由 Lebesgue 控制 收盘 定理 ,有 
Гьар. A) — (H. A)| 
ЕТ 
“Г 
<Il Le — Н,||4А,|—>0 a.s.. 
ü 
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才 得 (27.1) il 

作为 定理 9.27 的 :一 个 庶 用 .我 们 得 色 一 类 随机 积分 的 
Riemann-Stieltjes jd iT. 

9.28 EM. BT AA AE CIO. 59 — ҢЫ ir. 
WE REDIT O sap, T. ВК 0 DR р [ОГО + 
ЕВА). H AJ IU EFT e FRAMCD GOD RE ESE IP CBD f£ d H 5 
E nte JBS ze nC yB. {ү T. GO — P CoD «sio se xp JL F 
rp en CUL MR E T Ceo 1 — PER ARE. + 

Q (Tr) = sup[T', (00 |. 
8CO 8 — 43 WE BGELAE Ж. A AY т 的 步 长 . 
9.29 定理 2 X K- oe. JI S - ode Jp E ay ZE E Z ul 
HEFE T яс ШШ > 
о = Саш T 6. а m. 
34i — ООВ В Е. е )— Оа. ж, ii] 


UA [" | D 
supl EI Hae OG m Xon) | H. dX “зобун жоу 


(28. 1) 
ERA 仿 Fr FL I u, + ` dipol agato: o PMJ 14° A bab 
EFU Apit H 


(EPU, Xo ST Gm £ T Kia.) } Np 
iB F FL. Со a 37 mIDo.7 € ] E q А. G9, a 
LU T Gur lo — SER. Ш.А ILERE а ЈЕО Go» 
{i 

lim" (o) — Н, (о). - 

ШЕШ 9.27 挫 得 :29.1). .|_ 

HF 一定 埋 是 随机 积分 的 控制 收 茂 竺 型. 

9.30 定理 Ub X yo Eh. JISC (X), KURK Hu phg 

ВЗК II IK ү& r]. S BC > T HAE VERI. Pu 


ЧЕ 


ЖА Р B € B.xr—uricilo.TG»]. 有 lim Кү" (а) = 
K, Cw), Wi 

Is sup (K.X) — (К.Х), — o, H8 — o5 (30.12 

W AURI X.I—0. 4 
А 一 ZANT | parts ax 1) 4 = X — А. 

1 Z-—NBOMPRHEECEGER Z 的 典 则 分 解 , 则 由 定理 9. 17, X — N+ 
(B+ A)3 X 7—7 H-a ghbSb.3XdDEIAZIAXI.IACGCHT.Z)| 
=| HAZ| s1. 由 定理 8 8 5H. | AN =2.|А0Ы. М2. N. 
JL. N € vL. IB REI Ku |с |H], KISIR] MM 
KHN, K. N€. zk. U. 其 余 的 证 明 与 定理 9. 27 葛 证 明 类 似 . 
L] 

E X —E$.HC€LOXO. $ Ы = Hijs ШН Е 
FAT. Ж] - -H 20, | 

sup] HP". X, — CH. X), б. 0, nc со, 

е Brig db: ЕЗЕР SC ПЖ ЫЫ ЖЕ ра АУ ER dE 
在 过 往 的 积分 :不 一 定 是 Stieltjes 积分 . 但 我 们 有 可 下 的 定理 . 

9. 31 定理 BAWI EH REREH 为 一 可 料 过 程 
ЕЗ rat К.Л xr A 可 积 , 则 在 Stieltjes 积分 意义 下 ， 
FA mn pU НА — 5. 

征明 > HC ау MAR ЖЕ РЕ Те АЕР Н? Н зү. 
AEDH A 为 可 料 半 靳 .村 是 由 定理 9.30,HH. А 为 可 料 半 
Wi. K IA Rek REOR 8.7). 于 是 由 定理 9.16 推 得 定理 结 沦 . 

[| 


$5. Hó 公式 与 Doleans-Dade 指数 公式 
зх Tr HF , 3E (1:35 HE BB SE SA EUER FERA SC. BEA S It6 
公式 . 它 是 随机 分 析 中 最 有 力 的 工具 . 作为 它 的 应 用 ,我 们 证 明 半 
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i 


Brnu A SU E Ë 5 Doleans- Dade 指数 公式 

9.32 引 理 ix M N-- f fi $$. A y-a A R E 
FEW МА - (AM). A з-у. 

ЖАҢ 利用 局 部 化 方法 ,不 站 更 时 AARMA 为 可 料 可 积 
Жу ЭЕ] S L= MA—OM ). 4, 则 由 定理 5.32 S 5.33 Ht. 对 任 
—#Ш Т.Я EL Ly 1=0. РШЕ 4.40 HU L€... П 

9.33 定理 i XY Эр SERA. HI 

XY, == | Хау, -+ | Y.- ax, {XY orum ü. 333,1) 


(33. 1) 称 为 分 部 积分 公式 . 
WEB] Jl XY ВЕ ПЕНН СЗЗ. 1). Burn BH. 
X: = AXX — 2X: + [X ]. (33. 2) 
HES A—XUC-20X ).X4 2Xi. РЕША А A FL АА= 
AX. 2 >O. iS | 
Ter G — {г< £t < "s Ld aua od 
HL A-A ВЕ. H 8CC o. 出 
Xi — Xi— > Xh - X) 


= УХХ - X9 + У(Х, - XQ. 
H Ag 9. 29 Hi, | | 
А, = Xš + P-lim У(Х, XQ) as.. (33, 3) 
特别 .由 (33.3) 知 ,A 为 增 过 程 . dB A moe X fi 
AA— АХ) — 2X AX 
= (X 4. AX)! — X* —2X AX = (АХ). 
ApuECG3. 20.7839 XR YS Khi X ИЗД. Pp ХМ 
A ALES Ju ^P RE H. h M A e BEC А. T шн ЧР АТ 
БЕЛЕ ar ji. 7 
B = X° — p(X.).X FE 2X: — [X] = A— [X]. 
ERBE AFARA В TEGERE. 5 — h Hb e E X, = 
- 2135 


М, JQ] fr 
H— (M + A' Y: — 20M HA ). (M + AD + 2M:i— [M 4: A] 
— (AE — [MD uM .M МЭ + 2(МА' — M .A') 
2A.. M- [MA], | (33.4) 
这 里 我 们 利用 了 Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 43 理 1.39)， 由 引 
FH 9.4 А 9.32 Nr. C33. J) rB RJ RE — T I: Аар. TEB ON Eas 
Ek. M mpi B0. (33.2 jr. 
ДЕЕ — inf x0: XLI жа}. XP Lucca 8 
Acl. H 
(Xy, (ХТ, y 
= 2X. ,X'^^ (o 2Xi + [X] 
= (2X .X — 2X; + [X]Y-. 
成 了 上] 
Е 在 土 面 的 让 册 中 .我 们 让 天 了 了 .对 二 zs0, 有 
X: + A Ke — Xey- ^. TX]. 


xx E AC EA TERLX 129 X 的 一 次 变 美 过 程 的 理由 . 
оза W X Jj — Eh. A X n EL PS 3p т. WI 
XA— AX F (X ). A — XA, (34.1) 
ЗЕН 5 ХЕХ, мМ | BME. A BE. jH Yocurp =} 
И f] 9. 4. Do. 34e 4] n 
[= X. A, 2-1 M.A|4 [8.4] 
— X,A, + CAA. M + (AA). B 
= X, A pH CAA). X. (34. 2) 
зала, D9HHC33. 1) (34. 20 19. C] 
9.38 定理 HEN ee. X" 为 半山 ,下 Cu R" L Ab CORRU F 
ТОЖЕ Ч —Ю 53 BT DS SEO p X. (Х.Х С ОХ, LER -- 


T d FERO. Ut] 
f 
EXO FOX ON] РЕС ахі УК) d LAC. 


r= " u Que atr gl 


m 


-一 ' 


(35. 1) 
JEn 


214 


dl 
не) FOX.) - FON, ) — N D FOX АХ. (35.23 


"n 


АСЕ S ке 全 (站 > (35. 3D 
ITE 
рук ÊE DEE „27-и RM EE. 
! aX, n 24 


C35. РИ" Hi AA 

ШАН i 3 С. Dellachere *; P. A. Meyer| 2 18 f] ub HH] 
MEE. 从 分 部 积分 会 起 出 发 让 明 Tto 公式 . 

КИ ХН x Ж . Х| С.) се. ДВС 
З. AS SK DU И.Л? CD —mtiinc0: | 
s. ШИ ИР 9. 3З КЛЕН. FERIE bS X U Pa э. Ape ll? 
XpX DP. a RR „К ес. OS. D SEX Bir. ffr UK 
件 下 .可 最 一 列 R" LEX UPS HI F. D F. Do F, fl б. 
Ci ARABES -BROKAT EDE D Fai. lated aos. p 
NE А F.M S.I dI EHES. 30.€325. Dos F aig sr. BN dp EE 
FoW--TR EDS) E X. 

Ф Fir egg a! BETA p C33. 12. iH FRI. 1 
ur HUHH: ізо. 1) А] P F iy МЗ. Dx Gor ven! 
rues. dr 





г! 
yr ОХУ - G(X 05. NI DGX, АХ; 


Tr-] 
Хоку АХ. FOX]. 
HONO М ЙЛ. ШО `, то HARA. 此 外 还 下 
СР | х; dAXFY 1 vf DEX, 0d COCY Xn 


s » | XS AAPS o OX Y AFOD o AEX О. 


vo Sel h. fg hp ZE Ma. [DESEE IBI 33. + 


гі . 
Xx: ` ; 
> | DE (X, Od Xi 


= [rax ах? 4 Si Xi DEF(X. )dXi. (35.5) 
+>] 


是 由 (33. 1). (25. 4). H635. 5) 得 
GX — GOX,)9 XCX) — X: F(X,) 


= [xt aFOQ + | Fox. ах 
十 ЕХ. ЕХ), — XI CKN,) 


= 5f Dex. dX + SO) + TA), 


pt ' барг 


И Сз5. DOPE G Mr. Г) | . 
下 一 定理 是 定理 9.35 的 一 个 精细 化 ， BULI ë 4: ЖИЙ. CBS 
Ji 
9.36 EJE ig X! e X" App SW. ХТ, „Г "Жр ЛУ 8 BRE 
ж. gd FOMRUUFEBg—ITESEPBAEYE SH z 4 个 变 无 为 C - IS EE. 
MM А ЗАСВА Сар Б н 0 Вон 0). 6 ХСХ, 
XF". W 


FOX — FX, — >] D FOX. dX! + S gb) 
La t. Dum am or | 


+ 1 TA ,FUC Od (Xy (Xy, 


9.37 定理 XA- PRA 为 一 可 料 增 过 程 ,4. 一 
к а | mou X| a. s. 存在 县 有 限 , 则 


lim < 


атл. А, 


证 阴 Y= A: X.WO--AXY—XCGZ389.18.20. Н 


Hp A 9. 34.9 
О Ф 0Y 5 (1 + A). Y + C. A — AY, 
= X + (Y A — ЛҮ. 


— D 8.8.. 

















X, _ Ү, + AY. n ING — Y. Ad A, 
1 + Л, 1 4- A, I-A 
右边 的 第 一 项 是 - -个 Stieltjes 和 分 
ХЛОР АТ о RESI 60. ETE е. (о). Ы 
Y (ш) — Y..| <£, ео). 
Тах M = Р: f | 
1 
| ] + А. —r Md ! 
el] 
< TN (— Y. |А 
і 
ИК CY, — Y. | + YY - Y. рад. | 
-一 2Y:A, 2E 4 
SLEAT IPA 


ЯФ r ce 及 sy0 得 


IF Ajea С ОЧА, 0 











ьо f ` L<, 
Y. 4 AY, c Y] -H Л) 
| 1+А, {= dqqA 779, 4 + 
于 是 
` E __ = X, ue 
аА CATA О as. [J 


9.38 Ж ix M S ЛР Jpn] Rub OW. 





QC CA ud. ‚ШИ! 
lim Q, 一 -= Ü aS. 
uEHH үн T 
2l. ] 
(туму! OD 


І БРЭС YATI 5 UMS xd. 


由 定理 3. 32 AI. lim | ILOG: ul , a. s. 存在 过 有 限 ， XJ M ROM 
Б/ НЕШ 9. 37 Вр. C 


定理 9. 37 NR L É Seas K RUE АУ — BOE. Ш.Н t FUH I 
分 部 机 分 公式 一 一 To 公式 的 一 个 特例 .， КШ Н to 公式 的 为 一 
个 重要 应 用 Doléans-Dade 指数 和 公式 . 
9.39 定理 X AYE. 分 
V, — dl d + AX e А (У = 1), (33. [? 
则 对 几乎 所 有 e.C39. 在 边 的 无 穷 乘积 对 一 切 ! ЦИ. V 
= (У) уал ТЕ E EAE Gd FR S 


Z, Kad exp |х, m A; nm LO »| H (1 十 АХ ye M. 
Ж xin 


(39. 2) 
jj Z — €£0 X EDT ELR БЕ Ag- АЧ ЖЬ. 
Z 一 1 十 |z dX. (39. 3) 
A 
证 明 — | 
И, = li (1 + АХ 1- ах 1513) ехр: 一 АХ 1- АХ :> 


| 
' 
+ 


y. = HH (1 |- АХ de ax st]? expli AA pax isl i 


[IL xTM 


TARGEM VS myse R PE B BRIM HJ E H Г 


" _ КА - l г -一 
eo S" (1 + re ш =. ё 3", a | =. 


2 ' 

Р XL УШ SS Жж SUS ШУ. DIEGO. D rp 893553 3E 8126 x] Mr 
Soo ER. CIO Ж Сод) AE ho bk A FR EE ERR КЕШН ho Z 
Ae (VER. ШТУ, УУ," Ho 公式 知 ,V 为 适应 纯 断 有 
ИЙЛЕ X DHL 


ЕС. у) =e y. КХХ, (X J.M Z=FK.V). K 
—X AK AX. ibmsj].Z.—Z, (1 + AX... H i 公式 ,有 
Z= | |Z dK, + еа a T| zai. 
"u г) г} 


+ > (AZ — Z. АК, — e AV) 


MJ Z W C39. 3). | 
B Y- СУА Д G. 3) 07) R Аут ax, 


CC .IY (Y ),‹Х©, 2 
W — e Ку (39, 4) 
Hp ho Aat AW Sl R 


Из... | W, QK. 4 к, dY, + i l W, dX Уу, 





= 1] 
doe 8 dX Yos 
"s 


— ~ LAW., + W, AX,— e *^. AY 


Cop N aw. 
` Arai d] (39. n 4j W,—W,.e SHAXS. 
AW, — W,_ [e - + АХ) — |, 
_ T u 
A [е Od axo QTM A AARTE АЭ ЫР. 


ES 


чыт 
+ 


LUF pa AL F TE. 
Well W, dA. 





1х Ae Hj W 为 适应 纯 断 有 ER 2: 


DER WAV etx 也 满 号 同 — 
ARS SUs, f| Z: p I FF 


次 方程 ， 


{т 一 | U dA, (39.5) 
ER | ed 利用 分 部 积分 公开 ,用 归纳 法 易 知 
| GL Yali sz (ys. (39. 0) 


yi 38. SaL . JA C39. Un 
Uu SUC OL IU, | oL US OY s € (0.01 


231 

PA eg rzRO.U,—0a.s.. JA iij U —0.W У ек ор. 
Z. l 
(39. 2) 5 Doléeans-Dade 指数 公式 ,Z Fi Xy | XR X 的 指数 
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jf (X). HGS DAL A X 29 I3) DER Cn EEER P bD, ak us pu ЛЧ BS 
Jy 3 EE WU ОХ). ШУР ХЭ EAX- -Xa EDU fE- f 
BED CX! — OX). 

ДЕ: ЯХ у — БКНЕ Brown 运动 , 则 СХ), =ехріХ,- 
| 


gt UE X Xj Poisson FE И (X) — 2°. i 7 5КР 


fh. 如果 存 在 半 款 科 , 使 得 ZE=Zoe2kX), 即 和 是 满足 下 列 方程 的 唯 
Z, = 7,4 j Z. dX. 


(唯一 性 可 同上 类 似 地 证 明 . 238 41125 25 1 8 98 5 Bh A8 zo 
9.40 | Vr X ATR m 
T= inlit > О, AX, = — |}, 
S inji: > О, F(X) == О}, 
Ш = Š a.s.. 
证 明 车 了 二 2, 则 4Xr 一 一 1， 由 指数 公式 ,有 
ECA H ppp = 0. 
ie SST а... DAT, пун 39 的 证 明 可 看 出 
V/x0. fB VOIE RE IERI E EXD = VIV eh. PETAS 
a.s. Mo S = Ta s... L} 
9. 41 E EF Z уу ер, T —inf £770; Z.—085Z, 一 0 
WAH Z de CES. ZAR 1m Wü PEG. 
1› Z— Cen А 


2) Н —7- hz s ž Z u] fH. 

ШЕ ЯЯ "mm k Z SZEXI X€ S. (2,2-0) E44 20 
—=Zl 67 ZEiZ50]Ebd T—infitz20; AX,— — 1). 且 由 引 理 
9, 40, 88 = "OXO Pip sa 0, AA Z— ZI отр» 

显然 , НА |[z1.HZ. ELX) Z CLX). 由 定理 9. 18. 2) 
HI. HELUZ.) X). ddipZ-—Z--.MX-—ZXe.&HC 
LGD. 
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IMHE- $ Хен. ДХ, a= Z. R 
CZ IX (HZ ),Z — L, us. 


S RT, sors gj ER ATH AACH R = Т> / 
«Г, PAPE An PIR TE 
Tn Ti 0. А 
= faor at roZ 
-= Afal- у = О СЕН 9.4. 25) 
ME = (Z hX = Z, + (Z ).X -ZX,— ZO, | | 


$6. ФЕ JBE) 


9.423118. ЖХ FR D Q R Ер ТЕШ. DON 
TH e s СХЕ, |18 
ХО РОХ | PO. ox, 
+ A TAX fo. 


OX. AX] 4 €. (12. D) 
Hp Ce (UD AEn ЛР BH EF. 

ШАЯ Ж-Е UC ECC OD ,使 得 它 的 支撑 为 [一 a.01 
Ca c 0) ZA gis) s = ]. ^ 


Се) n| I Ft хумх Yes 
= i ГА x ` | al a Jels, 


Wf. AAR € C (RY. Ил Вр 
f(t FD. 


- U `x | A I . 
了 一 | rà | Р | - | qs Ys ^ F), 


CF CO АСЕЕВ ЗА НЕЕ. 


+ 25] < 





А Z. R X ЛЕН о 公式 得 
FAXO = F. OX, + | FX dX. 4 B® — (42.2) 
其 中 
Be 一 TAX 


Г 


+ +| ZO Yd Ou), 


A adi or cte PB Уу /„ th iR X. 
AE X lip: Amm. А.К nj T| T X u, 其 中 T,—iníitzs0; 
IX, | >п}. h FA EIES ЭБА E043 85 3E CA2. 20 B n0 (8 
FOL = FOU) + | FX dX. + B, 


С B] 2:0 B, = P-lim BP") ,其 中 已- (及 ) 为 零 初 值 适应 增 过 
Fe. H. 
AB = АРХ) — F OX, AX, 
= Хә fiX, 0 — fr (X, AX, zs 0. 
SCAB 的 连续 部 分 , 则 得 (42.1). i] 
9. 43 定理 b X Jj —2EER.a 70, П] 


г" 


CX, — a)* СХ, а) 





(X, a7— (X, — 07 — | Бу sud X, 


+ MY (Х,а) 
Bg аах, ат) LUGD. (43. 2) 
其 中 (X) 为 零 初 值 适 应 连续 增 过 程 , 称 为 六 为 4a 点 的 局 部 时 
(43. 了 0 或 (43. 2) 称 为 Tanaka-Meyer 公式 . 
* 252 * 


证 明 b FG 0 adt. Wi £P ARROS OO Su (o. 
H 


{y — e 


AQ — fi) — ÉFGO(y = a | í 
CY - а), Xe 


W Or a) WJH. 1) 得 
OG c7 7 QG- ud | P. ах, 
y! [Гу aX, — a) 
3 Ах АХ а) |4 €, (13.3) 


Жс) еза Бу ME BER Bue cL Loo». (43. 3? EH X 


TONS cay) — (X, adt (X — a Y= (X —a)*- (X, — a) 
VA... (I3. 2 由 (43.3) 排 得 -| 
9. H ER iX X —kSh.a€ R. WJ XJ JL F P dí o. WU BE 
ALOA fur X, Cadal DRUNX. Co) ai AJAH Е 
ff фу. | 
Н BST Xp jd рв. оска, B l S. UI C 
X aj. М1 SDICIXSaIEJgSÓDOCX а Н ©13. 1) 
We feb Te К 
CK o dT Хаз 
—4X, 4 ÉLLRODO dax) ase. aav 


Ху ДОХ у as.. (44.2) 
Nf. БСГ sal WJ S.J L CIX a E 
EST YII X o an Gp EGLI YA U11214 SR р. 
C ко AAS. E 


Ea £ X... o4 
Str). | Aw 
быз, f X — Tod 


zx а}, 
Ui ISEN, Гә ГС LX. <alC U Sry,T (try 1]. 
44. DA ЛР ed L*. СХ) Ca (eU X... GO «ad E ЖИД 


faf. 3E pL Bb n] üE e xr JL3E ER f cab. CX 2 Co dE 1 EX. (о) >a E 
Жїзї. SU 


(ру iniit > Sir, XL 
H] 


* xA. = + 
(у= M e z 
oo. Ж X, = a. 
V(r)— infit 22 U (ry; X, зба), 
W — u TE rVero 


XI e. 280 W. 是 ! (X, (o) а) ур. 同 理 可 证 ,对 几 平 所 
F 0.1. (X (e) )#4E W. КАТТАШ. O 


将 Trx 2a E х =] 对 (43. 1 的 两 所 积分 即 得 下 列 两 个 局 部 
时 的 公式 . 


9.45% Vb X AERE К, nt 


SX = = ?| |. Ix. 24 CX, 一 a)! — > lix, =A, 一 q)' |. 
белт 


BOO = 2| | ru, sad X, — at= У) a Х,а)" |, 
b DL үч 


下 面 我 们 用 局 部 时 给 出 (42. 由 中 人 ,) 的 男 一 个 表达 式 ,从 而 
得 到 105 НУ Г. 


9. 46 E IE 


БХ 8, 7 R EER RR у 
其 诺 导 数 , 则 


feX)= КОХ + | fF OG dX, 


十 У! [/(X.) — J(X.. y — СХ, )АХ, | 


Q< yl 
十 二 | LiDpGa). 


其 中 为 广义 函数 意义 下 /的 二 阶 导数 (p 为 一 Radon WE). 
证 明 首先 假设 测度 e 有 限 且 有 紧 支 撑 ， 令 g (x) 一 


. 254 * 


(46.1) 


| tz -uM pida. W] / 1j e (MIROR Lp Р Se. K ati / C 2 
此 
AS W iy Сә) вх). J E /' (т) 一 B Аз саа). (H J 
[;X. Za | OX. lay Ex ЗЛА. ca —CX,— a3! — CX, a 
dax сш ЗХ, 38013.1582 xr eda? dC - os o0? F 18 5) 58. 
(AG. [D 3. 
AFERI РЁ /. > 
(Оон) ж" Cr c n3. SS ER OH. 
feri sJ mx), — ng < н, 
Fn 
nt 0 JA | a ak X | mn). 
M раво, oo D pidua) HÆTT АХУ ХЭ. M 
Shalala KET LROXO-—O. VE 


| Luxe) = | LX jelda) к< T. 


ME ERAR T £. a DOLO DR 9 нс 
06, D- C] 
法 在 定 埋 8 46 WHER h FEA as 9€ AEA 5:88 ВКР ВА 27 
以 及 类 级 于 Fubini 定理 的 结论 ， CREER TE LIO Roi AAN T 
CER WI, Stricker, Үог-!-). 
209.47 Ж ХА. 为 一 非 "P Borei gà X. 
un 


= 


[aodo = | 12(Хэд(азам. (47.1) 
ET Ls 


= 


ИНН УСС). 3806. D 7 Tto 公式 作 比 较 得 


| J"CX, ye (X | TUX іХ", 
da DU 


= | LX)" Сазда. (47. 2) 


然后 ,用 单 润 类 定理 可 从 47,2) 推 得 (47.1}. 0 
` 255 + 


9.48 注 令 4 为 一 玉 中 的 Borel Œ. 由 (47. 1) 得 
| TCX dX -| Le (Xda. (48.1) 
t. А 


由 此 我 们 得 到 局 部 时 的 FFARR асое X BJ“ pq 28" 
.时间 的 尺度 , (48. DARA L; (X ВЈ Ж e A ib X TE 6 点 的 
“Е” БЕНЧА Е. 


š 7, 随机 微分 方程 :Metivier-Pellaumail 方法 


证 这 一 节 中 我 们 采用 Metivier-Pellaumail 的 方法 讨论 随机 微 
4r HR. 这 方法 基于 他 们 所 证 明 的 一 个 停止 的 Doob 不 等 式 (51. 
1). 
9.49 引 理 iE CO. ,PO A 3 ss ja] 9 D > PUJ o- 
设 AC. X A ENVIAT NAFAR BLESS. H E[X | 
7 ]—0 , ЩІ 
Е.Х? | = E I EL X? |211, (49. 1) 
Horn "€ V LAS d p %U CA FEAE RS o- 域 . 
证 阴 — . 
а = Е[1,11], 5 = EUFL 
Mj e +851. ЖТ X л А Г, E gE LCD 9р аё 
27 = 0, H 
ELIT E| X? [8 |1 = ЕІ, a + 925) ] * Е Ea + pab], 
E|1,X'|— ELA] = E[ 5 bla + БУ] = Ely f + mab]. 
н 1949.170, BO 2а — 352 (Sa E 9bY(£a—95)—0. [0 
9.50 引 理 说 为 一 平方 可 积 蒜 , 则 对 和 任 一 停 时 了 ,有 
E[CE[AM, | £4. DI] E[ ¿M ]. (50.1) 
ШЕН  M 122 86, UJ 
E| CEL AM, |57. DO с ЕАМ) |= ELM] 
= E| (My | = El CM», ]. 
£ М Зм. — ЈЕ AS RH ЗЕН} n] ЖЕН] CS, fii £a U l! S, JJ — 


"206 * 


LTI RPT AT ARER REESE SLT. 
18 jl 可 HI 65, Ms s] [ORE 5 г" TE dt es Ur 下 有 
(EL AM, | m. É ү“ гт (E| AM л? | | du г. | Е 
== > (E AM у Deus 


= N LAM, Ч 


B Tun nre] nm-sdec su viter spon 
СЕ АМ, | r- | Fras] | 
== (ELAM; 下 V : КУ чї T] | у-у 
? X, = Е АМ I. V {LS, < TUS] 


H T AM. Irese 0. MUS Хт Кере. 于 十 由 下 理 9. 49, 
有 
Е} Xid ras = E| ХЫ тс л] 
= E E[ X: D . Mrs n 
= E ELAM LF у. Mes erid 
= E[AGD Tis erid 
EA 
E[(E[ AM, | r. р У! ELAM; Tis ст | 


ш E[OMM. |), | 
因此 ,对 拟 左 连续 情形 及 可 及 情形 ,我 们 已 证 (50. D. 对 一 般 情 形 ， 
ММ. М + MTM? -= М“ ОД ЕРИ! 6.22. 302 DP CP TP RJ 
eau] AR S5 O0O[ESBIAO. M) = СМО MY (БО. ТУЕ К 
推 得 
(E AM í| S ү. р 
== (E AM |2, Der H СЕ AM Жу Y ega pes 


= (EfAMy F p 12 - (ЕРАМ | у p |) 


9.51 定理 j A N. E yu RUE pp (E— Т.У 
ELCM P] =ç 1Е[ Mr- + LM |... (51.1) 
证 明 % | 
M = M — (АМУ = EAM |27 DI roco (Ме = М“), 
fj M 359 Эгар S [нй 5.3. HUE LOT E EM Мм 
F. H Doob 不 等 式 有 
E(M;i]— ECM] =ç ELMI] x; 4Е{ МЕ] = AE[ LM], ] 
— 4ET[MT, — CAMIO! + СЕГАМ | Жу 1]. 
这 连同 (50. D 推出 (51. D ,因为 有 | 
FIMO САМУ? | = ELLM Jr- + LAM) 
(M: = M, + M: + M: É 
E[[M' = ELMO] = ELMO] 0 
下 -定理 对 研究 随机 微分 方程 起 本 质 作 用 , 这 定理 也 属于 
Metivier £j Pellaumail[ 1 |. | 
9.525€ ER. UE X A F Sh. X TE ER P ph S A É: F УП 
EX Feed) Xo ЕЕ ЕНТ 及 有 界 可 料 过 程 Н.А 
E| GI. XN] & Е[ Ат. СЫ". AJr- 1. (52.1) 
| IERA 7 X yug r M ap ЯЕ. ДХ 向 它 的 此 者 过 程 А = 
CAD. A | ТАХ, 控制 事实 上 ,由 Schwarz 不 等 式 ,有 
OI. X98 m (Al. AXE. < Ay. CH. AX. 
# X Jy BUR. ИН sg SE 9. 31, 有 
EH. X): ] zx ELGP. Вур_), 
Hp B—a4 X] (X. 2 A — A PB, A 38 X [NR 29 a B=: 
AdA,.H 
ЕГЧ. X);2] = E[QGH? A). А)т. |= ELA; (H? A4. J. 
BA ЖОЕ X. Хе M+ V, ME . i V EY, 5 А = 


J| (ду, + ACLM3 + (MD): LB ZEE IB A 控制 和 实际 
е X' LA" js tl X", ij. 2 CA' + A'O Ы xayr EN 





HO Métivier-Pellaumai АУ ДА (52, 00 EIER E ДЕДУ T 
Жн С, Pd gl 9. 29). 
现在 我 们 可 着 手 研 究 下 列 随 机 微分 方程 ; 
X= нф ЕХ). У, (53.1) 


Шен Z= (Z! ZO ХРЕН н ЗЕ TI M GT ee IIT н 
HEE ЛУ Ят ВЕК ЖЕСИН s P SE Жолу Ат ИЕ a EE F, 1 
unma. А om EEN A PEZOM ODE DER я 维 局 部 在 界 可 料 
ipf 2 ЖН) ШИН]. h jP WE РЕР. К, СХ 04 F CX fc jH O 
ЄЛ BOE ХСХ, ХОКА РЕ. ЭШ. TS Сака 
ra) J RXR, X R" EAJ a ERRO SF DR ШИ Gs rs A 
s t aser ette) € 6 u42) ЗЕ ТАЗ ш. Ж E B nent erue 
fam. t vau stud dg EET З ЗУРЛАР exp ЕД х. Ў ws, 
э. EAX h= f Ges; vs XEM FE; ШЕ EER. 
ЮК. E ЗЭ. 3) 是 (53. 1) 的 一 个 特例 . 
9.53 定理 阁下 ;满足 卜 列 Lipschitz 条 件 ; 


Е[«ЕХ — FEY) | СЕ| S (C -Yv |. (53.2) 
|] 


Eh O зу 3, ДШ Уу СОЗ. D ABE — Do E Z B E. 

uEBH Jeta н e hi. RE R NE n= mel ВТЕ Е. PZ 
A NM SEMI ES py 增 过 程 .4 Frid R Z. S TP, O. Ese X (m Y 
CIF: 

T,= infir mu Ab ARIA E 
iT, A е. RÆTT] 二 有 Аў А се. REEN NUR 
FAEG l EA 0. T, 1 САВЕ E.O MHEIC Tan n EAE - 
йй. САҢ.» (X) H-+ (FX) Z. dE X (53.1 £ B O.7, 0 E 
RIRE SIT, 为 | 上 XX ЧЕ Ве 0]. Q YW ABS ЛУ H PE ze 18 
过 程 ,使 得 a = W. — X. MA 

E[(cOÓGCY) — PWDE Y] 


= E[((FY — FW). Zy ..] 


< ELA, -| (КҮ — ЕШУА, 
` "+I Jo. | 


Я "m 
— E| Ar el (FY - FW 4А, | 
ут, 
S ELAr — (Ат, — Ar СКУ ~ FW d 
1 
< ВГСУ — Wi,- P. 


由 不 动 点 定理 ,存在 适应 右 连 云 极 过 程 了 ,使 得 yr. = X7. 
PaT 一 Yo 有 这 样 的 了 在 [0,T ü ER 2 
Y — Y£" + (AH, 二 CRY AZ Eir 


M Y 3053.1) 24EFE 9.7.44 1 EB: T RE R fe COST. B ЕМЕ 
决定 ， 上 [上 

9.54 £ И (ИТ, WY Дун 维 标准 Wiener 过 程 , 即 
Wiee W" AIRA Wiener 过 程 ,# 为 一 到 0 可 测 二 维 实 值 
ИВ Л ЛЕВЕ. 1 aar) im laan, у=, от H R. > R" 
Еп ре. лде РАКЕ: 


> lb.) — б.у)! + УУ > ieir) — обв, у) | 


i=] gl 
n ШИ! 
s< C| >, Sje A], (54. ]) 
1 1 
> | 人 十 S) S) ? lalu a) | e C11 NM pel). 
E r=; у= mr jl . 


其 中 上 > оу, А pA 
X, — £ + | Б, X ds + | sis ХИУ, 20. (54.3) 
n 


AT IME -E Е, H. rH bit.r)-— (br Cf.) p rI DUC. Tig. GF.) == 
Cai. r2). 
通常 ,方程 .54. 20 по 方程 . 
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WERA Айар KALER 
X= EH (Бс Хоз + | Ga 120. 


(54. 4) 
Ж Zo (RE J o0. X, 0 3e X, Э WR r RBS. ШЕН 
9. 53. C54. AY T3 E АЕ. JH RC RE YES RU. tr (54.31 C54. A48 E] 
-个 唯 -的 连续 解 . | 
9.55 DU iW JJ-Wiener 过 程 ,# Aj — ОСЕ eg uL 
vac. bip A due 
X= É- a| X ds LAW, 20. (55. 1) 
4E — W: 
X, —-. Bes + | үте. (55. 2) 


"3E B.C. DO S, E Ed Laugevin 7r f£. 18388 (55. 2» ER 
Jj Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 它 也 诚 用 作 Brown i aH trm yt n 
idem gu. 


аат 29 АЯ 


9.1. М Јар. Ўр ПАЛЕТЕ. 

|) жн М є ow ^, ILM HE- -py LE. е, {а р — 
| NC e ЕТО [М.А [SELL N]. 

2) ГМС суу WIEME Uu. 

9.2. UM ОМЕН. [为 一 循序 过 程 ,使 得 
SIE |M] E rh a W e BNE Z. ALUM. N | — 
[A.N] AGT,MDO = АМ. 

9.3 BX Xx- ESAE. M 3-- МК. АХО М 存在 , 必 
AHS X M dE HE. җн] АХМ=Хх.М!-‹Х.М). 

9,4 МОЎ РЕВ. S — БРЕША. Gy IL M TER 


+ 6] * 


H? [M]E H, MNI [M € ovy. 

9.5 PC 20° Ну —- BT El. УЖ 22 为 稳定 的 ,必须 
用 只 需 对 任意 M € 2 зч И. ELCH. [LA 一 cc 就 
有 H. M € LE, 

96 M NE. L o WEER Ah H K LEi pih 
N= H.M+ L, LiM. 

9.7 WX W — [Ш.Н АЮ, H XX 可 积 . i x= 
M-CA.ME€ fu AC. 为 要 这 一 分 解 是 区 的 一 个 并- 分解 , 当 
HRY H € L.OHO EXEAT £0, 2, HAA | «ceo a. s. . 

98 RMA- HS SERRLELCLOVD. 3E H. M 为 特殊 半 靳 , 则 
HE L, (M). 

5.9 FIXA 35, 8 LOS), m H.X—HX 为 可 料 过 

9.10 PX AAMA W z W upi. 9k-— u EL PS gm 4 控 
ЧЇ, ГА ос JC [Xi-oola.s.. HRE T BE T. [Ау =0] 
СХЕ = 0] а... 

9.11 VE X.Y AATTEET S НЭ, C LO Tis Ta 
委 … 为 一 列 L0 汪 的 随机 分 割 ,及 Sr 一 0 а. ѕ. ‚Д 
sup| >; (XY a n ts Yan, a YO XYL XY], 一 一 0 

9.12 М.М 为 两 个 零 初 值 连续 局 部 著 . ЖМУ N 独立， 
М. А-0. 

9.13 yr X.Y ОЕ, 0, т, О лә =! 
Ое R3 Ж) 35 y], ó (r, 0-0, pij 

Lao Xj (Ye + Ya Ara Хд] 


-一 | Y. ах, — Х,У) = xr. 
Hi 


这 极限 记 作 |y. ӘХ. WOH Y XJ X ñ) Stratonovich 积分 试 求 
Stratonovich 积分 的 变量 替换 公式 . 


+ PË 


Э. ФЕИ СДА 一 标准 Wiener qd FH, 
1) YPBPÓT nut. 


] Tu]! H ü ба - | 
|. WW, — - W- ln Тоё. 


ча А! |1 


2) 11 ES Try ss; M, W ram. Н. MQ W. 
9.15 E N W- Poisson FFELT, HE л TERT. iR II Xr 


ARTERIE. Эйт HIE ds oss. (Efe Mrd MAH EUR 


lim Ly 存在 且 有 穷 . 这 时 ,这 两 个 极限 as. ИЖ. o. 
VERI: HEDGE rh Fg y^ Poisson PE EHA |55”. 


9.16 W X.Y AJB ЧЕ. ZeE[Yy-- O RY- —= 0 дзн, 
Хо ы 
mz or ga. 
9.17. X YE o DODO—UCOX4 Y--[ X. Y >. 


9.18 Хе, жое Жан Mu X -— O. 

9.19. МУС. HEX EYG, НХ) = O13833 
ІЙ. Х--Х,=Үү--у,. 

9.20 Херо, Х=М-+А 为 其 典 则 分 解 。 若 [4.4 一 一 
1 为 不 趾 道 集 , 则 存在 N C. uu 9 ХЭ =“ (N) (A). 

9.21 X YES S[aAy-—- 1 为 不 足 道 集 , 则 存在 ZE 

ОВ OX БУ) = f (убу), 存在 唯一 的 YE >, hH ja 
CY Dr уу I. 

9.22. WH 2328.2 Peto dk may qa 

X, = H 4 | x 420, IO. 


{ҮТЕ 8 


. my | L 
Х = UN + | OD, ат, -- [H.Z], n. 


^33 ШХА. Нео dbi ic 
JO. eL edge (AX C. VI uL. sil X €. A y. 


. 263 + 


9.24 i$ X ARER, HI X — X' iX" dep X' xg 


gi. Wl 
Z, = exp [X, — X, — OC» | ITO, + AX а 
是 叭 一 的 复 半 蒜 , 满 足下 列 方 程 ; 


Z= 1 十 | Zax.. 
其 中 CX 一 CK 一 (XD) HAX Y (XI. 

9.25 i Z=X-—¿;Y AiR ER LX YI 一 50. 了 为 一 解 

ЭТ РЕР, | 
KZ) = f(Z,) + | fF Gaz, 十 оа). 
ü ü 

特别 , 若 Z 为 复 Brown ig 88. Bl Х.У 为 独立 标准 Brown ië 
动 : lll f£ CZ A hj Sp ge. 

9.26 Х.Д 9) 690. | I. х = 0 
«4.5... 
9.27 УХ A-F Wc RE PER. MA SMX, E 
н М XE E SE Eo SpA. ГД СОХ —sup.uC— MO. XX dE 
Wiener МЕ, Ш M ssh. 

9.28 设 X HEM EX 

KOO = SRY HL OL a 6 Е. 

D 对 任 一 丸 上 的 连续 唔 函数 /, 有 

FX D= FOCG + | (X, ax, 
Ü 


+ SITAR — FX, 0 — РОХ yaX,) 


站 < 


十 Lp 1:OO (da), 


Ep p WE X SERRE S F Л — Wr ЕЕ. 
2) X L"OOzE0,Wpsr —9 BE ]Jo.1L. 1X |° ЖЕ. 
«264 = 


DSA OR LIRARNA ә 069.0. e DP 


PA 其 中 7 及 大 分别 是 了 的 在 及 左 导数 , 则 


—... . | f і 


АРХЭ Polfa x ках, = M Hx, x. | 


l oC, Qo. 


ІХ у Е ЯЙ. 如 果 存 在 -一 个 适应 增 过 
092. 123] — DJ ei) yj np EE SE PR OIPCBU H = 


Hu | 
Мён pasi see m, AYELE Є н 10. 


зн Уу WAX Ж Че. 
»30 设 生 人 7 了， 我 们 有 下 列 公式 
W2 


БОА M Yo ШОХ" YO) 





Хузн 2 al I, t Y à 


| Ту ү sod UN C- Yl), 


ul r 





LAX V Yo | rocd LO = | fi ed LAY), 


œ 


| Бу . Y, yel £L. CX 上 一 Y | ) + 





= 


LO V YO ЫХ A Y) — LX) + L (Y). 
KLIN Уу 0. 
LAX V Y) — | Io i d LX + | Ix asd LY). 
vog "E ` 


9.31 Хез. HBAR | ЖЁН pq bk УЕ. НЕ a € 
R. Наш) Uri frise Р ano ТА Ско 0 Hop A 


CF Oo fp re eem За) S ES 
АРХЭ m N [E xor МОХ) ++ x0 LDQ X). 


ark dau: 
9,32. EW A - Wiener jf f.a 22 O. Хе "W.,.rz:0. 


X; Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 


B+E PENA 和 Z 


本 章 的 内 容 是 现代 软 论 中 较 精 细 同 时 也 是 较 困难 的 部 分 . 25 
间 Be: 和 ZAO 这 些 术 语 都 是 从 现代 分 析 中 异 来 的 . 2€ 意味 着 
Hardy , 2.27102 "bounded mean oscillation" 的 缩写 . | 


$1. JE но 


1061Ж ЖУ EMA -Amy 8 
AM в = ELV М... ] (1.1) 

记 e= (ME ёш, |]| M ж mes. ТК К рї zu # А 
2, SE SN OC! e 2 PE sz l. 

l0.2it 1) 容 易 验 证 , | - j| a 207 Еву. 特别 ， 
ЖМ | ae =0, WJ М0. 

РЭ ME P H EL | M.I ]<— oe 则 由 定理 7 了 .30 知 存在 停 时 
T, t boo fifa RET n, ME 2, 

3204€ M € eC, MN ELV М] IN ELM]. co, а M C 
DORA | M | oem | M || e. 


JEF ME Mh T VT MI = м SCAM UMS 


уам, & M € 2? ,3 fi | M lle < J M lu = 


ELIG r 14М. i} 

DEMER 则 对 任何 停 时 了 有 M ELC H. М" | „= 
LM || ж. | 

T —3 BER БИКЕ EGEE 7. 17) 的 精细 化 . 借助 这 一 
S PB fefi18] ИЕ 2: yw wi fe E ЧУ DESEE bh JR Pa. 
BERI ЖАЛЕ X5 GE PUR X P Bh ЖЕРЕН JE: MA по B D] BACK fa] fe. 
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10.3 5| E — vt M ФИА ODER. 今 
A= EAMT a). 
V— А-А, О = M — V. (3. 1) 
则 存在 M 的 局 部 化 序列 (7,) .使 得 对 每 个 .5 为 有 界 靳 ,VT 为 
有 限 多 个 单 跳 适应 可 积 变 差 过 程 的 补偿 和 在 此 .我 们 称 形 如 
Eliro r AI AA ОЕА 
HEAK A S sinfi > 0; | АЛ, |: 211 ;并 归纳 地 定义 C5 Jos HE 


S,,, = infir > Sp [AA | 29 1:. 
yi] 5, APERTE SS; ho EDGE k al S N ES; 1 <=. 此 外 ， 
Tet 13 
= an, Pass 
HEM T. 17$ M 的 局 部 化 序列 ( 民 ). 使 对 每 个 n. USC EAE E 
їй. AS Au PUE E phi. o T, =S, A R M T, oo. ҢА 


"а 
To ы“ 
一 
k~i 


{H ut 


2141 = | AM, Meara» 


AM: usn, 是 可 积 县 LX. BL AM 1 лт, r 为 单 跳 


щш һун Ж ЖЕ phi. ELEELn. 由 此 引 理 得 证 . A 
10.4 引 理 VE MCCC. (T, bsp EPI. BlimT,— cc. 则 
Alim | М— М! || = 0. 








证 明 5 E= МСМ M". — /LM].— DM ]r,-- 0 Н ё, 
VEM]. H E[£, ]--0, RA lim | M— M5 |20. [] 


10. 5 定理 HRE A AOE rl h. 
uBH HOTE e dp. pA П. Bo d He s€ 6. 95 d 
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sp. d FA pa UEBK 4477 ХЕ КТ па}. | 
Б МЄ ӘК! I EUIEFETEC M 0C. TT 8 | MITT M „=. 
不 防 假 定 M= О. hyl 10.3 R 10.4 i Ата М УЧА 
FEE + PSP RJE. | 
了 >0 为 一 停 时 ,5E 多 为 一 可 积 随机 变量 . S 

A ==... M — A — А. 
A'cmEPbaggfgeaiq) М“? = AU — AW, 
pl МЄ. 22, EL Ri 102 ^O 


| MU — MESS d MU MH 


= 2 A А | 

< 2Ё(<1 a4] 
ЕРОТ 22. 228 S] 83. - 

10.6 gg M, Л Tug. HE 
— POPE, C . (6.1) 
加 ‚0 
Hp AERE Se UR Е — 0. Ge 

0 {МЄ oO s | MI < оо}, (6.2) 

^ i 5 Bor) 的 元 素 为 SEL CLR. 容易 验证 :本 ee 为 线 性 г 


tds BE SR © Ж. REME ДҮЙ МО е. 
i? 4 N ж {е 


!M ||; ¿== sup a; 
IM || < вир A 


10-7 引 理 i МЄ. 2°. 则 对 任何 停 时 了 有 
ЕСМ. — Mr- [opes | y 


— E| | MF | s | E] mn LM i + МЕЕ. p -} CAMS) 


à... 


(7.1) 
证 明 RITA 
ELCM — Mr — Irop Y [r] 
= ЕСМ. — Mr + Maigii р] 
= E[ M: L57,] + (Mrt + Milia — Mr My. 
= ELM. — Mi F r] Miles; H САМ: 


—E|| M]. — [M], b> r] + Milos 
CAM). as. E] 
10.8 Sl Z ME X. W Xj МЄ «6 C. LH. R £f 
JA О uro ЈРВ T 有 
E| CM, — M, D aa) prp] С a,s.. (8. 1) 
证 明 nup HM C A VOS | M | 。… 则 对 和 任 一 停 时 
f t | 
| E[XM. = Му уә] РСС < oo), (8.2) 
ЫЛЕ з” ФЕС Z2 T IV HE LA 
ЕТМ — M, Ij). PO Q [BP ос ра РСА. 
di $it8. 1) 
充分 性 . ВСВ. DOSE BERE T 成 立 : 我们 在 
El (M — Mi Ls loi 
— E[CM _— М, Ea Y у |+. 
RUE, A, S., (8. 3) 
不 {8. S0 ПОНИ НДЕН ОВ. 20 [| MEA vo. L 
10.9 定理 设 半 为 局 部 蒜 , 则 上 下列 断 言 等 价 : 
DAMES (7, | 
УЙ few WE D Д АТ, sg a.s. ХЕ 有 
LAM, | uL K 
EMO. © [AJ] ере < сс), (9. ]) 
3) qu с cO fibt Mai eias. ФЕ ВН У ГА 
Melie a.s. D 
E [LM]. |> 7] -- А rszzei n.s.. (8. 2) 
A FRE Ж o veu c0. EPI Malae ais. | AM 上 对 一 
ШО d 





E[[M].j^,]--M.;,uci u.s. (0. 3) 
Pr. ¿C A TEE 
ШЗ 105329 [ҢҢ 3| HR 10.7 E 10.8 # (B. 206 3) hy IE EH ҖЕ 


268 = 


似 于 引 理 10.8 的 证 明 . 3) 志 4) 是 明显 的 . 只 需 证 明 4) 之 3). 2 
СХ, ВСЕМ | 之 ,由 的 右 连续 修正 , 则 由 (9. DA X — EM )85 
ЖЕНЕ. ЛЗР В о 及 所 有 40 有 
X ta — [М], Cao) = ci 
特别 ,对 一 切 停 时 了 有 
Xp— [M] <= сї as., 
EPCS. 20 у. 1 
10.10: Di AM E 6 EO, W[ pp xE XB 10.9. 22 [Ж НҢ. 
|| МЕ | seem || M || + +e В || M || но | M || sue 
2) 设 二 为 一 a.s. 有 界 随机 变量 . 以 Le xx уа. ѕ. Ef 
S. 由 引 理 10.7 及 10.8 HERNA Н. ME. 
|| M 和 ro 一 Far | E[ LM |... — IM. Dijo Hla 
= sup || ELM — Mr- Ip E 2] Hz. 
Hoax Me0.B3 B 10. 7. [М1 | M |l ecas. 以 及 
АМ | M || osa. s.. МУМ E. Z, ELM & 98.770, Ж f] n SE 
iM || uso. 
F 面 我 们 给 出 58 0t € Ski) ЛТ FHS9 8] +. 
10. 11 定理 iX M AAR ЩЩ Af € 2 770, HAS 
| M Les SERM... 
ИЕН |} М. 11-е. 则 对 一 切 停 时 了 
М. >= ЕСМ 和 了 | 过 a.s... 
ЕСМ... ~ Му 1р) 7) = eo  a.s.. 
Du d MA Y uooxm2c. | | 
16. 12 定理 i А=(4,› — Hh hy BT G. M — CM) 为 
BECELA | D BUE EARE. 车 存在 常数 c0 0. BB О M — 
A.P Np MERACA Ë A| ¿2 З с. 
”证明 2 X=M— A 1... ОХ 日 对 一 切 停 时 全 
E[(M.. — Mr; Fr 和 了] 
< Е[СА„ — As Fs! + Xk. Tirol +] 


‚ж [СА — Ar. Lesa) ez] be as. (12. D 
«ЧЕ -RR E290 有 
ai — ar. = | a. a, + | auda, Z= 2 a. Фа, у 
СИ : [1E 


Dra 


(a, — a, x. ?| (a. — a. )аа,. 
r > 


一 


注意 CR 是 (4 A, Ts 的 可 选 投影 ,我 们 有 
E(CA, — Aj Lg D? v] 


A 


站 
2E| | (А — А, La) A, E. 
LT, f 


.2K [| X dA, |F r] 
Urf 


сЕ A. — Ar Tgr r] 
=2є[ М, — Ap frap] 5 2c as. 
ШИН» HH 12. 101749 
EL (M... — Му Posi +} =ç 3с 

ВЕНЕ 10.10. DA [М T sex 3с. LI. 

10.13 定理 К ACAD XS -本 料 可 积 增 过 程 .4 一 0 0 M 
— (A. АЖ СЕ A. |, РАТА W ЖЕ. Ят TT E Н E eL 0. (QR 
НЕ —4Д!1®0 {ү Mo Ас а.в. W M € ДӨ ТЮ |М. 
2 、 Зе, 

证 明 S Y-— M--A.W|oszYec. Y Xj ЗРЗЕ. Н У М 
4 (— AO HB Ж ШЕ}. 由 定理 8.8.4384 ОАА. 因此 М 
ADI, SMA =Yz- АА e. | 

ШЕЙН 10.12 可 知 Me 35. «02. | M оо? М Зс. U] 

10.14 定理 ib ME Л.П Hik y J LFL, X. 上 一 (8B_)， 
BM lass. Leo we.ui els 


vuU n 


UID 


П 


n 
- 


п. 5. . 


EEBB TOS ERR ELI TMU BON ЯАНА 
26. ЖАТАТ 


UL]. = [L Jr Tora 一 | В=4 м], . 


= |, (CMI. - EMJodB: 


+ OM]. — [MJ], B} enll. 1) 
ЖМ] м. с, QM]. -ELMIDAE -MO H FD] sp € 
TE. HE 5.16. 1) 得 


Е||_ CM]. — EMO Bi sr, | 
= В|] (Mf, — мав! |, | 
e E[ Af СН? — Bi bu 3 .] 
= 1 — F| М | ,|B Fu a.s.. (14. 2) 
n o AR. 
ELM]. - [M] 85 Feral Fe] 
(7 E| CE M |]... — [M] | TIB ing F AMB. Ing 
— E[ M2, — M} A p]Bi Dp + AMPBL Pana 
s ЕТМ | FB Dan — MPBR Lana 
二 200 十 М erag 
e E| М? | S> JB Гуз, + МВ + 2ML Bi 
s= E[ MEL BR Tn 3. (14.3) 
BCH (14.1): (14.3018 m 
E[[LL = тот] 84 as. 
Mam Lect А |А „„.&?. Lj 
10.15 Ж RME «C.H Y-i R RUBY dE залу 
Fe B MOSS | BM | S 1. R !H |=; B_. MI H.MC€.e«o gm 
| H.M || «2. 
征明 $ 21== Вв. M. WITE iE T. 
[H.M]. LH MY 1л» | Hia MT 
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— 


EI Í Е d| M |, 


elf. 


= [L] — [LJr Tarsus 
H PLE v, d] M. MEAC. H | H. M || arreti 
| Z. -2. [Г] 
33 RAIA 2%. 7767 RRA 一 个 有 趣 性 质 结束 本 节 。 
10.16 定理 id ME о. ШЕ. мМ. MM 
Ee дё 02, R + 
ҮМ | а |M н, 1M М ne M =. 
(16. 1) 
КК. Ж ЖИН T, ce a.s, LRL EMT uus | М] 
WERA = A En. А 
[М e c EMT MS Fissa = COM de — LM s ss aq nuum 
| SIMI] — [Mss Ls: 
M —M'l, -[M — M' ; Lis 
—[M]. —LM lh Ip — Мн + M xsd- 
LM]. СМТ L sssi. 
mU O6. 15. 
ИҢЕ} Т, foo a.s. , 则 对 任 一 停 时 8 
М СМ к ЦМТ ЕМ 
"bilo 10. E EE | M suot М [аз i] 
Ж REIM- м |... $ ARBA LM M uus 
О. 事实 DL .Dellacberie, Meyer. Yor[ 1 ] E EH y F 90 8 37; XE 
ПА О Шр EZ (Т? PERENE, EF RR Ж. 


92.  Felferman Ж 


下 列 定 理 和 给 出 的 Fefferman А, БЕЯ Эс UC RI om uo gh 
最 重要 的 结果 , 它 比 下 unita 一 Watanabe 4 ж |1526. 
10. 17 定理 М.Л DII FREU. A— (B Fr nr «WIDE 
- 273 - 


则 有 | 


1/2 
гарм N | aro (17.1) 
< «2 || NE dE 1j | | | ! 
特别 , 取 己 一 1， 我 们 有 

к[| амм] VE М IN е. (7.2) 

证 明 不妨 假 定 (17.1) 右 边 是 有 限 的 . <> 
c=| Лам]. 
Li 
我 们 定义 两 个 非 负 了 可 选 过 程 互 ,天 如 下 : 
Iii = Et — usq , р == V C, Ш 


— 


М/С, + NIC, To 
则 有 


HIK? > SU 
此 外 ,由 分 部 积分 公式 ,我 们 有 
dC, 


HidUM]— es — — 1 ——— 
一 C t + ^/ C, Ina 


—-— 


m Ic sna si C, . 
因为 (由 K-W 不 等 式 ) 
[IU Uses dE NT 


i ir ШИЛ: | » 
mij. осом), (NIU 
EPES ' 
， QT А 
= lJ: dp =a t, | (NJ. == Ü. B. 5, + 
‚б, _ 
НОЯ 


|| | | 
———Ё U, Пам, А js | 
E| раг. | s 
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< E ME,, (17. 3) 
其 中 





i 


E= gl | 


Kia], | 


[6.5 ^| 


neS CN [N] оак), (17.4) 
fim FON LL. LN]. эн RERE P ECN J. 90 NJ >. 
II ж dO.oo 1 LRT N | ect RE RA 

E= E|] (ЕТС. 159.1 — ГАЈ, yak: 


< INI E| o. | 


PHF DGZ 30—017. 504 ШШ. |] 
КО АСКАН P Fellerman 不 等 过 的 加 强 形式 . 
10-18 定理 RMN 为 两 个 局 部 邯 .17 为 一 可 选 过 程 ,T 为 
EIN 
E| | IU EM. NS 


(17. 5) 


— 


ут) аам IN ere в 


Е|| 10, Пам, NI S] 
e T ln 
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«vum. отам, Јама asm 


[T .« 
WEAR  TECIT. D Нн) Uler o (ERU oil DD, 53 AE 
SF. qECL8. DEM Ta Т О Щ&@(18.2). 0O 

作为 Fefferman 不 等 式 的 一 个 应 用 ,我 们 将 证 明 这 -于 为 一 
10.19 EJE VE MC OC, Дм ABERE, HA 

dM.li24 2 [MI (19. 1) 
М8 首先 , 设 M £55 $8 ПАА Яр SA da. x 1E 

— f h N , H igi 6.4, 5. 28. 10 5 Fefferman 不 等 式 , 有 


ELM. N. |І 
= ELM, N] | =. 2 EM Iba J N | 2 Zo 
= 2/2 Mj a Nr) (19. 2) 


于 述 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 定理 10.11 得 到 的 . (E (19. 20 中 令 
N. = sgn M... 可 得 
| М 152572 МЦ, 
HH sen(z)—1.0 5 1 354 z2>0, z— 0 в r« 0. 
对 -- 般 的 ME ,存在 停 时 序列 C5.) 满足. 5, А co , 且 对 每 
个 x 是 一 有 界 对 和 一 可 积 变 差 靳 之 和 和, 则 有 
|M, = Ms |, 24/2 |М» —– М» |а. (19.3) 
[S Jj 24 orh | М М || ——>0,(19. DERE ОМ» XE L' 中 的 
基本 列 . 因此 Ms 226 LOGOS MR CELELS D р УЕДЕ RAE 


Е.А E feriri x НО om. 有 
Sas ЕЕ A ..s i 


= L'- limE[ Ms |F ras | 
Hex № m 
= Mas, 8.8. 


于 是 对 一 切 50, M,—&a.s.. Fl]. M Aa. H. М. = 
a.s, -此 外 ,我 们 有 
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[Mol Не M. |, =c 2.2 lim [ MP || >: 


M iay 


—24/2 Ml a L] 
S j, 7 的 对 个 空间 


B RIJA OS UO А ру TUR АННУ ZB. 

10.20 定理 iE NC Т.Д Ын N € en. ZZ, НАЕ 
fr сс RIA tJ МС. zr 有” 

[ECM N]. | eil M ls. (20. 1) 

B. d N M uA Sc. 

HER 必要 性 由 Fefferman £ AE st pa mH CHR e — x 
| NL ou. ТЕШЕ T TE. 

А ЕВН |A ж с a s. . 9 B= [ INST. E P( BO, > 


r 


_ OSgn M. 
E= PUD Ta WIEL pips 


ТАМЕ El |ё| pb 1. 和 介 我们 有 
EMN] ерт E( M. N. | 


Najd- Mr. 
= e| 57 WES [e 
PLIN 2 е1 


= e M| ya, 


ix BLA RITE. ERE DATE РСН) =0, {| М» Ie a. ѕ. 
RW zc. ЕТ р n Ж] яй ВК яр RP. B. T> 
О. 假定 POL AN] 26 020. 


Ja E lE ]—1. S M, =ê 20W M € 








= васт) _ 
tU PLIAN | 200 T 
W EEA, ED rs o0 $ Маа (ОШ МЄ 


47 GET b M OR BE. t 


D 容易 看 出 ;这 等 从 于 对 Ы МСО L) HE Z. 


aM, = [£7 FUIL S J, T дар, 
o 46, ET HER AR. 
mit {ПА EM erm EM 2 | Eiren | SETE 
2. 由 于 当 Ha EH A ELAN |. Ж“ у ]=0, R fE hisua F, h 
定理 6.28 5b 
ЕГ М.М „= EL AM4AN,] = ETEAN,] 
ИСЕП 
PO JAN | > 2с 

xt АБЕ. 因此 :必须 有 PC АМ |222) —0, BIS LAN, | 
22e a.s.. 于 是 对 -- 切 售 时 耳 也 有 |ANy Gea... 

RRT AFR М = М NT, E= №. ГМ, W M € 
E. FEL M |. =[ M.N ).—8. ну f 

E[£]— E[M.N ].. =c || M ll ss = СЕГА Ë J 

== cE[^/ Š ireo] < cE DE РСТ < 00) |^, 
ELEN J. — СМ] = ЕГЕ] < APT « eo). 
综 上 所 证 ,由 定理 10. 9 知 ,NE 55 C ФЦ 
ПА fare SNE OO = y 5e 0 

现在 我 们 来 证 明 207. ES al e Z e , EA. R 
们 有 

10.21 定理 BROC SEO 上 有 界线 性 泛 画 全 体 所 成 的 
Banach 3$ [H] CB C267 * Jg 26) 的 对 位 空间 ). И} N € 2.070, 


[gez LM ә. 


(М) = E[[ M.N]. J, M € en, (21.1) 
HJ N res 是 rnc жүс экз 上 的 一 一 线性 映照 , 且 有 
е} < INI. <S ы. 021.29 


KB | ell RRA Н РЁ o BU VE. 
Tia]. Rea se D ^ :sw 为 Banach =з |н]. 
证 朋 МЄ 2.40, H Fefferman 不 等 式 ， 

ФМ) | = |ЕГМ,А ].. | 
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| » M! м, МЕ 1 
о, (l HR [|| W v5 l ei. 
E 0. H T d ОС. аса WR ELLN е (А) 
= 0. ДАЈ) N = G. ix XE HW] N ey 是 党 AE В) 7 B КЕН 
ЯП С TE FE БЕШ ЖКК. R TFR EEH e fcu Їн] Д5 cu [и] 
СЭ ЫТА озо 5 dew. 
Apc С)" АИС Bl + [asss] + [о „т.д 
-E ME. ZA 
PADI =< eil M | o =< ell M i.e, 
这 志明 9 限于 7 为 Hillert 空间 v^? E698 RERE эй, t 
ERE А Ne. xp uw] ME. fí 
еМ) |= ТЕМ... 11 
— ТЕММЕ | ell EM у. 
由 和 定理 10. 20 HUN € KO, H М | uo Ф 1. ВЕЙ. 
Е pee че #R. {1 47° {р Ж! НҢ САТ 10.5), 8E фу 与 8 
ag: GT)" [9]. л. 因而 
QUE — {фуз N € GEL WOO), 
ELT s ЖКО es || o8 о t CSET t 同 构 . V C21. 20 38 XX | ee i 
与 范 数 | N Las e EIE HEB om. © RES Doc lus RESET 
m. | 
HO High. 上 每 PARRET A CH Min 
TEREM 10.21 的 证 明 中 和 将. 607 (QL. es. ETT ИЕП 
TM. 
10.22 定理 [E NC S8 LFU, > 
(М) = EOM, N] D, M € ox. 
则 N [mes 是 Se 8. С)" EAG- -RERS F. 
75 Feds EN |. Б [фу]. 
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$4. Davis ЖА 
10.23 引 理 ” 设 衣 为 一 局 部 扫 , 果 为 一 循序 可 测 过 程 ,使 得 
H.M 2), R 
Е. H? M3. < =. 
MATA N EB 4, [H.M .,N ]— H.I M.N JN ñ Fi ys Sh, 
Wag ELH. M, N]. -下 | _ нарм,м], |, 


证 明 由 于 N € 2, N 3 Еур 5 8. 由 定理 9. іо, 
[E.M N]-H.[M, N] A — Ai. [H Fefferman 不 等 式 , 我 们 


有 UN 4н. м.м, | 
= 2 || Z. M || a | N || em < со. 
下 | б 1н,|айм, NY. | 


== мав} н ам], ] il N | аж. ез Жо. OOD, 
[H.M .,N]J—H.[M.,NJec%,, O 
下 一 定理 是 Davis 第 一 不 等 式 . 事实 上 ,我 们 这 里 给 出 的 是 通 
ЖЛ НДЕ. 
10.24 定理 5 М3, Н 为 一 "m ap dE. 使 得 
五 :好 局 部 可 积 . 则 有 
ELCH. MI SE2 Ba | Gen 
ELMI] S 22/86 | Ml e (24. 2) 
证 明 жїн ||| OMA] eno ERICH MD. 
是 可 积 的 . 于 是 可 进一步 假定 H. Меж". 否则 可 到 停 时 列 ( 了 7, 
KT. 十 co 且 对 每 个 Н. M= (H. MOT C Фе". TE ST 
. 280 。 


43 GH. м), K CH. М). 
设 $ 为 非 负 有 限 随 机 变量 ,B=sgn CH. Mislis. ФА Ж 
B 的 可 选 对 偶 投 有 是, 则 半 任 一 停 时 全 ,有 | 
Е| |. at Id A, | EIE ||. " Id B, | EIE: 1 a.s.. 
于 是 有 
ЕГА -. Аў. Ls r] &1. 
ЕГА 一 Ar IpW4l^.]2ml.. n.s.. 
其 中 A. A rat A ñj F, ñ SE 25 dp S N—ONOONÉE 
(ELA... | 27 D BJ Яз Ж ЛИТЕ. Hi] Hi ЕШ 10.12 可 知 N € 56. 0 
HIN] sess? v a. 

IL L = Ff. МЄ RUP) AE RE T, oo. 用 对 一 
н, METR L O Ay ARAARA ZR F ht Jk: 
们 有 有 

EĻN; Le | = E[L.N J, = E(L, NT (Q4. 3) 
ky HI ИШ 10.23 М Fefferman 不 等 式 


E L. r sgn( L.) d E|] LT. dB, | 
^ aL 


Lu ` 


== gl | Li. dA, | 一 Е| | Ly 4A, | 
Lice eT Los ^ 

= Е| Er, A, | = E[L+ N... | 

== E [ Z "T. Nr] = E LE “э NTa ү, 


-- ejj HdLM, м), | 


-- .-. ' `p 
<. rE || RAMI NT I e 
pu. , 


ав | aMi] |. eaa 


最 后 一 个 不 等 导 征 由 于 | N | < sS | N | +e m2 A 3 (定理 
10.16). 另 一 -方面 ， 
елт. 5gn CL = [Z| Eser] + Lr SsSgn(L,.)T 57. 
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由 于 LT 之 Sj S B (L, AKOR CI Leon. 由 定理 
10.19. L€.«£»0, HB н—ксоҢу] El Ly ертс.) т 7.190, 从 而 有 
Шот (Ls, r sgn( L.) | = lim E| |L, хетт] = E| |1%\]. 

T3ÉH OM. 42. RINE 
d 
EL IL. | 1 2A 6 5E[| | 


现存 ,对 0 4 
Ñ (а) = infít Z2 0 : |L( | > LZ Co-€), 
МАС. ҢА 15<оо а. ѕ., Arms AA RAIER, Ні} 
=L: a, s.. 对 此 5 应 用 (24.5} 有 
E[L:j— e= EL | Ll} 


1/2 
итам], |. (24.5) 


=, EI 


一 一 一 ` Í 1/2 * . 
«z.sE([ Fa | ае 
在 (24.6) 中 令 sy0 即 得 (24.1). 0 
下 一 定理 给 出 了 Davis 第 一 不 等 式 (24. 2) 的 加 强 形 式 . 
10.25 定理 I ME 22, 则 对 一 切 停 时 工 ,有 
ЕМІ — Mz Ip 
SAVSELEMI, — [MY Dea S) 51 
ВЕН S М, = Мт, Mg Persa Ira. | V, m uaa (UE, 
Шш) M= COMO 3 CE ББС NL ий 7. 1402. HLM =L M hu. — 
LM e. Hoe FRE E| I pA]. |<: LM X: FC) A JOB ih 
Davis PÆ A(Z ZUR. 
Ге. 2, P. r 人 E 
ELMLp LA 6 F| CM]. = [M hr- Ipsa D 
但 显然 有 MLOMLAM uae 于 是 
вм" — Mies 2 ELIT: СМ. Taal 
(25.2) 
WH AC Z MT A (&&gc25. 22i T HlfRCZS. 10. [1] 
上 一 定理 是 定理 10. 24 的 进一步 推广 
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d 


10.26 定理 BMA- -RRR H 为 一 循序 可 测 过 程 ,使 得 
VH (MIA RRR. 对 任 一 停 时 了 工 ,我 们 有 


Е[‹Н. MIL? veell), EUM] | ean 


证 明 AFM —H.MTO == (Нота ML, W 
(26.17 可 由 (24.1) 推 得 ， E] 
作为 定理 10.26 的 一 个 应 用 ,我 们 得 到 随机 积分 如 下 的 收 倒 
10-27 定理 ik М A fj Bp ER. ic 
LM) == (H i П зер EH [MT € wt. 
全 (及 入 OOM, HELMO, T (ii. 


- r2 
pgs стенам), |0. mi 
L. 17 


r n ." 


E(supi CH. MD, — GI. МЭ ] 0. 
pO 


" vam | 
n=l Loa. f : 
sup | CHE. М), — CH. М), | О.  8.8.. 
E 
下 一 定理 是 Davis 第 二 不 等 式 . 
10.28 定理 i 于 为 一 局 部 拷 , 我 们 有 


|M | ex (7 + 4-/ ELMA]. (28. 1) 

Жр. IHE H T A 
(28.2) 
ural ЖИЙ E| Mz. Ico. 首先 考虑 M 0 的 情 沉 ， 对 给 证 


_ 1 .. 
8g => O Eg M = M-A e. M М? Z= e, IS +. x н Я ВАЈТ, 


E| ү |”. | Ел В,= Му, pe Ж 10.15 пр LA 
(MO. He B O HILI aeo. H Fefferman 不 等 式 可 得 
E|] ам, VEMM n EL Me 
z24/ 2l MI. C28. 3) 
= AS * 


A K= ММ )=2[ M; yoo 1 М. 则 有 
[ K. H |= 2 (ñ _ qo | M, Н] 
一 21.54: LM. (M 5. HI 
== 2([ M, Li ЕЕ [ M, Ls 
于 是 由 (28.3) ,我们 有 
E. айк, н], |a SF Мм. — (28.4) 
现在 ,我 们 先 假 定 М. KEZ. SS, ) 为 停 时 列 使 得 5， i со} 
(KH)53S—[K., H| Eka H (28. DA 
ELK; Hs J| = ELK, HJ), | < 4.72 | MI ух. 
但 困 H T MO KC. , E Ks Hs KoH a. 于 是 有 


P| 05 ]|- ELK H.E S< AZ |M | м. 





ки 


但 由 Schwarz 不 等 式 


[S агим: ] + A^ 2 fM | sa. 





e] | ДЕР 


! 


= (E| MS р)? | E| 





< (ELMS DEMA] +42 IM I Ko. 
解 上 出 此 不 等 可 得 | 
| M || C2 TGGDEUM]. (28.5) 
X r k M. KEZ moe gea p| CT y 8 T, oo R 
М. KI. C 2 Mj H (28. 5147 
| МТ || „с (BS 2 + DELMO] 
=< (2 2: + EOM.) 
FES mrce;(28.5) 仍 然 成 立 , 注 意 到 [ 衣 ] = LM], €^. 故 由 
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(28. 5) m] f& 
| M | xm | Mur m GAZ CE DELMA] + 6. 


在 .小 式 中 令 ey0 可 得 , 
EM || = SO a + DELMA] (28. 6) 
后 :我 们 解除 OM.—0 的 假定 . 取 M'— M Me 我们 有 


OM" Y: wd (MaISLZM AL. iip C28. 6043 
IMi — EL]. 1 E| TM) MU 
= [| M' |. + EL[IM;I] 
= (2.2 + DENM] | EM] 
ez d 4 2 УКМ]. 
.28.2) 的 证 明 与 定理 10. 25 的 证 明 类 似 ， 门 
作为 Davis 不 等 式 的 -~ 个 重要 的 推 沦 . MM 
10.29 定理 z M A — f BOR. UA EE M C l, PSM R. И 
тт ELM je. E E IE M Feo IL MILD E ox 上 上 的 两 个 等 价 
Е. РОВУ Н + |o Ek Banach %: ja. 


S5.  B-D-G 不 等 式 


首先 ,我 们 给 出 两 个 纯 分 析 的 结果 . kaii 是 经 典 LE] Young 不 
等 式 ,其 .是 有 关 缓 增 丙 函数 的 -个 结 
10. 30 EX ROGO R. L BU. е у род. 
$(0)--0. 5 MI fr 4E R. БЕЗЕ ds ye E HS Ж ç BE dg " 
= | gon. 我 们 称 Ф 的 右 导 数 , 令 
С) Osinfls EO: Cs 0 (30. 1) 
и] К, EAEG ЛҮК БЕР ER CCS US PE 1.37. A e T E ВА 
数 ). My 
Wo) | yd. (30. 2) 


k Ieri 


Б н 


— WV GYX — R EAE fU Ы ru PE ACT ЖСР 2h o ir do aS 
10.31 引 理 i O00 R, БАЈ ЗЕ уура. CoD 
— 0, PG) HEB is eR C. ДХ — UJ us ого, 有 如 于 的 Young + 
等 式 : | 
му = (Sa) + Vv), (31.1) 
证 明 ”采用 定义 10.30 的 记号 . 我 们 有 
c: Pu) -H Ns) = | qis)ds 十 | (ж), 
[б.н] 10, v] 


3 Ош) >р, Ш бом. H Lebesgue 时 | 理 5 引 理 1. 382, ， 我 
们 有 (注意 supíis: Gul —9G0) 


Фын) + V (UD) = ҥўїн) — |, pd 9G) 十 J. 005245 
D. Ü, T 


T (и) — |, t {жа} П, со 
= ugiu) — utgXu) — v) = uv. 

Xi фОи) 0. Ш GO. 同 法 可 证 C31.1)， [1] 

10.32 ЖХ WE GODS R. [ЧЕТТ ARA r eS AX Н (00 — 
0. 称 ФО) ЖЖ HR eR Rr. n Rp dT с. 11А] TED 1280 有 

QR = cd). 

W DG 57 — PA IE р 为 其 右 导 数 , 我 们 可 以 引进 男 一 个 

TX e: 


0а 


vue иф\н) 
e 50р Фу 


下 一 引 理 概括 了 组 增 凸 函数 的 主要 性 质 . 

10. 33 SER iv P007 R, FE 2326 TU pg E GO ЫҢ ЗЕР» 
PR Co 391g D. 的 右 导 数 . 则 

D 222, loii l, 
D 34—A4 E21. и2®0, A DULD), 





(32. 1) 


1) po y —=tn =o , Дз rco HF] ЧИ mS op c5. АҢ с> BP GO = + ==. 
HAIE VIGO Lee LXX EE GO dE co 只 是 堪 连 钱 的 . 
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3) 0] am0, WOOD p -10Ф0), 
ШАН DRITE 
Фен) == E FU EL onu) x | eds 
— Quy -- PUO s (е — Pele), 
因此 ос d. Fr caet. 
2) [TH o JE X XD) L0 AR < 220 ff 


5H gXsu зн) — 


Ф (ан y == 
FER-U di 


DUu? см) < 8 pda 
e) =j diu) ^ | ss Plogt. 


E] Фр Dorn eu). | 
3) IH Lebeaguc 引 理 ,我们 有! 注 意 supls t GO ua) = фә) 
sel s ) — | pss = | di s)d's, 
СИ : UD, wA 


хоз tale? 


log 


r 


Чуну) J- Piu) == | pss oo uglu) — |. Sdqs) 


[0. фан! 
= ug) x ob. 
由 此 推 得 35. 
借助 上述 两 个 引 埋 ;我 们 能 够 还 天 如 上 的 引 理 ， 
10.34 引 理 ” 设 史 为 及 ,上 的 缓 增 册 函数 ,gq 为 其 有 导数 ,517 
为 两 个 左 贡 随机 变量 . 若 
EP | «zo. ELE ш Ejyp], (34. 1) 
ij 
BI) < - E[d p ]. (34. 2) 
证 明 S X e hits Eu y Vo рут Н. dH Ve Bis 
КЕ A p2=1. RA 





pj £821 аргу), 
, 2 | p 
ACH BIER 10. 31 及 10.33 可 得 
+ + 


(8) 一 op È = den) 十 yi ZD | 
« peo + TPED) 


« pop 十 eco. 
了 于 是 由 (34. 1} 得 
ELED] < ELSON] + — E: (£7. 


ШШЕ B (34. 22. П] 
Е ЗЕ ФО) 00014 рес oo), ШЕ H Holder Ж 
等 式 可 得 到 
Е[е‹Ё)] = Epin 0] < p ELED F (ЕГ). 
kk h C34. 1185 
EE] < p'El o^) (34.3) 
这 上 比 相应 的 (34. 27 更 精确 (这 时 o= р). 
下 一 引 理 通常 称 为 Garsia 引 理 
10.35 引 理 jV A— CAO AEM DERE 8.09 A RIT RE SRI 
HEEE, y ESA. a.s.， 且 下 列 两 个 条 件 之 一 成 立 ; 
a) EEF a HN fE- Р 1 
ЕГ | =, — Ат. dup € ELF Fr] a.s., (35. DD 
by é S... А DE. A-O.HxHE- BP T 


E| E| 2r] — Ar S ЕГ.) a.s., (35. 2) 
财 对 一 切 A—0 有 
MERE ES (35. 3) 
МЕТІ, D 为 R, E36 B QR PE COD = 0, Wl 
E (E) | ч E[ 99x 8» |}, (35. 4) 
Жн pE Ф 的 在 导数 . 


证 明 首先 指出 , (35. 3) 与 (35. 41 是 等 价 的 ,事实 上 ,在 
( 35. DER ФЕ = (r0 * Ж ун) = Iru (2), ШАЯ 21035. 35. Б 
. AER” 


= - аат поша. == + 


之 ,在 (35. 3) Bis F dpo 171719035. 4). 
现在 来 证 明 (35, 20. Dra) HE 
T —inflt : A, > А}. 
WE AI IngpuoA.HIM[BeZA]eDTeejULUT e. FAJE 5. 
H (35. DA 
| Š 一 Аар= | — Ap- iira dP 


n 


< J кы 
BREED moa AT T Sinfi А.А ЖИГ Н.Н TO. СОГ) 
БИЕ T 的 可 料 时 序列 , 则 由 (535. 21 | 
E 2| S p] Ar ч Ер. 1 as.. 
令 n— oo B 2.19 REM 3. 4.11) 
E[Š |Z l -- Ау = ELR E] as, (35.5) 
Щщ T[£2z4]=[T-— ое U Tsw AE >, HAT. <А, hk H 
(35. 57 推 得 435. 5... |) 
Му ЕҢ Garsia 引 理 及 引 理 10. 34, 3€ ([] 3r. BE £8 9) Burkholder- 
Davis-Gundy 不 等 式 ( 简 称 B-D-G 不 等 式 ). 
10.36 定理 1 M AARRE D o В, 上 一 缓 增 凸 畏 数 ,使 


得 g@(MN2) 肥 下 (VE 可 积 , 则 有 
eG ra EY "Е| Ф| TMl.) | 
< EEMI р У 6 YE| D| rg). 1.636. D 
Н o gica?. D ERG X. 
证 明 2 A= M` ,Ë = Lep-2f ММ. Wi p xz s 
10.25 K 3| xg 10.35. 38 J] 8 EC EDO IE EI yp il Hr ghi 3] 3E 


10. 31. 我 们 有 
E[ dC) ] p EC). (36. 2) 


但 由 引 理 10.33, Gp C2 VB eo EM]. s 18036. 22 И] H8 
| £88 * 


(36. 1) 的 第 二 个 不 等 式 . (36.1) 的 第 一 个 不 等 式 可 同 法 推出 . L) 
Ж g osr olh” AR FGS D) ES AE ZUOB E EROS 
Burkholder 不 等 式 . 
$6. 25 |р ӘК”, >1 


10.37 ЖУ d M OS — FS SER LL pco. HR 


А j с P n T 
EM st [E| (Vim | m мсм. M. 
ж юы (M € A | M| t < со). (37.12 


SOC? dp BL rco FR РР" Mh. ER ОР? 是 线性 空间 . 

10.38 定理 设 1<p 之 oo. 令 

-P = {MEAE MU, < оо}. 

HIj EO | M | e. | M |! ‚* | Mt... | r^ fe AC GC e r B) zü: 
Жү. 

WEBB ”首先 由 Burkholder 不等式 知 , || M || wm] || М 1. 
是 2" 上 两 个 等 价 范 数 . 其 次 由 Docb 不 等 式 知 ,| M. || > l 
ОМ ||» EAA E AS ЛЕК. 因此 六 ?一 -A | М (н, 
| М. LÁ || M || = 48 ЕИ. U 

10.39 EJE p, у НН. И) 20 EUSEB taj ze 
SC. eih EME, МЄ деч, K—MN-—-[M. МЄ". 

证 明 EFL ХНЕУ Алд H. Lj L^ 保 范 同 构 , 故 出 
定理 10.38 可 知 ,2t 的 对 偶 空 间 为 227. YE МЄ 277, N € ЖЧ. 
由 Kunita- Watanabe 不 等 式 我 们 有 


E — aM. NII IR EM А ж” <=. 
(9, == I | 


Bou K МАМ; £l. айм. Nl e D. Кєє. D] 
下 一 958 10. 24 相 类 似 ， TH H. MC ФЕ? 的 充分 条 
ft. 
10.40 定理 ” 设 M у — Й, 621. H 为 一 可 选 过 程 ,使 
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ELT... ratos) p 


* 
| EZ. MI x с, «c, e í |. rial MT] lš 


HB C, E— H 5b BAM X. | 
ШАН  idL—H.M.xMI—£4844XN.K—LN-—H.IM.N] 
— Бур. 由 Kunita-Watanabe 不 等 式 有 


Ef ам, ND | 
E 


则 有 
"mE 
" (4 О. ] L 





j aega Lip ， 
« | d anata, ПАН оо, 


АҢ Фор it) ЖЕ БЕЛЕ ЖК CHI. + T = D. 由 定理 10.24. TE f] 8 
Е[П12]<ео, РЖ КІ АН: + "n нам, м € L 
HKE.. 特别 ， 

E[L. N ..J— ||. HCM, NI, | 


ѓа т l [za ， 
H i N || a 
и 





«[s[[L. ам 
x €, Na lal || H34UM 1| Ti (^ (40.2) 
v Mn EE \ ТЫ И | ` 


EpC, E F р НО. AAA ЖУ ИГИН AAE T.” 中 
$, H (40. 20 9745 


НЕЧИИ) 
| £d m Cej Е| | | asl 


从 而 推 得 C40. 1). [| 


- . 3 mi! 
нарм)" || 


$7.  John-Nitenberg 不 等 式 


下 一 引 理 属于 Stroock[ 1 1. 


10.41 3E х= (X) Ж—Я YE A BGB SERE, 假定 limX， 
-Xo а. s. 存在 下 有 限 . 若 存在 非 负 可 积 随机 变量 ,使得 对 任 一 
停 时 了 ,有 

ЕГІХ.. — Xs о | | Fr] = ELEF] a.s., (41.1) 
则 对 所 有 ALO. 0, 我 们 有 
HE 28 À + н) = 2| САР. (41.2) 


ЕХ 24] 
ШАВ iR Ou Ж 
Г = intizi |X] Z8 А}, S = intgr: |X| >= A+ el 
则 TELS. X, Pea А.В. 
[XL > A+ C [|X, | > À + Z J] 
СХ РАП LLA: — Xr Po 22 р ]. 
H [X 5— Хт Дьо] S| Xa Xs арор БХ. Хк, ñ& 


PQOG > А+ S|. Ху Xr Tue lap 


и ` — 
' ` 


< + |, ro dP 
[XQ А7 


二 | IXa ХР). ат. з) 
П А 


НР Хт і2А Є A r. BH (41.1), {ТН 


| [Xa mm X IpsaldP < | гар < | EdP. 
А А 


[IX [x32] 


Jb yb. Ё Arlim X «s et- = Xs, H Fatou S| 18 


| [Xa XsldPezdim| 1. — Xry MP 
[1X4] LIX; Tea н 


н=л 


< | ёар 
ГА 
于 是 由 (41. 3) 可 得 
Р(Х > À + н) < 2| Ёар. (41.4) 


fO. D r4 фи 8(41.2). C] 


"2802 


注 jag s a AIR ВЕНЕВ, XT D А0. a0 
pPOX; cm À =- g | Г А) = ?| edP. (41.53 


[IX = .| 站 
二 一 证 理 中 的 不 等 式 442.2) 通 常 称 为 John-Nirenberg 不 等 
xÇ. 
10.42 定理 设立 = (X, 为 一 适应 右 连 左 极 过 程 ,limX, 一 
X. а. в. ТЕН. 若 三 在 常数 二 0, 使 对 任 一 停 时 了 ,有 
E[|X.. -- 次] se a, (42.1) 


ybi Ош A< ч x 





Ele р — ул (42. 2) 
ILS — 1 EJ 
E| exp (А | A. —- XT MELOS | ) |. | < V E a. 5. ^ 


证 明 HEO. 11. 32 148 
qcPCX Z, c фпс) S 20PUX S cm dn — lje), n zx 1. 


[= 
+ 


PiX) Dm dac) xL? "Ее 
TEMERE - ` " | 
«4 oss a Rf diff 


А АРЕ i ` ` _ e " 
E ei] X en DPen SE Ж, cQ + 1)) 


=- а. 
| —_ 


. a lo. 
EL. pU А ) г i E — ar Airp 


一 pA] -e (一 f (42.4) 


- 


{нң Оа d M Mi ets Z, 故 由 (42. 4 可 得 
2 一 


" 
АЖК Lok А 1 15: 
E| e | еу М É — 4сА | 
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— 208 | 5 
71—8cÀ ^ 1] — 8A 


设 AE 久 ,上 且 PC4)>0. 由 (41.4), 运 用 同样 的 论证 可 得 


АХ". _ Š —— ГУ 
五 | e : £4] x ] 二 вед СА). 
于 是 有 
- Б 
Mu | = z Y. 
ЕГе 58) E Ова $659 (42. 5) 
T T A4 — РЕҢ, ЯА] CO ruo dE DV xbRECX T4, X r_ Iprszo] чо 
应 用 (42. 5548 , 
- om 5 
E|exp( А "SD |X; 一 Хр Ipso. |< 1 — RrÀ а. 3., 


特别 , C42.3) 成 立 。 [|] 
下 一 定理 是 56.41 C- 3i Nirenberg 型 不 等 式 . 
10.43 定理 £ MC SO H || M uuo m. 


1 , 
1) А, RITE 
h АМ 7 _ Š _ 
E|e' | < I — &mà (43.1) 


2) 当 А1 SHE-— REM T.H 


1 


E|expiAC[LM ].. — LM 1+ tro) ERES ] — ium 


C43. 2) 


证 明 1) i T 7—8, H Jensen 不 等 式 得 
EL |M. — Mz Ipsa | Fr] 
=< (E| СМ... — Mr. Tiran)” | 有 = т. 


于 是 由 定理 10. 42 可 推 得 (43. 1) 


2) 考虑 增 过 程 4==[TAd]. 由 于 ME 到 -42 ,对 任 一 停 时 全 有 
E| A.,— Ardero b y mm a. s.. pH Garsia 38|#B(5]3 10.35), 


我 们 有 ЕГА БЕ m GASD ],л>®1. T JE: BIH E RT 1 
E| Az. ] = mn, по = 0, 1], 2, `. 
. 294" 


Е|ехр (АА. .) | EL І An” 
J- A5 C43. Z) n] 53042. 3) ЭРЕШЕН. [| | 
+ АЖАН Garsia 引 理 而 对 LO 直接 应 用 定理 10.42, 
п] fis F 923559 АЕ Ж: >á Aa РНР T 我 们 有 


F| e хр LAC [ M |]... — LM 2р узор) j | d т] < 1 一 p: 





一 定理 给 出 Си ÉS S3 — 1 ÑE. 
10.44 定理” 设 M Oy — CHE EUR BJ M € BAC щу щт 
GUT cz 0 BETESHT [PHI Т.Я 

EL M. — Mr 1р |7370 0 ac. (44. 1) 
ШЕЙН 此 要 性 由 Jensen A N HES G: ETO^ UE. 由 定理 

\0. 42.24 A È RAHI 

ЕГехр(А\М.. M, L OI < E 

时 此 

ЕМ. — Ms уу) | l< t as.. 
| (1 — RD 


Map M Eu. | 
问题 与 补充 


Hd: EM ARRERA 为 “可 选 过 程 , 使 得 H.M € 
47, 则 对 任 一 停 时 代 有 | | 
Е «Н.М. — CH. M) | ү] 


a, 


. .: — 一 | 
zE(| MEMI Fe, as. 
T... | 


wd E 一 ! 


和 әзе Ама 


10.3 “үе П Ct on Г\. md on 的 
HT Z [8]. | | 

10.4 i ME Z. 40, X: AM lte, e€ 10, 1]. W| (M) 
EC, | 

10.5 Ë ME. ka. 


1) Ж Е[ехр| M.) |<, HU (AO C. #7. 





2 | 
2) Ф Е| exp (М). | |<ссе, к>, e (M) € 2, p= 
pt 
2р} | 
10.6 E МЄ... BEBE T Ж ELI AM: To] 
оо, BJ 


[M--|—ilMij.«col а. ѕ.. 
1.7 ЖАЄ УН А. = co, ХЖ Т. £ 
El AA HIpuua doo. im B. 5. . 
10.8 W MEC. G. B 
B = (MO + у, 
X A X B АКУ, И 
D ГА..<00 | M>] a.s.. | 
25 车 对 任 一 停 时 了 ，, BLAM Hors. |ә. W 
[A 二 col 一 [| 本】 a.s.. 
3) Ж ЕГА J<, W| M € Z. | 
10.9 ЖМ 5—06, Нора |M,| oo. X МЄ, LN J 
М. РО М—=])=1 
10.10 XEF, p> 1. Ë 


РХ = infi AS +] IAS X 


[9, 
= M+A, ME Awr ÀA € Z), 


AM: 
] + |АМ|` 
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Z= iX C€ S: |х]. ос, 
j| 1) £^" Ab — n] Ei <= |н]. Н 5“ rC: y 
2) QC C TT. HR ME HH EMIL EMI. 
ЗАЛУ KESAR 
[XL] „С Xd ur. 


Hp C, А Р 的 常数 . 
1) WE Xe" H X= M-i- A 为 其 典 则 分 解 , 则 


i VIM] + |, IdAd m 20 d X Her 


同时 57^ 3g — Banach 空间 . 
140. 11 lE pol * 221 ' ros] db } z = 一 . Xr AX c = н H 
为 可 料 过 程 使 得 ZP | uec. M] AI Д Хопра. Н. 


[H X |: < d Oz |, MR Hen, 
| car. . ENS 


Hep C. REY OB ER. 
10.12 UE X.X'"C 57. 称 (X dE ° ВЕКЕ X 


是 指 存在 停 时 序列 7 Ti o0 ,使 得 
lim [| (X — X) Jer = 0. 


Дера о" [MU | 
= X. | rox © r | «7 e | d 


MI p OBS ЕЕ ЗЕ M: 


D lim 25 2-^EL CX? — XO? А1]—0, 
n) Ё ] 
2) 对 5 的 每 个 子 列 , 可 进 -- 步 选取 它 的 一 个 子 列 ,使 其 在 


Б” 中 淮 局 部 收敛 于 X (参见 问 题 8. 20). 
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StA PRAJE 


Ж ЛЕС АЕ ВЕНА А. EE > ЖЕР Pk НО ЖОН Fi 
的 工具 . Bü a zs FD | SE ЖЕЕ sz 2 3 00) £L ea ЗРЗЕ ЫЛАН 
REFRE EHRE. 十 分 有 趣 的 是 独立 增 量 过 程 的 经 典 的 Lévy- 
ho 分 解 就 是 半 款 积分 表示 的 特殊 形式 . 在 最 后 一 节 我 们 研究 另 一 
2S fü] А АНЕ ER — ВЕКЕ E TERI ВНЖ Sj ETE p EGER 
要 网 作用 . 


$1. 随机 测度 


ІЕМ BE., SEDAJ Wim. EN 
(Q, F= (О хв, х Е, S x HR) x SED, 


@— в ух B, 22 = Z x BPE, 


AEA 0 A R: 0 Бу CC» n m ss Sk gk s 0 
Е ар Coa RD eg $8. 
(CE s СЮ) BUE Lusin 空间 , RI E 为 某 一 紧 距 离 空间 的 
Borel 子 空间 ,各 (EEE) 为 上 上 的 Borel Jt. Jan. CE, (EDn u EE 
离散 空间 , СА, BRA x PEE S] UR. AR). 在 本 书 中 ,我 们 
主要 讨论 实 随机 过 程 RERAN RAEE ZEAR 
为 (R, BRY). 
11.2 引 理 i6 W 为 入 上 可 选 (可 料 ) 晴 数 ,Ca) 为 可 选 ( 可 料 ) 
EUER ST А) — EB + W 
W(m, T, aroraa le € S y(resp,. Уу.) (2.1) 
证 明  VEAGÉGUAW(e. t, z)= (oe, Dgr), fio, NEA 
( 22) Eg G2) € (Е).С(2. D iar. kE J АУ ST XE (np BW, 
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(2. 1) 林 由 单调 类 定理 推出 Ll 

11.3 ES (x GCE(R X E CE)0 EIET eg XC Fry BUR 
LE 
1) Xj JS o (Q. иш. fO dE S(GUO X S8CED) E BS of PRIM 





2) НА REBRO OKEE н, BDE, 570 ERES 


M(B) = |||, Таба, t dulo, dt, dz) |, 


则 M, 是 (站 ,多 ?上 的 测度 ,并 称 之 为 上 产生 的 测度 . 若 M, 为 有 限 
С 


WEM, С) ос, BR и ATR 若 М, Р OCIO S e HIR 
Н, ШРК ле АЈ: R] REP o- n] FA R 
p AR. ВА И WK e а о: 5 A= (А,(9)) 为 
dii Wm ECCE RR Sg E ‚ОЙ 
ибо, dt. dx) = СЕ 


方 一 随机 测度 ,用 






pO, 6] x E) — А, 
Оно. MENS. | 
# Wwe, 
ш, dies Кг ЕРОТ 
Bc (QU) x SD, (3.1) 
仍 为 一 随机 测度 (3 лэ а »—W. вй de Wap. 
iW cO. XX mo 





[miae ec 
Dg. el x E 


规定 W* = OV x god b: 


W x n, = | Waun, Lol. 


u [0, "Ix E 
随机 测度 x 称 为 可 选 的 (可 和 料 的 ), AAE 7 88 W * 存在 的 
HJ k ur ЖЕ PS Sx WW x pg: 是 一 可 选 (可 料 ) 过 程 . 
O BARRET 220, 1 * mA 二 co, 则 为 要 w 是 可 选 的 (可 料 
ШАМ BEEE), la * a= Ca([6, 2]X Bn] 
11.4 引 理 设 上 :是 一 可 选 ( 可 料 ) 随 机 测度 ,W 是 一 可 选 ( 可 
3E 95 SE AXO Ш] у И + и К СПР ВВТ ЕЕ. V 
11.5 定理 Беж R PS n] ye Ca SD БИРИ IS H RI ve c ni 
EPa- LECC) E M, 和 М, 相等 , 则 =v, 妈 py 和 v 是 无 
Ka O e S 
Piiw: J B € (RO x BE vlw, B)1) = 0. 
ШАН ip Aed A А0, ARA n MASMA) 
«Loo. 4 ££ RAE e (E20 — 8 CE) ga] P х-Ж. XEL n RE рЄ 27 
规定 





U = СГА fo) *u. V = (Ta In) жу. 


HD U nV 都 基 可 选 { 可 料 ) 可 积 增 过 程 . 对 任 一 非 负 可 选 ( 可 料 ) 过 
EH, RIA 


E|, H dU, |= M,[Ia Iot] = MIA IpH] 


一 E|], Hav], 
IH U V P PC SUB. 从 而 
P| |^ | | Ada 
一 |. Udo (m 0, V D € D) | 


由 测度 延 拓 唯一 性 可 得 


* ЗОО * 


P| о | dz = | Is dv. V BE .S(RO x 5808) || — 1. 
n і} п 


在 (3. Dp п-се e= D] 
11.6 定理 5 т A S) HOWE HERT ОСУ) DX 
cH m. 为 要 存在 可 选 ( 可 料 )? 随 机 测度 e dii лл = М 当日 仪 : 
ОЕ KR RE СОХА, n(NXE)=0, 


iD SHÍI—ACOCEO, kim Ao, Ж 8 FERE SERE X 有 
mQTQ) = mC XI әл X Ia) = m X13)). 
在 此 情况 下 ,可 选 (可 料 ) 随 机 测度 и 是 唯一 确定 的 
ШЕ 我们 只 讨论 可 选 情况 . VAE DERAK Е 
EEEN M NXE 0. 注意 Y 一 Ta* pj 蚌 一 可 选 可 积 增 过 程 ， 
对 和 任 一 有 界 可 测 过 程式 有 
mOLO = MI = |. XY, | - E]. xav, | 








= MOX = moXI»S). 
ЖЛ. 首先 ,假定 mw 是 有 限 测 度 , 则 ww E BTE: 
müdmwo, dt, dx) = nw t, dx)»mtdu, dt, E). (6. D 
—— BEALE), nfe., t. Bo m(da, dt, B)ƏS F mido, 
БУТЕ 2 tm Radon-Nikodym 导数 ;同时 第 又 起 一 个 可 选 过 
i 5.14); 对 所 有 (ew， £), nCGo. г. * 2dE 52% (E) EB ERE I 
BE. 
将 定理 5. 1] 4E 5.13 НТ mo. 二: 下 入 我 们 可 知 存 在 可 选 
ni ypESA— AO diio fE—3E m np y mue 有 
m 一 Е[| XdA, ` (6. 2) 
取 | 
ибо, dt. da) = n(o. t, d x)d Ao). 
不 礁 验 让 A Ke HJ ye np EIER SLM HE. dq (6.12. C6. 22. XE (T — 
BEAN ЖАҢ y n) Wq PRU 
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nO canc X e | | Xon, t, B)m(de, dr, E) 
> + - 


" E| | X, Go)nGo, t BDdA,Ce) | 


& 


2 ДА X Cwmni, #, Byd A Go) | 
= gl. Mi dt, ах) |= M (X Is) 


二 是 由 测度 延 拓 唯 一 性 可 得 在 ŠZ Ет М. 

现在 假定 m 是 o- 有 限 的 . 这 时 存在 今 中 互 不 相交 集合 序列 
CA EB A= U А, НАР, m CAD oo. 将 上 述 结果 用 了 于 有 
限 测度 m CW a, ) 可 知 存在 可 选 可 积 随机 测度 如 ,使 m СИЈА) = 
M, (W), XHE— WES + ger. 取 


Hc 2,1 д «Ё. 

则 容易 看 出 # 是 可 选 随 枯 测度 且 m— Л. н 的 唯一 性 可 由 定理 
11.5 推出 。 [0 

11.7 EX 设 上 为 一 随机 测度 . 知 存 在 一 个 可 料 随机 测度 v. 
满足 

ij v Мио 可 积 的 ， 

i) 限于 Z E.M, 与 M. 相同 ， 
则 称 e 有 可 料 对 偶 投影 或 补偿 子 v,» 为 上 的 可 料 对 偶 撤 影 或 补偿 
+. 当然 ,随机 测度 的 可 料 对 偶 投 影 ( 若 存 在 ) 必 由 定理 11.6 唯一 
地 确定 .x 的 可 料 对 偶 投影 也 记 为 e ай p. 

Ж ”我 们 也 可 定义 随机 测度 的 可 选 对 偶 投 影 , 但 本 书 并 不 需 
要 用 到 它 . 

11.8 定理 随机 测度 a BON ni L RHB ЕЧ B DOS T ЕН 
Њен о 7 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 往 证 充分 性 . 


a AD + 





对 尾 一 有 界 非 负 可 测 过 程 X K dF f f Л 26 (E n WU РЕЖ А. 
Ях 
(ХА) = М„О?ХҺ). 
因为 好 .在 多 E o- ËB. и] — н ЖЕП og 37 上 的 测度 . 显然 ， 
m 和 机 ,在 .上 是 相同 的 . 容易 看 出 ,m 满足 定理 11. z 
四 抽 存在 可 料 随 机 测度 film = M.. 于 是 "是 可 料 SES R. „= 
д. |] 
11-9 定理 ” 设 随 机 测度 x 有 可 料 对 侦 投 影 ,W € + H. „= 
W * Зарро 可 积 随机 测度 , 则 "具有 如 下 可 料 对 倡 投影 ， 
oe 5р” 
An U = M.LW | 1. „е 
WEBB HB М, 在 多 E sn, ВА W X-T M. {к > 
P о-н. T U— M LW 有 Ai BD. 3E HOS l) Берра 
使 得 M.CLH DSM | HW |) оо, Д 
М.Н) = M,CIW) = M CHUG = M;GIU) = Мо ОН). 
因此 =. = 
11.10 R 设 随机 测度 x РГ АБДИ п, € 2 
EW * u 为 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 X FUR Т ГЕУ ВР: Х = 
Ux и. ЕН = М„[У/ 13, 








11. 11 定理 ” 设 随 机 测度 e AT БВ д. УС”, УЫ 


| СГ СТ), dila 
E 


I 71 
== F| | WT, x)ku 1T 3. алі.) Fr] a. s..(11.1) 
E 


HA RAcP ЖА, tOM CA, «oo. H W redi A, 
EEJ AX = (Wia) * и 为 一 可 积 增 过 程 且 具 存 可 料 对 偶 
ВХ (ИТА ә д. I) AXIS шыл SELAX hirea l> r- 
п. B. + RI! 


: 208 + 


| WT, zr x, C, DRUT), аю 


- E| | wer. za (Т, DAAT), dades ra] as.. 


(11. 2) 
在 {11. 2)7 中 令 n> 48011.10. [7] | 
11. 12 EX. BEULI e 称 为 整 值 随机 测度 ,者 
1) 56 WIB 10, 1. 2, 7, oo. 
20 对 一 切 2220, гү ED v 
3) и dE n) pk H n] xe e- n E155. 
11.13 定理 л ЖЕ (ELE UL Br Н {УМ Чат НЇП Кели: 


pdt, dz) = Уд. зб, das) (13. 1) 


a 
Kb ож ЖФ 称 为 上 的 支 集 ),8= (30 为 一 可 选 过 程 . 
证 明 ЗЕРЕ ИЛЕШЕ И ДЕ GDYE Н e о-н] ЖАЙ. ЕСТ) 
为 一 列国 互 不 相交 的 停 时 ,站 = U [T', I] X W€ O, Wp 有意 
义 , 则 






W x p= DWT, B Oli 

由 引 理 11.2,W x Эй, URL e d EH 3 SIS ВЛ, 
(QU BT, 1 UDO XE SITAA € 2, A, $ Å B MCA. Bl 
是 可 选 入 可 积 的 ， 

必要 性 . а (о, D : ACH XE) =1). Р а. F 
TERACO REA D, B HSA n, M, GÀ. oo, FE pun = 
Ia, * АЯНА, А D— U LAB 0]. Же p— 
U ET, I ,其 中 (T,) 为 一 列 图 互 不 相交 的 停 时 

modu FERH E "FRE ARARA WE 27 T, Go 
过 oo, 则 存在 实数 ёт Go f Соо, (To Brus G0) 1) 7 1. B 

Ë = 0 IT 
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T 
L 


HJ C13. D p r. JG HUE 8 是 可 选 的 . 事实 上 ,对 每 个 BE 
nC EoG4qG 

[Br € B, T, < о1= [aG T, x B) — 1. T, o]. 
d Hi UG X B)irr coL B] ya TE Рт у БФ Р 在 1, FAEK HE. Et 
бт Prae (€ GE T, Ed m 8 Ae n] pb E. [| 

11.14 定理 UL D у ЗЕ $É Bu ЖЕ (S БЕЛЛИ БРА АЩ 


Ф.Ш 
a= (à. а, = иг) x EX, 22 0. (14. 1? 
{== [a > 0]. (14. 2) 
K = [а = t]. (14. 3) 


а ЖЕНЕН ЖИЙ. Оа. J 是 也 的 可 料 支 集 ,KK 是 含 于 万 中 的 
长 估 可 料 集 ( 不 计 不 足 道 集 的 差别 ). 
WEB] BAEZ, AQ pup fe a м, Доо Ju В? 一 
lj * p O4 — n] yku BUS Te. R RBR E AB — Da * v. 于 
是 а lima 二 是 可 料 的 . 显然 .站 一 JLAB'"zE0JH. D 的 可 料 支 
ULA В" = 0] = [a > 0] = J. 
I ut, a 是 一 稀 朴 过 程 . «MEE 7 Up ELIT T 
аталу = 要 [ACE х ЕУ ш. Эбт] а,в... (14.4) 
fax oszuCir ox ЕЗ1. ËO ERMA 0501. 
MERET ЕНЕ ТТ СК = [a= 1] H (14.4) 
可 得 
El {T} X E Ypes | — Elart] = POP « o). 
因为 OSZaCUD)p XEO renl TE. 
BOUT IX E)— =] as. EL < on FL. 
E TU CD, Brei KC D. 

一 方面 ,大 如 J: D ун FT НАЕТ {ШП ТОС 
nk. p pass vH 014.4 n] A ауен гета. =. . Bp 
[ET DOCK. ix [ T |C HNK WFR. УЛДА IIC K Fi K f 
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SFD 中 的 最 大 可 料 集 . L 
11.15 定理 Ü X — CX0 q — E Fu {з ЖЛЕ S D — 
[Ax=0], Ж м 
несі, dx) = 2496 ax (dt, dx»p) 


Jg -— 8 PLN RE ELE f ИГЫ АПШЕ v. 7 4 
ERU LT SEPTA DE NN 
证 明 Е D—[AX0]|4 8 L E H AX 为 一 可 选 过 程 . 
由 定理 311.13 为 一 整 值 随机 测度 . J F НО Ж ШЕНН M, dE | 
s- PR. 
XJ n1 取 
T. = 9. T... 


= inff > Tant FS AX, | < —Àj 


ЩА, „= [ 0, T... l x([1, — [Uto |22,1 U А, = В 
М.А, Dm. [| 

在 这 一 节 的 其 余部 分 我 们 都 假定 是 一 个 整 值 随机 测度 ， А 
жах в Н (10) x E)= 0. 我们 将 继续 使 用 (13.1) 及 
(fd 1 一 (4.3 规定 的 元 号， — | 

{НЕД ЖЩ xu] JS e И 关于 w 一 "的 随机 积分 . 事 
ЖК, W * € ox uv pig жи BE W * £ ARER., 

M = W x u — W жы 

RRA anb u TRAESEBI ой А M, = 0. 因而 
关于 о Bu BE BL sr Ита M= W * Gc. BEST 
AM, m W (z, x)uCit3, dx) 一 | W,zxt),dz), £20. 


由 此 ,自然 地 给 出 下 列 关于 一 般 随 机 测度 的 随机 积分 的 定 头 . 


11.16 ES ir 
Сах) = vt}, dz}, t Z 0. 


EW ATRAS. AHA t>o, | [Wa z) [u (dr) < оо, їр 
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mz 1, 





W. 一 | We хур (ах), РР 0, 
E 


Й = | Wr, хунс, de) — | Wr, m)u( +4}, dx) 
Ë JE 





== Wi, Bu —W,, 1: = Q. 
TAR W СИ, УД W СУФИ. HE W 是 可 料 的 .. 由 定 
BB 1. ТЕД СДО =0, 2 


es [w € S avyim | ma. zt Case 


—— sa 


则 由 定理 7.42, ЕТ W € (о fETEME RUSSE О 

M ë AM = W 这 一 戏称 为 本 关于 六 -7 的 随机 积分 , 且 记 
W x фир) нў 

KA s 





M, — | аз а З гео. 


[а.х | — 


E UL 
[M] = ХУСАМ): = X(W y, 
SA. We B W x Є >, 则 如 辐 前 面 所 说 的 ,WE 
НУВ W x (—u)=W * 4u—W жр, 
11.17 定理 iW € (6), M—W * (x 一 x)， 则 存在 YE 
сн) Е M= V x (—u Н. 
[a =1]C [V = 0. (17. 15 
若 不 计 M EER EXEV 是 唯 -一 的 . 
证 明 ”由 随机 积分 的 定义 ,在 全 上 有 
AM —W —W. Mae.. 


所 以 
U = M [AMI2]= W — W, M,-a.e.. 
H 
V = 1 + л 
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Bj U —W — Иа = И (1 —а), ЈА 
V= W — W + WI... = W — ВЈ, ај, Мга. е. , (17. 2) 
= W —WIL ua = WI (17.3) 
注意 到 [a 二 1jCP; 可 得 
V,— Wa, BIO — МЛ ГЬ) — W,Ir, a 
= Wa, BAKOD — W, =W, t20 
АШ УС € СЛОЙ M=V x (иь). (17. 1) Н (17.3) Е. 
5 方面 'Y ЕХ КОНГ W. FLE A 
[e = 11C [W = 0], 
则 由 (17.2) 有 
| ү = W, M-a. €.. 
V 的 唯一 性 由 此 推 得 . | 
11.18 引 理 БЫ ре, Д] 
S GI) € ASIHA —a» Є ox. (18.1) 
ха, ECHIO— 2) E BCHIp) 的 可 料 对 偶 投 影 ， 
EH = U IT. l, 其 中 (T,) 为 图 互 不 相交 的 售 
BI ERA. ат, Irr eai ELI CP Y Ec <<] Fr] a.s. 及 Hr Є 
Fro A 
E| >; |H, | Ee (s) |= 2] ELIHs, He CE, E < 
一 УЕН: |G 一 ar тсә) 
= E| > |Н, а, |. (18.2) 
+ Г OH РЕН ЛЕ 
ELZ HL) |< о° 


或 Е УЫ, а) «eo. 
ка T 


RECS. 2) 中 用 HI cs c fA] 五 1 就 可 得 到 引 理 的 结论 1 
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11.19 定理 ИЄ 2 BIET CO. J wa. rào) 


< CE. Hx. 

Ln 4 W 
1+ W = W| .1 + |W 
B = (| — W M Wow usc W — W р ку 


+ YX (М? ш Wig. Bl. 


А 一 一 F L жы + wv 





— nid 一 a). 


W € (SA € ALB Є «xt. (29. D 


证 明 BLS W 是 一 个 稀疏 过 程 , 我 们 有 
W 
2 一 一 一 一 
sro] 十 LA 


一 Ñ We, 80156) — W. 
= 1 + IW (s, 2,0705) 一 уу ТСС x E) 


=A= as x E» 


one F WO Ө УП наз, dz) 


+ У та тете 


H # 11.10 ЖУ 11.18, ху): А € хут. АҢ iX Е) 


А Ж ZC ТЕЗА 
用 类 似 的 计算 可 得 


EWET gia HW |T- woad 
= X((Wš Ipen + [W emoe 
+ (|W — W | Ia eg + |W Й | и-и] 4 
和 
(ЙГ sa + [W Пота) Є ӨВ € wi. 
АН. B 是 SWD- а „+ |W о) Ир ЖД BERE USER 
(19. D T halg 7. 41 推出 . [| 
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11.20 Ж (a) — 4 e] RETE BI. НА {Ж 1. W.W. € GO 
REE a, 5.1 
11-21 定理 D РЯ, (д), FODE SECOBIT m IRI: 


Gm ПУ E i V 





= 0 |W G, х) |у (dz) < co: 


УС |) €, 


Сн) = (W € 和 V ; > о | mw. z)hwGLir)s« ee 





EQ!) € o4). 
W + (gie. 
DP W € #, (п) = |W —W | # + X(W: (1 —a)) € е 
¿W * (и о) JW — И жо + XXW?(1 — a» 
= W?xy— X(W), | 
后 一 个 等 式 中 假定 了 W xv 
ирген M E 
证 明 D 容易 由 *GIqwp < < xq b m Xu pp 
= ХОЙ?) 推 得 . 2030 3) 的 证 明 类 似 于 定理 11.19. 事实 上 ,我 们 
Ж xciv) = [W —W|ixz-4 XOW |7) ЯП «W^?» = |W — 
Wits ut SqV*I5). 1] | 
11.22 定理 SPP T W € € GOXTPTEU € 9,000 & V C 59, Cu 
使 W —U-rV. 
证 明 J M —W x (и) Ë А= ECAMI амь). ЖАЄ 
ex СУ 7.16). BZ 
U = (W — WOIp w-wa + WT] 
V = W — W) Ir 1 23 ИЛЛ}. 
ЖУ —U-J-V. 由 于 








AA, = AM, ras 


* 310 = 





«| (V Cr, 2) — W Mp A UT dz) 
E 
== W I ud spit mm uiri X Еу) 


=| ОСТ Сз, О 
E | 1 
| Ut, тоно dr) = AA, + Wa ъа 的 可 料 授 影 汶 


U, U | 742, xv (dx) RE АА, 十 ЖАН, |] 
ч Е f 


AmE ACA—ADOEUGC'Z, GOGQOJI* (и—ь)=А—А). 这样, 我 
а= Є (н) Н ALV < (—u))=V f 4 REIKI 
2), V x NDE ARV ERG. L] 
11.23 定理 jt W € LO. M= W x (и—ь„), 五 为 一 可 和 料 
TE MAR H Xp M RDBUSHELDCSS HW C Ç (u), 且 这 时 有 
H. M = (FIW уж (e — wv. (23.1) 





正明 AA 
H: [M]= У OPAM’) = XGT! Й?) = xd, 
H р M щн, Н [M]E ou. Sfr HW €Z (g). 这 时 
还 有 AGI. M)=HAM=H W=(HW), gm2 Dix. [0 





$2. PRR FRIRE 


11.24 定理 设 X 为 特殊 半 软 , 且 v d 
~ X-M-FA 
为 其 典 则 分 解 , 其 中 M 为 局 部 靳 ,4 Беи] БЕТ REEE. 4 二 0 
Bt x X 的 跳 测度 ,+ 为 上 的 可 料 对 偶 投 影 , 则 
М“ = жж (Qu — v) (24. 1) 
证 明 对 任 一 可 料 时 工 , 我 们 有 
A = E| AX pa | ,_ | 


= E| | хест) - хут] |> r- | 


* 311 * 


= | ху {ТГ ү, аж) тосу a.s.. 
Е 


因此 AA 与 (| vct). dx 无 区 别 , 且 


| relit}, dz) — | тыг}, dr} 
F E 

= AX, — AA, = AM, = АМ, £= 0. 
fi B LT E SX. М КЕ лож Сир). LJ 


11.25 定理 i X X x. ‚> Жуу Bn Sb (8 


投影 , 则 





X =X, Ha F А" + (Ст үсү) # Ce Ы) 
С +же@акаыри BD 
其 中 X 为 于 的 连续 蒜 部 分 :ea 0 — B ЖЕН НАЛЕ ЗЕ ЖЖ, а„=0. 此 
外 ,我 们 有 | 





VCO xX E) = (QR, X (015 = 0, (25.2) 
(r* А 1) xy € л#р, T4 (25.3) 
Aa 一 {| та»). (25.4) 
AE RH EGER Group * н= EGAX Pax Sap BRI 

Y= X— X,— (їз) д, t= 0, (25.5) 

Ж РЕЗЕ СЕЛУ EOD Н. Шр У 
Y = M + а, (25.6) 
其 中 МБ Н M.,=0, а 为 可 料 有 限 变 差 过 程 , a, 0. 显然 
M: = Ү = X, (25. 7) 


Y 的 踏 测度 是 oe e * ВВР Е Л. 3* v. 出 定理 
11. 24 我 们 有 
M^ = Gips) ® Ge — v), (25.8) 
itkÉCG5. D nfi (25. 5) — (25.8) f ШШ. 
(25. 2 J HH Eg Bg. C25. 40 Ж B3 C24. 22. (E C25. 32 xb $a uE BH. 
因为 
(тел) * t = ELAri paap = 2CAYÓ 


ri 


以 及 | 人 7 |& 1, Caan * # € «x. H. Жи Ж x: S В Я 为 
La fos ка] * МЄ тегу 55 — Jr H Fun * p € «Y ЕНН ЖУР], BS US 
ашау» ш. Ma СА 1) жул. [|] 

(25.1) PAFA X 的 积分 j ,三 元 体 Ce,， 8. 
OF ERA X. 的 可 料 特征 (或 可 料 三 元 体 或 局 部 特征 ). 可 料 三 元 
体 是 研究 半 蒜 的 一 个 重要 工具 ,虽然 一 个 半 计 或 其 分 布 律 一 般 不 

11.26 系 — TER X RE— T REERECE UR BL DUM 

Ox: а = Ж(|АХ|Л ах say) €. 

这 时 XX 的 更 则 分 解 为 000 
X = (X, + X! j rx C — 020 + ба RP Grlpusu) * v), 
- 





w 


Hp и E X ВОВЕ у A н ATER BERE 

证 明 h X BEL K C25. Dn[An X 为 特殊 半 蒜 当 且 仅 当 
at (rÍ- pop x uE „н SR HEB Cr ры Em: 因为 a| C 
rs {Нг >ы; * v ДД (тЇ, ur * um up mE .С026. 1) 
可 直接 外 (525. 1) 推 出 . O 

11.27 系 设 和 为 一 个 平 蒜 ,县 有 积分 表示 (25.1)， 又 三 为 
R, EAR C-AR, MARE FOX УЙЫНЕ 7; 


X)=M-+A, (27. 1) 
M = Х,У + PX ). X: + [/f(X_—+ x) 
Бе uL nM Mcr 
"Ww 一 СХ.) |ж (a — o. (27. 23 
A= X a FX LB + [ИХ + z) — f(X >) 
7 
— xf' O Mea] * v (27. 3) 
特别 ,特殊 半 靳 了 二 e* (ас RO ЛИИ УЙ: 

Y—Y,+ (Y_). N + (Y 2. I. (27. 4) 

N= ÀN + Qe" — 1) * (ug — u), (27. Б) 


H = iux 一 28 + (е — 1] — імлі. ?RY (27. 0) 





agdas 


证 明 运用 Ito 公式 ,积分 表示 (25. D 及 定理 11. 23, 我 们 有 
FOX) =f RO + РОХ). (ХХ + LOC). (X) 


+ (У(Х) — FOX 0 — FOX 0X) 
= (X. РОХ). fi (X y, X: 
+ (= f° CX Orig x (u — v) 


+ fX fuss? жн LOC. 


+ (fOX_+ x) 一 fX) — xfP OC 
== (Л) + J CX 0. X. + (ж CX 2M pus) * Cu — v) 


十 FOX. a + rus C. BO х) 


一 FX >- af OX Mtas * x, 

H TF KOH NS FOX. РОХ LO d ly Bp Ж, Cf (X + x — 
FOX.0-- xf'OX Oc * # Ж А-А БВ ЖИЕН SEITE БЫ ЗЕ JE 
过 程 ,因而 它 属于 „Н ЖП А {АЖ CO (X Hrd СХ 
Хо) * v. 于 是 容易 直接 求 出 典 则 分 解 式 (27. 1)， 
(27.2) H27. 3). | 

3:027. 10. (27. 22 81C27. DAF ze BIER 427.4). 
(27.523827. 60. C] 


11.28 R z X HERH (а, 8. 已 为 可 料 特 征 , 则 为 要 X 
Jë EB DLE EH ОЧРА 220. 


pt X Ер = б a.s. 
这 时 ,a 也 是 随机 连续 的 . 
ШАН 91-2220. AA 
хрх E) = PLAX, Z О}, 1. 





БУ Н 
pb X E= Oa. в. EIB vO} X Ку) 
= OCGPGCAX, Z= 0) == 0. 
miX BRSLIESESE PAK, 2:0) —0 对 每 £20 成 立 ， 


= 314» 


行 及 随机 连续 , 则 由 425. 4)a уу . [| 
11.29 引 理 设 X 为 一 适应 右 连 左 极 过 程 . 车 对 某 个 实数 а 
550 "9g — FUR BUE X tb ipe eh 
证 明 设 & Rog pm c-eE BE 
gle) = y. M || «T | 
ЦУ T s= 0. | 
T, = infz > T, Хх Xr_ | > n = 1. 


Jp T4 со, П 87 nz. 有 
| gm n) m ОХ, Хр TU е Т, 


现在 不 难 直 接 验 证 对 每 个 n 宇 ! 成 立 
X^. — {Тыз 


gem (Y, + | Х;, == Хт == а о „ы ы 


Жр Y, = xn o — cR. IS HE m1 X^ — X^ 
Б “86, F EXE u=. C] 
11.30 定理 i X S dE IU h Za a Эн ЖЕ ЯР 
差 过 程 ,a, 一 0, PB 为 适应 连续 增 过 程 , 8, 一 0， 而» 为 一 可 料 和 随机 
测度 , 已 满足 
D 对 每 个 tO Са A 1) w p Oc, 
osa laan E 
Hi) vO xE) =pl 101) 2:0, 


jv? A=! | dep C SE ps dx)]. 
zl | 


A 
pos ot 





2 
iB АС) et 1 рил. стр H UO) иа EB +h. (x) жо, MI 
re m RR ERES DRE 
TUN A. 
OD 六 是 一 个 以 ca, 六 ,vv) Да] EHER F S. 
ed A A 
ксы к 
(OX 0. B^ LFOX Бау СХ) а СХ) an) *v€ uo: 
uu MN C -———— S 


3) X] E— SEC u, e — e" —uX-. H (u Y€ A о 

证 明 10 —20— 3» JE 11.27 PEO ЕЕН. HE ЦЕНА З) 一 
1). 

М ера, TERS H 11.29,X Ж hin e 3 . 设 
Са, 总 为 和 的 可 料 特征 , 取 


H Cu) == iua 一 + Ë. (>=) * v. 


ДЈ е — etto 一 et . FI (uo € мї о. e*n. (H (a) — H (| y) € 
VL IE O — H GO E Alia. 0 {8 H GO — H Си) ОБЗ IAE 
ЖЕ] Же, Ш aH СОЯН И GO ЖАНУ. AA H GOA H 
O GORT и 连续 ,所 以 我 们 有 

PGosV G, ы) H,GO = Hu) = 1. (30.1) 
由 直接 计算 可 知 


1 
ERG — zl ОТЕ У 
—1 


| vds, dT), 


SÍIDgua 
UG 


12 . | 
— y B, + | e" 1 


[or z]x F 

(zd FOU Е pIi hr РА Ж 
12 d атти. 

= 8.80041) + NE 2855 untdss day, 


ЕЖЕ (R. X (00 —0. H(30. D up 8 5s B. v 15 v АВЕ 
区 别 的 .最 后 ,a 与 z 也 是 无 区 别 的 C 
11.31 定理 设 式 是 一 个 以 人 Ga， B. v) unes aEB OE ВА. WI 
ЕЕ 
D ЕРЕ СТ T. co 及 
| E[sup|XK,— Х| ]< оо — (31.1) 
Оки. ERX 称 为 局 部 平方 可 积 的 — — 


2) kS t £0. 








дж, < Фо. (31. 2) 
3) X=X.+-M-+ A, HEM X; as Л nj E18, М0, Пу A 
°°- 
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ав Эз Н А„=0. 
这 时 ,我 们 有 





(M) = В 4: z2 кь — ECAAY., (31.3) 
证 朋 20-230. 由 于 对 每 个 全， | doo. Hg 
loy (wl r4} 
(31.2) 对 每 个 /全 0， тя | zidi < оо. HER 11.26. 


Хде TRR. Q X—X | MA A X X ВИТЕ. Нер M 
Eo war AEF w H. А Жл} ЖН. HE 11. 24 py iE RH ИГ 


- 
ДА, = | туг}, dr). 于 是 2,04)! < r xu, £ >> О. F ЕШ 


11. 21.7 * Cas 1 € ЇЇ, „Н TE od (ауу. Lu [йн 

COM — (XO M ¿(rx (no v) — B — x5 x*xv— ХОДА, 

3) => |). HIT Me. ime A —A. TAA. A.X REFS SD S BJ 
ХОЛА? d —ipEBE BD EIECAA € vus ETE REPT) 
i M^ € 2, AC RUE ЖШ. А ET “(ААО | 之 oo， 所 以 
(31. D SE. 

1) 92). S Ss—iniqfz503 У GAX ШЕ» | AT. WAS, + J, 
HN T sc 

Е 5 (АХ) |< п 十 DES poo ve Аар es oua 





H) ot uu 2o AXO 为 局 部 可 积 增 过程 .但 其 可 料 对 个 投影 为 
riw ECTS 2) 成 立 。 U] 

(1.32 Ж EM 是 以 Ce. 8. 由 为 本 秽 特 征 的 局 部 平方 可 积 
Sh. M, O. Mi А 
mE (M) = BA x» v, 

п. зз 定理 ie f E R, битлар ай S At 
(Е 4 у ж—1ТЖҢ ЗЕН. Ж! 了 在 每 个 有 限 区 间 上 上 
Xd aoi. 
一 证明 EEE SERO USED MEE. BOE E obe 


„ ат A 





设 y—f,+ MEA 为 它 的 典 则 分 解 ,(T,) 为 局 部 化 序列 使 М.Є 
Ays ANEA yp EROA T, у AR Др 
ds ЕГА, лт |= EL Ў.т . == | f. F (ds) 


Ге, ска d 


=== РЕС], со |) + | fF (ds), 
[@, г] 


H 
O FEJ emp = fo + ЕСА] | FF GD 
是 一 个 有 限 变 差 函 数 . 对 每 个 >o, 
Е.С, се) = РОТ, D> 8) 1, Mono оо, 
je (18 HX n М Kod F. |], со D 220. 因为 F(t, со D 
Е.О» 0970270. £ ELO. bt] 上 是 有 界 变 差 的 ,所 以 了 上 是 一 个 有 
Rra CO 


$3. Lévy 过 T 


出 于 定理 2. 68 ,今后 我 们 常 认为 Levy ХЕС ЯАВ 


giud) = El e" 6 |, и Є R. 
F PE 22 НЛ UE HJ - 
II Zi y= git X 7X) "m 
М D g (и) ЫШ = 


ETR 

11.34 定理 EX X — Lévy 过 程 . # X JE — AE bE, DU 
对 所 有 иЄ R, aG) Н АЭ РЕК. KZ EIEN uto, 
pD E TARERE NX EFH. 






X € 9^ WHA <€ R, 
HA, 
PES, Bi Z, 0350, 7, GO350, аш) = EARN 


BN 9.16). 由 定理 11. 33, po ЛЕ РЕЖ. 
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友之 , 若 对 某 个 e= 0, аби) ДЯ ДЕ ЗЕРИ 98. ЩЩ eee = 
Z,GOgqGO€ S. НЕЕ 11.29, 我 们 有 Xe <. O 

11.35 £ i X X— Lévy МӘ, I| fg ТЕ РЕ СЕВЕ ра ЖҮ 
TAE X - f узр. 

MEBB He fo—argCEL e 7v р, f,—0 HIN aG 050, f | 
取得 是 连续 的 . X — f i7 Lévy 过 程 . {Н 

Е[е“% C 一 EDS] 

д-ра ра. Pq X e <. |] 

11.36 定理 Ха — HUE HE BIG Д X 是 一 Levy 过 程 
ud А н ИЖ Со, 8.0 为 非 随 机 的 - 这 时 ， 我 们 有 

D a di 43 BR E РЕВА Н. 000. 

N) ВЕН РЕ Н B.—0. 

ii) y К ХЕ, ЖКК, ух S (E) E о- АЕ, Н ХРА 
= Т 
{г} x E) = v(R (0) = 0, (2 A 1) = v, <° ос, 

特别 , RE E БЕН]. 
ШЕН 必要 人 性， 为 简单 计 设 X 一 0 对 了 一 e “运用 分 部 积分 
ra n] 48 





Y-Zg-1- | ez. + | Z. do 
n Ü 


i i d | 
== d, Y. ед. 36.1 
13 К E |, g, е | | 


036.12 233027. AD JETER SUY |= 1. 我 们 有 


ET PE r A ро. 22245 (36. 2) 


l 
gka) 
即 对 每 个 2 H GO 25 — ЕВОРА #260 91. 18 HGO Pu 连续 ， 
HILERA w. (36.20 ЧЕД (Ce R. Ми ERES TE 
11.30 ff] iE HE PERA X АРНЕ Са, 8. uH TOO. «€ RI 
完全 确定 ,因此 te， 8. 四 是 非 随机 的 : 110. HD H i i Big 
11.30 A Z 11.28 直接 推出 ， 


. 319. 





充分 性 . 只 需 证 明 对 所 有 e€ R 及 осе 有 
E| est Xa |, ] a E[e7*—*], 
EHHA E PCA 20 AEF, 有 | | 
Елено |] = PLADE ei]. (36. 3) 
Mus 作为 新 的 原点 ,对 了, 一 es А, s GR RR 11.27, 我 们 


有 
P = | +| Fan, +Í Y dH,, aima 
国 为 
sup | > daN, |= ы sup |. -1- f. aH, <2 + [ian 








n [ana sanus. М, ы. 为 -- 蒜 (定理 7. 12), 于 是 


EL| Y, ам, |= 0, 
EU Y ]- EU] + E| L| Fan, 


= ELI] + | ЕГІ, Y dH. 
|. E|T1, Y. 1. 
css fran. 


H foe o KT А. 这 样 
E(I,Y,]  EllaY.] 
P(A) P (Q) 
这 就 是 (36.3)?. [|] | 
1.37 Ж X X — Levy 过 程 , Xo-0. E X EER, 
U| FE or A £ H Ele. ñ. 四 唯 一 确定 ， 
ШЕН 前面 我 们 已 证 得 5( 见 27. 4) 和 (27. 6) 


g) (ze) —exp (iuo, — Tu 











= E[Y,]. 


+ | (= — 1 — jurta Hids dz) |37. 1) 
Го. £e] x E 


+ 320 = 


FERH o<ss<<t 有 


E[e7 | —q Qu) = giu 


quiu) 





-expl iuta, — à) — lu, — B). 
J- |. | (e — 1] — rurfus redr, ах) | 
r. i| =E 


独立 增 刘 过 程 的 分 布 律 出 其 初始 分 布 ( 即 ,的 分 布 律 ) 与 其 增 量 
的 分 布 律 所 确定 . Mr H F sU I X 的 分 布 律 由 (oa,，8, vo МЕ — 8 
uc T 

11. 38 定理 j X 5- 
FE HAA Р ЖЇР ЗУ: 

i) ТЕТЕ СЕБЕ / fu Y-—X—/ &— БЕ Јар. 

п) ЧУ) ЗЕРЕН. 

证 上 明 ”充分 性 . 显然 ,我 们 可 取 Ў. 0. Y 的 可 料 特征 是 
(0, YO. 07, 它 是 非 随 机 的 . 出 定理 11. 36,Y 是 Lévy 过 程 . 由 
(37.1) : 


Li X = O. 0) X 1E d Levy 








Jet 
— (a — в, 0 = s «2, (38.1) 





E| 70] — exp 


He g=. KEY EES Levy У. ВУ X =Y + / Bf. 
HREH WB X Spi 


i 2 
аи) = Е[е“®] = exp|iuf, — SR]. (20. 


Hop f,= E. X,1. B8,= D| X. IH ХО ИДЕ БЕРЕ. ЯШ ЕЕ 
ek gH. 由 独立 增 基 性 S ДЕН lya Og. S ER. Y — X — IA Levy 
过 程 ,38. 站 全 成立， DQUEPEDY.j;—0.Y В САЕН 2.695. rh 
(38. Do aT, Y 的 可 料 特征 是 40，P， О, BDE Y Е Н O0 一 
8JdEdERBPLÉS. [1 

11.39 X ELJ ХСХ). X,—0 为 一 标准 Wiener 过 程 
"HIM КУЈЕ А: 

i) (XO J PE de АБИ. ЖЕ ш 





" à2l ” 





iD (OX?—0 3 Ий. 
证 明 只 需 注意 条 件 SEDET X), = 而 (38. 1) 化 为 


= 2 Ji 
Ее“ хә) — exp | — 7 — 2j 了 Ü = & = і, | | 


# 11.39 是 熟知 的 Wiener [ЖЕНУ SE Ж (E. EE Lévy ZE. 
8. JE Ж E BO hy HJ. RA ЖЕ НАЕ E Sp 5; Wiener 过 程 的 一 个 
重要 的 联系 . 

11.40 引 理 设 对 为 一 连续 局 部 款 ， 则 对 几乎 所 有 o, 
M. (w) 和 {MM}. (wo)? 有 相同 的 常数 区 间 , 即 对 a<2, 若 (о) а, 
b] it 为 „СМЭ. (о) а, БЕНИ, BL К. 

证 朋 ”对 每 个 有 理 数 EN 

T, = infit >r: (Mr 52 (MY Y, 
ы сум 

Hanri М) ртр (M)=0, Југа М =0. ЖЕ, 
Гу. ха: *МУ== aus у. МУ == 0. PE AS3EA HH А ЛЕНТА НЧ o 对 
每 个 r Җ Т, (а) 5, (0), M. бө) 0 М). Coo Ter. T. Co) E fS 
Br. 所 以 М. (ww) 和 (tM). Ce А AR IER REG RR. [Л 

11. 41 定理 X M НЕЕ АЯ, M= НОМ). co, Н 

= і: (MY, > Y, N, = Mr, E, = S+, tO. 

Ju[ CN 36-F CE D d Eg ME Wiener 过 程 , 昌 (Cag) 与 CN AKR. 

证 明 ”事实 上 ,cr 是 与 人 人) 相 联 系 的 时 变 . ВМ). o0, 
& ^ n 是 有 限 的 , 此 外 ,我 们 有 r= = oo. =. oa H T CM) 连 
续 , 我 们 有 ( 引 理 1.370 OM, = t, 1220. 按 定理 7.32, 对 每 个 : 
М) E A НСМ. ~ АМУ, л.) 4, d Doob 停 时 定理 ,对 
所 有 c 有 

Е(М,| ж ]= ELM, | Ж] = M, = N, as., 
ELN? — t |%;, j= ELM? — (My, F] ` 
= M3 — (My, = Ni—s,a.s., 





BB NONI ON: O CZ Á X. Ef ER. CNO k d ESE BJ, CN ) = 
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CM. 2. РМ), == М), 由 引 理 11.40, (QV Eg CM) = 
CON OX; p |. EMEN O Ree SER. 因而 由 系 11. 39N EL T C) 
的 标注 Wiener 过 程 . H TM, 二 GM,. BEES 11.40, CATO 
J OM. 2 — UN ar 2 JEDER. [ J 

11. 42 定理 iR X 为 适应 点 过 程 ; 即 


д 一 Dalton ia T4 
"nl 


其 中 (小 为 一 递增 停 时 序列 ,满足 7 t co, XR T nm. Too 
—DQIQQCDPQ—-00. DW F USE S ЕЙ 

1) X Ae- Levy 过 程 是 对 及 有 Osa X,— X, НО Poisson 
分 布 оо Poissen 过 








WW o D. SA ЕГ BDEXIBUN see. X,— X.> 

Ü, x 
A, = E[X,] = E[X,] + E[X, — X,] > E[X,] = A. 
US nl Л А БУНУ. HX 的 随机 连续 性， 
e uy = РОХ, — X, = 0)-=1, Hz 50, 

BI А ЖОЕ ЕШ). HTRE 3H 2.69. X — A vu o 

20 1). X 的 跳 浏 度 为 

go 2] Ву = Aó (5). B € s8(E), 

Б, X EB RRIA, 9, 55, E EJERE PLAS. ES m rh # 11-28 
和 定理 11.36, X E Lévy 过 程 . 进而 由 (37. 1) 


0) — exp iA, + | (e ad l AS Саг) 


DIETS 
= ẹxpi A (е — 1) }. 
AERA sts X,— X, BA SRA A,— A, 的 Poisson 分 布 律 . 
[J 

定理 11. 42 л А Е Poisson FH Ж ВУ $5 3 ПЕ. 它 也 称 为 
Watanabe 定理 . 类 似 于 定理 11. 41, 每 个 点 过 程 与 Poisson 过 程 只 
25— THERE, REH 也 是 相仿 的 . 我 们 将 其 留 给 读者 作 练 习 ( 问 题 

ЄЗ 





МЕТ 
Pi Tk 3 1А — RE Lévy 过 程 的 讨论 ， 
11. 43 定理 ig X een Хр Levy 过 程 也 是 举 拷 ; 初 值 








УрО. ГХК ]—0, ўй, р.н Щр ХО, 66 „К А) L 
TH 5.1 sy BJ. 

ШВА 人 先 考 虑 ”一 2 的 情形 . 由 假设 АХ ДАХ 0, (X), 

rg) 
(X10, 4 100 NO у &-—1.2. EU AZ" а= oH 
Я í r eX | | ipe” eps ЕТЕ 
сачу, аео = |а|. (orm emo = o 
РЕА, Жек шегу, ZU dl ые 
E[ e 262 ty 一 Ele Eee J, (43.1) 


x TT E Р + ml, ОБА и С uc 
K, /—1.,' m, u£ C R. k—1, cams САЗ. DHT Zu; СХ ie 


HT 


XI. 2 和 > vC A LAS ii XP ) JE fx 090, 可 得 


"n ! т | I 
E[exp(i Du (XD — XiPo iD Qu? ХӘ ))] 


一 上 k=1 


= Е|ехр (i У wX T XD) | | 
j=) 


> Е|ехр {з Su Ot — м | 7 
Ё = 1 


RU CU. XO RORECR fh sr 5. 

采用 归纳 法 重复 上 述 论证 就 可 对 一 般 的 ”得 出 定理 中 所 叙述 
Me. D 

法 “定理 11.43 的 逆 命 题 也 成 立 . 我 们 将 此 留 给 读者 作为 红 


11.44 引 理 ” 设 (6 为 依 概率 收 伍 于 # 的 随机 变量 序列 . 车 对 
每 个 rs Ç, ДЕМ А, 的 Poisson 分 布 律 , 则 A7 ACA 可 能 到 0 或 
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+оо), ë BE |. ZEE A HJ Poisson 4r dp f ( Ц А=0 gy oo. yx ERBK 
着 分 别 以 概率 工 取 0 EST 
ШЕЯ 由 假定 对 xER OO —— 

El e] = ехр{А„(е* — 1). 
EE TP] A,A. Ш.А SEL, E 服从 参数 的 Pisson 分 布 . 若 
TETI А, e ШН 7 





A; 
POE < 1) = таре, A lim > nto pa D, 
Вр PC 一 十 553) 二 1 总之, 必 有 一 4 H. š RC EOS А B3 Poisson 
分 布 ， [] | 
11.45 定理 E X Jg Levy Е, 
X, = X, + X, -+ J — ——— 


— | О EC v). 

其 中 DX 是 连续 正 态 独 si eni Х,=0; 
2) & HM X ВВЕ ` ИД : 

D SHL—BC-GDXx-SCGGO.uODILUA Poisson 分 布 ， 

H) 47—221 ЖТР АКОН Д) В. e В, ЕСА) X 
AUD Во ааа ЕЕЕ 

D = E| eA ВРЕМЕ CE HOO СЕУ Ef 
c-4 BR Wu HE. В. е0, „(Ё, х0) орх К = 0, 
(a A 1) жоо; 
с о. XE CRUS BB ar. 
加 时, 我们 有 











g (ug) — exp | u f, -一 ia. pong ege gir Y S | 


bs Л 
正明 ЕН 3& 21.98 TEERAA z ХХ, — g € >. Levy 


ux 





过 程 х—Х„—& 与 Xo ik. HS X A fa] --—- BERE RE ;因而 可 假定 X 
E2 由 定理 11. 36, X 的 可 料 特征 ta，B, у) Ж ЧЕБЕН". 


хан | жа (а 一 v). 


10. rc] x D le] x1] 


X, = а, + X: + | 
Lo, t]x [Iz 2713 


联 Х=а+ X 可 得 (45. 1). 

Хаа BR НУРЕ Со, 8, 0) 为 非 随机 的 . 由 定 
ЯН 11.36, X E Lévy 过 程 ,再 由 定理 11.38, 江 是 正 态 过 程 .1) 成 
立 . | | 

XHE£— ВЄ 5206, ух (Е) 

| E(j(B)] = M,d = MG; = СВ). 

则 3) ph ЕШ 11. 36 #15. 

Ў ВЄ (Рр) х28(Е) R Bao. Z 

Y = fax u, À = Раж. 

MU Y 为 一 点 过 程 ,A д E Sk SR АН Y — A dé — Р. AE Hi 
EBE 11.42, Y 为 Poisson pf. HAA £250, Y, 服从 参数 由 FJ 
Poisson 分 布 . 由 引 理 11. 44, n CB) —limY, H BR ДА, Poisson 分 布 . 
£ «(D = оо, ДИҢ v 的 so- 有 限 性 及 引 理 11.44. p(B) 了 世 服 从 
Poisson 4r. . 

WB, Bñ. € Э(Е, ух S5(E)3 ЖАҢ. 往 证 lÉ), 
—, ий X br. БК, Пру у РСВ) Сос, 6, B, оо. 4 

Y? =. xp f= 1 
RBA YU, ;=1,-"" n X Poisson 过 程 . 此 外 ДУДУ —0, 
当 jx. 故 有 
[r^,v*]—0, jAk, [УХ] 0, j,k= 1, .n. 

由 定理 11. 43， YO, 56, YOR X R8 fior. RO СВ =limyp, 
j 二 1，…， nn， 我 们 可 得 到 要 求 的 结论 . ET CEDE AE 220, В, 
C. 15. eo[ XE, jm lors. Bl] p= lim СҮ? —Y $7), jl 
mn， 于 是 CBA 四) 与 多 .独立 ,这 样 2),4) 都 获得 证 明 ， 

最 后 ,由 (45.1) 及 (37. 1) 可 推出 (45.2). O 
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(45.1) 就 足 著 名 的 Lévy 过 程 的 Levy-Ito 分 解 . 我 们 也 称 
(45. 2 中 的 (六 B. v) Levy 过 程 天 的 特征 .Lévy 过 程 的 分 布 律 
由 其 初始 分 布 与 特征 唯一 确定 . 下 面 两 个 定理 说 明 Levy-lto 分 解 
的 应 用 . | 

11.46 定理 БХ Aj— Lévy ipfi. X,—0. 

1) 35 X APRH EE | X, | ]<ссо. (220, Wl] X ЖЗ В. 

2) ХУК ОРА, Д EE LXI | 1<ео, 270. 

D dX ARER X AR. 

证 明 1) DS OX, — EL X. D 8. а E[X,]E É gh, [ЛТ 
E[X 1k — 178 Я AX = CX — EL X, y + E| Ei 

2) BH 11.26, Cep, м) * МЕ У FE ар v € 
GF PFE Y = жр >u * Си) € М. HOSTs0Y-— 
отта € W. 由 定理 11. 21. 3) 

Суада) * (8 У) = Сејр sy) * v. 
Bl, Z= (rl, е) ж (r) € „ AI 220, Є. [á] FE 
HRU XO B, WERE 5280, 0X ss 0. 但 我 们 有 
X, = X: j Y, 18,4 а + (46.1) 
BA 5220. Е[|Х, Jaw. 

3) Elk JE F rH dtu ^r AHE — FE TE C 46. 1 ) 中 有 a 十 
Gli ou) * v—0. E ROME BIA 0. X c Z El X RA. [| 

11.47 定理 XA Lévy JEE AX 有 界 , 则 对 所 有 p> 


О E ОШ OSE 
ШЕН PARETE Х„=0 АХ. 只 需 证 明 对 所 有 有 
(220, Ej IX |^]«zoc. 我 们 有 





. Cu ) — exp | iue, == Lag, 
ё 
J | (eT -- 1 — титу») 


аду * 


对 任 一 正 整数 
E( | X, [7] < осезд?? (0) 存在 县 有限 


d". : 2 
e» um Шсл (e= — 1 — ju ] * x) 存在 且 有 限 


al | sdy ве, 
[m £1 Lx | 51] 
HE | 
| Utd | r*"duoo, 
Го. 42x E fl 过 上] En e] « [Ix E] 
qdEEDL XIIe. {] 
84. ВЕДРЕ 


11.48 EX BHIE X 称 为 跳跃 过 程 ( 或 称 阶梯 过 程 ) , 专 
gu ch А ET BS oS X ELTE SET BRL EXC [8 HUS ERAT BE 
BK. BB X 可 表 为 : 


ЕА ЗЕЛ (48.1) 
t=] 


其 中 DT, k oo; 2) XHgA 20, Tío T, cT OUT, 
=0); 3) WHAT nel, EAST, Соо. HEE, Xj nə 1.7, E. X 
ШОВ n 个 跳 时 : 

T, = inf >T, : X, Xr), nd 


而 £,— АХт lir ide X Ж n T BERKESBKBE. 
PL. ВЕКЕ X iB ЛУ BJ НУ 5 bp T, ЖЕН š, € 


Fr, 
EZ BERMEO — (SS P (X ))BJ EE SC 
SEX) = (Xs з=} = iX s 220), ¿£ 0. 
对 每 个 n, RA | 
AKINMNET, EAT meu ON Tua]. 
ВЕСТ... ТАР 822009 Х.л. Xr, 显然 
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СіХ, 5 s 0) = s[X,, Ту, зз. T. 0 n Ё), n Z 1. 
I, =F] X, Ti Tta Tu. £, Uta JN nl H = e Xar. 于 是 
I) = 3 Ge ПС, еа, : Z= O. 

我 们 还 有 
В Taa = оо | == T 门 | = ox |, "n = О. 
因而 "СХВАТЕ S 5 讨论 过 的 离散 型 流 ， 我 们 将 利用 那里 的 
所 有 结果 . 例如 ,由 定理 5. 56 可 知 对 所 有 FX HF T A 
EROR = ciN. Tr. 5 22 0}. 

在 这 一 革 的 其 余部 分 ,部 给 定 一 个 跳跃 过 程 羡 ,而 流下 = 
AORAR X BSseeric i) BIB CODO. FOOO-—CPFIODON 
Ийи А FSD. Х 的 跳 测度 以 上 表示; 

idt, dr) = Vor e Cdt, dor ср 


ЎА + B 
X = X, + x x n. 
11. 49 定理 Xp AE n20. ДЕ ССН. dx ACE’ ё.) J: 
的 条 人 御 分 布 : | 
Сан. dx) = P| T, € dt, £4, € drl Fr]. 


A 
HG) = G, tdt, E) = PUT, € dt| .Fr 1. 
П: ОЕ аква UA: 


_ җ G, idi, dry} 
ridi., dr) = > Hr. sp Т арр 


正 朋 ”首先 ,我 们 指出 449. 1) 是 有 意义 的 . 事实 上 . 令 一 
infi e НС, о°]у=0}. 5,1062. Ё, 5,15 ео) = 0, 对 
(LS. OH 09 DZ0 H. 

 P(T, > S0 = ЕРТ, > S, Fr | 
= E[H,C)S, 4, ор] = 0. 


(49. 1) 
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= 


+ Г, S San а. s.. M £ < TQ. a. s. ЫЙ f ELS. 
HQ 09270 R A í = 5..1. # JE — W WL, Ж HIS 
oD 0, BH, G Sa 1Y)=0,W| G, GS. Y, dz) 二 0。 所 以 是 有 
意义 的 . 由 定理 5. 55. 2)» 是 可 料 随 机 测 度 . 

为 证 у= n. H T S EE GEB. И SS TEB XPE B€ (КЕ), 
Tsxry 是 Jax* 产 的 可 料 对 偶 投 影 . 显然 Гь иЄ or IB Is ир, 
= «([0, Т„]х B)sin. 因而 上 只 要 证 明 对 任 一 停 时 工 E nz20 有 


Ef eclo, T A T, J> Ву] ELO T A Ta] >x Ву]. 
但 我 们 有 | | 
ио, T A Tan] x B) = Peri Hy Тыл А T] x B). 
关于 v 亦 有 同样 的 表示 式 . 现在 只 需 证 明 
El Irr erit Т. A TIX Ву) 
= Е: ery Ta Tan A T] x B], nz (49.2) 
由 定理 5. 54 Е REF r ETAT, a SRAT 于 是 


u алт Cr (dt, B) 
VIT, T, X B) =j; Н,е, оо 
И Gldt, В) 
=}, HLt, ee D" 


Lc] 


«тС,» T TA A T|x Ву) 


T, (^^ Cr, ds, B 
Io a | | 


E HU, cp 


| 


Re Саз, В) | 
¿L ([s, 25D] 


Gr (ds, В) 
| H, aof Jen M ond Hs, co D | 


[ 


| 
en 


N 
|1. И H anj 
| 


r^ E G, (ds, В) 
у= век prs „з, . оор 


l 
“ч 
‚ч 
= 
њ_ 
К 
Г 
(OD 


— M H s, e» 


| 
| 
= E t, m diss, 16. (ds, В) |. 
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. 33 —- ІШ 
Eilir sr TEs DT А T] x B)? 
— Elli cnet I. Tagi А К, | д B)j 


-7 Eidir rin oT, TEAM бєз) 


T E {lo ыт}Р| К, 22 Ti+ 3 £a = Hi SR. Ji 


H 


= E ' In Ire. Cds. В) 3, 
| a 


由 此 ,569.23 成 立 ， LÀ 
11.50; 1) (49.1) 也 可 出 定理 5.69 推出 . 由 于 它 的 重要 
性 ,我 们 在 此 氏 出 它 的 详细 证 上 明 . | 
.. 2) EUL 了 中 ,可 取 С, Cdt, d СТ, £,L0 ЖР + BJ 
条 和 件 分 布 , 凤 我 们 可 考虑 可 料 对 偶 投 影 v 为 -可 料 随机 测度 . 
D 对 侍 一 B€ (E). G Gt, DEH, di 9k 
(r. (e, dt, B) = Q,Go, t| BIH, (о, dt), 
Шр G. со, А, BOCK Ho. dt) 的 Radon-Nikodym 导数 
Q,Go, rz. A) P BS ГД = Се. 42, ФӘ, Со, г, + ) E (E) АЩ 
率 测度 , 而 固定 BEBE, 0,05, + , ВУ 2008 )- npn 
I. Вр Q, Go. t; ах ОХЕ, S, X29(R LO ЈЕ, BEH 
转移 概率 测度 . 事实 上 , ÆT. o9) ERNA 
Q. Tarode) = Рё. € dx| Fr | &.s.. (50.1) 
ВИ — a HZ BC (R OR СЄ S MA 
РСТ € D. ë | € ВПС) 


— | GD x: Вар 
C 
=| | Q,G. BH, (dt) |dP 
CJ EF 1 
一 | Eee 1» B)I-r үер] r aP 


_ | QT, BdP. 
ir € pne 


1 T-1 
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E x о. 57. M arm т, V g T xa! . PELCO. 108 E. 
取 


QG, ах) 一 Y1Q.G, dx ir cur, үл 


r= Ü 


AG = vt, E) = У) r pir, КЕЧ 
MII 
vidt, dz) = Q (Xt, dzr>yA(dt), (50. 2) 
Ap A= A([0, £2D—w[0; z]x EXE (О, :]x ED 


>; Ier ca 的 可 料 对 偶 投 影 ,Q (о, t dx) SÉ CO X КЕ, 多) 到 
н = 1 


CE CE) WS coge. (o0. 2) 有 清楚 的 概率 含义 , 且 常 被 用 到 . 
4) di Ald Edt Lebesgue ЖЕР. ЩТ ЗЕТА Р] ЖЫ СА. 
满足 - | | 
Aldi) = Ай. 


(1) 称 为 计数 过 程 Do Iur. wr 的 强度 . 这 时 
vidt, dx) = AG. dx)dt. 


AG, di) —AQG, did AAPL X 的 强度 . 
11.51 £8. W X A — 1 ARES BIB A hp Markov 
sk .Q — (ба; A Hos ЛИНЕ: | 


Ü = q; = — ә = > qj < оо. 
没 (7) 为 其 跳 瞩 链 的 转移 概率 阵 ， 
| Eqa > 0, 
m Oys f.q; == 0. 
ELT, «co ] EX[ 50 有 


Gr, ҮЛ = qx, e TE ag, arx, x, dt. 
Xp >T, A 
H (lt, оо |) — ете Um 
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由 (49. DJ J0 有 
1 IT | (dt) 


Fae Np ү 
Е df. (51. I? 
设 gf 门 为 定 尺 存世 上 的 函数 使 得 对 所 有 有， 成立， 


S le, |u 门 | < oo. 


— 4 
ic 
(Qu) (D = Узи). 
由 直接 计算 可 得 


(X, — uX) = | 
AALT, | ‚ооо ]_E 
) — wu{Xr) = | 


[ах + x) — н (Х,_у\н(4». dx» 


ARKE 


к X > Гах, + z) — СХ, у Таба. 
" 上 


1 1 єт 
Jr a Tapii” 


dr). 
5)—73 I8. FH C51. 1? 
| [KR j r) ах, Уаз, dx) 
"e 4] = FE 


= | SD, + Jj) 一 (X. lgx, x, , ds 


Ü y =Ü 
一 M У) qx 4) + gx. ‚х‚ “СА, ) Jas 
— | (Qu) (X, ds 

E . 


一 | (Qu) CX ds. 
i ЫШ 
这 样 我 们 得 到 下 列 熟知 的 结果 :下 列 过 程 是 一 个 局 部 拷 ， 
НХ у — исх) — | (Qa CH, уа 
Jp 
= | ах, + r) — «OG aC — n. 
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11.52 定义 BHAD. co] 上 的 一 个 概率 测度 . 规定 
£g infit : НО, oo ) = 0), 


ФН) = x ig ]. MP ty < со Н HGn)0, 
LO. tub, ЖР, 

, _ í H(ds) 

天 rt 一 SH, eo] 2 0. 


显然 ， Frl ER, E 3 Ф, F, (0) = 0. Ф: Ё Eg, Wij p 
Ht, oo D 70, 有 ^ 


Fac | 41645) Но, ғр. | 
a= | Hs, cop S Hdr, < se, 
АДЕ Су КЧ? 


HG, p < 
H Doléans-Dade 指数 公式 | 
H (h, J) =e || 0 AF z€ [0, tL 


qu 


1— e но [1 一 AF pl), £ < Ён» | 
ш 2052.1) 
1, t == tp. 
RB Кыс & F(t) 的 连续 部 分 . 
Ф 1С) >0, 


HCLO, 2) = | 


Но, г.р 


нр) = HCM < c 
ФАЕР z oo, 则 | 
- _ HC {tp u 
AF pity) = НГ, ор — ], 
Fyu(t)— Fair), ТОШУ tp. 


E H((ta))= 0, 由 (52.,1) 有 
0= Hity) = e Pies [T à -- AF,,Gs)). 


SUL, 
于 是 或 者 Ена) = ооф Il (1 АЕ, (5))=0, Bl 2o Fa (s) = 
BED. з= 


+ 334 > 


ос, 总 之 Fit 二 oo H Fü(132—90o, X tty. 

11.53 引 理 НЯН 10, со | 上 两 个 概率 测度 . 2 4 # € 
Ф‹Н)УГС OCH ORF FG Fir GO. BJ HZ. 

ШЕ ВВ Ф ён іно И] oe] emu A Fu GO == Е (t). 这 时 
Fu yd = Ер lty У оо, Hilir oo H s € ФСР). Вт 24 
rag] Ен = Fu OM ВЕ Арсо, AF m S AFU —1H 
Н Сун. co 110. 3x Ej te t5 AH TR ИТШ tnt АХАУ. . 由 对 
PEETA fi. TEO DA HSH. |] 

11.54 EB HP EF ,， 工 另 一个 概率 ,满足 

1} P|. ¿s= Р} уо, 

ii) 在 PT 下 v( 取 为 Р? nj нр 4518 E O ко 的 可 笠 对 偶 捞 影 . 则 

P| = Pj. 

证 朋 AHAAA EHE Р NON BUE A 
Pleg cP|ss o. [АРК т, V st Taris Sad АЖИЕВ] 
{ЕР Ж P FRIA 

Galdi, х= P[ T,,, € dt, 6. € dz| FF] 
= P T, E dt, £4, € d>] t. | 
-一 fr (dt, da). a, S., (54. 12 
HJ es ПС, =e] ALT – оо, Hu EGA D 
R = LT, Zoo] ERY. АСЕНА (2, 上 
HOT, DS G, T, t] X E) 
= GO t] x E) 
= HOT, p. 
我 们 采用 下 列 简 和 化 的 记 每 ; 
со, = H, CIP, Tet De AE GJO, D= HT, Т-к: b 


ns Hao =l Hd) 
F= UH. esp? F" (z) n H'([5. oo |) 
T-—infie: Hili. оо) —0), T" —inf(z : Б'е oo D —01, 
p-p H), Ф = Ф(НГ). 
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由 定理 5. 55. 2) 存在 过 程 BE >: x (OR irte ПТ. Т, I 上 
dj lx = В. ў СС) = Brus Ву, , 1220. Bl] 

P(O (Y EF (GO = Со), Ex T, — T' J) = PL). 
注意 到 (和 CO 都 是 .他 -可 测 的 ,对 任 一 国定 的 >9 我 们 有 
o= PFO Z CG, tT — T, ML) 

= E| Гроно Gt, oo Da j. 
{Н ec ó A HO. co D70, i 
РГЕ (у з СОЈ [ГТ е Ф П „у =0. (54.2) 
iH 7 也 是 多 9 -可 测 的 ,用 同样 的 论证 得 到 
PFTS ACIO] NM T e Ф|] П 00) = 0. (54.3) 
ip А= (80) SC V ie 6TJí()0,., W| AC S$ 有 | 
AC. i A. [FG Z CO, r € Ф]) 


[EEC 天 CO 二 更] 
gi (54.2) R (54. D RIJE РОА) = РОО, Р СКА У=Р(А)= 
РП) =Р,ОП„). | I 

id AS [FOSC V € BN. 用 同样 的 论证 可 得 
РСА) —P,CA') = PO) =PO) Н PLAAN =P (AA =P G2) 
= PG). Ж ААБ. € G0 UR ЕС) = F' GOD. 出 引 理 
11.53 H — H',Bl H,—H.. 

Xp EÉ—BC€SSGD,. 上 述 马 建立 的 结果 可 用 于 G. CIT, £] > 
BB G OT, {1х В). USO BO RTI E Rb, TEABE 0, 
上 54.1) 在 PP 或 P' 下 者 成 立 ， D] 

EJ: MERGI X 是 一 个 半数, 其 可 料 特征 为 (Criry17 * 
v, 0, v). M 11.54 表明 号 路过 程 的 分 布 律 由 其 钾 妈 分布 和 
Lévy 族 唯 一 确定 . 


11585 ES RN Ула BT 
一 个 递增 非 抽 随机 变量 序列 满足 站 co HAERES nOD Loc 
d. UP CT 02. SOLOS ВАЛЕ gi y an. CD а 5 £, ),> ЖЕ 
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= 
un 


为 标 值 点 过 程 (或 多 元 点 过 程 ) 事实 上 ,一 个 标 值 点 过 程 不 是 通常 
含义 下 的 过 程 . 只 是 当 对 每 个 »* 宇 1 T. = oo ё = 0 时 ， 
£u UBUBEEK УУ Ж Х = Es, сє 可 相互 确定 . | 


对 一 个 标 值 点 过 程 人 总 ).=:， 我 们 仍 规定 
at= U G€, (DD x-esTQU. £O. 


(oL (D... Tofa ё. n Z l, C9, R EXR HD. 
] 8k F° = (2 DART BJ BEBE JR BJ Hi СА8. DA SE CC BIEN RE. 
XE Hon dE d ERR Bp GE FECI d c BR Z, AS OE Л, 5- 城 而 是 一 
般 的 =: 域 ， 两 个 主要 的 定理 11.49 8011.54 Ra D] 


问题 与 补充 


11-1 议和 vv 是 两 个 可 选 1 可 料 ) 可 选 ( 可 料 }7o- 可 积 随 机 
a mE. 

1) 下 列 论断 等 价 

2 有 人 

i) Xp PB. M&M., 

ПОФ) F.M ZM. 

iv) u--W.», KH oe (X1). 

2) PANE B 2 S 

1) Pie uim, e J LoCo, + i=l, 

iD 4p CU) Б, Ma M. 

Hi) F F, Mal M. 

11.2 iX 为 一 整 值 随机 测度 ,v 3g a АЕ. 车 
p АЛОЕ б Н. НП oí 8k ERR UTE, W W IDÓW * Gui R: 

1200.22, ар а Коа на. 
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w AA) read) YE (а я y € Wk H а = 
= ais N ени 
ШЕШ X pide, Д. v) 为 可 料 特征 . JU] 1) ЖЄ? 9 
| A 1) x v€ 97 Е: (D IX IM А1) жьЄ к, 
的 连续 部 分 ， 5) )X€ vols ж ты B0. 
1L5 BXA ERN — 
D D= tr: PLAXSEOY ZEH -可 列 集 ， 
2) X = X'— X". p X P: — Bü BL 3k Poe їй. X". 一 
> AX, (这 一 级 数 依 概 率 绝 对 收敛 ). 


De дк [1 А 
11.6 X Ao Lévy 过程， 16 ЕВН E у 为 其 Levy 
Ж. G, 2) 38 R. x E E Borel В. ЖУ ¿220 Дуу v o pk 
v ESELS 8 uoc BY — f w € {ДЕ Lévy 过 程 , 且 
E[e"* | = exp] | (enn умбах, dr) | . 
La RV Е 


1.7 UL X ELG. Bv MEER] Lévy ДРЕ. 
|) yer хе ` E|. (UM B0. „(ВР ух, |-. сс, opo HY # = 0) 
Гепа] е DX F, = f, — Ct- ую 17.2 * v, 为 А Я ib ЛЕ РЕ Er. ix BT 
Б т ШШ 
КА Pur Das! 


qiu) == exp | Pa In 


: | 
93 X CY. чәч ie. us eir, пз 


(Qiu = - exp: i Fu T се lay]. 


| ! >. F 


Jok Ү = |. ЧҮ, е0, tB k — + Levy BH, R 


E| e 296] == {хр | iul. T PE |- | (ет EN 1 уе» 上 
ü іо. Is. E 
11.8 iX XA Levy 过 程 .5 WH Lévy Ж.Ш X ABEER zt fé 
^ B {уңу ex o. Eo H. 


дін) = exp |. (e — ра). 


por] 
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11.9 Et X AiE Lévy Н X. O, M X 是正 态 过 种 . 
11.10 X We- Levy aa. X,—09.W] ХО Poisson 过 种 
HGO X Road. оо 
—Hdi HX X 点 过 程 ,.4 HEA, оо, Wir) XA 
村 DAR RO TRE 3E ы. L4 ions ] Al CH ВУ Poisson ! LP 
{y ER HI RE. H p -— x Е) == 0), C A zz НЧ ЕГ. 
onc Wi ЗСС 
ii 对 每 个 BERO NA, eG BE JA Poisson 分 布 ， 
iDa EAE B... <<, B, E ЙИ I) X (UE) ЖМ] <. 
m e. Je. ге[ XK. imde re m CH YQ =, RC Hi 2 ЧОЙ 











a 
аз RB) W- -bp Brown 运动 С> 
GE ЕР Р V F: Гу : ` » is f c" 1. 
| "Ву Б, aum 
W^, 3, 一 w 5 Cas. OS GELD. 
rr = d 


ju 3 W, ) юы... | Ha —i T Jas е -Brown AZ JB ^ H 


ud : 
B, = h 4 (1 op T. OREL 
GEG H, — rB ecn a EE — t Brown a ) 
II. 14. — Мни d ELIE W (WU. c. WO ЗА -- ed- 
клды ш d FEE i Te ow A 


"HE kE Wiener БАУ B DH W. WS 8, 4. 60. 





IIS BEX— 557... 为 一 个 点 过 程 , 则 总 A- Poisson 


г 1 


PROSI GONTA EHE Ж A. А 0. OE PRISE 
PLU, € ft l r My "TL potu Пе 


EL ie IZG he Ah vy [a] п B LAE EHE I|. Eden] o 1н y 
FK. OXON SONO ALES CO PB ir НУВ E Poisson 过 程 . 找 出 下 列 过 程 


ifl Levy Ж. & £ Pisan 
D X —8, 4 n ESOS N, 0 HEX; 0), 0780. 


63949 


2) X =max(0, Ёр. 6 0 Ч N = 0 时 X,= 0), і 220. 


1.17 ХХ = Ў [ 为 点 过 程 . ВЕТ, ТТ, 
n=] 


Tai. EHA Hea FEO) =0)., i X HE Sr 
过 程 . Rih X 的 Lévy Ж. 

11.18 ik X JjBERK ИЖ. ж ЛЧ, хәй, X R E Borel H 
OH ACT c 可 微 , 则 


f. AX, —f(0, Xu 十 | = G, X. )ds 
"Tu 


+ > DG. ХХ) — fs, Х,У]. 


EL tg 


10.19 iE X pl Z 为 状态 空间 的 规则 时 齐 Markov 8. Q— 
ОВ X IE HER ER. 假定 /0, 让 为 ZXZ 上 函数 满足 对 所 及 
Р, 0-0 & >q fü, D| < оо, W DA- X9 

E Gg yt 


11.20 BX ВЕКАТ. 为 其 Lévy Nx. W) X 是 一 个 

Markov {РР FLV 34 v 8 p F JE x 

vidi, dx) = QU, X , X, o dx )JACX, dt), 
EF 1) QU. zx. dy) E R, X R Z| R Ë $t 45 WK o Wi RE. 
Qt. т. (xj)-0, 

2) ACr. di X R S| R. PJ ec FERAE EE WIL AG, PSL H. 
ITERA) R LAJ Borel eg CAO NICE 2D ЖАЯА t z€ R, К, п 
为 不 相交 区 同 的 并 ， 

К, = JD Go. g, GL, 
HIA E GO. gl 
AG, rtz D < со, AG. UD «x 1. 


Ун Ft. Das 是 一 个 局 部 蒜 . 
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第 十 二 章 ”测度 变换 


在 这 一 - 章 我 们 将 介绍 Girsanov 定理 , 它 描述 在 测度 改变 时 半 
蒜 与 随机 积分 如 何 杰 换 . 我 们 还 将 给 出 Girsanov 定理 的 某 些 应 
用 ,包括 半 蒜 的 刻 划 等 . 


NA 1， 局 部 绝对 连续 性 


年 这 一 章 拘 前 二 六 :我们 都 是 基于 直列 基本 假定 . 在 基本 可 
HN eso. ВЕ: 
D 一 个 右 连 续 济 FIT GR. ЗЕ? =Z °, 
п) ТУВЕ P RP. 
ҮЧ. 
p= lippi. 
2 


TIR EHO Е РСР Р <Р. 规定 


РЕ СЕЗТ О eeu WU. Pu 2 b, 


Fri. КОДЕШ БТ o= FO hg Ро о-ы. 以 后 ， 
Р F— (FP 为 基本 流 . 因为 我 们 要 同时 涉及 两 个 测度 P 利 
Р! ,这样 的 选择 是 自然 而 合理 的 . 由 此 , 停 时 .可 选 过 程 .局 部 鞭 . 
d.e да Esraa F-QEBI.F upperles.F-RpBpak. FER 
等 .除非 另 有 说 明 . XPEE— RT Т.Ш Pr ЯП Рт 分 别 表示 和 PP 
i£ EARR- E.E' m E 分别 表 示 P,P 和 之 下 的 期 望 ， 

这 些 基 本 假定 以 后 不 再 重复 . 世 我 们 强调 一 к: i i 
地 处 理 零 集 和 不 足 道 集 . 3846 
ш P 不 足 道 集 ,除非 明确 地 看 其 它 规定 

12.1 定 尽 APTP EARE 对 连续 的 ， УЕ ЫР ЕР. 9 
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ERTH 280. P'| ac P| ooo A ffr Hh P' < P.. 

12.2 定理 ”假定 存在 停 时 序列 (1 T, } oo H FAR я Py. 
GPL. ШУГ ДЕ P CD-o3-1 еВ T 8 P'SSDP. 特别 
Њ.Р' P. E 
ШЕ BAES г НРА) =0. Hy A[TxT.)I€., AX 
PADET, D PGD =0, 418 P CAUTSCT, D =o. 于 是 

P'UAS—P'CLA[TTAÀT, D&P T >T. 
{Шип хоре (TT spP С# <=со)у-=0, y Р'(А)›=0. [|] 


laç 


12.3 引 理 车 产 <P,S ,人 为 两 个 停 时 ,出 
DPS ST) = 0>P(S AT) = 0. 特别 有 P < оо) —02 
P'(S«o)—0, 
S)PGS—T«l00)-Q0—P'(S-—T«o0)-0. 
ШЕН lH TV 20, [S T. S ]€ e RTT 
P(S < T) = 09V 0,P(S < T',S s< 4) = 0 
Syr 0,Р' (5 CIUD.S лу = 0 
= P' (S < De 
2) 的 证 明 是 类 似 的 . U | 
1245818. S5 P'*P, 则 存在 唯一 非 负 适应 右 连 左 极 过 程 2 
一 (2 满足 
1)Z..=limZ,P-a. s. ЧЕ LL 


PO. == 09)—- P(supZz, == оо) = 0, ku 1) 





P'(Z.. = 0)= P (infZ, = 0)= 0, (4. 2) 
АРЕ DOCS Р.Р 时 我 们 有 
dP'y 
Z+ = ТР. P-a.s.. (4. 3) 
FPR EP FOLOÉSR.Z—(OZONERRPUETPBEBIE. 
` = T T dP cz = ар" oni ы 
WEBB OVMA Ё la. || [5 5, | 


HERETER. < 
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r—ánfirnY,—0b a, 
NEUSS ДЕ LN MEE 0 í ыл 
IH Fe NOY, L0(0Y;20.Y, э, Ө эшит: 
zOB[.Y.— 0Y, = 0 GEH 2.862), + h. 
Pre an= | Y ab = o, 
w ire c] 


ч 





P' (т чї == Y АР = о. 


[Н 7 12, 3. P' Go) = 0. ША Рат<сос)—О, ШАЛП, р е 
эз. дЕ X 


PY Y = 


我 们 有 PY —Y.—o0-—o.HPZ.—Y /Y Жуй. aTa 
РО 0 
px. =й Puy 0) ше), 
4 — AD A A Z, ñ: Bp 4 tr TC im fib supZ, = coto% ш эз. {р 
[nos | ERNIA in 要 一 入 --0.й {т = o E.V о0о. 250. 
Vo vsu. о Д infZ, = DeS2Z.-— 0. yx gk ac HH T OI. 28 
(4. 2). | 
UU AURI WE PTE P Og Pe~ Pr H 
аРт ар d MA —YuY.-Z. Paca. 
РИ АНЯ 20 


JB. 





аР. = 
Z, = пр, P-a.s.. (4. 4) 


HO DORZ BEERE Z= Z ERRE 口 
HoOXPePOURAGESDAPWHPANI. 基本 流下 = 
(> > ДИ (F°)! — (657297). mdp Шо R Z = (Z,) 就 是 
[а is | 的 右 连 左 极 修正 - 
从 上 面 的 证 明 可 直接 看 出 下 列 推论 
5% # PPN B= 101 UIZ >0] 是 一 个 可 料 区 间 
型 集 ,在 此 2 为 密度 过 程 . 事实 上 有 








Ig = ЇЇ уко d ЁЁ рк (5. 1) 
AR = inf it: Z, = Ü}, 
F = {wd RW) < oo, Z pin бон) == 0} (5.2) 


B =|} BO,.R ] , 
~s 
R, = inf|t:Z < È), m —> 1. (5. 3) 


在 这 一 章 里 我 们 将 一 直 运用 系 12. 5 规定 榴 记号 . 

12.6 定理 E P'« PET AIt , Wi 

DP (Коо) = Ü 

РГ ооу = 1 PUT=2 R)= 1. 

证 明 ”因为 R 二 + DA REJE 12. 4 推出 . 我 们 仍 用 那里 的 
记号 

o= РТ оо) = | УВ Үсу = 0 Pa. 

[Tesa] 


PT >= R) = |. 
К,Р СГ оо) = РОГОВ) 1. 反之 ,出 引 理 12.3 
PCT>R)y=1=P(T<R)=0=P'(T<— R)=0=P' (T> R)=1, 
{Н РСЕ = ос) = 1, Р СГ =оо) =1. [| 
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НЧ X1; эл; e PT ROS - 
证 明 WU ELX = 0 ЈН. BU] 
X x P-RRGÉRIKOPO--—o)-—1 
SPC(T2>R)=1 
XI ar 为 P- 不 足 道 的 . 1] 
12.8 引 理 ШЕР EPX 为 一 个 (F*)- 适 应 过 程 ,其 轨道 P-a. 
s EZEAR СЕ). 则 存在 一 个 FF- 适 应 右 连 左 极 ( 连 续 } 过 程 X 
Bh X 5; X EP-ER . 
ШЕЯ ХЕТ re Q. ЖУ Co h P (Y, = X,)= 1. та A, = 
le: EE R. F yE Ze AR РА f ERA r€ [0.0 09 Yew = 
Уку} O, Rj А,ЄЕ?С ҤЕ НН ЛЕ ЫЕ). A 
S Ga) 2 inf об A,}. 
IR A; 关于 上 单调 增 , 对 所 有 2808 
[S= C 'A:C [S=], 
[Ss е Г] А, СУП — j 
因而 SS 是 一 个 FY- 停 时 . ВБ P (S = oo) = 1. 按 引 理 12.3. 
Pissa BpA РОБ оо) 0. IE 
首 





lm Y Ço), 
X (o) "- кук), 

0. dy SQ) < ос, 

M| X ж РЕЛ {ТИЕ ЕНУ, H 5s XP- #1]. 
# X 的 轨道 P-a.s. 连续 ;到 

Tinf{t: AX 250]. 
WT 是 一 个 下- 停 时 是 PO O50. 同样 ;我 们 有 PTE) 
0 ， 五 (了 -cc 一 0 B[T— co € 5. B 
XN (e), Æ T (o) = co, 
о, 38 T9) < оо, 
则 关 E F-hiuietkmy.Ho5PXP-XxE. 


£p S (Go) == Ds 


X (ою) = 
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最 后 ,我 们 来 证 明 A ES r. Р: E SE ¿ 归纳 地 规定 
Ya E iim Y, Се) 三 = Yael, 
0， ”其 它 ， 

| 


f pau | Ü Gr) —inf r € 0. (nA, Cu) ` Y ба 7, (а? |> 3 ! Ata 


1 


Tag) — 0, Zall = 


GT, 14-t^ 


lim 0, Солу. е 1 ко 60) 4 И. 
КА ol 


lim Y,()—Yr, auis GO, 


rel; agi 


ре Hp 
JE it E UE НЯ 
ай О 07. = 0. (8.1) 


= 1 #==| n= 
DIR.. Ол ДР. i Ш Pac. BDE b DG Got 
WI 2 ауе Са о Са). XIX BUG nzs1 T, Go) mt. 


I , "TE : TR 
MWM Pu. Go 5 sexu Zing i — 7, Са) | zx НҢ. тту, (a) 不 存在 ， 


j'jeC A, FA. И ®Є U (Y [T = i. 有 反之 , 设 。ENUN 
[E or]. XJ Бе t М p< minis T. = 成 
Жн ы Е | T CHI S mises nz = u 
fiis} s Y (el, s&iro[.re QL. 
:0 sE [а.о 0. 
WER KAT EAR H HI TL ЕНЕ 


sup Jlri Y. Cot | x: 
|: BD 


sup Sm |f (<)— fia Ls) < 
ПЕС Э gut: AT Ff ER БАЦ reL] 


Q. FOSY, GO. ec A. | 
aiino КЕГИ RH MEZ. WIX UE 30 а.к. Tdi 





1 . Hu SK ER PEE 3E TE. 
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同样 性 质 

ERR 由 引 理 12.8 存在 适应 右 连 堪 极 (连续 ?过 程 X tái 
[Xs X ] Ag P-A LNAI- НА 12. 7 [X SX de PREGA. B X 
的 轨道 是 也 -a.s fag Ze K ОЖОР). 

EOX 的 轨道 P-a. s. 递增 , 则 对 所 有 5<<z PCX СХ) L. BEA 
P XXO =l. RARE ХААН P-a. s. ФЕЛА PAX 的 

їг x ЫЕ P-a, s. Н BR SE ЭЕ RAE M PCT < оо) — 0, и: 
TZ == inis; А | dg X. == oo; З РУБ. ШЕНЬ. P CE < c<) 0. 
BD X mygun EP -а.з. ЭҢ ШЛУ ЛЕК. L 


2. Бр EMA Girsanov 5E Hg 


在 这 PIRE ERE РР, L Z= (Z, P' 3: F. P 的 密度 
лі. 

IH Pe Sp eh. oF gh... ix S EE RAD 5 30 A Эе. BW БЛ dE ET JE] 
LUPUS fe P Z ESSERE И. Ноно авта. 
БПА 12.9. Re X € (Py 4 ЕУ RE ТЕ А: БЫЧ 
X Lj XP Ар. УТТА O Z. ОРУ PART у FOE: 
ттл НУ. AHCE JE ДЭЧ Н. ETTI AS — — 3 

12.10 SPE UE S.T APR P ГЕНИ P.< P., Pr< Pr. MU li 
HE сс. || Е'[ |š | int] 

EL а те we Zeb [Ele lee Раб. СО. 17 

HEBR ў рє... Ш T EA „УҢ. 

EL vx pP E legers =F T ЕГ] 
=Eļ| Insur ZsE [£ |: 5]. 
(10. 1) [НЕ 45. LI 
12.1154 ХЗу M A E ume 0 N —{ ШЕ 
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5) gu атт, =R P-a. s. Н п XC й. CPD, M X € 
(о CP)? CX tB <: [q m! RT В 及 停 时 RR 分 别 由 (5.1) 及 
《5.2) 所 规定 ). 

证 明 可 设 PdimT, 一 R)=1, 否 则 可 以 ZT, 人 R RE T... ЖТ 
为 一 信 时 满足 [0,T] CB. (EE X" € x (P). XX 

了 ,一 《rr er P= A [T, ÆT]. 
ARBER FAJLA DT k; DA D EXIRET nl a STAT 
LR, MAT = КИНО РС БУКА n TaT Т, ос. H 
ШС A я)Р-а.в. 预报 Ro Rr 是 可 料 的 ， 

ФРС. OP), | 

Как m E[Za,- Tra a 10. P-a,s,.. 
TRXPP-L3EBDE oE L Ros]. L0. 7G JC LO, Rte 但 上 
ARTEA D E T = R, Bf Pl 46d P (Ri < со) = 0. A iff 
РОТ", À 00)—1. 55 Тј. 

(OC УТ» = (OX! Є. F, (P). 
m XTE. 2 (P). [| 

> 事实 上 ; 引 理 只 涉及 一 个 测度 P. САЯ А] ВЕ ДЕ BS, 
阐 的 ;对 于 一 切 美 于 局 部 化 为 稳定 的 过 程 类 也 同样 成 评 ， 

12.12 定理 ” 设 X 为 适应 右 连 左 极 过 程 , 则 X E a P Ч 
HA XZ€GWSOO)B 0000/0 
O WEBB ЛЕЛ КА, PRADA X. 0. 

必要 性 . GER X€ СР'), ШЕЕ t ЖЕНЫ] ЭСТИ ШЕ T. t 
十 cP'-a. з. ,对 每 个 7 XU. €C POR Pr <Р. . BE ABA 
WET An RET 总 可 使 之 成 立 的 : НУГА 12.10 

E[ (XZ), АУ, Мото = СХА), Нато P-a.s.. 
{НХ Т.т, «n € 37, AES 
ELOX Zr |F ,= ХЕ), T P-8.8., 
ЦОХ) Є. 40Р). 出 定理 12. 6. 2P dimT, >R) - 1 于 是 由 引 
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8l 12. 13. XZE [Z (Py). 


充分 性 . 设 XZE (. CA P, WD (E ЕН CT. y f 
L. AR Ра. з. RET n. OXZo' ^ C. OO B Ру Pr. WAE 
РТУ (B8 ЫЛЕ. АК ДЕ г Т] КА 


(Zar, m Ei XZ) |“, = ZE [Xy B Ра. 5 


Е [Хут |80] Xare P'-a.s.. 
但 Х.Г egt i 
Е' [Х| ,1=Х, Ат. Pen S. a 
ER X C 20Р. IT PT, A Sl, X€ ХР). |] 
12. 13 定理 ОЖ XC. . (P)HR[X Z] (oru (P); 则 
| 





zo (XZ) Ca u P), 





ХХХ OS N 一 
其 中 [X ,Zi 和 (X,2) 是 按 P Е 

ШЕВА ECs (Zi 由 定理 Q2. 96 X LZ 2 € oy UP. 
在 15,R,] ERIH Z.ze— К, 由 (5.3) 规 定 . РА СЄ 
at {Н PCR, 4 eo) 1, СЄ u Z (P). 

H F XZ—UX.Z» € (4 SX(QP) аА x. СХА - 


XE 4, (P), 男 一 方面 由 分 部 积分 公式 和 Yceurp 5[7U 
(C s X VUE ese tees quts 


=, О Z TE (Р), 
Ed] XZ)5 — (CZ) 2: (X ZUE (CI (P). 由 定理 12. 12X' € 
e P). | 


定理 12.13 {Н > УШИ ЕҢ Girsanov 定理 . 
12.13 定理 X 


XE SP) W X€ (РЭ H [X CP) t; 
[X IG P'-JE H. a a 


WE HH 将 Х 4p Ж 为 А == ХА? srala H. rH ME. г аР . 
АМ|& 1 HL AC УР). REALM, Z P) € ees Cia] B7. 10). 
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由 定量 12.13. M M— C € (РЭ, Pt rh c=. (M.Z)€ 
YAPO. TEREP F X TARH X = X, M' + (CA .C+ A€ 
Ур. dE X € ССР"). | 

Xx AR T £290, PVP. H E HB 9.33 2 FB #ELX ) (P) 
(CXL) Æ K ELO] EZKER E PPO FRR. 因而 

[X] (PEX ] (P) P'-a.s.. 

H FLS X E Se ECE 12. 99L X JCP'O & LX JO P) je P-A g] 
m. Lj 

12.156 V X €. wi VOD VW X' -X—4-. XDE. eu 
PORXO PO HX P E PHEOCECSIIS - 

Enea 8112.9 kin. LJ 
12.16 Z EXE ¿Mm(P)II[X.ZJ(P 6 (o (OD). | Х' 


一 X 一 到 (X.Zy€ CP D. 


证 明 AER P -ERR XC ЕРЕ i С. (Х.7). 
ЇР Кб 
[XPO [X | Рә — XCcAXY, 
ХР [X J(P'y—2[X.C ИР y [CK P) 
= КАХ) ХАХА) ECAC 
es EX AK 
这 就 表明 XX’ 在 P' 下 是 纯 断 的 . LJ 
12.17 系 A XC Z (P), X: HAE F X Bk БАУ. Ш] 


HERA Ж ХУУ ХЕХ HMA SJEME. б „ОРУ. 


1 = 
: t s 
Z^, CM ‚+! C€ 








АМЕН AC? P. F X: =M. (MY = M -—- 
PY СМ" 一 M' 一 二 CM ZY e LOIS, 
MM + | A+. (MZ) | 
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pd mox -0M Е P F X'hJ ИНИ. 1] 
12.18 定理 HA Jg Oden ye AIR v 
хез (P exei PA. 
хе ерут P’, 

IIX € „(РУ X € (Z Рэ WX + 
м „е # БУ”, 


IXE. u (Р ус X € 和 六 十 9С 
I ee СРТ, 


NE ВО X€ (2 Pt 


wa PI: 
在 此 情况 F X de P FA papas] WW t Ыр XE. LEZIJE P F 
{ир {АЕ P АПА. 

HERA 不 和 失 一 般 性 ,我 们 可 很 证 六 ,一 让 


І X€ > CP. 8T, = andi: B | X | zn 8 A OR, yl 


Р! (Г, Косу = 1. PCT, 4 Ку 1. Ж ОТ, — oo. W Xp EAR oO. 
[wu . 
dX | Z n. Rp КШ зз. | N. | Lou o АХ: |l. ТАК Хе 6 


ecl 


(Pomp X eai (Pi, 

E XCe.I umet. We p Tos XS € У (P) 
|= (pi. NS C Y (py aP). HL POR A oo S d NE X € 
(р ус (PII. 

оу хе. „РО. ЩА P a. (АУУЗ ЄЛ (P. H. 
Кал. уз C UPO ЕҢ! у 22122 Р FE Geo mors 天 是 

Y—Fi(XZ)«.Z€ Ср. 
HW CLR. MZ ERA. [ЩИ УР = NI нл. HE 
Yl lun 1 —Y5 Yadira gf | кз ЄЗ (P). 
Х®—ХЇ к Xl ra і go € ot UP. 
上 Хе РЭ." meg XE r POSEL t). 相反 


I 
= 


* п] * 


Bei S XX AAEH 1} 中 证 明了 . 
DE X€ Z ,(P'), ШЕ F X= N+ A, Нн МЄ. 
(PO,AC (РЭН А 为 可 料 的 . WT, — infir: | [dA Snl A 
R,. FE PCD А Rol, X EAP (NZE A (P) EH. A! 
€ >” (P). АНА 
(NDODH AZ QUOD X ZZ XZ, UXT, Z]. 
由 于 А. атр АСАЛ)" AME. sU. Z oU XS EX". 
Z]—2.. A^ € Ls (OD. 因为 在 10,7, 1 EZS RIA 
1 l 
Xt Zo Z. 


(Po. 因而 由 引 埋 12. 11 及 其 注 可 得 X+z-. [X,Z ]€ (Sr (P). 


[XZ AP 6.27. S (D BB Xr. + 





* | X7. IZ ]€ =>, 


Hi X€ (COP) 及 X + Z-. [X.Z]€ C96, (P2) ^, W| X^. 


€vUDHYT 一 Xe 十 元 [X*,.Z]e S, (PX. 5 Y^ Mm 4e 
A 为 了 ”的 典 则 分 解 ,其 中 和 ME. (P), A € POH AT 
APPR- H PEATUS = А, BE 

А = MAUI. к € > (P'y, 


T= ] 
R.A 是 可 料 的 (R=0). XX; E. X z--[X.Z1— A€ 
[ . РУ). 
МЕХА, Nz = X& — AS M а. XA], 
(NZS = N... к БУ NN] 
—N. Z% +Z M"—LX^.Z]--EN*..Z7 
=N Z% Z MY —[А®,Л ]Є -iw (P). 
Иш Ne. (P. X —N-TA EX fEP BLEU AHBE. 这 就 
Ai] xe». 
4) 可 由 3» Bg urHHCA— 0018 . 
"352-7 


Э ХЕ ОР) XEON PO. H bat 
# X€ (% (P) 以 及 X+Z-. LX.Z]€ L^ ,U0DO V7. Eih 
区 十 元- [X.Z]e | "no: 


ё, X€ :2 (P) 2 $8 X+ z-.LX.Z1€ Con OX). WJ Hi 
кыыс a ses OO : BH Xe Z. OP. FS 
—^r Br ei "Jy 3 的 让 明 得 到 ,其 中 4 是 是 式 在 产 下 的 可 料 对 偶 
投影 也 是 在 亚 之 下 和 十 元 .5X,2Z] 在 3 上 的 可 料 对 倡 投影. [J 
12.19% E AE [.s (Py, n 
AC Y (lC «SL A,Z]e€ (ow (P) *. 
XH {КОР FN 
APT AP ы, (AZ. 


Rp A 和 .42 分 别 是 Pl 在 BB EX P' FATTE HBR. 
ПЕНН 这 是 年 理 12. 18.5) 的 结论 ,在 这 里 的 条 件 下 、， 
AC... ОР" SAH. [A,ZJ€ (Lo uL UP)? 


eu -AZIEL (Py) 


ela LN < і 2 (P) ) i 
HA 





au =l A+ > — LA, z) [|] 


定理 12.14 ЯП 12.18 RS АТИ Girsanov E ER. F— SE Bë Pt. 
e Tec LM HIN METER 
5) —^- ИЙИН Girsanov 定理 
12.20 定理 Ub XC. s UD M 


X€ (PH M=X- =. [X.Z]+YC m uv CO Km Y 


H Y= AX sitas лаш # P Fu ul HB E ~ 
20X€ Z, (P'iS[X.,Z]€ tx 00)", ix ep X ЕР Für d 
CC 





ЯЛЕ s 






. А == 


ы ue {АХ Z) Hz XZ), Уш 


SE a P LX EL era (P yi, k 










证 明 1) 由 于 | iay, < VIX). Y € visu. 因为 





А = hz: ax iz sb oz )g- 天 区 别 , 只 要 证 明 对 每 个 


(MOS € f РУ Hh M = X CA k Y. TN 
(ZA) = д. Z5 + Z. A^, 
АЕТ 
PZA [X ZIE е.а a P. ТРКЕ. Y“, 
—Y.Z*e. n ины De, геси DAT SCOPO. 因而 
(MZR = (| X Z] ХА Z JET 4 Z Y б ы „\Р), 
(20. 1) 





注意 ГЕЯ с=-0, 有 
AX Z EX Z F-4-Z..Y^ 
AULAE. E a diac. ed 
xd d dettes mA N p ye ыш. 
H2O. ТСМ Є. ¿Q (P). 
HF X€ Z. (P). 用 定理 12.18.3)X + zc [X.Z]€ 


РУР П n Xo LX zie (P). BEN X C 


T еп GP», 我 们 有 > [XS a |En d UP EA Z j= 2 CP), 


于是 | 六 . |Є | 27 б СР ! i HEER] S — ES E DE 12. 14. 
ЗОЯ 12. 18. 42 
X €. ,LUOOGX + > EX Z] € (M. Р)!" 
NE = [X pedes CP) 
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S[ X, Z] E 1.6 gr. [] 
12.21 定理 EXE. ZL (P KX Z] E v. OOo. W H 
为 一 :可 料 过 程 :在 PP 之 上 H. X "e IH [XIE vum 





| H. X.Z ]€ LO». "X 一 X 六- CA. 25. hxc p КН. X' tf 
fE H 
HX = H. X ` - 广 . IX. i21. 1) 





ШЕН i= Н.Х. M'-M—g . D. ыг gne pes 
2 tj f SISTER ЛЕ. 

BB J ХЕ. ru. (PX. HR 11.15 X E. iea POHG 
(P) t5 ХОРУ P'O DK M|. dis IP. K> E ALCOD. M IH. ОХО 
C Anl POCA 12. 100 YE P! F H. X (Ek. а-ә ЕР FH 
们 有 

A.J. X O= IL. MI. XU = H. MX) 
= (M.H. X) = H’. (XY, 
(0 (M= (My = НХ), 
GX’ = Н.Х = Ы? ХУ. 
FEMO HX Y= 0, M =H. Х'. С ЕТ X. МУМ. X? 
EET P 之 下 给 出 的 .) 

其 次 ш X€. di P). HX 12.16, X' € "LOUP. 同时 我 

{ГА ME. u (P, M'€. U OPY H T. 
AX SAX AXZ) 、 


AM — НАХ — ú КОО, HA a 
EP К.Ч. ХЕ H. XK —M'. || 
12.22 定理 设 和 人 (P). XH AAIE EP rr. 


X ECKL XOS WITE P! K H. X dto RV) H-20. HX 
ea 


НХ РЭМ Я. oA 
"Дор * 


uEBB В X.=0. k X=M+A REP F X 的 一 个 五 -分 
f ЖЕР МЄ. ZL O (P). AC Z СР). 我 们 可 假定 4A4M,HAM 都 有 
界 . 否则 邻 | 
本 
CE ACEP FIRME HU M-N ANTARANE M K A. 


T RUM.Z].L H*M.Z]€ ex (P). RM =M- MZ) A 





H”. M' =H". M— 2 - ( H”. M.Z) — H”. M — 25. М.Х. 


=s — 


男 一 方面 ,\H. AEY (PSH. AEY (P, HH. MZ)EY (P) 
=>. OLD — 2 UIS M,Z)EY (Р. TE 


H.A =H. AtS. UIM.Z)e (P). 
FAAP F X=M + A R— HE DB 
H X=I M--H. A = НМ+Н. А= НХ. C 

定理 12.21 和 12.22 EALE ААУ Girsanov 定理 . 作为 定 
JH 12. 22 的 一 个 简单 的 应 用 ,我 们 将 在 小 一 定理 中 证 明 随 机 积 耸 
的 局 部 性 . 它 只 涉及 一 个 测度 P. 

12.23 定理 [EE X ЖҮ ro h. H AK 是 可 料 过 程 , 且 
五 .X 和 天 .Y 都 存在 . d АС Z IE A E X BY ERHI 
无 区 别 , 则 在 4 上 五 .五 和 天.Y 同 样 无 区 别 . 


证 明 е РОД) о, РС) = РСА? pw pap, 


РСА) 
XGDAÀjYGOP XIX Àj. ЖИ X-K- Y. 由 定理 12.22 И.Х 
(К.У H^ XCOK- Y),P' -无 区 别 . ВЮ. X 5j К.Ү,Р'-ЖХ 
wJ. HI A b H.X 5 K.Y XIX. C 
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$3. 随机 测度 的 Girsanov 和 定理 


在 这 一 节 我 们 仍 假定 PEP. 同时 ,我 们 假定 w 为 一 整 值 随机 


x? i ee 
测度 : 


“(йй dx) =- S LBS ut dap. 


其 中 8 一 08) 为 -一 可 选 过 程 .,PC p0.oedD Жр u Кр ЫЕ. f P(P') 


ER u PERMER M.M o. 我 们 假定 M, EP Eti. 
ТЕР F e A ER и 

12.24 3138. H N= NO C Ше, EUN Teo, ЩА E AN 
(EM, 下 关于 他 mr- 可 各 (注意 在 此 只 涉及 测度 Р). 

证 了 明 AEZ АД, 4 OMAD, С" — Ia * n 
€ Y. Ду 

q^ ssp. Q 5 uu AC EDT. mcs. 

RRITA РСН ос 1. HIRE r E НТЛ p| (S). W E 
SET Pi lim 5,7" super ET A NO W Dp. 于 是 


Да 
МАО ош уд | Sç >; E М sti a pim | zt Oen 
HS wr n к=] 3K Ё 


Hte M, FN 关于 опр. 又 因 N.. 是 局 部 有 界 的 ， 
AN 在 用 ,下 关于 : 艺 也 是 5- 可 积 的 . O 

12.25 EB М, M' EF Log. wP F M' < M',. 

证 明 NR A.C гё jË М„СА)< оо A, A 0. 对 所 有 这 9 М А 
ЄЗЇ 内 定理 5. 32 有 

M',LA A,CE OLI ЕЭ) = Елда * y] 


— 


=E[Z (La * р.) | 
= E| (Zaa) Ы jt- 


* Че в 


“> p= oo K n oot S 

M'G = MI, А € 5, (25.1) 
由 引 理 12.24, € M, F Z XE T 5^ осрин. 因而 好 ,在 学 上 
с. 记 v Жл E P FERT АЩ +}. 

{ЕР К.В = Ta, * v E Ta жи [Крл Б НАШ. 取 T, = 
iniit: Би zem Y. MU Pi HMT, n=] = 1. 所 MP' (бат, = oo] 
=1. 由 于 AB" Zl, 

МДА СПО, | XE) = ЕВ Јо. 
因而 M, 5 E o B EB. 

现在 我 们 可 以 假定 M (A... M' CAD oc 6 M A, oo. 
对 所 有 ;>0 Ж AC 5? 由 定理 5.33 可 得 

M АА„С[ Ot J XE))=E[Z,C aa ж) | 

=Е|27- Caa) ж >, | 
—M,|Z-Iaien x5 | 
—M,.|[Z.Paageesxp |. 
4» oc Ë n— cod 8] | 
M'(00—M,Z Ip. A€ £&, (25. 2) 
TE PUR CU = Ja жу 39 da w 2 [лр ЫШ. B 
S,,7inf i£: Cr np) A m. 则 —Pilm.S,,—c5) =], Н. 


M CALIDO, S, B X E») = F1. xc pp AC. 
M',[AA.QZ -—0][0.S,, E XE] 
—M.[AÀAQZ.-—-0]10.5,,9 >x E>] 
=E [Zs acs -ay Os] 
=F|(Z_larz_ еш) # vs |0, 
所 以 M'.CALZ 0-0. 联合 (25.1) 可 得 
M' TA) == MU (Luz sa) = M. (Zlaz 0. 5.3) 


于 是 由 (25.2) 和 (25. 3? 可 推出 在 55 上 M',«M',. 
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12.26 定理 Ф100 LEHTE RR Y 使 
УУР КИТУ ВИ. ВАР PI JL БН o 
yat iod Y 


Ov Go, [4] X E2921. -a 
vot БЭ Sr te i x E= |. (26,2) 


23 MALZ L9 |— ZY. 


WERH “由 定理 12.25. Y & M', KTM E Ef Radov- 





Nikodym p. xps AE 6 
M' CFA) — MU (YI I) = Af а) 
这 表明 一 Yr db uode PUVBUSDRAHBSTER , 
和 一) H£ 
jY, Fus l. mni.mhae—oc =l., 


y" гөз 
l, HUE 
A ubcza. 12 C26. 23. ИШЕН Y M YE Р-Я. mi 
Ei 8 < тх 1 Тсел») Р'-(Р-) 4543 8 BU - ВЕ H 32 uk Н 


«сга i P 3808. METETE RTR T =o йм T T T 
am la | OP'UTALeSrl. HOB 11.14 [| T HAND E Pa 
и РСС Хх EO S 1T «z6oc) 0. бү] £0 我 们 有 
POR UPS КУЗЕ lUa roO. НРА P Сиб үй ОЗТ е0) 0, 
Piel Гоу Кузет УГ 3-0 
n ыы DuC UT ТУКИ ы ДҮ Е (Iza P o-a.s. , 

BU ipa mes j F a i Pas xXx ug D OLD CC[a'se 1 Ж НЧ 
а= lAa д Р AEG - 

i5. DRO 20 ГЛЕ ЗҮ 

Mo Z Ya =M. YI =M, 14) =М„ 1л) =M, Lal. 
JA PEALE p 20. L 

注 RRL ҮЛЕ bdp cpm um MIZ 


Z YM Y.v ML de P' KRME T AAA E AE 





М1.) =М„ 71) =M, Z_YI, =M ҮТ, == My.,(1al. 
12.27 引 理 ”假定 M—W x 人 N € 4 Vc 
V -—M,LAN|5?], HLM, NIE M] 
(M.N) = (VW) жы, ` (27.1) 
【注意 在 此 也 只 涉及 一 个 测度 P.» 
证 明 т E= IM, 对 任 一 可 料 时 于 全 6 有 
AF. = ЕАМ, N ]rIprz-4 | S6 p ] 
=E AM AN pg ul] 
= ЕЦ WT ProT Мт) АМ теу! т] 
=E[AN:;W (T Bp | Fr. 
由 于 АМАМ сој 5 ИРАМ тол F SZ r- Æ о-н] # BJ , А 
AN;W CD, Bp) Ip CIO. dk dk X T Froo- 可 积 的 . ВЕТ, # 
E[ | ANZW СТ, BIC E ] «0o Ml X EE MG Se u LTE X 8 
E[AN,WO' ,8:)I CE Xr | 


- Zn | LANWXI adu] 
= МД ANWXI; ri) = M.,( VWXI ri) 
一 M.( VW XI. +I) = ELO WO Xt pasa l. 
因而 对 任 一 可 料 时 了 有 
AH riora = ELAN W (T ADIT |F r- | 
= (VW)rIr 8. 8%. 
所 以 a= vw H 的 纯 断 部 分 为 
= ХАН) = X(VW5) = (VWI p * v, (27. 2) 
其 中 mn D 的 可 料 支 集 . 
it K 为 可 料 过 程 满足 下 . [M,N jj€ =, H T J fiL EB 
lj;.H—0 (807.2) ,我 们 有 


g| кан | - в |" каан: | 


= 可 | Klr Wan, | 
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一 E KJ. COEM. NI | 
= E| X, KAMAN I CO | 
t= 


= ЕУ) Кас, ВАМА) | 


= MLLANWKI = MAVWKI) 
— M.AVWKL A = E Kat (VW) жу) |. 
[АП H 的 连续 部 分 为 
Hi MT EN (27. 3) 
TO DUA. 200027. 3}) 推 出 . LJ 
+ FAHRE ELM. МЄ. JE JL M.N. A, E 
A KKETTE WLM NIEA БАР ERE OM №) 
= {VW a) * v. 
12.28 E38. {Ше MW: ао) WES PD НГМ,2]є 


ССРУ)”. RR А==!М/(Ү—1)) x v, W £ 
12A HE. MZP- SC DX Bj, y dix 
DWET” POH 
"(рУ = M — Z (M,Z) = M — A. (28.1) 
a ss 
证 明 jg м'=м—у-. ‹М.7›. НЕ 12.16. M' E E CPI). 


5 一 方 商 , 由 定理 12.26, M, [AZ| Ž]=Z (Y — 0. 由 引 理 
12. 27, (M, Z2 —(Z.W(Y —) «v.i d: РГЕ. ,A 二 地 М.Х. 
进而 ， 

АМ, = W (t, B pg) — | was» dz) 


一 | W,zxYOG,r)— 1С) dz) 


| = WO BT — | Waz cado. 
БЫК WES PO B MEW" (ии). [J] 
12.29 定理 车 ww 与 vv BL PHa, mJ 
DM.ELAZ|S? ]—0. 
290, PY)CSE(u, PO. BM BUE W € € Go P) W^ Qi) 15 
W* Gi») R P'- ЖЕЗ]. 


证 明 {ү Y —1. D oup xg 12. 26 "— wc 
(и, P). BRE 11.19 
Iw — uu quw 7 и 
x |] ТЕП w * ia E 1-- WIE. < УРИ. 


AAE Р For =, а =a, W 亦 适 用 于 关于 产 的 积分 . 在 P 下 4 
仍 为 局 部 可 积 恋 差 的 可 料 过 程 , 再 由 定型 11.19, We (s P 
ш М= W (ио) 5 М W" (a — u), M X = M—M' E 
c^ (PY. FR AX Р-Р О, X C Z (PY MESO. H E 
JH 12. 20. 22. | M. Z] (VL CP) ". di HH 定 JE 12.28, (p Р F 
M— M. [1 
12.30 定理 уле (PH 


X == X, -一 ^ +: X: >F Wr | * gu 十 - Ко. *X l 一 p) 


HAX ТЕР pm RR. e h: X ЈЕНИ ВЕ. Са. 2.0) КЕТЕ P 
FX ДУРЕ. АСР РХ Вр АЭ 
А == X -F a! m (XY “J: WOMEN * M I | xdi set] * CH ui V. 


EPOXY =X. OC.) X TE P! KESIR TE GI LB „ЭҢ 
ENERO 
PE 一 a 十 二 Rr segs] жу, 


uD vy =Y +», Erh Y ШЕЙ 12.26 所 确定 的 非 负 可 料 出 
соии 





ШЕ ВН ШИ — =I меат Мм-м (жи). 由 于 |W xu. 


LAM 152. pit 4| M.Z |Є COP. 出 定理 12. 28 
WÉ uv )=W Cai) — (W СУ-10) v. 

H # 12.15 WAX Y E. ZL (PK B = АХ УУР у= (X° (P) 
=Й. dí Уо HEM 12.26 推出 ， 稍 扣 整 理 即 可 得 到 在 产 下 
ХОН луд о Шул. |; 

12.3109 1 ХЕ (Р), (е. В.о o В.о] X 
Tp PPP pügupTERE- Со, З са. 8. A P'- G DC BI BJ 
П TF 9I 28 PES SE: 

D M,LAZ |5? ]-0., 

i (OX*.Z5 P-3 Е 0. 

证 明 EPPP =B АЗАУ. dixi 11.26 及 其 注 可 
A y рУ 1. Bl» l: HE FE 12.30 K 3 12.7 可知, 在 
P pa ant Fz- e (X*,Z 0 P' FOXI'.20—0e3E:P 
FX Zidine, USTE PRX .Z2-—U0. Ba 1 X # rM AX or Ht 
Ву -- 7" МЕХ. ИУ. L 
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Е р snp — ВЕ ЕСО , P) о m EC === [al 
СО. РУР ШТАТ АС AR КЕП e Е F б>), 以 工 和 
L'4r8 ë s п] ELBEULAE fi Am PK HI Vp t yr p K. Xy G Hl II 
М ВРЕ Сал улес y€ HY, ,G K C fE L' H 
НИ. 

12. 32 定理 BK ур т ОЄК. 则 下 列 二 个 断言 等 
价 

lxJ yC ОГЛУ РО Od ACE O0 сре K СЕ) +, 

Ox P t AC 7.9 РСА) 0, M| ff ñ: Ж D> 0 f cI, & 

DAEA te UWAL б0р a.s. D 有 supEl eg mo. 


HPL, СӘ к L! Lpg D E RUE. 

ШЕВ D= 往 证 2) 是 明显 的 .2 之 3). Ж AEF Н PA) 
>0. 由 仍 设 存在 常数 c0 dE cag KELT, В К (7) 
EOR -L dé L Aiia [8]. Н Ascoli-Mazur 定理 ,存在 和 EL 
使 

sup — E[9(£ — py] < eE[ BI, ]- (32. 1) 
БЕК, т cL + 
IE C32. D HR S= 0, 3—a0^ 470 产生 
aE| (8-2 ] < cE[ 8I, ]. (32. 2) 
由 (32. 2 对 一 切 a2>-0 JR rA # —0.a.s. BI 08 (LZ 51, |} 
外 ,显然 有 РО#>0›>0. Ф go # TAA ЕТ0]=1, TE 
supE[0š | < е. | 
取 H = {0E (L=>)* E[#0]=1 UE supE[68 ]<оо}. 我 们 已 证 明 
н 是 非 空 的 . 2 — [0=0],.2€ H). E e 对 可 列 交 是 封闭 
ОСН AR с„=вирЕ|[8,4|,а4„= || б, cr. 取 严 格 正 的 实 
Жу | С^) | 
УЬ, = Db Db, d, оо. 
设 2 一 515,6. 显然 ge H R[6=o]=[8,=oJ]. з E 对 可 
PU RBS. РЕ СЄ Н fs 
Р = 0]) = infP([0 = o]. (32. 3) 
ИШЕ >0.,а.з.. #7 РЇ [5=0]) 220,0 ALLI]. 由 上 面 已 得 
到 的 结论 , 必 存 在 ge 五 使 (32.1) 成 立 . 特别 有 ELA g- L0. 
іх а P ( [Ə22>0 ]J [E 041; 220. Hm P ([9=0]/)[£=0]) < P 
14= 01. 180=0106=0]6.1х5(32.3) 78. 

32:1). # DRE MEE y€ G0 МО} АЛГИ c> 0 都 
AREK. Wan 存在 人 EEK, PEULO 5,61) 使 
"= ё,—з„—8, 以 及 | д, | a<. RITA Enge, 且 对 任 一 严 
格 下 随机 变量 5 有 
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вирЁЕ| СЕ | = вирЕ{ ©, | = + ос 
1х2) DFE. Вр Dw. [|] 
12.33 定理 AKEL phi НЕ ECK A E 


—.o^ MECEL ЫЕ E0 a.s. DL supt [gE] «oc. 

证 明 РЕ. ТА ОСК, ЖИКЕ ЄК Жиі: 
KRR K. 若 定 理 12. 32 断言 1) 不成立. 由 定理 12. 32 的 3) = 
1] РЕНН И ДЕЕ 9€ CLO^ NI01.( (8 C K RODCL Jë xr T 


"mM Ок ар Р : 
"n | à, | ss A T 5 ' Lj E = Эр ЈА x 也 是 定理 


12.32 断言 1) 成 立 , 由 定理 12. 32 就 可 得 到 要 求 的 结论 . O 
12. 34 EX EA 8€ ж P FIDEI ЗЕН БЫ Ж ФИ: 


中 1 
Ыз УЕ нн 
DEN, 
其 中 re КК ашк ү е шек, Тоё X. TS | < l ‚Р==0, [зн ld. 
AX 为 随机 过 程 .对 每 个 H C. д SAXOA F: 


и — | 


ЕН e v RO aw de 2050. 


=: tk 


dad 





АК, Xp REA RAEO ID >J OX ID, ERRER ШК EX 

ёр CX. HO — H. X. 

КЕН ГОРИО — LU. ЕТЕ ЗСК АБУ 
Pellacherie-Meyer-Mokobodzki 定理 . 

(0 123533. EXI ANAE EXER 
I" щн ЧАЛ PF 9 CIPIT Coon 及 所 4i (Z 0 dj 


— e ia X€ =, (H yC SE М (mO. 因为 


Epela sln. Е 9.30 








1) 容易 看 出 这 At irr ЕКЕН: HE РАЕВ 0 E e E- 
EEK A P(ŠT=:- =E. 
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: | i ИТЕ, Р Р 
Lx, H" = | EL x | 
# оп 


^| -— Ü. 
充分 性 . RUER 20 X'= (X. sa C S. 0 X 为 右 
EARM X^ =sup X, | coo. FEET RE ELX «oc. TEN P Hi 
S SSES UH TRO IRR FER ОК Н ДЕ ЗЕ [ЛЕ DRE UO. HX 
к= UO HUI e ж). 
H K J о. 按 假定 对 每 个 序列 (6)CK A E 一 0. 由 
тй 12.32 £p ТЕ ЛЕ КН ЛУ BB HL BE £ {ШЕ 1 二 1 МЕГ] 
«Lon. Ф d P! CAP, WL PIS T P 的 概率 测度 . H F £ dr, 
ELX 1—ЕРЕХ; «ov. Е ХЕ P KAR. 令 то0о, 
为 10,tj 的 有 限 分 割 . 取 
н SESS. Š$ = sgn( ЕХ, 


121] 


ұл ^ 
mm А, | — Ї ] | " 
' г z 


+I 
up iUc || 


E [IX HO =E | SO. X, 


-R [DEE a, a. 


=; 


-g| S СХ, е 9, f. 
ОЁ Е 
因而 有 
ШЕ! 
+ Маү«ХЖХ',Р' у=вмрЁЕ! | > | E [х, —X, 1.87 | БЕ | X, | 
н F 


=зирЁ' [U (X. ELI 


=] 


—supE|[£J( Х.Р 2 J LE E| x, | |= es, 


jx K HH: РС Х' 是 概观 ， БЕРДД rdg c0, X' € 7. ҢҢ X € 

12.36 定理 iX G=— С D Wi AE B) W A PER © 域 流 , 对 所 
HIRO ECF. EX H- ЕЕН ОЗЕК. WL X EGR, H 
[X KP) SL X KG) 





WEBB A 


. p Q hom od. <l w.< <l de < od ub. б- 4з, T 
GE (G) == DEM T | | ош 
. 7 "a Eam [а fe Q. n cl. nl i| 


ИШ (G0 0020. YH F X RH Feat. ikd E АЕ 12.35 Wut 对 每 个 
T C UGO TRA PI B SE BA (RO. 


LIO. pit see "ep. 
FRE 12. 55. X HR. G oE. а. HEP X HOx feos] Ж 
ЧУРОВ ЗЕ РЬ. E A IK 6 ТИ. 1] 


U.37 XB. EG C7 为 满 是 通 沉 条 件 的 流 ,上 对 所 有 1 
0 8 Z C Sr, fog X d ЕКИП бой. EH Y - б-т 
ee í S 





X # G Г mo ARA И“ ОҢ H + X T XEKE. 





21 жы Yu AX Ау Ах сэз НАХ ml * £ = À — А, 


DRR P р He PU ҖЕ ЕЕ f 5-1 F Mey oh Z RI H`. Z 
有 下 列 典 则 分 解 ， 
Z=N+8, Ы-В. 
Жз N ЖП А" X F-Bh.B5 m Bg F. HAREA Б. Bo 
O, AAPA i0 
Г | t 1 Fog -- — 
Е\| |a. | eo. El | dB | |< oC рар 12.12). 

[I d 38 9.16 dq з= JL B FE р Fr Op s > 0б 
e - | | | 
Е| | UI dB, оо $ B в RFG 的 可 料 对 个 投影 TEN 

Brr OOL E |] OH, Lg f, | ion. BR FI. Ë 存在 . 出 定理 5.30.2 

jp Ж | 

E[B,— Ар же бек a 
ТЕЛСЕЗ Z=: NB 是 如 -适应 的 | 


E[N,+ B, B, | €, ]— ELEUN. F, ] |: E. I+ E[ B,—B,|=,] 
= ЕМ, +В, В, 1, | 
=N. +B — В, а... 

因此 N--8—B E G-4h. РЈ. В-ВЫ. [71+ 
УНАВ R | HAZ |. Н [NTT B— B]: G 为 局 部 可 积 的 ， 
BJ HI (N--B— ID REK. БЕШ H XT X & G 是 可 积 的 且 
HX=H (N+ B—D) H. CA ED ,这 里 第 二 项 是 Stieltjes ДИ 
分 . 

现在 我 们 来 证 明 H X HHX 无 区 别 . 由 定理 9.30 及 其 注 
тшен 是 有 界 的 . R e= (10.1. A€SJULCI Too T ;T 
为 0- 停 时 }. 显然 ,对 AC Z I, X sl X XS). 于 是 由 单调 
类 省 理 可 得 要 求 的 结论 ， L| 

12.38 定义 ”假定 在 基本 空间 (CQ, 中 上 给 定 一 个 右 连 续 流 
кз (37 8) у t = F? Y RMIG Х — СХ). (2,57 EGRE 
MS РКЕ Е.Р ВЕ СУ MAREP 之 下 蔷 是 一 个 
(F-E R ORRA. 一 个 关于 (RE 的 半 轩 ( 款 ) 测 度 也 称 为 半 
BOVAR S FOE. °k qh ONO HL X FO REL REGE 
DX ,FOOVOC F0. Me bh (BB) JE] Ире RIT E PR E RE P А 
IR X AEE BTE. 

例如 ,在 概率 空间 (如 :多 PO EA Е Т — CW)， 
”Wi 二 0. # W 关于 其 自然 流 是 一 个 标准 Wiener 过 程 - 令 
F= NAW rss) 20, FIFA, 


s — 





X1=W,, X! —Wi—i, rt. 
ЙИ: Ж 15.39 及 11.37 Xu P EMHC OC LED BSTRE— 8E. 
进而 ,我 们 假定 
iF 是 请 上 的 概率 分 布 ， 
ia. 8 MW T pho = B. = 0, 
iiv 有 是 一 个 随机 测 庆 ,人 XE = >x X (900 20. 
(0 多 9 上 的 概率 测度 己 称 为 半 鞭 问题 (X ,Pei Е.а, 00 


— LL 
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解 , 若 在 P ZT X СЕО A F Aae Xe 的 
iD. DA Са. В) A RA RHEE- PEEK F" Fanan) HR 
ag ЧЕ TX, F"; Fa, fv). 

12.39 定理 10002,2570 F° X. 如 定义 12.39 所 给 出 . 若 
(Р/СГ,(Х.Е")Ң. P (0,5% LAR P RF XP, 绝对 连续 ， 
ШРЄГ.СХ, Р"). 

Р PCX F°) BU. 


证 明令 
| H—TI {) = фа — Ф, < ... LL š, «oo. Є up 
AUT 一 | EST 1 J è | n | ` n — | | 
| £47 "єз! [Ера 1, di 0... od. »nzl | 
K P = УАР, ERA — 0. — 1. H EA = 1. 
Яа (it УК" K [这 0, 由 定理 12-35 X] —W] n 


4 


à | P. 
y (X HP, —0. w 
容易 看 出 有 
i Х.н‘), о, Ё = oO, 
HEP WS 
LJO HA, -一 -0， koa. 
H pH 12.35 aa P'C P OX , F^). 
# Po PE DXF" H PaP, t (1 —o)P; Ox MI 
PEP HP, PrE PCDPX,.F. xx Ae HR POKX.FoÀbEnmm. |] 
12. 40 定理 jR, 0. FX. F.a, В.» 如 定居 12. 38 所 
BS JH PON IF F a В.о) руву. 
uERH PeP Er AX, Е": Fa. B) Н Р=аР tila) P... 
Со. 首先 在 P F X, 的 分 布 律 仍 为 已 ike 为 X 的 跳 测度 , 则 
М, (Р) =ом, (P D+ (1 ADOM, PO. IU ft: = F, ,M.C(P)—=aM,UP ) 
LOC OM, SMOD. 这 表明 在 P F u DS ра 
影 . urea. SO Р F X 的 可 料 特 征 . 由 定理 12. 30 ZE P, M P. 
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PS RA РВС. ТЕТЕ P FEA ЖЕУ]. 由 定理 12:29 
P, 


(жыл! ` Cuv) TH) < Gr v) PIX SI. ripas: 
Cu) Ulp ud Or DPE. BEDA X — X, a 
(Carpi) * 4—1 Tix ` Ca E P, I Р; 下 都 是 连续 局 部 
Wh. E P 下 它 也 是 连续 局 部 款 , 即 t o P-XECE]. 总 之 , (0.8.0) 
ХР FETARE. ЫШ PC (X F°; Fre Ba). C 


问题 与 补充 


12.1 设 为 概率 空间 (0,:.P) 上 的 随机 变量 , 则 存在 
(Qo 9 — 概率 测度 РШ P> P, OR HE — LE 
Е' [ | RH | |с “з, 


12.2. VEO UNE Xe CR RICO. o ,PY 上 的 随机 变量 序 
55. П, ЕГІ, | A1)-—0. 则 存在 (Cs ) 上 另 一 概率 


sj iir P' 使 Р' -PS AA A-H pz1 нт, „С, =, | = 
D. 
12.3 E XC. Z. (P). A= EI AXi хол) A N A # P F 


ПЕРЕ В. 假定 PP, 朋 Z 为 P 关 于 P 的 密度 过 程 . 取 
Y=X - t (X-A,Zy—- A+ À. MYE. ZP). 进而 ,XE 
(PWH IM AC. os 

12.4 M. XE. ri P figs X. MOTETEH (MT P F 
X 3E fn е. 令 2P' = S (M). dP, W| X —OX.MDC 
Р. i 

12.5 W Aue Wiener xp P.H 为 一 近 应 可 测 这 程 -. 


Elexpl o | нї ds| | («Lco H dP'— € CH. WO. dP. Wife PF 


|w, — | H. 45] 是 标准 Wiener 过 程 . 
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{26 g q P P H Z 为 PP 关于 PP 的 密度 过 程 . 
Ае (Ру, [АУ + = u P WI. А € wi (Р уе A € 


мэ CPD), wna aum. A, Z). 


1.2 E PUP НУ РРР 的 密度 过 程 . WAE 
YP СУ. АШ Аб. СР (7 PS, Е. ЛОР 
=. СР). | 

12.8 ib AC.9.XC€Uv RIC СХ. 若 对 所 有 wE A. X. 
(e) ТА E de ЗЕРА ҖИ, Y Ха. HL Stieltjes 积分 II. Y P HL (E А 
EH.X à H. Y ЭМКИ. | 

12.9 BAEZ., X YGC 

DETA FE.X—Y JARE GEH XA SY WAEA EX 
14 Ү* Xj 3l. 

DEWA EOX— Y AEA EAE: ДЖЕ XS Y B| Yu A 
ELX LY JEX]. 

12.10 B X-—OXO 为 -: 通 应 右 连 在 极 过 程 .对 所 有 COE 
LX <, HORS dU OX НЭ EE Ea 0 = f 
1 ci,— aad € 9, pg. ien m Lael ace. 
BU) p УҢ c UT: 


аР' = 

l ЛЕ ЖЕЛИШ P oP, PE ПЕРТ ХСХ.) 
op. 

DARA AC EPOSO A aE K, L^, 


DLDI AR, (L = 0:. 

12.1 设 芭 一 58 为 一 适应 连续 过 程 且 对 每 个 
(CRSO,.E[IX,| ] eoo K,.az-0 ШП |l — jf ИЛКИ ЖО. Ж EE CERE 
Pp EL RAE PUF XS Xa HB AIE AE FERE GLO! 
XL to" 


| "nvronmumrL M | dP 
12.12. i X€ Z , 则 存在 一 个 绍 率 测度 P P. B 5 € 
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L'.X€ S, (P), B. ХЕР КИЧЕ X — M-- A 满足 下 列 条 
EF: V POISO.MP— СМ, EP У. А СА, д.) зо СР. 


12.13 ЕХАЛ ЯЕ. 5 
| 利于 
4—1 | 


SA — Е => >) el L TII Li 7 为 停 时 Ы š, Є y ' 


I = 外 
|& 151.40. 7.0—1 n=l 
| >) abs Ст Ха, | +X Xr. 
ПАХ. К}, = Tou. =0, +++. — 1, 


2 NEZ CXT, = Ху) | T =i. 
- 则 下 列 断 言 等 价 : 
DX РЕВ. НЯ 20. 2 JAX | «oo a.s... 


DJATHI K) C. K £0, lg Х.К), eo. 

3) 存 在 适应 增 过 程 4 使 对 任 一 停 时 了 及 KE.% 有 
E| (J^CX , K) 70? JSEL Ar. (天 A4... 

12.14 Ў X An BUG k r K EUER. AF fE BB E Bt PP 91 
CRR, 5 oo DL S EREI ХУУ) (EXTARE n. X, X1 РСР, WI 
X AP. 

12.15 VELA Ass A On sls ЩЩ. m ⁄%, = V oA, 
Asseh 120, MESA, -2E юн F CSO Áo ES. 

12.16 HEREZA FDL LAE К F° 及 
Е-Е X. 设 P 为 (0D, ") 上 的 概率 . H AEF PAS 
0. Hg Pal Om PO NDAP. Ej € (A, PAE ГОХ.) 5 
Ее RH B—esssups? ji] Be Z. 

12.17 dy CO. 7*0, Е" K X Rn P] rm АТАНУ. 
ШО PEX FOS iPP G2, 00 XEM HE F X € | zf (Py JN 
的 . 

12.18 СО, 70. F 及 站 如 同上 题 所 给 出 的 . ТЕС 3 F- 
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可 料 增 过 程 具 有 有 界 跳 AC. Щ PL CX. Fu C) = 
(P.P 300.) FARE AKE. Zü (PR X (P)=C) Xm. 
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第 十 三 草 ”可 料 表 示 性 


可 料 表 示 性 就 是 指 每 个 局 部 蒜 可 表 为 可 料 过 程 的 随机 积分 ， 
它 不 仅 在 理论 上 是 有 意义 且 重 要 的 ,而 且 在 应 用 上 上 如 滤波 .控制 等 
Jy ii ti, fl . 

在 这 一 章 , 我 们 给 定 了 一 个 完备 概率 空间 (2, 池 ,PP) ,在 其 上 
配 有 满足 通常 条 件 的 流下 = СОЗСО, Hon = 


8 ]， 强 可 料 表示 性 


13. 1 ES E MSM ea ЈЕ. M= 0. ШЕ X 9.1 pl 
L, C M dk Bir # ЖЕ ywan an ayq: M 可 积 的 可 料 过 程 全 体 . iB 
C (M: LH. MHIE L, CM), AUM S CMD L. 
Ë v OM) =. uS RERUM Bot зан EL PE. 这 里 附加 形容 词 
“中 4e DIOE P BETTY ESL A у — Э SESS By n DE RE. 
]3.2 SIE REM LE- wo EG HE TERI PF СГ, ЕЁ 
T. À on LED 8 LIL € (M), | LC (М). 
证 明 =н". M. R: ih Ff: € L, (M). Z H = 


HT _ T= 0 YR II € „‹М›Ң L= H.M. O 


"N^ 1 


13.3 引 理 OE M € „йр CUMD А ж дув ИТ ЭЕ 
їн]. 
证 明 显然 <'CM) 是 一 个 稳定 于 空间 . 只 要 证 明 SC ODD f 
党 备 性 . ШОН". M Laa а СМУ ЖЭ А 
2 | [fi Ag — HUM |a < p Ы — 01. 
-3 


MOS BD 120 Аз 


474. 


[Summo — um aca 


ur j 
< M] tet — Ht Расм) qam. 
н -ü L ! 
i A= IN Het нера зо 
H =: i) 
和 H = ao i APUY Не), 


WA. up ess. H PI И 1харм,=0|=1. 因而 


POP ‚ 4620 
Е ийм 7 


2 D. Pee | _ ү? 
«E M ше» — He расм 


r =I] 


C popneeta i; - 
一 全 


so 8 


Bil H. M C £! (МГ). Ii] «T " sg HOD Ff 


Г DI. M 2с. Ii". M | anl f Si (FI Fl)... HU. M | | 


Fog 


д ХАО — ID. M B =O. 
Ak P м I M. [` Е 

13. 4 定理 (Eg MC. Z... MF SEE Т ЗТ: 

DAM) S=. (Cus. BB M {үйл ЖЕЕ ВЕ. 

2354 (M)=. L. 

ЗС СМ) C ATTE FER SUR. 

WERA DA. о LV HAL 13.2 可 得 2) D. D 
DEWR rh ЖШ 322). И} L€ l. DW. (poti: 
ЖИЕ ОШЕН ТО. БУ ТР {к С К" 0C. LS NTÁ L | „—=0. f 
МЄ (Му, Щн] 13.3 EE ем" (A. O 

13-5 定理 {= MC xcsy 则 下 列 断 言 等 价 ， 


1087 (M) =. Za ED M A SB REESE K s EE 

2) 对 所 有 LE. Z МЄ. г PL = 0, 

3) 对 所 有 МЄ NME к/з» N = 0. 

Ша DSDL LM €... 由 强 可 料 表 示 性 有 
L=H. M. IIC L, СМ). ГЕ, М = H.LM ]. 因为 LME vus A 
А. МОЄ. ZZ. BREL M ]€ Ж. 于 是 对 下 列 Stieltjes 积分 有 

АІ ат CEM = Н, ua a). МОЄ. „о 
JV Hin sal) [МЄ *. Вт E bA IER n—- co Bp up 48 
IP.[M]-0.Bl[L]—0. 这样 就 有 L —0. 

2) >З) lE mE. 

3) 1. WEA 13.4, REI S£ (M) —€1. A o Xx CLE 
f LE YES EWE pix1 一 0. SKWE 2= 0. 由 定理 10.21 fep N € 
ES, rác. 使 

ee) = ELLEN] Є е. 
НУР Є TOI D ELLE N 一 0 对 每 个 分 时 了 有 
ELL, Njer] ELUL N] ]=0: | 
TEL INJ]. y JS 2. Rt a E keo TE 
ERATA T, t co EDGEBSET n A МЄ 2 {п МЄ. p. Hi 
J М = ола * M£ (M). АП М", МЄ. 2.3, МЄ 
Z. K. ММУ € fno Hx XE N = 00. ИА N — 9, А 
= 0. [J 

13.6 = BEME. СА РУГЕ Sg tit 

1324 (M) —. e ы, 

Л LC Z Н L,= 1 LME. uL, 

30 PAGES] L€ LB Lm МЄ. Z. == L=1. 

: 证 上 朋 1) 0). L LME. faH h=, WA N—L—1€ ` 
LIAE NM LM-— ME ees s. 由 定理 13.5 得 到 N— 0, BD L 
=]. 

2) =>3) 是 明显 的 - 
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D >]) , МЄ. 以 及 NME Eon M WEM E PE 


N . N А 
IN |= Ë. > L= 14-54, А1 iE -i LM ML e gru Ll 


BELLO 于 是 上 一 1. 即 NN 一 0. 由 定理 13. 5 ix Zi PM 有 强 
可 料 表示 性 ШО, 

13. 了 定理 REME- ia РИТИ: 

DAUM S Fu. 

2)97 (MD — POL OCT Tg BUE xe Bk OC ERI RR] PS BI) , 

S. МЭС TT ВТА ЗЕН PERAN DR А9 25 RD - 

OHD LE- uu LME -A uuo L-O, 

5) 对 每 个 NE UU NME. Z, ND. 

证 明 1) 2) = 32 可 象 定 理 13.4 一 样 让 明 . 

D = 4. Ék LC u M МЕ fu MD L-H.M.HC 
L,CMDVA R (L MD = H. (M) IR CL MO € ua E hz Bh As 8: 
续 的 如 是 连续 的 ,必须 有 :一 0 T E He. M= H. (L.M; 
=0, L= H. М 0. 

4) т> 5) 是 有 明显 和 的. 

5) — 20 Ж" HE ӘК, B8 BTE CHI RH 10.30. Bk y 
Жуз 上 -的 有 界线 性 泛 关 和 且 gl. о. {ТЕШЕ p= 9. e u] abigo à 
САЛА RAREZA, TETE N € 26. 00, 使 

1.5 = EDL NY)], LEL 

因而 

(Бу = E| L.N: y. J, LE ү. (7.1) 
кр Le LADA LN eiua. BERAT T + со 使 对 
fn М.Т C у уд (N: € у". jH E МЄ (M). h 
М МЄ -Zua H 0 М.А = (Мм, МЭТ). TÆ MOSE 
aa. RRB СА — 0. BEBE N — 0. d CT. DD BE S elsi 
— [fJ 

13.89]38. HEME uos FUE S REC E MJ SIE s 
HJ Т.М XT GE ardeo A ПРЕ Е. 
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< 证明 TE = 2, лт) 不 难 验证 车工 是 一 упр} F'-$R. 

L 也 一 定 是 一 致 可 积 下- 款 日 工 一 二 Ame L МЕТ - Буй ИЙ. ИШ] L 
uide F- Бар FL LSL. [BEL 是 -个 让 局 部 拷 . 则 上 7 是 一 
个 Fr 局 部 靳 ( 见 定 理 3.53)， 现 在 设 工 和 LM’ ДЕ FT ph gp L. 
— Q0. 只 证 证 元 一 0. BF ECM- М =. СМ M 是 一 个 天 -局 部 
PLOGE 7. 38). Ја] КТЕ HB - 1. ЯП LM? 都 是 天 -局 部 贰 , d 

LM hit F-E. Hh TF M 8 wanj oR RI 22-0. [1 

13. 9 EI i Me ms po > 

| 上 的 概率 | 


rl, | B 
| = Р | e H M €. PE Ld J | 


И Ë FEES Ut : 
) M fs ЧОН ЖЕЛКЕ 
2) P! ЄГ.Р ы P> P'=- Р, 
32 Р C P'. Pr p =P. 
JP € P.P P— Р = Р. 
5p Єг,Р' Р, CL :>P = Р, 


证 明 1) => 2). ФР ErP P .Z-: (0,75) PET Р Е 
ШЕН R—imfulzo0 J. ВУ Z= A R—U H J MC 
“Lea 《Py ,存在 有 限 停 时 列 (2,) T. t R P-a.s,, НХР n 
Wi Aaa 于 是 ZOR ZOM” NC ыт, )É€-gEBSGR. HH | RB 
13. 8. M АД C р {үа alba FECE H :由 系 13.6 可 得 Z™ 

"^ P—Pj. snl- 

атасы x | 我 们 让 Ак 0. {А Zr mln yx XR T, SAR, 

cpu vue TE РР 特别 有 
росу Воо) — 0. 
HIP T, 27-1. BRI] Z-—1l.xxib P'-- P. 

2) => 3) => 4) => 5) RS] WE H. 

DSL. ВАЄ. B. NM. RI N-o 我 们 可 

зға 


设 | 六 | 过 1. 令 dP'= \1- 





| М ËP == uM МР = G, 
Р! Е Н Р РП... НЕР Г. 


EN Z-E| 7 Таа твам m LÈM 


€. V A МЄ. u (P.D. RETE P SP И N 0 P 
AN-0. Li 

13.1402 МУМ E ME. ue 5 

DOM) — PP h = 上 概率 测度 日 MC CtP). 
E DOM HAE ГОМУ@ S ЛЕ. Dl] P'EDPODOePCDODIIZP 
= aP, 4 (1--а)Р,. Pp P.C ГСМ). OA ll Р' = Р, = Р, 不 过 
-RRIT ARA DOMI Ed AME 

13. 11 定理 fg ME. „Г УТЕ. 

12 МААКЕ А s ADEL e-h. КОШИ P-P 
WAJ o hk, 

2) PC СМ). 

WERA 12 => 2). ру Р=аР, T(1-—ayjP. P P.C ГСМ). б< ш 
Ll. В РР. РР... RER 13.9.P,— P. [RA tu P.— 
P. Ww PC D' (M. 

2) — 1). HEDE ADS EU ИЩ LAE SE E ELS 1— 0.1) 
NE Z; HI NM uus @ LEE N.M L € zoo ed Inu A 





АР, — | т} £... lap. аР. = | ] — £^. | dP 
' | | 2 ! üu 2 D 
Ш E[L.|-0.P,.P. 5 * 上 的 概率 测度 ERULP,—-P.-PHP. 


PO P 的 密度 过 程 分 别 为 


LdP и 
25 ў dP, z dl _ 1 — 
Z: _ [< ' |7 уаз => О 


[8+ MZ” =M] 1 十 ie| + S NM € uu MZA =мі +) 


-NME 0. ВТШ Me he P) ME es PO IP P: 


€ Ib. 但 PE DAD R Р= 7-Р, PO MODE P P. Ps E 
lE L. = 0 É L=0. 这 意味 着 < 一 Lo 一 0 R N—L-—6—0. 由 此 1) 
Hor. [1 

13.12 定理 Б PY PME us (РУ, `M. Ph 
[i Р) AEP F MARTA KR TE ME P F, M' = 
Z (MD € I „(РЗ ИГЕРЕ PE ОХ E FUTT FII t- 
ES1432nmmnn 

WEBB HEN уме. “быа CPO. ЖЕЙДЕ PUR М =0. 设 
(Ty ЫШ T, ^ RP-a.s. 的 停 时 列 有 对 每 个 netN 2). (N'M' 
ZY € РО. MZ C uy, Geop E T = R = nt (1: : Z,= 
Li Y= 02. A= z M.Z. 由 分 部 积分 公式 ， 

ҮМ) = УМ -- YA 
үм (ү). А — (А.У — [Ү.А]. 

[H T Y OM' Ys. (AL .Y.[Y.Al€. Tes rU : E ЯГУ. М | -一 
(0. AC. (PD JE OC, М) = (Y ). A-Í-.(M.ZÜo. 注 


Z 
意 到 了 一 Y™, 可 得 


| Y r. _ 
«М.Ү m z " _ 0. 


但 Y um Ze fu aU BE M|Y —z7. Z^ € fa (P). 由 于 


M 有 强 可 料 表 示 性 ， 
Y =- = “УТ, -omY-Qoig zn C12. 12 


Б Ү.=0.(12.2ПЖЕ= Y — 0,BJ(N Z) — 0. X H TR, dE 
{144 КАШУ АЛ — Q. 这 样 М“ gare = Ü 种 М“ ток = 0. 因而 在 


gaU — 


Tr — - — ол LA плюш LRL cule ЫА 5 гЬ rin ЧЫН UT L ea а 


PURN'—-0. [3 
$2. Sun Е 


13. 13 М EX. Ng SER e XC Оа, Ba Е B'I WI 
E ESRI AEI ARE- 1 ir: | 
УЖ См) == W. би - y) W € (COT. | 
£ ei. = OD oos DIT (Gu „ну SE RS 
DE == СХ) + DEC 
CERA Wa 2 [n] TÉ == [8] НУ ТЕП), ШЖК X A SS RISE TR TÉ - 
13.14 定理 Бю X C-«..H X {үз ELM X 也 
A 85 n] SL RAR TE - 
证 明 对 所 有 МЄ... A MAH. X. ih HE L. (X). 
T&H HER 9.3.11. 24 #l 11. 23 看 
Ош Н.Х MP H. X= (Hr) ж wy) O 
13.15 21988 {ж хес. RUE H u.[U | S т 


(Bak M, FU 2T o-n] #1), MI ERST ORE- 
D D=[AX=o0]= U ET, l.i S nm BJ [ T, 1C LT, T 


n» 对 每 个 
W(T.-AXr р, мы 
— E| UT ns AX, Mp za ЕИ V 7 1 AAT Ino } ] A. S. - 


ПЕ EB EA yC зе fi 人 一 UA «+ ЧА т=н B ANAL = A H g 
fin M CAD «Loo ‚Мс |E ГЕ, “Шао. В U” = la я М 
Ta sn, Т, „17, A mul. 
Анса E 1). ЖИ 要 证 T — L, a WA KUL u). 
jb eran БЕ > rO V elADX pd MEE 31 — 下 在 Vc. xe B E-ra. 
i4] 


VIT AX p dree ЖЕТІ» Ж 2 EFACAR KRD. V + a BR su dF 
TAB CR FW). 

ive ДЗ, Л уһ or AV. H MWy) = 
MURHA | | 

E W(P, AX VT, АХЫ) тл] 
= E[U T AX OVCE AX genh, 
EWT AX ilre] 
= E[UOGP AX DET pas | 

Ep fg 57 т Vol AXi EA Н. BidbBU4CIS. 10. [ 

13. 16 定理 ”假定 闷气 , 则 下 列 断言 等 价 : 

1). 1.0 (u), 

оз КМ al AX, 

Da МЄ. AU. MEAM |? ]=0=M=0, 

(040 8 — й M € "777 ЕТЕ Я B Jo Ир АЖ J pR. Р 25 18]). 

M АМ|Ж ]=0=AM=0. 

DOET ЖЖ А.Т 1С [АХ—=0]; 

п) АЖЕН T. = Эбт. V АХУ): 
ШАЯ 10-92). BO ШЕ = S V siu 835. Ч 
4uBI T. Арг ij MZA AE. u A= MA AES 

zf uu). НР M= M_ HAM, HEEUEXI BUR M €. ZL VAM € nn 
Мо{АХ}. | | | 

由 假设 MSW s (о) APWE < (0) ht 

AM,— АМ -WO AX nW, D=' AX= 0]. 

B M. Wec.DCsiAX),(WG.AXO) € 22Vo(AXI. 内 此 AM 
€ S M a iAX). 

2)=>3). SR MC. K M.,[AM|S?]-90. 因为 AM€ — 22 
VAXi ЛЕУ € > 使 得 

AM, = V U, AX, * £ = 0. 

于 是 


382 


人 


0— M [AMY] = EIN [АМУ O AX In] 


Ux 


= Е сам). 


F 1 


AA41. = О. (16.1) 

注意 M -— ОСАМ = О HAME. st 还 只 要 证 
АМТ == 0. VET ЕАО ER E Posso BE Ж SEA] 
АА А ESL u n SP РАА ДМЕ ЛАВ. 男 : P 

ADAC Pr ПРЕ Y € ^ f 
[тЇп = ҮЛ. (16.2) 
Ti. C16. 20 PAL mig e n DELE п] 
Yil -a3—9, 
Жн а кб: Кузе ШЕ б. dHiac | JC D. РС Гат lC 
veli YI co. wr T l< D. FR 
AMi p driga, o == 0. ALS., (16. 3) 
id СЕН С 097 АА, Ју. BOIS. D D8 
= E| AMI: Е 1 
= ELLAM’ ri. aj 
— Z+ il di 
了 同样 地 月 | (Tu y ml P з» KO [arga о | z G. 722. 
бөз J| BJ 7а у= О, (16.35 M fE— PBP зу. T Y. 
(16.3) жр РАЎ о В AA41.. то. 

3) 230 die I - PLI - 

19.2200. ET OA d nj K BF. € 5-252. lll 
Gigs ст. MSIE PG Rio) 0. 令 APIS oL NU 
ZAE «C. Ih S 是 绝 不 可 及 的 ,A ЖЕРДЕ АМУ АА dios 
HE WEF) 

М АМУ J] = ELW GS LAN OG, s, А] 0, 
МАМ | 1:0. ia fs IN 0.4 — A, А VE ER ора 
POS LD00)—0,0 NE. 
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É T рен, uu a| T>, kE Р 8 LT — 0 ]— 
S, (YT = 0],T AiE Toro. В ECSS У, 
А = тыр, = $ — ELES r- V {AKren 

由 于 EL g| F + | ==0. T AE. 79 & AAS iri- XHfE— W € 
S diia WO.AXOD Tuae F r- МАХ) 
M LAAW |= E[W CP ,AX40)9 (Gp) dpa] 

= ЕСГ, АХ r Derfra] 

XEL)” r VefAXrTrr ]] 

=Ü. 
вр M [AA|22]=0. НЕЕ. A = 0, BD тл 0 a.s.. 但 在 
= æ] po. Ыт —3& . 因而 

E = Е[|5 7 V АХ, ores] as. 
这 表明 т р М TLAK rieren- 


5)21). ME ALR U-M,LAMISP]. 由 引 理 13. 15 存在 
图 互 不 相交 的 停 时 列 CT,) 使 万 = U LT, D EXPE n 
ULT AX, | Eg a m E[ AM: Ir adl V AX; т <s) ] 
— E[ AM: Itr nd 
= АМТ rr <. ass... Р 
|. UG aC dr | = (UG. AX) = AME, 


(16. 42 
于 是 Ò || UGU de) | iè AMI, 的 可 料 投影 . 令 


"т 


, U 
W =U cua 


= AM= W ШОГ W € Cu M—W x (и), A ii) Дз. 
(tip AM-W . HT DC [a1 pe. DA 


7, D 
W, =U (z, AX) t i-a usu U, — 1—a, ci 
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U, š ^ 
(7T lax Gr 7 U rU a 


7 | 
ZAM, Ip) Cs О). (16. 5) 
EX CAMIS C Mofa 
UI. — AMI UL) — АМТГ Lu) = АМУР. = Ü. 
(16.6) 


ry APER T 


—AM СА) 


HLE 5) 116. 60 Y6 E UE АМТ 一 一 


C 
AMi Ip riran, —— r n Minus. A.B.. (16.7) 


ET ARARPEBSLDTICDZREOG Om Egg. 最 后 ,只 
需 对 可 料 时 工 证 明 (16.77? 成 立 ， 在 这 一 情况 下 存在 Er 使 
AM (Ак) тте == € (Iru теор 





由 于 
C rI praa = ЕГ[АМт\А1 ndri prew] F т | 
= —- E| AM; О po) Hp [F т | ' 
RIA 
U Un 22 
r С) y ү 一 一 a, ELAM: (Ip Mp. ] |. 7 1 d 
Ls 


=y a FU pO ral S] 
С, liaud 
= АМу(С1р)т{ телу, a.s... [I 
13.17 定理 ”假定 XE E FAA SED: 
1) X d SEn DER TE 
2) 对 所 有 有 МЄ... BECOME X00 E M (AMIZ ]—0 可 
推出 M—0, 
3) 对 所 有 МЄ. 7, НЕМ. X: 0 及 M,LAN|S?1—0 uJ gi 
H №0. 
ШЕЙН ”这 可 由 定理 13-7 HL 13.6 直接 推出 . CJ 
13.18 定理 ju X€ > Н (а. 8оә НЕ. $ 


J 户 为 -上 的 概率 测评 ,PP =P, 


| X€ Z PE РЕ K Un ep Ge. go) 
则 下列 断言 等 价 ， 

D X 有 暗 可 料 表 示 性 ， 

23 PCD,P- pP P. 

3») P'CI',PUP-—P'—P, 

DPCDP.P CPP =P, 

5) P Er PeP, DeL "=> p' = P. 


ШЕН 1)=2). Р Єг,Р' P H Z=- (Z,) Ñ P' 关 于 了 1532 
ЕХЕ. 因为 PP 二 Pi 就 Zo=1 HO - 168.2. (CP). 由 定理 
12. 31 4 M,[AZ|IS?]—0 BiZ, хо, a M А‹СЛ—1›|371= 
D1 一 0 由 定理 13.17 п Z— 1,72 Г P' =P. 

2) = 3) > 4) — 5) АҢ шй. 

3) > 1). ЖЕН 13.17 НЕШЕ 

N€. LO (NI X: y=0., M, AN: 2 ]— 0:> N —0. 


_ . s P ' ‚ A. 1 р —- N 
WEIN x Фар =| BM BOW PRO 上 的 概率 测 


Се 


BEQPUCOP.vuogpg€ P РІ. AEREA =l t zA 由 
SH 12.3 0 B P^cr. ҒАР p|. .N = 0.8 N= 0. t 

n :38 13.18 及 11.54 И] БЕШКЕ арр FEBR F 
AANER. 而 对 另 一 类 重要 过 程 -- 一 Levy 过 程 .我 们 将 在 人 4 
研究 人 E A РЕ дел. 

13. 19 定理 AX AAMER ES CUF OA X 的 完备 自 
ЖЕ КЕЕ OX) CH] X ERT t &ORPE. НЫ. ERAS FJAR, 
A t TS - 

13.20 定理 设 和 为 个 点 过 程 ,天 (由 为 区 的 完备 自然 
流 , 则 M—X—X рУ. 

13.21 定理 (БЕ ХС 5, (а, Bo 为 各 的 可 料 竺 征 . 令 

350 


palp. PH ERRER, XES) | 
| ls Bani X £k P' 下 的 可 料 特征 

M F ДР ЕП 

D X 有 能 可 料 表示 性 且 I s FSL ao- 域 . 

2) РУГЕ. 

证 明 它 与 定理 13.11 РИНЕН 下 全 类似 , 留 给 读者 H fiv 
m. 

13.223879 (EE X € 9^ 有 弱 可 料 表 示 性 . ЖОР СР. X 
EP ke HE ERTE. 

证 明 (0.2.009) X (pP FBJuj EHIE 2709 PET P BU 
密度 过 程 , 则 在 PT X B RHEE LO" OTEN: 

a =g 一- д. GI RT 
Y.v. | 
H M,LAZ' |S*]- Z' «y — t. 

县 Р" р ЧЕЛДИ PoP aP" Р. a AE PF X 
的 可 料 特 征 仍 为 4e 0 v0. BE 13.18 PIEH Р'— Р. 

显然 ,P"P. 设 Zr 为 严 关 王 王 的 密度 过 程 ., 则 在 PR PO 下 
»" 
1 


ГАЛ X. = т 


= CZ", X") 
DL M,Laz"| S^ ]--Z" (Y — 1. 4 Tint [Zi sp Zi 


WEZ PD А соу = РТ, ос) 1. Ф 


Er 


| 1 ‚ ] , n. - 
М „у. UM uy (ZU, nml. 
y C "uH н | 


HJ Р"=Р'!. a A Z= Z... А) М? = 0 Eq М? Є СР). 
加 时 还 在 





мам | 22 |== м, | FAZ АИ" Гал, | | 
= (yM [az |2] — ZA- M,LAZ"|?]] Мола 


JA 
387 


= Ü, 





¿C MUU X) == 2 0 QAO ү 一 Z 0 Xoy” = (W. 
因为 所 按 定 理 13.17 可 得 对 ”一 0, 即 
T --— ll "AT. 
"E QE gr (Z y. 


XA Z=, Tg Gon. 
4 R'—inf(t.Z, —0) K R”=infí,:Zíi=0). H P (R' = оо) = 
RT 已 林 得 P'(R' — oo) —1. 于 是 册 定理 12.6. 20, POR' ZE R) 
. 同样 可 以 证 明 POR"ZERO —1. TR POG'—RO—1 及 
POL, R'— R')—1. ix ETE P F Z' f Z'uix 81], BEDA pr= P 
m 
弱 可 料 表 示 性 与 拟 去 连续 性 和 流 的 全 连续 性 是 密切 有 美的 . 
13.23 定理 Бш X € Z. Ú uH v rJ X m) BS Ж 
Levy Ж. Ж. ü = DEC GO MAE F= 0970 ЖЕТ E SE D AE. 
НАФТИ: 
D J—KGER J—[a>0], K=-[a2>1], а= Н} X ED). 
i 存 丰 一 个 可 料 过 程 并 满足 iH| 守 0 R. 
vi (dx) = д. (xo, QD. (23.1) 
WEBB ”必要 性 . Uz D—[AX=0]=U PT, 1 ,其 中 (7,) 是 图 
互相 相交 的 停 时 列 ， 在 此 情况 下 ,了 了 , 的 可 及 部 分 是 可 料 的 ， 
EN D аре 7 J LT? 1 C.D. 但 k 是 会 于 DD 的 最 大 可 
料 集 (定理 11. 14) ,因而 /= 二. 
因为 对 每 个 入 和 Dm 
H= 21AX eI m HAS) 
Y-a PFE H |20. MRS AXL = HL, È 
Mi J[Hsér]| =M, JLH a |) =M, | АХ-ЄН р =0, 
>|. ede) | =o, (23. 2) 


je 1 


E| 


ABB 


kp H K z RAA KETA AN. HT J K, t€ JJ: >u 
[aX E) — 1. ke(23.1 > if gd c23. 220 4E H1. 

充分 性 . 注意 到 J 一 KCD, 有 = (РРР =K UDN 
JY. МР DNJ 是 绝 个 可 及 集 , 对 任 一 可 料 时 于 有 [Jf Dw) 
= Z, W 

АХт телу = AX СТ {зке a (23.3) 
i —J B3.) 49 
M,iK[AXSEH D) =M K[z=Z II] =M,(K|[z==HJ]) —0. 
AX Ig— HI. 
联合 上 式 与 (23. 3) 可 得 
АХт z... = Hro rire C... 

由 定理 13.16.50 54] 5 = ix X BJ] F — CHF 0 dE JU Ze e Ex: 
HJ. L 

13.24 引 理 Бя Ее, kS. T A REI UI fr rn: 
ЖИЕ LE 


[ Sea C L. [DT gd» c LE. (24. Т) 
ШЕН ip А=5 АТ. ШГЕ ТОЕ. „=> FR LC fi 
[asy Gas. (24. 23 


uk LOC IO. J.:W| £L tP L1 0. R 9 C24. 22 4H E F H 
(24. ени 
T Sper | = К-ту CU L. Ер = Са | C ГУ. 
5 Jb. E Tren LEJR IOL. F 
]T] — | Tra aol UI irer] k. 
(24. DAE. L] 

13.25 引 理 (RE РЕ C oat НА — Wu de D {Н tq XJ 
ít—3& EB S a SJ C D. 则 对 任 一 停 时 了 存在 可 特集 
{H 

O LZE, 

| n) £ S AMAT EBBE.S]CIH.W ST 


证 明 D= UIS, I ,其 中 (S,) 为 停 时 序列 ， 按 引 理 13. 24 
对 每 个 5 FE LOC? f 
ECS en П Сн, ETH]. 
= (L; MJ H€ % 以 及 | 
[TTICH, (S.S С. 
E S 为 绝 不 可 及 时 由 了 SP СН, - 
[ Spr 1 = [ 5,0 з: САГ, 
BXEISICD-UES,i. Bill Suc 0,007.80 52217. U] 
13.26 定理 т X € 9. Wb u Hl v ZF] X Aust i 
Levy B. p I —. Си), ЖР. К = C70 REED 
Н F 2026 TER Y: | 
1 К, 


п) 存在 可 料 过 程 五 满足 [77 全 0 了 且 
vlt dry = Op dryAtdt), (25. 1) 
H i AD A >C (R) ЕАН. 
bs 充分 性 . Æ JK Fil (26. DA AGD =» рх ED 
一 ‚ PEAH 13.23.5 EMAER. 19—010, 
M,CLAXSEH ]) =M, [rA] =M, [== HT) 
ef Аба) |. сенби Сах) |=о, (26. 2) 
АХ=Н1. 
GT AARI BJ. 8 ТТ С ГС 13.16.52) & 
АХУ те у= Hyla. JE ғ. 
PEDE 13.16. 5 可 知 6 = т. 这 时 就 不 难 进 一 步 推出 对 插 
R T H 2 T— 1.8 F 323 bk BU ， 
p SEE . 我 们 要 构造 出 可 料 过 程 如 使 426. Dao 5 D = 
СЕ, ДСГЕН КАЗИР НЗ]. ДЕРЕ 13.23, 一 


K=U Te] ру =) ТЛ. $ = AXrliri W Fu 
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ЕА ANI Р. 

ШОН 13. 25 ЯД in A GE {НП Tu | CG, Fa 5 Уу 
Аи M i NM; RU p S J C (G. MJ S 2 Ti. H L, = G, N 
С.П, 10. у L,.C-^ Нда РАЈ Т ЖАТ 


Г" 1 t. 1... (26. 3) 
l Tu ПА, = ctc. ` он = т. (Z6. 4) 
(26. AOH КЕ, Dd A УШ Je Gu h oZ Т [EXE ne 1 LE l f? 


Loo). 93 Y SR F0 26.3) HE UE T En ШС, OS D H T, 
Z. HK Am [1С Тәк л 1—11. 则 
Tu Le = ECCO. 
AC... (Ti), 6 An] КЕН СОА ТСС, Poh Ux 
CD {Н T. l Dg ЧААН, A CT.) оо. Di T. 
Tp T9079 L CU). <{7. 
Ti Je F О.Г = E СТ, О, Ú — 2. 
T H АХ hre уб ums ‚Үр {ЕН Ж р ЙЕ pr Hi 
AX, Буш Hass р 
^ N 
B= [Im У, нт шоо], PUT dim M] F 1. 
B 至 * 尖 可 料 的 于 由 (26. 3).‹26. 40] 
AXI = Н" 


i 


| PH O FEF. H ll pey dy y 
Ш| EZ a. >o R АХ Ho [Мн 
о Mo [AX s H |: Ма |+ Z Hi] = M. [>r = Н | 
(26.5) 
H SRE Ta. | HELUAN. xi E Ub - - | ) | X — Кү E B8 EU 





过 程 ,其 可 料 对偶 投 影 为 Поляр H 1 JT. Ac) 
vidt E) WARE н ti 


A| іг. От, LIP m OD, 


Brig ACD dE o- ВЕУ. <26. D uf ph C26. DHH. L). 
S3 两 类 可 料 表示 性 间 的 关系 


13.27 定理 VE MC. vul eM 的 跳 测 度 , 则 下 列 断 膏 
等 价 ， 

D tA MY, 
2) 1) 2 — G0, 
ü) 存在 栈 个 可 料 过 程 e" G8 а di 

[AM — а) (АМ — a?) = 0. (27.1) 
证 朋 1)—2). BR W: = x21- 22. 则 

Wi = АМ гм, =з | =+. agar COT рт), 


фу |<с | АМ] +» af tossed 


JX Poran үнө (AM? + n E Iu, su(s), dz) 


у. 


ki Mj + n n HL us zaJ) * V. 


Hob» A a RAMET. EOS Gr Fou) x v€ Y * AN X We): 
€ ort AR W'" € GO. 由 定理 假定 存在 可 料 过 程 HO {н 

HO. M? = W x (a — >). 

НДМ = 9 = AM" Eras ГӘ. 
显然 W. Ж W € 77. 由 (27.2) 有 

[AM = 0] C [W = 01. (27.3) 
规定 4 一 [W 一 co] 及 
x- imke, 若 极限 存在 有 限 ， 
0， HE. 








(27. 2) 
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у [m 车 极限 存在 有 限 ， 


O, AT. 
A .A.X $8 Y пре. CEA (27.30 91779 AM0 Klim 
HU | =<=сс,Щ(27. 2548 
(АМ? amen WW Q0 W 


AM = Н? IH = — lim He = X. (27. 41 
££ FA 
CAM)! - YAM ~ W = 0. (27. 5 
э Б, AM-—0.O7. 50 H27. DEE. 2: AM EO, 
H = =! САМУ, эм — Wi), 


令 пос Н (27.5). W e o 为 两 个 可 料 过 程 , 它 们 是 с — 
Yz—W-= 0 HETH. Шаар. Х,а —a PL 1. 
in] ДЕЛЕ 13.14 推出 . | 

2)=>1) 首先 假定 le |> 1o d о |7>0. ЫШ a tU an np £X 
以 下 式 规 定 的 aat 

a P mg Po a aD dea Eee 2, 

4 ma Fun suma dea Eum SUD аа ауу T Prat. al. 

Z L GT. V. MITE WEZ GOR L —= W x Сре). > 

X = Lawa. 0, Y = дм = 1 — X. 
则 

AM =a UX aty, 

ALSW (2,97) Iv aX; HW Y, -W.. (27. 6) 
ШИЛ Wit а?) Pues — We WE И ta | —W,, 2250. 则 
WO, WDE P H 

AL = МОХ + WHY. (27.7) 
£E C27. 60427. 7) rn Kup sS B BEC np ít 

ADEX + а?у = p, 

He ругу — 0. 
I X 4 ^Y—1,^ X $n ^ Y 不 能 同 寺 为 零 . 于 是 由 (27.8) 可 得 
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(27.8) 


ae i 0, . (27. 9) 


(23 
令 H= € 2. H (27.6), (27.7) 2 (27. DH 


HAM — Ha X - HA Y -W'^X-W'?yY == AL. 
Him HELa MOR LSH. М. C 
注 ” 在 定理 中 ,车 点 是 拟 左 连续 的 ,可 取 as —o0. 3x 3E E. JK 
时 W=0; 故 0;¥ 是 方程 2 一 了 z~_W=0 的 两 个 根 。 0 
13.28 引 理 ”假定 ME- us W) F УИЛ ЗЕЙ 
D “(Му S (M:)-F SZ (ME), 
2) (MYC MD). 
3) MELUM), 
4) “(Му (MY, 
5) МЄ s (M). 
ЕВН 2) — 3) 是 明显 的 . | 
3) — 2) 假定 MSH. M. H€ L, (MY. & Le€ s СМ, WJ E 
- К.М, K € L, (Ar). PR Z — K. (H.M) = (KH). 
ME A (M). 
Apu uA? => 5). 
HUP Me Z(M).M—M LM] 30695). 
EPR- DSD D+) nR. L] 
13.29 定理 Ба МЄ... М # ma ERE Н (X 
м Cl SALMO EU SOM A D s СМО H СМ). 
IEA 必要 性 . PR LE. ieo W LSL M EL (M). 8 
з: L=H. M. TE- Æ о AMO. AA. Hom t (MU). 
КЕШЕ 
EMO = М.а. seco I6 c ч (M Y ose СМ"). 
充分 性 . 反问 地 进行 上 述 推 理 可 得 
Miam uu uuo М (M: 4 СМ) = (M. ||] 
13. 30 ЖУ 1 Jg upELBB ЛИН Н М GO xE = 0. үү 
ибо, аах) = Glwt drd B, w), (30.1) 


. 1 ишш. —Ii . - + +T. s — зт - с“ 


Жн) ВТА B.= 0, ú) ХЫ ЗЕЙ ш... (шг. * ) X 
(EEC ЕВРА ШОВ K € 6CED CC * a KO up 
过 程 . 则 (30.1) 称 为 "的 可 料 分 解 . 此 外 .车 
In B= 0, А = ltet) (Са EO = 0!, (30. 2) 
可 料 分 解 430. 1) AR A SR ВЈ. 
13. 31 引 理 设 (30.1) 为 可 料 随机 测度 2 的 蝶 则 可 料 分 解 
& v — ЧЕР Е: 
рю a) = G' (Qo r. La ya E Ca) (31. 1) 
ШР ео, а, еВ, Соу) — 1. Тн. Ж y 8031. 1)48 АЕ te bj 
my ШР Ua dB o0 d HCl ? 1 ==]. 
uEBH ”只 和 需 让 第 - -个 断言 即 可 .为 此 ;: 设 E27 及 TB 
—0. MJ 


"o. 一 Dan 了 
Е|| а, EdB, Mv) = ИЙ HG U, EdB, i= 0. 


用 530. 20 dE AI А. B--0. 定理 结论 可 出 定 埋 5. 14 推出: [J 
13. 32 188 л ал ЖАКЫН A ШЕЙШЕ. ШЧ 
补偿 子 ， 有 典 则 可 料 分 解 (30. D. ШЕП, we 27- writ. 

С x uec vt] Р Ош: E, Со) dC Go3132— 1. 

МАЯ 对 他 1 规定 

а= Аш ani ppe hadila у 
ji AP COO. x EY uu. ШЕРТЕР и, (ГО кА 
ПЫН. Ж 在 在 可 їр up а 过 А" dd 
Радо аА (оу od ASI C) d. CIN SE E. A SO Е AV" AI ES Eb 


_\ E Qr] 0g длу 
itn p|. А = Ур ЕГА D ICA 14 
k i 


B = У РЕГАР) A. 


"m -l 
up] В E or* X vw Ж О М H XJ fg d 05s c b 
Р. fad Або) «d BG b) = d. v, 可 分 解 为 
v. Ga dtd) = GU Co, td Yd B, Go) (32. 1) 


395 





Н 15 32. D A Bi EL RE v. B5 — 1 nDERA 88 S [n] ERE СУ Gest ro Æ 
[erm nb 25 8. Фс = MO".B B= I, В, 其 


H A (G, £2)iGGo,t, E? —0] M] v 有 上 典 则 可 料 分 解 (30. 1). 
现在 来 证 第 二 个 结论 . АҢЕ— Hed 
H.C = ФӘН. Au = O.V n]. (32. 2) 
类 似 于 (32. 10. n A Кп] ELF WE: 
Со, ал) == СС, ‘dxdt, (о), 


Шр Gwt, donde Жї DISHES 之 外 无 荷 负 . 令 G = 


Moe. Д > 有 下 列 可 料 分 解 ， 


обол) = СС а Заб, (ау. (32. 3) 
H¿D= {lwt}; Glwt E) = 0}, D, = {(ш t) GU Go? E)=05, 
„21. MJ D= ПР, НА nl, In. AU = 0.1. AT = 0. FH 
(32. ВП Г. C—0. 这 蕴含 了 分 解 式 (32. 3) RE ЦАО. 由 引 
HB 13, 31 Ñ Pi le, dB, (0)-- ас, (023) —1. [|] 
13. 33 Ж н 为 适应 右 连 左 极 过 程 X 的 跳 测度 ,(《30. 1) 为 
к 的 补偿 子 ， ЧИНЕ б «o, (X E) € «Y M 
Р. (о; Н, (0) -- обо, ЕУ) = 
JERA 在 引 理 13. 32 Hz n C,—w[0.z] X E). [|] 
13.34 Ж WE ME Zü. ён 3M mE BE v e mauu 
T. ожар (30.1). 则 РОВ dX» —1. 
证 明 在 引 理 13.32 rh R W = c + iu- > O, W C = 
(X^. [d] 
13.35 定理 5 МЄ. iB (a, 8.0 X M НЕЕ. [E 
E v A Hu p Hf Ey fS C30. 12. ML M A Sm UT BL RR TIE 28 EL DUC 
Osa SE (M: s СМ) Е PGDB, | d BO = 1. 
证 明 由 定理 13. 28 及 引 理 13. 28 ПЕЕ 
Pid, | dB.) = 159M € SM). 
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W M EZA M), ЩЩ M — H. M.H € L, (M B (MO) =. 
Mo. E. ТМ |= 0. ig A= [HI]. ШЛЕ 2, 一 
1л М) — Ü. 1 — BI. HH 7°. Мов H. lo=0 F 


FE Ia B—0. Brpi PCGIB, | B2 — 1. 

М. Z E PB L ав) 1. MAE A€S fli e p= K 
Ia В=0 СЕЮ 5.15). H Le. (MO — 0, n] 8 ij Le M = 0, М = 
I4. М. 5bi— Y IB + 

E [| (1, ам, | =M, CID МХТ) 

=F|| a l. z'GG dz) dB, | =o. 
TË 14. МФ=0 A M= Мем). C] 
13.36 系 (EXE MC.vi. MM з п] Жел РЕҢ LV `S 
о = СМ), о = S (M) 
和 和 Pid My, | dM?) = 1. 

HERB ”出 定理 13. 35 及 系 13. 34 推 得 . O 

13.37 定理 ib X€ Z, 为 三 的 跳 测 度 . pov mo (u), 
M) F #UBH PEE: 

DEME- 0. eu = s (M), 

2) EAE BI A RHEE a 81 an 使 

CA X — a 3C AX — a) 0. 

МАН АЖ ХЄ5,. 这 时 存在 可 料 有 限 变 差 过 程 4 EN 
—X—X,—X' —AC€.«t1, М АМ=АХ—ЛА. 

25-1). 由 定理 13.16 p @=#\уе{дХ\. {Н AX — AN + 
ДА.АЛЄ 2. [km C-—5^VoelANT. A rU —a AA 1.2, M 
PUR кре, В САМ ко) (АМ FU 0, dc BH Н 13.6 ЖП 
13. 27 可 I. vd, — S (N). | 

1) »2). Ë L= H. M. H € L, (M Y, N| HAM — AN — AX — 
AA. HE 13.27 fp 4E PN T D EE UU СДМ ноу 
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ДМ) 0. а= Hr HAA 1.2. САХ — a4 э (АХ 
a?) =i, 


HA -AREO ANA 有 积分 表示 : 
NX = XQ +G + X: 十 | таби 一 иу + | таш. 
[asja Га Ар e] 
ж g CIL ocoSICI.2)30€— <= ,-—1›4[‹—2,—1›5р%-—-—ИШЙН. ' 
Oe ВАЕН. 规定 | 


X', = X, + z, + Xi +] rd — v) 


(a ]% лт! a! 
+ | eX хк} м. 
Фр m1] 


JMX ECF K 


АХ |， | 
| АХ |= 1= | AX" | 2-19 AX" (Г АХ),АХ=ф I LAX). 
(37.1) 
HAX D-2.X'€ и J X' 的 跳 测度 MUJ. u. DE Cu. 


Жр F. H 37. DelAX) =g AX H = V al AX) = V 
САХ i. TE | Bic YES RUS АЕ Dpr T КАРЕ: 
2 ) 存 在 两 个 可 料 过 程 “和 ”使 
(АХ'—«'?У(АХ! - a7) — 0. 
AGERET. DEE DS?) [Ë 
13. 38 定理 И X HEMA WR D. = 为 X BB BE. 
Arg RRER dO. WP ROUES 
上 存在 两 个 可 料 过 程 a d att fen 
(АХ — e (AX - ау = 0. ` (38.1) 
2)» 有 有 下列 典 则 可 料 分 解 : | 
vidide) (C8 o idr) + CPP Sdr) dB, (38.2) 
Ep U,C Van Ж a| ЖЕЛЕ Н eh Н. 
[а “= 0] C [a = 1), [e = 0 JC [C'? = 01. (38.3) 
证 册 . 2)=1). (H (38. 2138 
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Mal ГАХ за ДАХ ai], = M.L |за Геза |). 
=M, [252^ | ese? =， 
AREE D—1AXZÉO] 038. 1) з. [638.32 7 
(a'"0)Ccz[g-—1]C€ D. РСЦ ог == 0]. 
В KRIA АХ = 0 а 0. REGE D fc D' pn . 
12:22). fifa] BE 13. 27 НЕНА ТАНЕ E о 1а | 和 
Jat т>. 由 (038. Dp Гай 560 ]c D. 4H K = Га= 11у JT РН 
的 最 大 的 可 料 集 ,因而 La m0 C K. 
а 1) Gida dB, 为 了 的 暴 则 可 料 分 解 . p. 
0= M,LLAX £ e TAX ж a] 
= Mi [> et [x5 а 1] 
= Ma [+ vU] £ an? ]] 


_ g| | W DP | dB, |. 


S. Дал Gu deri). MH 
C, Gd x) dn Gir) HEO баз (dr). 
BF Goo) 0 Гат ОС [С 0]. 注意 下 列 过 程 为 可 料 的 ， 
| (IU ig == | | Folsc(ds.dr). : — 1.2, 
i E 


AT С" ARET НХ R e Di 

定理 13.38 #018 FOR TEOS. DA OREA. 

13.39 定理 XE |М (а. Boo Ha AE. 2 X Aga 
ЖЕРЕ 则 下 列 断 言 等 价 : 

DAMEG Aé wnt о (M), 

2) Dv 有 胜 则 可 料 和 分 解 (38. 20. 

DPA | d B). | 

证 明 ”首先 假定 AX Rf RT). xxi X € V, H fe: nl Eli 

ИЛК ЖИЕ a ENX- Xoo SAC UU dE 
QNS == | e — 2; КЕ TE dl. (39. 19 
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D>]. & MSX +N, W ME. GMT X: ММ. 由 于 
о S (X: ) — СМ), Ha SE BB 13.37 的 证 明 可 知 cur 
Му (M). X H E 


2 
ZEN zd 2 Y n . 
(ND, == ] unm + > {| « vCishadz) [| zt) dz) | | 
K ВХ) = Мм") Н. 因而 
dB, | 48,08, 1f хуа dx) 
F 


езй, || rtv Glt dx) 
E 


Sdh, | d CN». 
因此 Pd (M: L dOM 02 —1. H Z 13.36 9. Z. = S (М). 
|) => 2) i HUE E13. 37 8113.38 ЖЕ. E eX M. ИП Hi 
Hrs ЖМ. XX —I.M.HCLQOM TJ 
B=¿(X' >= H (MOD, арама. в.. 
3i — JW 5 N— Н.М = (H'r) ж ('— HEL (HI) R 
v dhd =G dl xod B, Jj v Жн И. 于 是 
| (Ny, = J (H' x)!dv = | (aryf х*бу‹йх› jan. 


[o£ TX E J 
dON S EdB, a.s.. 

HEM 13.35 8 РОМ), | dB.)=1. 因而 Pidh, | dOND ) =l, 
WA P(dB, | dB,y=1. | 

ЇЙ ТЕ 3k 1] 3 &m— HET OL. ИП} ЯН 13.37 BguEBH — FE S| А. 
Хе. M SR X' we as spEpoR TE - 正如 定理 13. 37 的 证 明 中 
已 指出 的 ,438. OXT X sk X" nor ЭЗЕН. TRID 1 等 价 
于 X'Bi wn EE ЖК 22 TAE SmC038. 20 BJ d P| ELA EE. 然而 ， 
[AX=01=[LAX' 550]. 因而 过 程 B xp X' tu Hina - 这 意味 条 件 
2) XJ X' ЖАР СХ). dA X (X X' S fp 204 
ЖЕ. (H| AX s2, FEER. 1 

Ж пй F— (7) f ue e np Er fr fE МЄ 
ые (X € Sr) MOA R Gio np Ж Ел TE - ñ EBE 13.39 Я] 
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Ë £ qoe Flog; ju Prod fb КИБЕТЕ xg. 

13-40 5| T8. "EF ос 210 A zal ЛЕ С ji 
МЕ ТАТ Щр оерт 

UERR ИЕН QJ ij T " Ка. ЖН H з, руш 
о. ul Тр, AN ү tog N FAAPE F, QUM S |] 
AN FEAM. YJ cjr. EZ Сун] a 4090] | 
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F 一 和 定理 是 定 于 13.43 的 直接 的 应 用 。 
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BB 13.37 3 13. 41 AF }&4 ЖЕҢ. | - 

13. 32 定理 — Ut X " Levy PRX. = 0, F F! (X р. Уса, 3. 
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Wiener 过 程 或 一 个 时 齐 Poisson xt Er M a p€ R. 

证 册 gt FAXES НҢ (ааг) —AdrFGIx2D. 其 中 
ADEL Еу оя. 于 是 1) 由 年 理 13.51 得 出 ， 同 时 四 
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ХЕ 有 强 可 料 表 示 福 ， | 

13.5 МЄ... НАМО o а.з... F9 C0 S M HJ 
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EHAE ”测度 的 绝对 连续 性 与 近邻 性 


随机 过 程 导出 浏 度 的 绝对 连续 性 和 奇异 性 是 随机 过 程 理 论 的 
一 个 经 典 问题 ， 壮 蒜 理 论 和 随机 分 析 为 它 提供 了 一 个 全 新 的 处 
十 .在 和 1 我 们 引 人 基 本 工具 -一 Fellinger 过 程 . 然后 在 和 2 it 
沦 测度 的 绝对 连续 性 和 奇异 性 ， 绝对 连续 性 和 奇 民 性 的 推广 - 
测度 的 近邻 性 和 完全 可 分 离 性 及 与 之 有 关 的 测度 变 差 收 敏 在 和 3 
中 讨论 - 最 后 ,对 Lévy 过 程 的 应 用 在 14 АШ. 
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LF H Ca) 与 五 的 选择 无 关 (3.3 和 站 亦 如 此 ) ,因而 可 认为 五 (ae) 
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下 面 我 们 转 到 计算 Hellinger 过 程 上 来 ， 
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(ZZ)! *— (Z',9 o G — а) (Сй) "ILLI. Z 


* 414-7 


Ga . zn Ора J'UE 


也 一 


i i AVIS a ' I 
1 


Me : Hj ^F HE Ду: Ew 
Y ( z) — 1 Z" i Dre di ! а (Z' Y > 十 Í Co yl sJ diee | | . A 
Ze (Z! “|. 


I 


1.5] r 1 

















Yen- Ума) | (1 004 BUM 27 
ELM |.2 - ау се) 
[ук (Z — MÀ Ur d ue ra] 
| ` |Y colii4 2f | СЕЧЕ a) S 
т | 252 = |4 92) -| | 
Ya 2 LAT ш nz 
ret, |4 Y ta) Kia). 


| Уса) EY. (ay K GO € РЭ. H CO 1 BECK 
DSP TET gu. C 

14-10 Ж {Ыт P-P EPa A Z ВЕ vy nag P 
EE Г.Ш 


Hia. ati — æJ; |] 


> lz (ЖО b ROGO кь 











(10.1) 
其 中 


. 11р * 


у ^71 ж 


证 明 ”在 这 -和 悄 况 下 2 十 2 一 2.Z +Z =0.AZ+ AZ =. р 
AD RT 
91) 成 为 


Gt] за). ] D с, ‚ 
- 一 - > | у Кус | . i LU Ф.А.А У x He 


(o. о ишн орин. [7 
2.118138 E A.B XS Tex dnt EIRA E R А. - 
Bam D. £; A АР P- C ep DH Zu „АЛУ, aB 9 P 
А5 <. АН. 
证 明 (f Є. 我们 有 
E| iii; у, A im EIL |Р, УА 
—E|UIZ Lb, + А]. 


CIO. 23 


K ig} 


[Hu] PE айр 
Ei (HP, o- =È 


GIZ L, 2322: B i, 
ШШ Z Pu ues А b; vB ЖР IXIA Г, 2. BI 
fz ap f Ja P KISHA E 

14. 12 定理 А Xe. OOB(G P F X /r33 ul pR РЕ. 
Ër X PPAP КШТ АКЛЫ X C. BD ta... W 
са, Ц 





i — Y. Y e Xi. 2 = рр [a 1]. 
PE а оа muli x ED. MGE XL u за. ШЕ EH 
Но) = - ' —— K*.B ФСУ. уууф Nie =al o at. 


(12. 2) 


115 = 


K 一 [з-с] Cria a0 € -w I. 


d 


WEBB УХ 4E P. FAI UPEA REE АК 
Z—Z,r Hl. X +W uv) 
Hp e Xx) X (gii Br. 
ei ^ AX 


n ECC oar LL. o U= MLAZA]. 
i 


el Bg 1 


f POETS 


_ t. 7 ] r TIOR 
rr i . [ Ti , | : F Ж. { Y- e] = 11 = А í > ` X ' К 4 
| Z... 
^> 


al 


K == Ue | НЕ Г [а--а-- МЮ, үе (u— v) |t. 


ci б 


МХД о ХОН ТАТЕ P КЎ 


rane usi HZ ЖК. 


-Fy fi. LU — M. [AZ |` — Z tVY-ee BINA _- Z 


可 得 


Z==Z, EZK). X: 十 |Z У i Spas | * (рер). 


类 似 地 也 有 有 | | i 


u 


Zt. Л KOX +Z | ут Lf BEES 


l—a 


其 中 


K' = n... Га а= Gf Qu xoc -—wlj. 


F Wa КЭ BI K'Y ZZ" 


= jJÍ7 + 


(Z.Z KKO. B НЕГЕ 





l o. ут _ р, A fe 
уг ZO з 5p UE guy 
= (K К), В — (RY. B (12.4) 


Jih К=К—К' ED pir 
іа D—[AXx03.J—[a70]. tl 


| AZ - | HuH—u ~. а — a- 
Í: z —c bc Yin - f T án - (a — “€ 73 











a 
— í 
= Yint HEF, (12.5) 
1 — д 
| AZ' EE a f | 
| {- Fr -== У'} + -}- FILM. (12. 6) 


在 【12. B), Y ЖУ ECY G AX D ACY G АХ,)) 


的 简写 。 HRR o—0. T 
AZ' 





Meli * 1426 J 
=e Y YOA] TSIS ||, (12.7) 


(12. 7) A ERU P-ATA 
(Y YY x i M el DON. I | a-a | 

—a . Y зә У а. 1-а), (12. 8) 
i (12. 22 RET RETI 11. 9. (12. 4012. ВШ. [| 

14.13 E BUE pp. X€ 9 tPO f P F X d 888] Ж ЕЛЕ 
HE. XX # P.P' PIS ul Н ЛДЫ Ca PDR «B v DLE 
JE 

P =B =Y n YETH [as JEE — 1]. 
ШЕ pr pd 
Hio) = = AKE B+ pOL) ку 4 Xa -— ado a2. 
(13.1) 
* 418 ° 


7i 
d] 
证 明 HP EPOE РР. 则 绪论 可 由 定理 14. 12 直接 得 
i. AER EET EOS, An 1012313 Жо. BH i Г— 
LJ TOSS, A» J LOS. D gis. | 


A = lfp» [а'—@ -Cr 1 mi1} * (ul Фур), 


š 2. 绝对 连续 性 和 奇异 性 


fA Е Е (BG К ж ТР. РЕВЕ BLA H 
ТЕ. ЗПУ Е ВЕРЕ 
I4. 14 定理 (EP IF defi] dj 


- -. А _ 4 _ | ] ME 
(RIS 0 Za m 0]— |R D Oa gan OP 
i 1, 
унн se nen 
г; Г | 
[Z >ор=|Ё = оо. n 


t- | ] — AH :- 2 | жм < |. (14. 22 


Ho А ВЕН. у. e 的 P- 补 谷子 . 
WEAR kW B—|Z Soi [O 1. M L= 9 1. SEEL ОРУ). 


| Z- Z 
EERI CH AL. е d. НИҢ ЖОЛУУ ЕТО. АЕ БИ] 


Z — Z. ехрі Хі. 
X cs L e La dy c SAL — Іор КАРУ]. 
Way) — GA D VC—I. 规定 


X"—L—l, 2) = ТАЈ — edlogt] | ALNI 


t 
2 


* 19 = 


“+ 
= 


x 
— 
| 
1 


1 (zo ZO A. 


>i Jie Gur LUPO. 





l | ¿e [SZ рт. 
» Zr Pu + у ui log| 1 | 
(gà = — ], x |tog| tZ bec 1.2 Ap yb. Hub А U 
| 


Te | Тов Ed |e Gu LOBO. LX EE ус 


[^ 

d 

r I 

NE NI 
DN] 





NT X - | . ') у LL mt 
бш v- нор t y) i TY 


ПАТО А, ü Í 
`A: ДАЛ _! -~ 
. | — Fl < om CU z! 


K тЫ. i ИШЕ 


(Р›У.КЄ 本 


tE Hp c c Jy. 


[5 A Z E Z... 
AEREE 


AX ові + M. 
X- X" — X [logd ! AL) = 
Pi Xe (Xk FEFE UATR pie Озе 


为 一 人 存 限 焦 ， 二 是 由 411. 3) 有 
[R> 0.X 存在 由 有 限 ] S TR 2 0 Үр ЯП 


AX" — utlogc! + АР), 
(Йо; (| o АРУ]. 


R. пое САЛО [21 


33 nf XH 


1. IH E BE 8. 
o R > O. A, 


IRL AX ы 





|> 0о,Х% PELL R 
Hok A je A P-a ҮЕДЕ 
A EX 3. 7i SUDO + N edog — AD» 


= 


6 Тор" 


llogi] p AL’) 1 АР, 
BEA anol ` 
c U — sl ogtl + an) — Gogib хә) + v 
a r (1 一 人 
ipeo есчо WAS pf 
[R > О.А. + CX" RI om 


La 





， p . .-- 一 ， 
—7 > 0. GU .. | l | Je x Ue cL А wd 


(141-6) 
Д СіЯ. ТУЧ БС. dye C14. OO RE I BI. H4 P Z 20 — Reco, 
(4. 22 nf licia. DER. C] | 

14.15 定理 HE N — iSo H | ii — xs). Mi 

dN EP IP 

2) A N EP Р. 


证 明 BP-i P. ж 14- 10 ч 
l 


. — sn 
E 


. (Z) 一 i| MÀ — ХРА | "OX v. 


ku 


jl | = Hp 
| 2; Бій. ^ 
hacer Z 光一] n 由 定理 14.14 有 

Z m0]e[R—9Z.Q|jo (a vA voe]. 
[ZZ m0] m [R'— 99 Ze 2. 0o Ad — AX в» so] 
HX 1 fr. АЖАЛ Z. kl |. Ad ША AF. 


быс | 


' | A | | UU i _ JA | E - 


[S = coH] EE oJ [Z.T 0.2 > 01. (15.1) 


Dx | 一 





| uL Ua dy iT | z | -一 co | = [7 оз 0 | |) rz' = 01. 


HA POL 500—053 POE 00 = б, BZ pitis. 1) #l 


121 * 


(15. 2) 直 接 得 到 . [| 
14.16 定理 PEP HAK РЈ EBR З: 
D PEPP ЖИР ЛЫ Р' ЯП P do. СНВ О. 
iD P'GL [T | eso. 
i PO Lz - x c0) —-0. 


WERA ”由 定理 14.15 F] EH 


P' < P — P'(S = се, Ho 


| L| < on) = 1. 


\ 2; 
DA RE. Яп КА. ЯЕ. АЧ 
ЕГ. ржу] ЁГЕ. О.а ржу 
= E[XZ' h, z Dx] 
= ŠZ. P I.o.)055n] 
一 Ё| 2,27', ааа 2.1] 


oi] 

— E[Z'. Fass ua ора | (16. |) 
这 是 由 于 09А, Z, QU =R Baru ВЕ. H APRA) 

及 P' EZP. Р! (Кос) =0. Bim і) АЈ (16. 1) 推 出. 

o, — nz | d H 
充分 性 ， 为 了 得 到 P (5 = со, H.| 7) eoo) 1, H DA 
P (R Zoo) = ОА AEP О 200): 0. на) C. DA 

EM E[Z' Гавеа, а] == 0. (16. 2) 
{НРО оо, 0 = оо) 0, БЕ RA -=> R'= co & Zi. >> 0 Р- 
а.5.. WOE 20 ИЕ НРСОС К< оо. >0)=0. 因此 POO 过 RR 过 

oo.Zg 2203-0. ір Р" (GRZ—0)-—1. hE 4. 14 


[RT 0,7, 20] — [R 0.9, >| < ee], 





Ар НУР 0,2 70)— 1. BaP Ras. || 
14.17 注 ФФ PHP) ,定理 14.16 的 条 件 证) 等 价 于 下 
Rae | 


. 422" 


7770г —crm mma moss Ls iki mhi ia 3. . uai mak. mmn i (a 


i KJ BG A € 3, (L Ay жу 220 рд. s. >v À) x <— 
P'-ass. (注意 在 此 情况 FA ЖА x v 分别 为 六 在 P 和 严 下 的 补 
Edo | 

WERB ш› = iiD’. {4 AE PREGA *v.—0DP'-a.s.. 出 
Iyasa ж» ==0 P'-a.s.. Hii) 

ГАА Э) жь = (Lois ow v. . 
= [A t aua. == O.P a.m... 
D. c шо. 显然 我 们 有 CF; „р * 0. H iD 
Tuon A |b (OH, uA wu, 2 С. Ра. s.. 

| (17.1 
fA Fs арку. —07P-n.s. E Р-а.в.. Hi (17. DL; sat AH 
Аз | хь, —0.P'-a.s. „| Puig *vo0gP.as.. [С 

[4. 18 定理 P' | P^ l| u `S 


РО ов Н || ооа П, z рх 0) = |. 


证 明 RIA 
Р | PSPS — oo BË IT | 


OPR Loo ay Ні 
P (Z= 0 аў 0 К< =, H H d 


RH |} 


SP (Z= Ово < 0 < со B Z, 0. 


或 H.| |= >e) == 1 


PU, 一 O nk P; - * fr. > 4). 


i (11 
EIL 


在 上 上 还 等 价 关 系 中 用 到 了 [2 О] LR -o] Rn КЖ 


[R Odiy l; ee 


| 2: 
-— Е ражи DLL]. 

Л ТН CIS. ТАТЫР ИЕ. 在 Aet F SE БУШ 异性 

fry id dept Hb P Lb fe nn. 
lii: 

t4 19 5E. EEPE P.I 

D PEP PH | I]. 

OP P =s PN | l | -上 

HERR я К.Р (KR г.р С S n d. 这 村 
在 定理 14.15 PTPR А |н y lo |, д ңиш Pr. С 

14.20 ЕЕ {Шы X€ MO PEP F X {яд ul l og. X. 
Pk X EPP HIP F ñ) uj FUE $E F mU A GC B. y. ба ДИ 
Ca ga. FLAME AE 


T, infr. | (Ca, — a, cc (тї р (yo кў), c cod. 

o infin] de а Gu as QOL om 3) | m set. 
H—[e сас (rl o. Q0 x бер) FI. E C+ ie mE 
BK AREG R GERE bE4S H 在 L0 LEF заня. II, 


Tee. HUE 


- 4d 24 * 


LA O Ulin =. 


NP Pn ү N BP <Р. 
HERH :个 
lit | а uc br | ] - y) diu | Ú | : О, 


DC [w ü (air x (V Bul CRM 


hub 


w: Rod’ ^ R Ti "pL t E. Uu Ir four mE р: 3 Hf "T 
В Рр .. | KOLB, [xu "1 Iq T | E ү: 3 ne m 


AU ш (КЧ, | d Зер 
EN VIO Үл x 
АЕН ЫЕ NC N LEN. H. rh 
N, IZ = 0] U Ç U [B, >< 1,1) 
U LA = ружи 2600] 
UE Nw azul, 
А — 0 U CU 2°, == 8, 
ГА =o] U fr аж т о] 
U [Nw а c] 


о Ве —9 || g AU Т.о. рК А K #l 
Au 2 CAII BAT, Э 
Hi PE Р. Љу 
Pi — 0) — 0. 


. 1725 * 


PCULRP = B, ]> = 0 
P(AU < оо) = | 
《由 定理 14. 12,14. 16 并 比较 AS PRIP IR] BS 1/2 Ey Hellinger 过 
FE), 
E| ууж eJ SEL r ] 
= Е[ (1-0) # +] = 0, 
P(U[AX, = 0,а, = 1]) =0 СЁР F. [|a= 1]C [AX = 2р. 
HIP (N Y= 0. 类 似 地 P'(N,) 一 6。 因 而 在 N EP LP. 
2) 往 证 NCIS = оо, H. | >| 一 ce], 于 是 结论 可 由 定理 
14.15 Ж. АЕ 12.12 HEM -EZZEL LC z€. ， 
(P) 及 


— б, 


AL, = (YG AX.) — Dirx Дако 





CB, (12. 500. $E N fat Le N° poH EAX WAYO, 
AXD DO RIAL, У, АХ) 13 AX, —0, WA а Ж AL,= — 


G,7— d, 


1—z 7—1. ДАЛЕ N° F ALZ—1. AMA Z> 以 及 R=. 
关 似 地 ,在 NY ERA К,===. ВТШ АС [5 :=оо]. 由 定理 14.12 
BW, С. | <]. D] | 

Ж 结论 OJERSORUEPT. X 有 弱 可 料 表 示 性 的 假定 . 


14. 21 定理 i X—X, Уел от ВЕН, Дн 
T5 оо, ЕЕ nOD оо 一 TT + CT = 00, Н T n 
і,Г7,<00]= [2,520]. ШРС). РОР x = у, 上 两 个 
BORSE BE. X 在 P' 和 P 下 的 Levy HAIRS A» UP PHA, 
公 当 下列 条 件 被 满足 

DP EPa, 

DEE W € S di 0. v [а= 1] Га 11Р СА’. < 

” 428 " 


“J l tha m Oo У Loa VW) 这 
П.Р 38 q PJ 3 ЛЕ np 
|P: 


[ур H WC ТО! | H —— pet nhe A! o] E. 


lu. 在 [| A = e] p 
C2]. 1) 
其 中 >” 为 "的 连续 部 分 . 

证 明 AIHE ҢАР lop PO. ШЕЕ 14.12 利 14. 20 可 
МИРР. ПЕР (№) 一 0, 其 中 入 按 定理 14. 20 fog X0 E 
ul p.PUGO—PUG.—0)—0.[NH A Z'V—Z, P P'-a.s. ; 
P'UA.-uw)-0. 9X ДМИ) vl Y Лү i кә X 
|] Y' - YW (ЕРТ) 

E [79.5 1 Elo n] 
= F| Gy „Ү' Ур, | 
= 0; 


E | DI- „йе lU si = E' | S Trax eaten | 
– Е (10010-60) 
== (), 
. .. - Ans li . 
必要 性 由 定理 14.16. .1) 来 看 是 明显 的 :因为 H| > 1 3 
| (I= Wy M Та Та) ДЕР'- АХ НЇН. n t8 


L1. 20 НЕП XP^ X TP APR He ERR Ze ORP — Po 
dg! — au] 
| ed E 
«| 


AUER IOG) P L = | W — 1+ ү! 
Мар. 1]. 





Z= Z. Wl su v) 


x Cn —p A - 


* i27 в 


і. — (U — {ух {p v), f. MN uu Ta IL 
| zd l- p 


— | d 
. - А jt h 7 
— - (W -]})®ь,-- Мба ч.) p (H рк, 
NT quc 4 ` uy ы "T, 
一 ] 一 it, F, ] — ap 


=— {HW ружы а N OW ets) - 1) 
| 


T 
d 
| C if ТШ 
一 + | 4 


—. —_ H — Js V. Y М? AL... 


— 
EJ ZO). Hp AN SE BS E FR. WAK. SLE n Ле = Z. (L) 


(Z YS VR MU e n. — RI ees Q HJ Z, = Le = V y =Z ys UL U 
Xd BI n R И ТУА тт" ИИТ 
НАА ПНЕ ER, oT Z=. 所 以 之- 六. 定理 得 让 i! 

14.22 & 在 em 14.21 я КЛАР. s P.I r A W ¿€ 
多 Biv = W.v. Га 136: = 17, БИ U 


Р! ( -- V 1: тт B ср 

(] Wr + >, КАУ | a — x f u at Шома} ш |. 
ШР" РЧ у М 
Р А) | >l a Аузу ee] 


Nl AC] — 2 

ШЕН IHE 14. 21 sp AH y. PLAP СР, IP, 4p 8i n 

ЛЕР”, 上 的 限制 ;于 是 定理 的 结论 可 出 定理 [4. 19. 2) P. 
L: 


$3. ТАРЕ. ЭЁ ED Әй PETJE 2: die o 


TRO AE GP cd 为 一 列 可 测 空 间 , 对 &j 


Tu А.Р ДР EGO ue c |. DU ES Tq Mo pe 
14.23 EX PRP "1 让 近邻 于 CP O p GE |a y PU ҮР), 
ITANE 
PuAO-- zc» PUGL > O. 
MESE ps pP |ж Ос ра apu» Eg opo dum 下 完全 可 分 
BAJ Gib Po ОР"). G (f {ү pont A se ot fur 
OPUSC x P (l. Y cm OLD Po ) 


EE. tnl. diues 
Preig, окуз. 
=.. " I. . КА = P = 
PE SHR P KAFE Н Дл у. с +. (z. OR МВА ВУ. fi 
lim lim Рзд o О МУ ой, DANTES 


Kho d КИЧ igo Se | 
lim sup Р" "m AN) ü. 


"4 


M E. BJ F fpi Уу Jë P i. 

UEP qr v] ТЕКИН PUL а E cs RI St E A 
ЖИЙ. di A OGR 0o 02.0 y. — P RP' c Pm ur 
(Po (PBK АР S p. P A CPD LP P. WEG Nip 


13. 24 定理 РЈ 
D O7) (Р). 


Jp" py 
f) oM Bp. m... 0 RE -(. 
ЗЭ ЖЄ, Р АДА НУ o> (S... P O A AY. 


证 朋 2? > D. лє.” МР (А x» je. + MM 
| / . 
et. | iii Z, RETI Cd. oom. 
lD > 3. Riff. cons MEE Pm X unam fric. 
Pom. pit ЕО A GG RI b. cR sod GP -1ДЁ 
| (GP SCIT, ub sel dat X, 
- А il |E, | 25 ^, 1. мо пу. ЛЕ |, 


түг 


|. Ob Cn, 3. 


ШР" С А„)—=0.{НР'”(А„)-#50. 这些 一 个 矛盾 . 

3) => 2). IOP rE 9 ecl. {Н Су) tK CP") a q 0.1H 
АКСО Р" e Р 0. 于 是 存在 经 0 £F YE Gu E au, 4 О 使 得 对 所 本 
kP' C, [Zoe Re {НЩ bM conpPh CI, [2а 260. Z 

2 (Pa Za, n — ng zd. 
(O), nÊ n). 
M E Р ЛЕТ RD ЗЕ F filalimp'(|$,|221)=0. fHd.. 


Рила ЕЗ. 这 是 央 为 对 每 个 N 当 w JEEKRERUDES УМ 
及 


Eg! 





lim P'^C|£, | Z2 ND 22 lim P" |е 
nrc т | "у 
Іх — T ЛЧ. [| 
p = (EP 
dF „dP o ox, 





тар Uc p 67D 
mp SRP'-oo)-—1l.mnP" X ГР" 的 Lebesgue 分 解 为 


P(B) 一 | Ld Pr + РС, = оолу, BE n, 
n - 


[е] Lebesgue 人 外 解 的 唯一 性 ,二 dÉP"-EP'-a.s. 确定 的 事实 上， 
fe L Bie op Ре 可 代 以 任 一 满足 PV ОР d 5- 有 限 测 
E Hn. 

14.253]. UG, PORU CI PO 1056 ES. 

.证明 我们 有 


А 1 _ _ 
JEAN) NV TS ] N 


Í | N ; p ] _ 1 ' E | -_. _ ] _ 
Р" — > Jx | = Pr, zd PU | 
| ч А, l — ' 
VE ! | iM р ше} 
3 





14.26 定理 (PO < (PO M H (t 34 UG, P X9 — ERE TR Н. 
"430+ = 


Pho)». 
证 明 出 Lebesgue БЕ TAXE. B. € ndi 
| аР Р'В.) = | (d Р" + Р'"(1, = >s). (9б, |) 
н В, 


ЖЛЕ. [МЕР"‹В)—=®0. BOO, PO ира. | Ld Pr— 
` JOB 


0 CGE 1.00. TF p26. 28] faP^"C( R ——0. 
必 更 性， FA HPC, — {ху ) —{', HI Vr 3p HEP "r [7 =: TT ) -——[). Hi 
(26. ID [Ж ДД {БЕ p. C > ln 人 


> | Ld P*- — 0. БАЈО, Р Вр. Г 


"ENT 
4 


14. 27 定理 “FEJA SR frs 
12 CP'") z ҮР"), 
2) (fa DU) HS SBS, 


a | | Í rr | 一 I i. 
D |P" RERO. 
4) limlimA, (P^, P") =]. 


ё —% p IH. 


证明 i) — DAMD’ > 3) 由 3 引 理 14. 25 种 定理 4.24 #9. 
2) => 1). 我 们 来 验 让 定理 14.26 的 两 个 茶 件 成 立 ， 出 
(26.1) 4 | 
| Ld Pru P*Q №), 
DS 


КЕИ Р" (оо) = pfo, PO а kn ЖИМ. 5 一方 面 ， 
Р" (= on SP ЕМ). qd 


lim PG, = ос) zz lim lim P'"t, > МУ = о. 
"i =. а-а. - .. 


3) => 1). РСВ.) ——0, B, Er", 则 注意 到 e, Hz == 2 有 
P'"OBO < Pj z, ЗЫ. li -|. | = a PU 
, йе] 


E i = l| ! li 
m P "P, se x -= | ш! mm . А, e f Р" 
— 2X — г каш = 1 ч. Ëq 
i ir A J | hu | " 11 
"T 


= Р!" |а L| ON — pP. 
] IN ! 


. [у] * 


[Ка у ы IM N >= c fr "fu o mln 


l. i) afi dri far fpc e Y, BI. fb 0. 


чым и! lamai Paz ay [А relin HT 


=" 
_ 
` 
1 
м 
t 
I- 
—..! 


Bf Гор ЈЕ prm Алар 
сар Pal еур c PG баз) x; РР 
ет co Ра atn) c P S02 aa Ку. 
fo Plan tp 


lim [im РУ (т.с. Y Ca) а lim CP", P^") e- | 


— Itm him P'"tz, i. P ta). 


noct у F ` 


JAPE 3) c9 ЛАН. [i 
I4. 28 定理 КУЦТ TET: 
l) (PUN CPU). 
2) XJ E; 

3) X[8 T ez. тС) 0. 


mm =. 


4) XJ lt аєЄ ]Jo.Il.limh,cP". P'"5—90. 


uL 


T NISO0.imP'"(/, ND]. 


wor 





5) Ef T ае 0.16, тй, CP". Р) 0. 


P'u(B,) 1. 对 任 -N=0 
PLB, ) =| 


L d P» + PeU L, NT) 
В UN] : к о 

LN POHQO 4 P'u(l 2 N). 
Вт РСА N=] Жит МӘ) =. T) 3m. 


对 人 一 上 > 





了 
n L- Ж І 
Рз, m єз РОВ, | Lug P^ 
Ё . È MES | Tog 
d L 


⁄. 


证 明 о. ШУ) В, E > iP B. 0. 


= = 


J ht 3) hpk vz. 
НЕ — «€ [0,1]. ri Hólder 不 等 式 


' . " и 
h (Pu LP) <| | z. d Pj |, „а Р" | 
п, А ! "y f 


Ы QU ` | ri 

> £ p | , ту | 

+ | |. ad Р | | |, N ud pri | 

Å ' £ 1 

SOPOLOY PISO) * — ü. 
JF: nf HEH 50. 50 = аә ВЈ. 
2) => D. f£ TJ EP" Q 200211. @ RB, [0,22 

k]. MHP (B, )— 1. 出 引 理 14. 25 


lim Pu (z, = Ру « lim lim PeU, ZZ М) = 0. 
Bos Nox. be. 上 


PCB, 079 0. P'SCB, )191  BCOPO ACP"). 

3) => |), 存在 子 列 (m EPI LR LO C. 57 — J 1. 
, ОГИ ч 
PhQn <, р. Вә, zl) gps 0-0. PG 


l. 
D = 1). FETI G limh GP, PIS) —0. 4 B, = [xz 
bee t 


z'a, 1. 0 


PB, 一 | 


wd Ре < | (кб hg Pe 
J N BH E ; 
"h u, 
xA (PS PG, 
=, d p = | 
f Š К, 
£ "e 


=й. СР. Ру. 





р US, ) == (z, 2^ (аи 0174 P 


IA WP" CS, 070. P'^CB, 0-1. [J 
014.29 定理 PF 5j zx. 


. 493 * 


1o ЦАР" || —0, 
>|, — ild P* О, 
3) 4—1 ——=0, 
4) z, — 1-0, 
5) 对 某 个 xsE ]0 1L limA (P P5 1, 
6) xHE- «€ Jo. 1L. lima, CP", P) — 1. 
证 明 ”我们 有 

jm- Pr |= [ls gula P 


= fu. — 1|d P + P^, = оо). 


1› = 2) 可 直接 推出 ，21) = 3) H Chebyshev 不 等 式 是 明显 
的 ，3) 一 全 亦 是 瞧 易 的 ,事实 上 4 一 ! 一 中 过 一 1 
4) => 1). Е — #220. 09-2621. Ш 








五 "( |=, 1 | <ə=| lgp 
_ Ti = 
— 1 
> | -ed Р" 
_ Dom, dor. Xn 
— l eje — 1| zx. 


К поо y 0 fige 1 — 0. 由 于 1z, 一 1| 志 1, | p° — 
pei = fiz,- Lid Pr 0. 

1) => 6) > 5) = D 由 定理 14.3 1981. |] 

以 下 我 们 假定 对 每 个 给 定 一 个 右 连续 流 F" 一 了?) 满足 > 
= V 22. 取 (F")” 为 参考 流 . < 7° P Z 分 别 为 P ЖР" RTP 
的 密度 过 程 ， 记 





R! = inf |z Z" < i | 
S; — R; А К". 

Re — infit, Zt = 0), 
R'" = infi ZO = 0), 


S = R* А К", 
Г" -U [0.51 = 101 Utzezo.Z2*701. 
m Z" Es EE BRE , 
y——Hh^ ФЕР" FIRT. 
H” —— (P,P "у V/2 Er Hellinger 过 程 ， 
x N 2 | 





РОМ) = QUU eue x v^. 
其 中 心 一 1 十 六 以 " 一 1 一 方 r， 不 难 直 接 验 证 加 v OH Atv 
ШЕ ie ТЕР" RP 下 的 补偿 子 

以 下 为 方便 计 , 我 们 省 略 了 指标 .只 有 在 它 必 不 可 少时 才 出 





їй. 
14. 30 BI 3E CP CP!) Lat 
| lim lim P'"6Sz «2 co) = 0. 
А: ыз 
WRR ERITA 
p молу pigs e ll) 1 
F (К<. oc) m. P PAN < | су: 
P' (S, =< ооу P'( R, « coc] + РСК, < оо). 
N fri FS üElim Tim P'^ CRI o) 0. E AS, rE 0270 及 子 列 
Cu) 便 得 对 所 有 大 有 | 
P'u (Rš < со) là. (3G. 1) 
- - --7 1 Ш 叶 一 ` Hr ier ard 
fH Н yp OR Loco SD. ТЕР (Ri Cos) x0. H йт $ HER A 
p'u (Rp ca )— 0, Z 5630. 1312755. [| 
14.31 定理 (P'")< OPN HAIK TA RRE: 
- 435 。 





DPD GOO. ДФРР" |. ПРИ P" |... 
H) (HI PO ARRA. Bllim limP'" 22) 0, 
iD XHE- e270, lim limP'"(7 (N) рв) = 0. 


ШАА ”必要 性 . DERRI BOX 
He SkY Ha 


GREL y=./ZZ' Y<1 RPL P Wr 





Pp! (UH x Nox. Р" GS, eL oe.) - PY. Н =: 2 | 
=< P'(S, < оо) + 26 ELY- H 
X È UT M — ] 
o р! exe 24 
= P' (S, < 十 N E[Y.—Y | 


N 
IRIS m roc Noo Боор ЕН 14. 30 nif fg iD. 4. 
PUGNO) — (Lana ze) * urn. f 
l . — _ —. 
£; ио, фи т) = 5 Cu any — a t — $ (NA u oo wu YT v. 
Hj 1 Qu 
-一 二 | 1- Il, 3 | 
eV! Z|: TE 
№) с (@j CAA Isa zy) voe THI. N x v. 
гм АРАВ, КР пр Кр. Р OnE SONOS 09 
P'-#2FËEZ f- 由 Lenglart 不 等 式 .对 E20 


P Cis (N) Z OS 二 E'[(A CN) ` 





+ PO (ND 29 m. (31.21 
HT АМ п Bf OS 1 EZ Apu DES N 3248: 在 
| М. 
10,5, I Iu 28 о А УТ 于 是 


Js, (АМ) = Ü, CAFN Ds, са 了 Si o] 


Bid. NIAE 时 四 (31. 1) 我 们 有 
- 436 = 


P'O CN) es P'GQUND zs 6) + P' GST < ос) 
< | + +2}Р (5, < осо), 


НКИК 2 ле вех N Ro М <= оо | 11. 30 证 往生) 
A HERAA ALUS I ER 











A Z'a ETR rr _ Д 1 fr 
7 po Z 2 wqEeU 
-q | AZ' | A Z 
+ Nes 1 2—-]— 2 | 
f 
aoa i 1 
— - “т . 一 ——-.4 
Z T y (ry Z) 


— Z | Z || 
КА КО] 1, .. 
Z exp | 二 多 

] 1 I 


a duy 
+ (À — д) ж = x) + ПорА - (A — 101 gu 
. ПорА — (A — Die и} 





NADA ddl , 1] oe 
s- 'exp| |> * zr: 
li] 11? 
17 + я | OUO 
+ (А — À) ж # + [log 5 — QI — Ay] * r 
Z. 
= у expiA-t В}, (31. 3) 
pZ =Z (29071-1. o EP IMS 
agr. H 
A ull > d]. PT 4 1 | > 
А =: ` |. Z я + |. Go. 


"de 


Р 
Í ] MC | _ | 
= (1, 2108 — | жи + Li-, cse — 13j*v 
| | log 1 | x {м V) 
d p I5n—] xl UT 一 一 
[!#—1 zi*] O! 


+ [Ima юв о ]* 


= рі + В? 十 B: q3- B5, 
А | 
其 中 p= 5.7 АЕ n ЯР -ЖМЕ HS РЄ Jo.1 是 一 个 常数 . 
КИПЕ ЛЕР 之 下 进行 讨论 , 逐 理 地 对 (3. 13? 进 行 合计 . 
首先 ,由 于 (4P'5)<jCPD) | OB 
lim lim PCZ AL > Му — C31. 43 


№". чта 


其 次 ， MM ур vnm Lenglart 不 等 式 


Pilz 


Р' LAs, = ZNO = LIN? + P'(8H.. = L) + P' (AH, >= М). 
IK PK 5 #—=с=:,н—=сю›, N — coo Ар 了 一 
lim lim P'"| lim (Ar) š; = 2N | <= б), (31.5) 


А-аа pe 


К a 27 | |21 jl oga Hao aiel РО 





pz "| > N| АМ РЕН. > L), 


Ss 


‹ I sia Hog ri | *(u—w21i (Ж | га log'ej x y 


© lè 
Zall. 
其 中 心 AAR p 的 常数 ,由 Lenglart 不 等 式 
POUBDS 29 N) чс LIN? + P'le Ha D> L). 
Wake асо п коо, Neco Lcon iy 
= 438 <. 

















lim lim Р" (Ву 2 N) = o. (31. 6) 
BUE. HESJBIEIEII ВТ Порс) |2201 — |е |9 
|| loge + 2—1 
| (p —1»* 
‚Ае 1 shy рт — 5| "y 
] Ё 
x dE D VE ny 
= cC FH, 
Р'В" js, = Муш P' (c IL. m N). 
向 而 
lim lim P'^ | lim СВ" Эз ш® М\ 0) (31. 7) 
DE poma | 
ШК. Т: 
| 一 一 
В а d pu a ua | £t M о — 1) j] w v 
Уу — 1 
= 11+ ——y р Dis, 
| 1 5-1 С? P pn 
cd. 
Р'В?) = Му Р’ (с„Н IN). 
因而 


lim lim Р lim (5n?) 
ЖЕ т, ҢА MEM 


$e = N | = 0. (31.8) 
i 
В |z: alog+ 二 | | 
T | еее | --R] O 


| x rn + | Í alo + " 


ss 
| I 

| res slog + | # + | Доя 一 | x“, 
Р'((ехр{В'!})] Z N) 


. logN | 
Miet a2 ogl1/5] 
十 Р' | [ Ia ж His > 0j. 





(31. 9) 


显然 ， 


I... | * 2 = 1 


r 
о а АТ Ж И 


| 1{) w + 


an CH. 
H Lenglart 4 3 0 





‚|. 20 еМ í à Llog1/6 ; а 
Е Гр: xg х, = log 1/8 = eg + Р' (с! 22 L) 





(31.10) 
5 cM - 
і... а кш Чы. 1 Казу ® V + 了 


“ad e КА р F 


ST (K) + RT ж 


ско Ё. 


(p — 10 * 
CI £8» 

< (Ky e F H. 
(] — x” Ф} 


H F л WEERA BB H Lenglart AIEN 
P' i i 了 其 fl. 








M 一 АЕК КАРИА 
Шы 7} -+ P ] & Ita * vi M ШЕ 9. н 
n. (31.11) 
IHC31. 90. GI. 01 可 得 
P' (Cexp BUD Ze N) =< doglie | pc рр сыг, 
gi 
| . | 
+-+„ PG (K) > 3 


+ Z3 — x 6 ЈАКО. 


фаг L —ъ. С ‚© моко 六 一 站 г E 
lim lim Pl lim (exp i B's Nj = ü. 
A -me n 


Mica) C31. SD FIC21. 120 np 48 


ik UU н о, рро № 


.31. 12) 


ЕНЕ. 


[Zn 
lim lim rtm = mN|- 
LZ lus | 
事实 上 ,不 难看 山 lim| 2, aZ | 
K 一 ` 有 出 im | ZU | | Ун mu ^ P] 而 
lim iim " Z yj 
iim Z = N | 0. 


A SEA ГОРО CP") (定理 14. 27). C] 
14.32 £ EEM 14. 31 中 条 件 i 和 ?可 人 以 
ii 对 所 有 AQCOGEC 
(AT) жы „рэ (2, A) x" — = 0. 
WERB ii => di. . 
СОА ужо = (Тек aA pev + (L, касд? A3 
(FOND gp NI AR xv, 
ii ji тэр). 
Скла 
A c [NS Шр Oo о, С 


I AU SG 
I4. 33 定理 Gm XJ HE ON C0. lim 天 NI)=1. (Р 


А" жь сш (М -DO E. 


Z (Py. 
WERB O31. D 
Pull 7: N sc P'GS,- үа А 


== РК, ху PR < му + X 


STE 
zv 


SPURS) e Le 


HH lim lim P^ «Сос ) = ”以 此 与 引 理 14. 25 ҖЕН RE (RE CP) 


^P | 
t R TEP D ACPD, WEP OA CP). [APDARE 
33 ATSR PES A ESE e T A I p 88 Ж (b 
"lile 


注 ВНЖ. 14.16 亦 可 下 定 理 14.31 ЕШ. 出 定理 14. 31 
БЕРОН. — 99) — 1 时 , 则 P' 1 P. 其 细节 留 给 读者 . 

14. 34 引 理 ГУА Ud: 

D Р" р" | —-, 


2) CZ^—1):— 0, 
D NZZ ao 
WR 10 = 2). 由 蒜 的 最 大 值 不 等 式 . 对 sz0 有 ` 
І | lw 1 
Р((7 — 1)" > 1 I рр р 
(Z— део ЕА. 115 Èl рр). 
结论 即 可 出 此 直接 推出 . 


| Р" | 
2) > 1). 显然,Z2 一 1 一 一 0. 对 任 -- 络 定 的 ED0 及 OS 
Е 1 


— 





P(|Z.— 1| < >> | 1 
г E —] iz] Z. 
= —— РОЙ. --1] = 8б). 


ү 
依次 令 n— co E 8-0 可 得 Z% - 1 — 0, AIZ —1|<[1 
| P"—P' | =2 ELZ —1|]-=0. 
HH 1— (A/ZZ'y2—=(1—Z): 310g/ZZ «il. 
(] — ZZ» «x[[ü- Zy* р 
x20 — /ZZ'». 
2» €» 3) ВИН] ӨШ. [ 
i4. 35 定理 和 下列 断言 等 价 : 
1) | РР—Р'" | —0, 


2) i) | P;— P' || 0.) Ho, 
DD РР 1 05) H*.——0. 
ШЕН D= 2). 让 是 明显 的 , У-Ү, M-A. Я M XX 
рт 
ЇН. ASY Б. ҢА l14.34.(^—Yn)'——0. А 被 (Y 一 


“ 442 + 


Үү, ) I Fë). ACY- Ya. ` LL | AY | ll. FH l.englart A< зд, nf Я] A” 
Р" 





=з 2(Y c0 DiAz == AL. 
而 在 | iud Y, 


mo | 
1 | 


WY—IDLm T 所 以 对 任 一 en 


P^ 
时 而 Hn xo. 
2) = 3 RS E M H. 
3 = D. 首先 注音 


eH acm А 


[ЕРИП 


Р 
CA улаар) x и" —— i), 


lim hm P'S: < оо) = Q. (35. ]? 


i 





. aos: ; ul 
MEX L= y. Y= Z MH. зА 10 公式 ,在 了 Fd 





А АА) (и р) 


* 443 - 


_ 101 _ i] 

1/7. Z |: 4 

+ ' мы АА! __ B v CM L) 
dil l | we 
то |4 

+ ДА! xtu- À.v) 


| УС]. UP. 





|. [А — ] MOV AAT — 1] ® V. 
Wa ЖОЕЛ {ЕР ТЕЗЕ. БАЕ t 0.5, l 上 有 


(КЕ bat по SUP) 





BH. (35. 33 


| AY – | | МА — мА M. 
ПСА — DAY — vA ООМА - 
| МА УА |, 
ПСА -- DV — D | хи РСА А + DG/À — XY ]xv 
= 2(-/1-_?Ё + DH. (35.4) 
ЊЕ АРАА ЖАА 2а. АА [УА МА |. ЕРТЕ 


我 们 有 


Lj + — z-.Z Zr GAY — 31) х (и — А. DO (OP) 
«LZ | 420 + Gk DUX — XY 
=< (2 + AH. | (35.5 
出 (35. 22-— (35. 5) & Lengiart 不 等 起 可 得 
ТАР 0, (35. 6) 
mo Hah 2Hs 00 | 
| 0. (35.7) 





. .FP 
. z I5 л A 
. s, 


ddr 


用 指数 公式 .在 0.S 1 上 有 
Y= Уес) 
- | ,⁄. 
-YoxnpLo i E^ 6 N doga + АД — AL): 


= 


XN Leld BE о —log(1- Эйт 以 及 





AL д, | | — z | | 1 + z | — l, 
Е 

0 УЗСА, — log -| AL). мы] 

Sn. SG, XE aL yL] 


€ i s FFU u ] i - XH, 
р 一 AT] ox Но. 
IH FL S А УА A] * g. 2(1+250›Н, H Lenglart T5 i 
nf 
` ` " | i" | 
CN CAL" — logt + AD'YH uut О. C35. 8) 
eJ f£ — E (Ü, | 
[ок + AD) 一 AL 上 ==] | (Мз > i| 
| “т. “кот 4 
U L ` (CAL — logi + AL) can ts, == є |. (35. 9) 
ку отут * | - P I | | 
1 ‹35. 8). CAL gv ——O. HI (35. 70(35. 8) $.(35. 9) 6 得 
dr ` ] Haa ^ | P 
| (33. 10) 
‚ - P: 
[M Жа: Y2—1 一 一 0 及 


erp - y OL) 


+ > doga + AL") — AL" Y) mm li. 


+ 445 





H GS. 1008 TUE 


y 


(Y* — Die — 0. (35.11) 
对 什 一 给 定 的 < | 
PUO" — LEO PG < ос) 
| + PCY = De Z к). 
依次 令 noo f boo. i (35.11) (35. 1) 可 知 


(Y* — pt 0. 
最 后 由 引 理 14.34 p n — P 0. D] 

14.36 EE WP 为 多 " HANERE E eP PP {Ы 
EXE (Pr) НР" F X" 有 弱 可 料 表示 性 . E X" dur P" SP 
下 的 可 料 特征 分 别 为 (o ao V Qr p i Gr rn. Rl 

= ys. Y" € st, Та" == 1] C Га‘ —1]. 


二 


pa — y" V", y'a c р"! ， [a^ — l1! C | z" a lj 
А" = (К? + Йй" +. lys VT) ж 
+ > (VI a Мат), 
e [ m rl 1 т L 

其 中 下 一 = |е" — g — izi- FILME PH x (v ety " Мм 
ХОМ) = -vr * и" 4 > [ci а" Ухаа = 2. 
EPO CP H guum er Se 

GP «OD | 

iD lim DimP'"CALZEN)—0. 

i) 对 任意 60 lim. mP "UN Z86) — 0. 

Ал рева 

ЖАЗ Ho REIHE (N). БА Р AJ 

PIT: | | 


V | " u f 
Í =. s Їм 2.22 pe = Í +. FIS 站 H 





` 1 . БЕШ 
` Ша ра 2. | 
+ 2 i умі gi 2 M y amol 5a 


«T 


+ 44". 


РЕНН . (rak. imam DEL Sr LL LO гло) Ts Pa is im. ш 


ЖН eX АЈШЕ. о ГАХ Т0 Wm eNO = AN) 8 
实 上 它 与 严 的 选取 无 关 ， 以 下 我 们 将 充分 运用 定理 14.12 和 
14. ZU. 
必要 性 由 定理 14. 20, ELS =w] Ff Аан". 因而 
P'UCAT, cm N) =ç P'(S"— co) + PP"(8H С> М). (36.1) 
HPP (R оо) = 0, lmP (R оо) = Ü, Alimp" CS" oe) = 


HE 


О. 手 是 由 定理 14. 31 451036. D n T S i). 按 同 祥 的 理由 ,对 任 一 e> 
O PUU СМЭ) е) &jP'" GS" oo y P'^ О, (N) =) s li n] 48381] ii). 
充分 性 . TEN LESE] EAR B'SA. (APU LR ARD = 0. 
出 iiD яу 4] lim HmP'CHt SN) 0. ЗЕБ, P(N ДТ ОМ). 
Hr 二 ?可 得 到 对 任 一 < 全 9 fi lim lim P' "(QUOND 0 CE E. yk E 
PE 14.31 ЛСР") «op». Г] 
14.37 ik 如 问 注 14.32 一 样 .定理 14.36 [Ж {Б по ар 
FIRE: 
ui )' 对 每 个 A, C E 
I, жу, c 0 => Í, жи", -一 O, 
(Pa * >L a == аа = 
-— pP 
(a * Sa — a^ Musa p. ——» {), 
FEE ITA BD = 证 A D HD iD. BEARS. 
14.38 定理 ”在 定理 11.36 Bü fog F, РР" | 一 0 H 
R FIRR E: 
1) |Р—Р | —0. 
| р" 
H) А" 一 一 > 站. 
ПЕНН 这 是 与 定理 14. 36 的 证 明 类 似 的 ,得 需 用 定理 14. 35 
{ВАЕ Яр 14.31. | ] 
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$4. Lévy 过 程 导 出 的 测度 


本 节 我 们 把 一 般 结 果 用 于 由 Levy 过 程 导 出 的 测度 ， 假 定 
ХХВ. Р F'OOVA RS? = Yo, 

CX)， 又 P 和 P' 为 上 两 个 测度 ， 假 定 在 P 或 P' 下 XX 都 是 Levy 过 
Ée. MH 


: 7 1 E ^ ] op 
Ele" Ant] SPKP iN], — 3 8, 


oie -= ] — inuri р) =, 


] . 
j Ií Дз --- =a 7a, i! MN 5 
i ü ' -= yi fz 。 ， 
Е' ee "nar 


L 


+ (e — Е ГОА 
天 中 (六 了 六 和 (5 好) 都 是 非 随机 的 开关 于 /上 连续. PEPO М 
P. ЖОР. Boo ОР RC. з) т. P.P ЕН Levy 过 
Ж НИШ. 22 X 在 PKP' ) 下 为 半 蒜 . 设 产 为 天 的 跳 测度 .X! 
CX A X КЕКЕ ВАРВА. | 

14.39 SEE iro NR. XE 上 ( 非 随机 )Borel ig Ev. 


DEG g ` dv» oc Nl 


R XE 
| | I1. | aon | ‚ 
Fm » dn |= exo | |, Qt Dav. (39.1) 
[ 
2) 四 “上 1 P TA 





du < оо, 则 


ГГ 1 
Е[ехр{д * Сис ш} ]= exp |, „(е7 1 ande. 
(39. 21 
证 明 D Жи dE а = 221). B, € o 
©] 


‚Ж (Еу, В aco, = ] зун. H 34 Z j f BUB, — V. yl 
- 448 。 | 


,| | ire ғ | 1 B ЖА F 
Е! ехр || кз | L Ei exp Уа нв) N 
бе: 


_. | | E| expia z їз ) | | 
$0] 


= | [ехр ! (e^ =- Тэд) 
© | 


-— exp | >Ë (e — CI) 


exp; | GE rl . 
| KR. x F l 


NCS. DORSE g su. 可 用 递增 非 负 简单 前 数列 iB ur. IJ H Yy 
Myr (дүн зо. Dog vr. 43 DO. n[ HIS ME JF IF fg m eg ж 
vH) наз. ix RJ H de ik ug gg g. г. ae] de Sy us B C30. 0o D5 p зу. 


xpi QU д 1). р z. H E 
r ПЫ уч 
1 y + . s 
E |, Ок” dr | И | ELLE 


ж Oo 


| ач ЧҮ XL. XP io dI | EE adye fir. dk 


| 


ИАЛ qe. _ pad | sa l 
expil, ИК Р (e, lH) ја. 


` 
m - 


. ` P 7 
TEE sl а оь 
Я ш a Е |. CHE Ë аи E 


L+ 


` 


— 


ab.) d | 





Ru vF 


expi]. QU — Dd. 
22 Jide eae xp oco 


б. | cé GIU 20x 


JR se t+ Сш) | 








. : gii , sudo e 


ХЛГ. (GS. DR Y. 104 ЩЧ. Air КЕ lelet ate 


"dU < 


Жү сь 使 
ет — | rl срж, | 了 | =< 25. 


ДУ fap ER ACA Cn E кши В. 


glslgi. anl, |. „18 — g | dv — 0. 


一 一 


їй у= z * (иь), ж Си)... 


Ep, — Ul |а, a ldem o, 


ГЕ 


Elexpi5,)] -exp[] (e — 1 一 а) 
#& К 
了 
< explo. E] < оо. (39. 3) 


El exp127,! | -exp|| | 
E, > А. 


= exp | ie] QE d | < оо, 
ix3eHH(exp on)» P — АЈ ЖИН]. 在 139. 30 cB noc BRE C39. 27. 
L: 
14.40 5| Z8. iR Gp X € (Р). R, 上 Borel HA. >= 


| aB, < co , 则 有 Xe 为 正 态 随机 变量 用 


la 


(em, — 1 — 2,242} 


Elexpig. ХХ.) | = exp is] 4848,1. (40. 1) 
MF НВ # g = >а 4) AX --füj PB pR O < £ 5 LÍ, L 
?= 1 


oo . 则 显然 有 XN 0, 志 | gidh AUO DRE HRK 
g, 订 用 与 引 理 14. 39. 2) 证 明 中 类 似 的 通 近 手法 来 证 明 引 理 的 结 


i. LJ 
14.41 定理 Pry H 4 í PAPERS. 
i) Р'<ЕР,, 


1) y <= Y.v, Y = CECR) X SET, | 


(1 — 4 Y dv 
+ F. 


= 


. 450 = 


lv) f m f с adr sip C — wu) = К.й, К < 26КЕ. э, 


К, Z 


Р ар 


iin. 1 .已 关于 2 的 密度 过 程 是 
4 d = ; 
Jp gp Хр [K.X — SK‘.B 


+ [Чо ОЛ улысы] — v) -+ рош) у. 


DEM 
pep * M 
Bao УЙ уь У 


4 [ (1 — Y + logY ji- ү: «n » v) v 
Hue o. E — ЭА Ez. 
ЕВ аА Т ХЕ S (P). Н К E PE ЕНИ z 
fE Х- e€ PX IRRA X -e Е HARE | 


必要 注 由 定理 11412 及 14. 16 HS f. 
Жл. Xprz0 


(41. 12 


| pl (rd шу) * (v 一 р), 1| E. ¿I (Y. — 1) РН. * =, 
[К 


zz [Ge e ж > СҮ — 152 liy- paaž ы 
+ Y=] 


1!{цу- \.:>517 ж y, «LL CE, 


这 表明 / ЕАР ХС (Р). 
A | 
X 


L—K.X (O1 xn — v) 





"M „ aF, 
| Z = ZEL, £n = JP: 


由 指数 公式 及 AL = O GAXO- io A 
Z =Z exp! K. X° + (Y — 1) Cg — v) 
_- 2-К?. + dogY — Y + 1) жа). (41.2) 
注意 到 当 1y 一 1175 时 logtysçce, ls 11) 228 | y— M] 6 时 fog! у=. 


. 451 ° 


cly ij UAA 21у |0 Е logyv—vyT1|zxe.l1y-—1 MILI €, 
是 一 个 只 依赖 于 2 的 常数 , 故 可 得 
(Y — 1) ж (g — v3 + (logY - Y + 1) s и 
=[|(Y — Diry-r | la - v) 
+[(‹-1 умыл + (g€ — э) 
+ ((ogY I: y m] и 
T[C-Y —D£5.ax& 
+ [üdogY — Y — DM yuQ — v) 
+ tlogY — Y — 105ү, 0] = y 
= Пову) y ın] М 
+ [Сов ук] * Geo 
- (Y — Dea adn 
+ LOCogY — Y + Diy- зк] * v, (41. 32 
AA К.Х. Чом) Лу - J] * 和 LilogY I r-e] * Gv 
相互 独立 ,由 引 理 14.39 和 14. 10 可 得 


ELSU). ] -Elexp(K. ХС — ЪК°*. 8, }] 


* El expil ClogY Hey ug t eui] 
. E[expil {ogY H; y uu] * Gi — 1] 
:expl[C— Y + IMi y-n] * t, 
+ [GogY — Y + riy- a] w v.d 
=ехр{{[е' "ЭО узик 2] 4 еч rs .1 
— Фор) Ју. 56 H (— Y + DI: y c] 
+ (ору — Y + Df ya a Jsu.) = 1. 
ELZ EL). J =E[E[ (Ly. ЛЕД = 1. 
A P'=[Z (L). l. Р. P" 是 一 个 概率 测度 ,P". 一 P,, H P”<P. 
由 和 假定 的 条 件 容 自 验证 在 产 下 抑 的 可 料 特征 就 是 CP LE os. p 
i X E PFA Lévy pp. TE РР. (41.1 /H (41.2) (41. 3) 
m. 口 | 
14.42 定理 P'H P HJ 33 Н1М Ч FM RPE ЛЕ: 


. 452 * 


D P. Hl P. dF AY e. 
u) vy Y! + u. (АУ) x v. xm. y ys wy. 
ur) (7 gH. 


IO FF Gb ууу + GO —9-K. B. K € (QUK B. 
L] ' - JL m _ Cua 1 
VERA 5 P 为 一 概率 .在 中 F X 为 Lévy 过 程 且 后 一 了 (十 


Ее" so] mexptiuf, peA, 
+ (e — 1 ахі а) ж) 
нл. 8= 10848906). 

ТА 要 性 H E ЯЙ 14.20.1) d (ÉL # PF) їн) iv) Ж 
[Y sY | о co Hp Y€ CAR OX AED Д у 
Y.» üpPY-Y'—2.0 PFY MY ZE DR: 

(1 VY)» S (SY — YT) жй, < оо. 

充分 性 ， 易 名 

ll — Y P жи < оо 
СУ — 11 y au xv 
+ СУ —|L y a sap x v. < on, 
其 中 5E j0,1[， 由 说 一 1=1 一 了 ,我 们 也 有 (1 一 VY | * v. ос, 
IN 为 
а= В = В. | 
f f (йай x D= К.В, ` 


Jf 一 f m (жыл) * с 一 v) = $K. 8. 


由 定理 14.41 可 AIP- P RP'«P. 
再 由 定理 14.12 可 得 
| EE : 453 = 


H (a) = Fp | e, Я Ф (У.У Х р. | 


因而 Ye) 的 Doob-Meyer 分 解 ( 气 定理 14.5% 
Ү(х) =Y, la) + М(а) 


— Y 0а). [SER в YY ss]. 
ILA =E У,„(е)1=А„(Р,.Р',). H Y GO 60Р, 
h= hi h, | Ks Bg 十 eO. Y» к, 


РД 
«(1 —. f 
2 


+ RY Y ун, |}. | (42.1) 


ВСР, Р") —haPos P's)exp|— | KiB. 


ТБ 


AK HH P ЯП Pide RA. [L] 
14.43 ЖШ RE P RI P'dESRS. Nx 


м, - [S = oJU Ue s * Ha > 0], 


- dP, 
№, m Эр = i | Icy. gi * My = 0}, 
N =N, U x. 
in] PON )=0,P' (N.)—O0.TE А" Е P'= P. HÄ 
dP  dPy i  _ liz; 
dp C jp EPIK XL ~ K: :Pp 


(cb i| log T | {| yi >э1| * E. 
П den. 


. 454 = 


F Fay * G У) 


r= 


e [1X tee Ese] rna. 


证 明 ”这 是 定理 14.20 和 11. 42 的 一 -个 结论 . 还 只 需 计算 № 
上 测度 的 导数 ， 为 此 运用 (41.1). 在 N 上 有 


aP арР јар dP, А 
ИР JPÍZJP — p, K. Х- 


+ | iog y| F; iun ж р, 

+ [|!о | asa] Gr D< 

+ LLY —Y']L y >) xx. 

+ [{ Y Y + log F| Куса | #9). 
НІ Girsanov 定理 X ХХ, 一 全 | xo-X4 LK. B. ;此 外 


= [| log Гаи е * Cu — v) 





+ |a ра 1| log 所 |I y- T x Y. 
Hub mE 643. 120. LJ 
14. 44 EM S 
aep l 07 __ W APLE, 
КАВ. [SY — YI жь, EË. 
以 下 .我 们 讨论 由 Lévy 过 程 导 出 测度 的 近邻 性 .完全 可 分 离 
TERIS 25 Ug Яй. A: FR initi ЕЕ, H ç rmi {ЕЛЕН Jill E fictas п Враг. 
14.45 定理 (POS (P'y АЦ {МЧ p IR PR : 
D (Pp < (Р). 
i бии), 


111) limd (P^, P'*y< os, 


+ 455 ' 


证 明 АНЕ Кн (PUIP.WOPOY A CPU li 
mAP PO eoo. 改 不 失 一 般 性 可 认为 对 每 个 “天 Р 
To ГАЯ 14.42 的 证 明 中 HER PISSPUSP'SP. pn 
UP НЯГ ЯН 14.36 Kipi4.37. SS TEES А" аср". PI ek 
mH Ut. [1 - 

I4. 46 定理 (PO ALCP) 5H (EUROPA CP y 

Неа (Pn Ру = p oo. 

HERB БАЈ WEXI-— E) s. P" 和 P" BIER ERG 必要 性 来 月 

(42. 10 3X Hf 
0 == Птй, GO", Р'") 


= limh s C3, Р) exp [— [+£ CK" «P 


t. | MEE _ 
+ ГЕ AY" у wj. 

于 是 或 者 jim (Pr. Р) == О. BORO (Pu. aH limda СР. Р 

充分 性 直接 由 定理 14.33 可 得 到 . [] 

14-47 ЖЕ | PP- RAGS [pu ЕРТ m0 以 及 
lima Р", Р") = 0. 

WERE jf EXP u P" 30P "Еау. РАЛ Н: 
HE 14.38 Hi nf. L! 


问题 与 补充 


14.1 РНР iO. EBSA BECAS HE. hi 
GB n BO 


Р.Р = inf У) PO Puliv “; [| О d. 
b^ 2.2) PA pd T! 


14.2 规定 :用 ! mis 
Ф Сау = е!!! [Tt t) o AJI Сауе |, z Z= 0. 


. 4565 * 


W Y Co А Са) Ф (аз. Мо ЕНА Е. 
D XT ВЕН Фг- (070. Dl N(o €. (P) ， 
u) N(a) HP- Eh. 
14.3. (Bag P « P. X € CP) Ge й.) Са. ) 分 别 为 
X EPP Крл} И ES =Y. n YEA am Cl m 出 
PKA (Ув, 
— 


| NOJ; : L" ау 一 
(УЛ < 


Mm K fln (a! —&—GrI , 4 Y x 一切 

14.4 iX X--BELEKGSIDE.Xo—0.F—FUXO APAP EF 

V ;上 上 两 个 概率 测度 ， 假 定 v #1 2 |D X 在 P 和 P' 下 的 

Levy й. H 

Piik > E) e ос) = |. ВСВ Ey < ea) = 1. 
ШР P qH КУ RIR ЛЕ: 

Dv -Y.v.Y € ^ Bac 1! [а —1]. 

H) P'( (IR. X RED Loo) om). 

14-5 I$ X WJRPHRIIF= ЕХ. XPHP E — V Z, E 
本 个 概率 测度 . 假定 在 P 在 X 为 参数 心 0 B Poisson 过 程 ,4 X X 
ISP AREE f. WP mh BOCS dA dr. А, = | aas 这 时 忆 XT 
P 的 密度 过 程 为 


H | den M 
À : 


н. 4 X mss еа). 
15.6 АЕРА t. Р-Р (H Ср АСР. 
MOT 07027 Xy ROB Яр VS PP 


zm Lim pcenas PSPP Р 5. 1) (OO 
(P) — PAP2) CPU) (P) P P. 


M.8 PEP BIP (O. O ИН ОЕ НЕ. P= 7 (P 


* 457 * 


p” з = SF, 为 ='„ ТЕР" 下 于 [o,1] 上 的 分 布 律 . DURE ai 
APO EE URS ОК КИЕ M BEER FA FCU) —0. 


14.9 EP RIP" X GI 97) НОЕ ЈЕ Р" (Pn 


Ia 一 [dr : Ё ` Em Fn 一 ту _ 
Р ре, Р" Б. Ж Е. SY 53028 š, ТЕР" TP F TR, E 


分 布 律 
1) 下 列 两 断言 等 价 : 
а) Р") (Р?) 日 (下 ) 弱 收 敏 于 下， 上 分 布 律 ， 
b) ЕО КЕРА БАТ. | 
20 # (F, BS ik ox РЕ Сор F. M 
(P'^)«](Q?) сә [aFazx) — | e» F(1015 = 0. 





14.10 — Ut X AER X SFF. MPAP у 
— V 多 ,上 两 个 概率 测度 ,在 P,P 下 XX 都 是 Levy 过 程 , 则 或 者 P 
一 PP 或 者 P| P'. 

14-11 X AAEE AX SFF. MPEP 
Ay S. рЫ APP F X 都 是 时 齐 Lévy npe. 
Ws dpP—P'XPPOP. jH P— P' УБ S EF. ' 

14.12 i X" УКЕ, XD—0.F— FXO. УР" ЖОР" 为 
c EARTE. v 0 v" 分别 为 区 EP 和 P ”下 的 Levy 
Ж. w 


FRU 
и o p PP e. 


+ 458 = 


第 十 十 章 HEARE IIA 


在 本 书 的 最 后 两 章 , 我 们 将 讨论 右 连 左 极 过 程 分 布 的 弱 收 合 ， 
HO E E Sr ВО Яа Ж. 在 这 -- 章 ,我 们 首先 介绍 关于 随机 过 
程 分 布 弱 收 合 的 一 些 基 本 事实 . 在 $1 RANER H К. 9] R fs 
i£ ZEE ge К D“ ETF Skorohod 拓扑 是 一 个 Polish 25 B], D° 上 
的 Borel s- 55 D' 上 标准 过 程 产生 的 so 域 是 一 致 的 .在 
Skorohod 拓扑 下 收 敏 序列 的 一 些 深 入 的 性 质 将 在 外 2 中 讨论 . 
Polish 空间 上 测度 验收 化 的 一 般 结 果 与 随机 过 程 胎 紧 性 的 条 件 将 
在 $3 给 出 .最 后 在 $4 我 们 将 用 跳 时 和 有 牙 度 的 弱 收 敏 来 表征 跳 
EK x RES 88 SC e p — QE HE БЕГЕ] ЕН. ТЇП 3 47125 Р. 


$1. D[O0.ce[ 与 Skorohod 拓扑 


15.1 EXN 对 a€E ]0,oo |у D SDR [0,а DXX[O.al E 
R-RE RRR DJ D =D RORI R. E R 值 右 连 
ZR PR k. Af d=], fj REC D = Di. D— DF. 

3 (EL. VJ CL — COR" 0а ) 710. a | ЖЕ К. 以 
C'—CO" RO dos Е. БАА. 

15.238 ЖЕТА, 上 R“ 值 函数 > 及 ACR。 ;规定 

eA = supi lre —zr()|: sc € А}, 7 
wlr a) = supfeod[ 人 zy 0 stt < z + ó = a) 

= supi |z(s) — xt: Ou s.at а, | — s| =< 8) 
Í Ü = f Ld. Loc =< Л, = a, | 

& (Q = z) = if meets iut un Lou сь уља. pen 

I yr M i—] А 
BPI- | 为 R° 中 的 欧 氏 范 数 ， | 
TR wl radas r a) O HAM EE E. 


. i59 * 


8.02.1205 Әә h FAI a (q. r. a YJ SOS, Dnllingsley 
[i DECR IRIS - 


- А __ | r | 门 ES fa e [| =. 97 т. l. cou. 
& (d, r.a) -= ins maxettitr | 
Е 


mnf,g 6, — í... Y 6 
НЕН FIRA: ЕЈ a.a TE D, T kë — T Tt 5 I) IT 
Я D р.а TOE [El ЕКЕНШЕ. 
15.3 引 理 D (Gora X28 гаа). 
2) Ж r€ Cl] eO ex aD 50 (B, туи. 
ЖАН 1250.2) PW 6710 222.7 len r Hr 
г, ЕО A — fE p gx. B] A JJ EZ P8 ДЕ r, — t 9s 20. F dE 
eH atl sr eO eria. [Am oc (Gra sma (26. ғо). 
D RUF Go D RHEA 7770 fefeLO a IB Ar О АЕ min c, 
— 43270 EAE eo [tis tL ra) M Lf 
кб, нж эг 属于 同一 区 闻 Lf，; .tL 有 
ried ts Си Та Йена). 
或 者 ss 分 别 属 于 相 邻 的 区 间 [ a е а t Bp 
| 人 一 ET 
w raa) H R. 
总 立 eG r.a Eo! eera) t 27. ТОЗА OD vL 
1 | 
15. 4 定理 Drc DE 4 ELT 25 imow CO ora 0. 
2) 2€ D 4 Hosp fd N C N илә ш t6 z. N)= Q. 
ШЕ D E OL Dome (Ox = 0 等 价 于 下 列 事实 :对 每 
个 єш> О. fffeELDO.a ]fg Ao 298 lojo MB E mmax | 二 一 二 
H 
| wC tat re шук. | (4. 1) 
p ETE. 4] 60. 
(= 2 = f tt, 


r=r(g)—supi:: ._ . 
max. ө], sp or 


‚ 460 = 


Н 000 00 |). т>0. 叉 因 zx(r-) 存 在 ,[0,r[ 可 分 解 为 有 
Wa DX [R] 3E t 8E TX Гар L > 的 振幅 都 小 于 e. H ra. Hm BE 
够 小 .使 wt[rr Р 0 е. ЈСО, т y iyd „Ж И. 这 与 + 的 
ЯА M HA. БТЕ геа (4. ORI. 

充分 性 . HO Der TER. A r & Ру. Wifefgn € ЈО. fir 
rr) 无限 或 不 存在 . XPoGSOS TEE Alima r lim p .r (2) 
>=, 220). 对 此 44.1) 林 能 成 立 . Жолго 无 限 , CA. 1 也 不 能 成 
M. + 

2323 € pi = Di., v N€ Nolim; Gc. №) —0.V N 
EN [J] 

15.5 定理 гєр `H R u К HS На НВК En) ET 
T6 ei SY r dg T" XS C fn] L: — ВУ ВБ. 

证 明 充分 性. H fi BT B EK BJ ЕКА PET 
D.Y az20, BELA H fE ЖН] F Sc S ЫН T. Di. Y a0. 
Wk xE р". 

必要 性 . 由 定理 15.4.3 NC N EE ör f w lkr N) 


1 -一 xc AS 1 
NC 4i О.А 满足 maxi; , etl re iba xs ЛУ Н) A) 
Ea 
rz) 一 Mor? DQUEGT UU ESL IS) d eN MU ZR N). 
+ 一] 
则 zx 是 一 个 只 合 有 限 个 跳跃 的 防 梯 盯 数 ,日 
， -1 
sup pU cr Sus 


ВТЕ Coo ЕЕ XE СЫ L Su X x C] 
15.6 Ж Hz 


A /4 为 R. SIR. 的 严格 递增 函数 ， 


А(0О) = 0 lim,.. AG) = + = 


l АҢ АНУ Миа P002: 26,42 РОЛ) 5r M] 33 bog = + Ta НН. 
" i6] -* 


| А! А 一 = sup log ML «|. ic A, 


A= AAE Ai Ad am сс}, 
LJ e Xx К.Р RBS E See Aq DL A 表示 4 的 道 映 有 照 . 
由 上 述 定 多 ;容易 推出 下 列 扣 实 
ПАЛ а = АШ л, B Ao tH aii Al a acil a- 
sup AG) —2 |a G 1? 3— 1), (6. 1) 


t 


ир САС 4: Ji sup H up LAG) —1| asup | AG — 1t | e! РА, 





15.7 EX 对 yD, 个 


.sd.—supirCi!. |> || —=вип|т(т) 
БЕ. : 


pery) = inf | ПАША 35277 A || Gee А yky |), 
£a 


М1 
(7. 12 
ДФ 
d: EIN. 
йу =з N+ l-t, NNI, (7. 2) 
О. FN CL]. 
Ir C7. DE E er AE: 
pr у?) 220. ОС, y— piv). pOGriz) or. y) Oy, z). 
(7. 3) 


15.8 SIE ноо оС.) О, ИЯГЕ ГЕР САС Л 


| А, —е 1—0, I». (8.1) 
V МЕМ, r з А | хб. Hj aoo. (8. 2) 

证 明 由 定义 15.7, 若 eG, 090: EE EC CA 满足 
| | a>0， нос, (8. 3) 


V NEN, | Grk) р | =O, M yooo, (8. 4) 
id n, = Се! па ] н 1071", ШЕН CR. Зән, оо. EH 
| 462" 


| z. CE) Ы LP. 


M =] | 
#— т.р (mi), fT. 
MI A,€ A HES- Lo H] 8 
ГА cel — | ael ео, (е1 la —0. (8.5) 





FEG. DEY. WEER N.E n EEK, HC 50. C8. а) np 48 
|. А — d || (му, * А Ам | 
= | (уар) ° pn Ru Az || — 0. 
所 以 人 8. 20 GE. 0] 

EE MELEE ap Eg. oer 0. ШЕ YEFE 3 CAO С А, 

满足 
| À —el —0. 24 лос, 
v NEN || zre À || А0, поо. (8.6) 

15.9 Æ одр" ERER. 

ШЗ HCF. З НАТИ Н eiry = 0 可 推出 x 一 y. 设 
px. y277 0. Н 15.8 YETEGQAQ CLA (E (8.10 У HY NEN 
[E z A my 0. ## z {Е! 连续 ; 即 Am GO = 0, II] 

lO — y GO Е oO — x (A COD | + [CA 220 — y Q2 ]—0, 
于 是 在 = 的 每 个 连续 点 + 有 (0 一 y(1)， 由 定理 05.5.r ВУЖ 
BAES AAAA ВЈ дд ЧЕКЕ. ЕИ ху. [|] 

15. 10 ## Rir renti CD. M RS. 

1)р{хл„.к)—*0. | 

力 存 在 CC4 使 (8. DOG. 2) (а (8.1), (8.600 RR. 

ЗЕЛ NC N. FEAD CA Hi 

| A? е | „—=0. (10. 1) 
е, A— | 0C |, о AN || 02. 

证 明 1020 5H 15. 8 的 结论 20 20 JE BJ 2 BS - 

3>1): 首 先 , 我 们 证 明 对 每 个 固定 的 BEGO TCA [li CX 
简单 计 我 们 省 写 了 上 标 NO: 

| z, || a 0, (10.2) 
a 463 * 


lim [|| z. —r e i AD 110.3) 
UD NH F RIE FE 
£.— Ü. 


Ë .. . | - 
па {ests Се аб) |> оф Ro. 
|-b oc, f [aU 
ДЇ] 34 -+ c D^ R.J (Pg A, Hx 
一 ; A CI ) " Н MI NN. 
A (r) o 4 . | 
| А, LA ә it nu IN . z = ^ - 


Uus А, EEFE CA, Cg ioo uL). 





“м. 
x 
| ZONE mE КА. 
上 
бк. Hu 
rtr) —- .- e AT 
t^ W -- Hae | а Сне ЧА 
н. Ú V y + É —- М, | і > A. 
hl FE At^ Ez Z TER + t, = A. H rit ] à. ] F 
T E U Ër а | Hs | у О. i fn `— g: | -= L [ra w" I v rij `: H `r. x7 А 





Icio. РУН. P — Др. 2 € Ганаа ЦО. МТ. MD A CO. 
nm Є ls. [H 
Дуэ 一 | 
lrir) Сд СР Т bes e rA, OT Pir CALG rin 0325] 
odau cse ASIN. 

li| r, rc ud NY), 
CIO. 3 дулу. 

其 次 ,对 每 个 NC N. Ф) Д Сто. 25. 10. 310 £e ñ: m Fa 
He Orn 4 sus 时 成 立 


Bem das lN, aon cor Nl UN. 
BUR ле, ue nsn ns W 
lim | Ру. U, CIO. 4) 
-jg . 








lim | =, — = р, | s*=D0, Y NEN. 


AMAER NEN, я дЕ K dr 
| Ps, c Ges ° É, || 


=< | Ex, — Rr e 2 | + Пус о д) — Ceux ° p | 
= | ЖХ. 7 Ot n" m | N41 十 | Ry — у ° m | | +: | А2 
Exo] z, — x m | saa + Í| m — e xa lx dee 


运用 上 述 不 等 式 和 410. 4) 容 易 推 出 olend. [| 
+ Lw Ge y №“, > 
обу) = inf | | A—e | + S270 ^ | (лу) е А-— уйу | y). 


(10. 5) 
WEE D HARR. 按 定 理 15. 10,0 与 5 在 D' 上 规定 相同 的 
招 牙 :这 一 拓扑 称 为 D' 上 的 Skorohod ith- 
2) D 是 线性 空间 ;但 在 2( 或 5) 下 , 它 不 是 线性 拓扑 空间 - 


15. 11 ËJ P = уа "шотеш т), ча ш == 04} 


— oo Вр А оо, х) 一 Marc лл), PER = 0084 
oo BÍ #, ос, ЙТ x, ‚> 是 阶梯 函数 . 


limt? ==, s (11.1) 
limat- apn Жр Сос, 


H—* 7-2 


P TEES ВЕ Ст, er) = 0. 
HESC [Lo] NC€ Nay USN «ncs Hx 


E -1 — .- , 
; Epa om 11， 
ATG) = i E} | ' / 
# Lt Нр MR. 


ju A € А. BML 1224 0 JE KB 


l| Ae 1 тах leje; 
Ж: 





+ 


M 2c : 
| r, — xr ° АМ | ws max һат a, |. 
lE ув. 
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ЫЙ ТО. 13. €8. 60 fr aE 15.10 TETTE. er x70. 
15. 12 EJE 1) Skorohod ФЕ H ñ: fg T ES DÇ ij E-k 
SX Н TP SS . 
2) Жү olar) x0. X c TE to JEE, M x mr). 
зге Ci Ш oC r...) ОНДУ Ч 
Eo Y a0. (12.1) 
ШЕН DÆ da z. |у ro 对 每 六 ER MQ aZ. HJH А — e. H 
SEIR 15. 10 np4R oCr, r): FÜ. 
25 HECAOCCA FLES. 1) CR. 6» p sz. M 
| o aru CAO X [eG eA | HP ЕСА СА Oo Gl 1. 
(12. 2) 
HL por 连续 及 linm A. (g) 774, C12. 22 A tae Mia F О. 由 
(8, 6) ,第 лир 0. 
3) H 10 AEC. 12 TEASE PRI. РСА, СА RECS. 10. C8. 6) 
Bo. 由 于 
| eo ,| OC | 
«шаң | А„—е das rut ПА, е1. Oz 
(12.3) 
yp EE pRa КЕБ. 6 n] A C12. DAAT 0, 因而 (12.1) 
上 成立. | 
I5. 13 注 XE ye C 5 





а 


оС.) = N YA A Fz— y |ә. 


则 о TAE В Е О, Н. D REE p. 
F C“ 3 Polish 空间 . 
I5. 14 S[38. xp re p' > 


' Г, ү 
т | c ^n | . (14.1) 
рн dea 的 整数 部 分 . Hime 0. 
证 明 BARA z€ D^. 对 e>0, 取 NN 及 6 之 二 满足 下 列 条 件 ; 


166 * 


2- ersd, H œr NHE. 
Pelajar H ALON ELIR — T 2r EU ELA AE 2; 0377041 
mlPED.,—NM1/2À | 

(Тро әк 6/4. C14. 2) 
Ву >n =a V (Ge) V 1/8 J£ & sT— | nt; a l| 0s — t 
ln. 22 №. HR ASA УУ} БОРК ТЕРИ: 


yl 


‚А E 


CCS 
14 m ES p GEB A C) C х" ("РД F + А, ОХ C piya E 
Гео |). EA 22 x С) —a GO eA 所 以 


| x, e A — x || xxx 674. 





il A. | ‘Sup | log um r, | aja log] UE: 


pCr, 209 |А a Í Nec A |=, ° À, — zx lE 


FEN, 
k 1 


e Ë š NO -k A 
T — + 2 uL 
= 9 F 4 = 7 a 4 


由 此 可 知 命题 成 立 . (| 

15.15 引 理 D" E Skorohod 据 扑 下 为 可 分 的 . 

uEBH + 

x = {жЄ Б“, EM B A ИЛЕРИ О ERR. 
аже Лл ЙЕН Rm ODE BERE. 

A eE © рр. Ше ок E D° phyA GL. Uh] [R ТУ 

11 рад с CCC D. [пн], 定 埋 05.5 deo == Б“. D ge = 
у= р“, BI D: 足 可 分 的 - C 

15.16 引 理 D" pZ Tiki 

ЖЕН (Geo e— ERU. т ТЫ S WS E F 326 РЕ УЦ 
Cs ==, dl 


. 167 * 


Pei HD2, IZ. 
ГАТ ЕЛЕ РЕ ЭЦ КАО СС А ff 
lA! | а= (| À | asia”, 


| St À, — Wid | ‚Ж. | GE ign " А, — Ёр Уб. | 


Ll. orrlg-zi — ecd uu 


| | À GO. =, 
Мак у= i _ 
КА, >, 
ШШ САЛ E 
| Ar! | A I À, |; |, A VES 2, 
| wy (1G.1) 
丁 是 出 (5.1) 及 (16.1) 可 得 
Ae I — |: Ap— e | = | À, - sts — `, 
| Ао Ano mm s Arl A езе е А = LASS el < 
poter MN 
这 样 对 每 个 ! 存在 不 减 连续 函数 /使 
lim | A, ls Bo cer G AT ра |! = {), 
Boe 


HIE 
A; o +a. < А ELF — А a ++ s À, !K. 
log Мы "Ut t ACTU — “+š 0002 G3 = j Ard à ава б АГ! | 4 


1 £ — 8 
= [aq latet 8 ala 2 28 D. 

TE CETER PS кос пр | | | Ü 82 б. Be a € A 

nous 的 定义 及 516.1) 可 得 

i 

| Yr р М: i HRS: | = 17 = || Ne А Yiri I 2 UU. 
P3 m em 1 BOA GS SP BJ RT F Cy о де ) 是 基本 列 . 所 以 
fr rE D" jdi 

lot eri x l| EU 

HUE z АН Я BE 15. 10 c liae Qo 进而 有 me ос 


+ +66 * 


所 以 Б“ EZA- [| 

15.17 定理 р BART EB o R. — F Polish 空间 . 

证 明 这 是 定理 I5. 9,715.15 A 15.16 的 直接 结论 .上 

15.18 ТЕШ ELE Eus DU CD Skorohod БА) Borel 
d-i, M 

D gi Xi XO гер В. +. 
Bp 5D. 是 由 D' 上 标准 这 程 生成 的 6 an. puj 
BC, (18.1) 

证 明 а Е ГА АУЕЗ АК. 对 圈定 的 t 记 
har) = 1i "goods. di oir, х) = 0 T н AS S 
Xr GOD go (00), Наб, GO 是 -一致 有 界 的 . 因此 ifr 
-> A (r) Л, ED" БУЕ РА. РАА € SO. VN z € Б 是 
Жу, Мол, Ce) = р(741)). p Rx Elige. grcoo ht D: 


Ё#-=..: 


EHZ WiNA. 所 以 由 单调 业 定 理 有 名 C =, 
х,у c p 4 


sOss EAR). s ome HH An). 


l 


WI c, hie э, kn 中 所 确定 .对 国定 的 ED 定义 





k. 


(л) =pl, 2) =h] rŠ). Occ bcn! 
Eph ERTO LEER. 最 然 有 
огу (у | == |p(z,,z)— (у, 02) | 


ET 





амер св! к^), ОА л" 的 连续 蚂 数 ， 这 梓 , 对 辐 


EAI Е x HARO обл,» E ©З. 髓 由 引 理 15. 14 有 
PLX., 2) —-limets,. z) ES. 


进而 
(вв) = (гаю т) ЕРЕ. 


"469 = 


Ы Уу D: 是 可 分 的 ,所 以 р 中 每 个 升 集 也 是 2 -可 测 的 :因而 £^ 
Тє: . [t 
[5.19 ЕМ qe D^ m 
Gy a (rC s). Oe МЛ, (Vao 
(rU RRA р" L КЕНГ В}. pi Ор". 679 Ert RR 
PM 
= 165 M, = V A, D == (Z Y. 
则 Ф, CI 2 大 7 称 为 标准 市 流 概率 空间 - 而 出 下 起 规定 
EHLE ә. 
X 4a cO). rCD. icRmR,. 
称 为 标准 过 程 ， 
15. 20 引 理 1›)ХЯ] r€ р". 5 
Ф.х) sup [rts)|. 
Pf) sup|A xG?[. 
WANARA т. 和 名 在 DP 中 是 x Н] i oi een o. PB 
per lm giy), 1,2. 
iF- 
BE DJ. faArG)-0, I := 1.2 存 .r ЕЕ. 
2a (G. NOS ag 2 PE 2 pR 9 . 
证 朋 ЕЕ Di ET: FER ev ЛЕМ. үт {Е! 
Ve f 8] e «qs К] ТЕ? 822 - 
Ee. Е їл? =O H > TE t Ez. Ue d РАСА ССА WS 
I 
iar dA е x0. |a, Ап ==), V NC N 


ey | CO A) | A) | 
= | 一 人 人 
р ТЕ с ESE. a ВЕНА. В emo GE r iet 于 是 
" aiir D= rt ue. HH a е], ЛҮ Й.Л T: 66 HT a - 
经 点 起 村 工本 


- ATO * 


r= lim g’ 00е) lim lim xC Te) slimr; Cr. 


g— ü = т () rp- F CXD 
TAa 是 上 半 连 续 的 :类似 地 , 旬 也 有 同样 性 质 
2) XJ є->0. TE AE Ar 4] itis RUE 


fi, pajaro l, C20. 1; 
ecl | £.- l TRE: ) La! б. “МУ y+ 2. (2n. 2 


取 32-0 gu HEISA fuo ут bpm А СМ. Qe Y 


gGr.v)292 ^ , Bill ЛЕ A€ A, МИС! (10. 50 
| À— j = l А ell 27, 
Wr s А y | xm (20. 3) 
& s A 'GO. llis зб s NY О. МВ — Pa). 由 118.1) 
|n = +; АС) | | [tj | 
MD 
[H (20.35 C20. 2 我 们 有 
tok E s, 1 eit [AtS ЗАС [27 + 29 
ow QO.r.IN + 622 1: 29 
о Èr N) He Laj к. 
PK НҢ ОЧ Dirgo 92 Ер w (д, у. Ае (б.к. NOE e. ВТЕ 
eG NOR r КОРЫ. T 
15.21 引 理 j DU B R° 中 的 相对 紧 集 ,上 日 
HOP. ay = | кєр, toG) :0D 为 Ий! | 
О | T. ТАНАБАЕВ 70 
WINKT.) hb D BIERE. 

证 明 RREA AR C НГ.) 85 S AI S E 
序列 ita Cr.) r. BR & ТН. а AITA PIRR AR г; 
ВЕ А РЯ е. Суоле РЕ 

(e) lim, Су) =s | хо M um, or Yalta ya J J аро 

(b) lim, aoda ban а — x 

基 ay eo. lj C0 — Су, 22780. XX BI 24 ssec] 
[Eu am. y u 


ДТ] 


yit) = Хз, s t =< зү). 
Ё 


容易 直接 验证 (y, y)—0. АЖЫГ. ВАН АЈ. | 
15.22 定理 在 Skorohod ЖК Е-Е K CD" 是 相对 紧 的 
M pnpous Tp A fn oy : 


sup | >= | oo. V NE N (22.1) 
== F 
Hm supo (GG.r.N3-0. Y NGN. (22. 2) 
tox] x£ EF 


WERA ea Е. [шту N C N. H Bop 15.20 дб») = 
|. 1-06 D. FE WJ зе р. НЕЕ W EK 上 有 界 ， 
(22. D HK V - 

也 对 固定 的 只: 由 于 引 班 5. 20w CO. cc INDORE г P E EIE 
关于 了 ARRA Alimo (S.r N)=0. 因而 出 Dini де ЯҢ 80 
I] (дл. N) EAK F -MAT ORO. 22 DE. 

ЖШ. ЕАУ NE А, ДУ Гу= {л (ЄК. А), Hi 
(22. DP d R7 中 相对 紧 集 . B2 20 fp fe Om f 


2 T =" ] 
supa CSx. T БТ) М” 
rA 1+ 


运用 引 理 15. 21 [Д.П Ку НН СГ, Qs) Ml К. Р 中 的 相 
IEE. di (22. 2.4 0€ K 存在 LowN 十 1 的 分 割 (2 с < fE 


і Dp, 1 =. xr. LEN, 


(22. 3) 


poe 
wt [ t, On bun m s 1 у r-- L 


4 A e€ ADS 
yí) = - Meo. О QE <) eM G Z 43. 
[| ve Kx Н. 


E ЫА, _ e 1 ` = 2 2 
уум) Ж. `> 2 '(1 А | оо М | apd Mun N + КЭР : = NU 


TE БАМ 


T hk r€ Ky" = (z: рб. Къу: x 所 以 对 一 切 N, KC К^, IB 


而 
КС [1 Ku". 
同时 日 KIERR A K 相对 紧 - [] 
15.23 EN XprCD'.—- 


el (0 z N) == 


Ж ог, №. 
supi г) CD |А lx cato t t | 
- 2 “1 И 
(23. 1) 


15. 24 定理 “E Skorohod 拓扑 下 ;集合 下 入 Dr 为 相对 紧 的 
HHR Y POUSSE P: 


Sup | Г | N C, v IN Cc М, (24.1) 
lim sup ә [9,8[.,л)—0, (24.2) 
站 一 EE 

lim supe"(G.r,N)—0, Y NEN. (24.3) 
бе EA 


WESA RERE (22.1) (BB C24. 00 pf У. (22. 22 8 (fp F 
(24. 20)8ICZ2 A. 3). 

必要 性 . E м8, oO eln 9 (Quer NO. O20 o 
zm. 

МЕР 0250. PEELO, N JB Rss sies BE s 5,280. 
E p€EDr—2.s.422N-—1 DI Rees, s, ii Са (OS. NO 二 ee 现 
RE OSA AA N bug Gg г, ЖИ гә; PEDA —- 
个 合 于 某 个 [5:5_ [之 中 ,所 以 有 ww 于 N з 1)< (Q. r МЭУ 
с. 内 此 (24. 3) 可 由 (22. 22 HEHH 

充分 性 - Хел) 6220, 02-0 

eO z. NE. et[O.GL 06. V x€K (24.42 


fk uk 
w C Zar No«6e, V xC K. (24. 5) 
B .Xxrnesenelnc8 q^] 
ees iz AcQsisdiaxuz2e. (24. 6) 
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Жүз |. б=т тузш. | > (ri) (T e. Mi E C24. 42 X z), 
а. E 15.0 Се) lr) |e 1.2. m ше) бе) | 
26. E C24. 60 A vz - 
Hok. А 24. 67 пр 3 |е г. |8 АС) РА ГАС, [= 
ze. ЗЮ ДЕ ся, дЕ 
B Psa CO 
最 后 ,对 每 个 ji 今 


Fy sup is : cot] s, 1 Zi уде», Ф. апі :ut F TARERE 


i C24. GO BETA. eu mme Фр оу 
iC Pes rm [so d (Ar P EG ssi or) 
ҮШ. 2ё-}-9є-Е7&——б=, C24. 73 
E gols Mh e. BJ 5 24.70 B p. T HECPA 250 A y . A dE 
(29, 9) SANGI. DAA IEH. | 
I5.25 E&& A ep al 
sup ledge. Y NE 
hij Z. A EART SEA 5 RUBUS T ETE MI Geo c£. fi SEELEY 
4T: 
a) (fik. OD a a, ff 


Iuno 0. hm e,i — ea; r—1.23. 


L ) 在 fE z: Lf | ы v Tu o. "tu П [ái 
lim Ао, Imate oma. i7 1.42.34 


di 


$2.  Skorohod К | agri rt: 


在 这 c 8.60 k ТУ vai SX Y c Q 395 f Skorohod 拓扑 下 
Ue ss CIE AE Tar ВЕНА {ТЖЕ pO HOS HUE Ke I vs rure 

15.26 5|3B. iE Р“ p rawr, MD ZPP T 220 ffe mU.) 
iW r — М 


Zu 


lim !!m sup |. (5) — r(t2|—0. (26.1) 


бф aee gr 2 A 
lim lim _ sup da. G 3—10 — ) |= 0. (26.2) 
D =— - H4 
特别 地 ， 
tai r i, wakta во) 5 (26.3) 
Ar.) fA dU, (26. 4) 


lim Оша, le dt 81.6) [Ar N=0, 


lim dim «(Г 7-8 sr V ett. d 8],х„)==0. (26.5) 
i.m y (5) =, GO Am GDIGZL уба) -—rG —AÀxGMGZ 
t i£, ACGO ЩЩ suom y. 

证 朋 АСА А СЕ. 1).С8.2). HR t, A, (7). poH «e 
[z ё НРА Go e z. es, ]. Br 8,—A77 G,29-62 —A7! Guo. JC 
(8.12 a At P АЖ ғ, Fó 28,6,:20. H XI s€ [ 5,68 i] 

lx, C82 OAT A (900 б)! 

ry) A | 2 eCO to ] a 
| wt 28]. 
现 册 (8.27) 及 的 右 连 续 性 可 得 (26. D. 类似 地 (26. 20 d xr 
(26, 3)- (286.52) nf pp (26.1 % C26. 20 Е. 最 后 ,我 们 有 
y GALES — убх) | 
= r (A C833 — a8) + САС) — Аг) )1 CS m i 
ЫШ P CA RS — ox] + Ar. C.) — Av. 
HIMI d] (26.4 HICA O XS Cy.) Hg (8.1) 808.2), ужу. LJ 

注 moe 502g EE IB fr Ar 0 Bg C26. 4D B9 Cro 4 
质 上 足 唯 一 的 , 即 若 tr M lim Az, G2) 50. JR n EE Ke 4I 
Sie HA ArGO-—O.Uixpsb TUE no GIG (26. 3) 8IC26. 12 
TEX 

15. 27 定理 [BERE uota ys ry АД О] r0 fr ñ: ly I / 
一 BAE Аг, (2,0 AGO A Av Gu Ayd Vj 

т. ужу» (27.1) 
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(r. yd mr.) GE D” dH). (27. 2) 

证 明 RES Crt yo RAAR ЕЈ. N Gr d ya) FE > ЖЕУ 
ИТО ЕА ЛА БИВА ГС. у, В ва ВУНЕ Е. 

由 于 уку А ONE 六 我 们 有 sap | r. y, | < 
so. FG v КЭУ Е MJ 15.25 nh i aL D VEM Ha yr. 
若 MES omo. 61.2 (X 

lim Gr, y) @ lim Gr, y, 02 


{Нит Lu ru GLO — OD, lim, yv) — y COO, ВТ 8a) 不 可 能 发 生 . 
XQ b) REM A ier. = AA Cr v жа. fH a, 

ata. т, DERRE PRTA. 由 引 理 015.26 AR Ek. Go) 

4 涉足 (26. 50 m X] Cn H yo BITA 

limlim wti BE ruv eX, КТ, yd (27.3) 


ВТЕ A f126ER T {Реж re а АВЕ 


lim. lim 一 一 


ibn og 


fhr- -情况 我 们 有 
lim. lim coffe st Slat учо аз 0. 


这 都 与 (27. DAA DIE bo dis ap SE AS Ву Сх. у. ААА 
C97. E. 

iB Z. — (ra 0 E Dy, — (QI. у, € D MZ, m Gu 0) — r, у, 
00.0) == y. HET. 1 ) uffiüts A mud. mad у= r.i). 

L | 

15.28Ж Qar, С.у, жу, MH] r. T yaa. (ai y.) — 
Cray). 

WEHB НСС", ҮМ pura p: XB acr 
PURARA 5.26 npo. Cy o АКИЙ 15.27 ЖИБЕ B P) Ж 
ППЕК. i| 

15.29 XL yC D EA 

бе) USO A350). (29. 1) 
于 个 + (29. 2) 
- 476 ， 





ШЕЕ ДЕЕ eu m . 
Xf a> 0s ig 
Eren) 0 
Сон) =ni rud Ar) uh, 
IGO cm ox) DO Ar ra D A Z ad). 


prel 
ли) 3g r R Р AREER ros ВВЕ. уге р", й 
Amr (rn) = don. 
15. 30 定理 X[ 570 E pl, WE 
f Er) =i r.a), JaC =r QU ru. 
FEDOS r UET) — ), FED = Ar(P Gru). E a aon, 
BES 
fs 
则 D7 上 的 这 些 映照 当 wEU(2) 时 在 x ЖИ, 
ERR i zx. 2 & 1 Cr). T f (ua) == (rin). J 
们 将 用 关于 = ЮША HEH 7 15а 的 连续 性 . 
Бар Е У еи 的 连续 性 Ата, г! 
lim, eotie Et! ос. pr Bl lim, р Т оо, ууу 
ИТЕ E JJ OI 9| а 同 时 有 
Are GS Hi HE 15.26 ВЕ A pn GEEK ggg 后 ==. 
xXx Бугу ug. rpm s =. 353 — Jy 1. А] TE PH D< ЇН 
Itm ^^t узар, r АС) Гк. BL 15.20.1) 
lim sup [22 VO | xa. 


JF — 


A slim, ti t mtt. E H И] m5. 26 RumUiMÉ. PPE Darton 
14] e ri. RT y E r GEH -——)-= x СРР 
Ат„(т#!1)-® Ал G*1 0. 这 表明 对 所 有 前 ph f CD sgi for 
运用 上 述 结 果 及 引 理 15. 26.3) ,容易 用 归纳 法 证 旦 对 g 宇 1 
к\т) == 2,0) SlAr aS z) 


Z= 
p=1 
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rí 
— x02 — X> ArNCO H) = r, 


і 


5)— iB. dEEO rta. 在 [0 Data. 同时 ,对 每 个 NE 
Ми. ШЙ КЫЫ NN 村 是 按 定 理 15, 10 72. 
| 
15.316 设 g AER" P) R* ПЕНАЛА Н 220 
рел) 0. |н. 
id 
гг) 一 DIgCATGD. 


Wr Cr.) ДЕ RS mp RU fS PE £b ШЕНИН. 
证 月 ДЕ ЕЛ {Шш «| Насс) = 0. 假定 -一 
т. 利用 定理 15.30 fig M id 
4 


m= S gAn GDOI gb. 


BO. 


г“ 一 S ecAcanota zm). 
= 
"Ft aE eT = И! 15. 30 的 让 明 我 们 有 
qr". шут. o p poa, 
IESP A Aes sz ЮНИ RE rr 的 跷 时 ,出 定 埋 15.27 可 得 
(raq, (rr 因此 定理 得 证 : 训 
15. 32 注 ”回顾 六 面 已 提 到 的 ; 浴 必 是 一 个 阶梯 好 数 , 则 它 有 
КИЙИШ deg: 
xG)— Ма) cU. £250, 
上 中 
TER АНЕГ 
lui) с) 1. 
Тн ср 70 сс Щр етв) С р) Р, р 
1, W r ВВК. 
15. 33 ЖЕ EE nn n Zl ВЕРА 8С. GO GT р B| A 
"df8* 


хох" ЙЕН} 2,150. 则 下 列 断 言 等 价 ， 
1) 对 所 有 jl 


Оо). pne (33. ]) 
... EN d ZEE ME | mox 
其 中 /t,x7) 为 由 下 式 规定 的 R- > R рй, х1—--,--[ 08. 
fOr |: (33. 2) 


25 Умор r-r BEEPBHDENIO | 
infi | Ах" з DN шев] j 290. (33. 3) 


WEB] 显然 对 由 433.2) 规 定 的 J. 033. DARE FP PAESE: 
t: i P (c1 ` (33. 1) 
"МЧ л), € Aj mO: Si, (53. n) 


同时 (33, DAT К 5: HA IN I0 fff ED, S OZ 
N RR EI 
| Aa CEA | ERES. (33. 62 
|)—22 ЖЕ X AFER EX EE ERE ALCO ULT, : 


一 一 了 
А4 y л! Qs PS 


PAH 833.4). C33. 0 035 8 MENA ` NO 44 
là e |y, Jago Ar] x 
IN 而 按照 定理 15. 1С. об", )—=0. 5) — Jr BI z p N | 军 包 上 
Чур УЛ Е па, 
min | 22 C33. T? 


Ja SN 
(33. 30 n] H (33. 42, (33. 50 5 C33. 7 E Hi. 

23—15 Xp NL-0.d es 满足 4133.3). Ri Ges A anf i [eG : 
Осе mu NT. 运用 (29. 3 )HJi = lU, —# (r 06) 1 tGr" 62. ДЕ 
2А Un BEREA CAEN, ELI ERE 15. 30 产生 

д) Сауд) =. 
TD = r e ar" A Oi). 
由 于 N 可 以 是 任意 正 数 ,(33. 4) 和 (33. 5 成 立 ,1) 也 就 正确 .| 
+ 


REO EOGI 3 不 对 , 则 433. D) 一般 不 能 由 z" >z 推出 . 例如 


rr 一 "LM GO. por") 0б. 但 і" = " +f] = 0. 


(33. DIFA АЗУ - 
$3. KASH S FE 


15.34 在 这 一 节 我 们 假定 S 是 一 个 Polish 空间 : 即 在 SS 上 
4 —r NE p. 在 4 之 下 SS 是 一 个 完备 可 分 距离 空间 .以 
б -= B (SD KOR S 上 的 Borel e- bk. 2 

CS):S ЕҤ ОН UE SE SR Г Ж. 

CS:S EB R Е рв. 

ECS) CS) EAR REE E. 

SEGS), ip 

|| | —sup| f Cr) |. 
Wl + | 是 一 个 模 , 在 此 模 之 下 CLCSO 为 Banach 空间 ,C4S) 星 可 
її. ECES R e€ Cid 
pP) = | foni. 


SHALE rE (S) Ж АТНА ИЖЕ. eiF F), Wj а 
эйт 0) РЕС.) С УС. ЩЩ ev. 
15.35 ЕМ B z, C GCSE 
lima Cf) =, V ECGS). (35.1) 


СР л Н л, 
15. 36 ÆN 3x EC P CSDL £3 5 |5 -- Polish ZH S' gie ` 
BH.D, Ri f OBERE SA RR. 若 RCDO—0. UE / ЖЕУ рса. s. (或 
a.s. ) 连 续 . 对 АСС, 2A 表示 A 的 边界 . RE TD лга. 5. 连续 
HJ. BB сал) — 0. Bg LA D oo XESESE . 
注 OG S RW] D.C 党 .一般 情形 下 ,ytDr) 二 0 Ж D, 
CACO HAAD 7-0. 于 是 一 个 р-а. s. 连续 映照 未 必 是 268 npa 
* 480 * 


的 :但 它 关 于 58 的 请 完备 化 26° 是 可 测 的 . | 

BAG BEER IB í SH EXE r T S UE mr SR ( BL Billingsley[ 11. 

15.37 定理 (Riku, z€ 名 (5), 则 一 vp 与 下 列 任 一 个 
断言 等 价 : 

DO 对 每 个 有 界 ea.s В 7 | 

lim j, С=С) y (37.1) 

22V ECS, (37.1) BE z . 

3) lim, COS EGO, ВЕ Е, 

4) тС) Ze (G), V FEG, 

5) img, Аз = СА) OV d PF 22 А. 


ӨР ЖИП КЫ, FF z, ——®н,А Apos 038—5 Polish 55 |0] S Ey ы 


а.з. 连续 映照 , 则 各 ATI mh 
M ШН 55 2 E F ЖЕ ЗЕ: Саа Эу C. CS) 中 单位 球 
i ARETE 5 


d(g,v) = 5,2 "|с, — rig), 
"= | 


Wd E ERES. HH 2 规定 的 拓扑 与 器 收 侣 规定 的 拓扑 
ді — 89. 

15. 38 EX, BRACES). PURA >o 存在 紧 集 天 .C5 
使 

inf CR 22216. (38. 1) 

ЕЕ 4 ARAR 

15. 39 定理 15 AC(S). ДЕЯН |F Sae F 4 为 相对 紧 
B) 35 SER FERE А 为 胎 紧 的 . 

这 是 距离 空间 测度 论 的 一 个 基本 结果 , 它 属 于 
Y. V. Prohorov, 它 的 证 明 可 在 很 多 书 中 找到 (参见 Billingsley 
[1 2. » 

15.40 EIB (D) rRBJ — А 为 胎 紧 的 当 且 仪 当 下 


* 45] * 


Ж Жн} hf RSL ST: | 
lim supel ir: lod Imxel)j—0.v MEN, (40. 15 
lim вир бүл: (Gr IN шк) у= О, V NE N, 94:50. 40. 2) 
о" nel 
证 朋 必要 性 . id А БИЧ С IE 220 存在 一 
4 RC K. fE int ан KOSE 故 按 定理 15.22 有 sup | <| 
ulcere Ау 





x 


lim sup w (G..r N )= 0. (40.3) 


ru ЕМ, 
XUFEXT a > sup la | x EAR n: [т | ха К... 
supel la: | < еа вири СКЕ, 
ned p А 
B C40. 10) SE - 
ri (40. 3) &HE — 7770 FETE д, 使 sopw C, e NO Lg BR Gn: 
tu дъга ЉОСА H, 
sup Cir so! (Ur NED supr D се, 
HGO 20 EE. B 
充分 性 ， 40. D G0. D Р Б RM 67-0. МЄ N Д А221 
dr ах RE 
sup Cors |a | Tas: ELS? 1, 
киру larica (дуул AOE L/R Deleg TTA], 
Ax 


Camiri h j atest [A] N Ov А17), 
bui 


C N Су. 
N=] 

WERE 15. 22 Æg C. 为 相对 紧 的 - 但 我 们 有 

inf ptt 0221 27, NI, inf (GC, 21 — е. 

„коЛ nOA 
所 以 4 是 胎 竖 的- 1] 

15.41 EX {= ЧЕ T n X PE das =s [0] (f... P.) E BJ 

S. (BE л. Z (KOS P^» CX") ! P X" iy yr f - X Sé gem 38 == {Н 


482 


(Q. , P) E 5-{ ВЕ. (XO — P X E X p н. Ж 
V^ OP) — ОО .ЩЖ (Хо ӘЛИ ТЕ X HR X-X. 
d (X) БЕ Я Н, RITE CX”) Ку 1и RERBA ER LER CX 
ERMER. | 
ECOL RE GLAS B h XY - X 等 价 于 对 每 个 /EC%S) 
E" /C X^» ] = EU (X). 
其 中 五 ,五 分 别 表 示 对 应 于 产 , P 的 期 望 . 由 定理 15.39. 
(SC CX) P REH ЖЯ] # BJ 38 НИМ ЗЧ (X) S BG SS B - 
在 王 述 定 交 中 ,对 不 局 的 = 概率 空间 (人 ?可 以 是 不 辐 
的 . 但 不 难看 出 我 们 可 以 找到 一 个 概率 空间 (如 , 芝 POR FS В 
S- 值 随 机 元 序列 (YD 使 ООХ) = (Yum. 所 以 今后 为 简单 
. 计 我 们 总 假定 随机 元 是 定 久 在 一 个 公共 概率 空间 上 . 
15. 42 定理 — (Skorohod 3&ok Sp HO — (EGECAHS um nz 
SO CS) B re, — Hs. 则 存在 一 个 概率 空间 (2 > ,P} 及 其 工 的 一 到 
Е ВУС СХ , a= E СХ) по ER 
то, .Ха) = 0а, 8. . | 
证 明 E 02—[0.1].77 =.0 0.1], ЫР о 
Lebesgue 测度 .首先 ;对 5S {ЕШ Fr 
SC 1 


(这 里 > 表示 本 相交 集合 的 计 ) HLI E 
dia GS; Lu —supipgixr . у) х,у; EZ. kml. 
И, (25, Өө, )-—0. n0. 
Ш S Ж ар5у 1,5 КЕЕ Ar ЖЕ {Р ТЕШ ОГ n aT Hj ЧН t ZE S 的 可 
列 稠密 集 上 半径 小 于 2 的 六 连续 球 出 发 来 分 割 ). 
其 次 ,对 L0.1j 作 如 下 分 戎 |: 
[0.1] = Y AP. A. 一 Slam a Z: 1, 2 2 О, 


Wa. =—і Qe 
PF 

SACR) . 1 

еМ”, | mm LE 


17 


183 " 


Нн [A] яра A КЕН AC, dir da] LT EAE S . 
再 次 ,我 们 定义 随机 元 X. ШК. 令 
CY ш, а ү AU x у" өү == Л 
XU (a) = | “ү Font n Q T 
Кр 车 名， 
HeBa RS 中 国定 的 一 点 :是 Sa 的 核 吕 当中 的 -- 点 - 于 
= ХУ” 是 一 个 随机 元 .由 于 onu LE Su, C Su A 
pOX Cao X Pao pl. 由 上 的 冠 芍 性 ,存在 3- 值 随机 
х, | 
lim Xi (а) =X, w), 0. 
D BE. 
fk X. > X. P-a.s.. Whit 220. HR & E 2 «26/2. Ж ош Є 
(AD... OF 
Р | ==. АО з == А. | + jd ` 
同时 由 A. RO НЕЗ] JE ETE п, fU nn Bf ec A... Ж 
к (e) M de ШУ, к Cur) BEE * n0 4 
pUX, X.R OU X, . X u ) Босх «Ху ӨХ" o) 
ШО? | 2 "cg. 


Tp D CU CAT L XX. 


za. FERE S7 (X, — ue dd ot = AS. 2.51.1 ge RE 
zl. BH Ўл Ы 
РОХИ КЄ S Se ATE RESO. pol. 
PEX, c S; uu — au GS uuu 
Ж ХОЯ, {ЕСЕ p — £X dq POLIS aE HIE n] Ир 9 CA, — pus 
= 
15.43 EX 在 这 - 节 的 其 余部 分 我 们 只 考虑 在 连 左 极 过 
程 ; 它 科 的 分 布 是 р" 王 的 概率 测度 . DA F X",X 都 表示 RTB FN 
YEAR E ЗЕ BC - 
类 位 于 (29. 1781029. 2) ,规定 
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(43.1) 


АХ у= 1020, PLAX 3020, 
(43. 2) 


Е) = (uL 0IPCOLAX,|— ua. xf £00), 

fol X snd 5-0, 

Ppa CX uD = {К> P (X au 3) | AXI | rn} pO 
15. 44 引 理 J OO RIU OO EE OR ER 
ШЕН 51 理 结论 容易 由 下 式 推 得 ， 

т[х,®| J>), 


(43. 3) 





JOX)= U (aP 
п. фр 1 
UOO- U (42Р ТАХ, з= T, х.) ео). [Л 
15.45 БЕ MEX —-X Ml 
12 Hp D= R, N (XX [КЕЗ Ba Eo ESSE T X 的 有 限 维 小 


布 * 即 


— 1 
=— " 


Qt sr KE oH X LED, 
z (U D 
(RETER X D. ) 
DPHE g h: R. XRT XR ERE НА. AWE glnan 
=. O, MELC. M 
ET O 0 Х anus АХ o) LEE) 


— Ug X үн) eX rixa AX T ax aa) + lxrxE. 


D # g hh LERRO 的 某 邻 域 为 零 , 则 
(ХХ AX) + (Х.Х (AX). 


"d 
uF RH TER: ИП! 15. ST Йй М. O^CX 3-28. s. yE 25 , bij AIX") — p 


АСД). 


LOR АС) = Со Се). D. xg d 15-12. 225 j 


v. OD a. s. 连续 的 . 
ik Hjc29. Deae 

hir) = (gl (Crm) arte (rs) Ат (ж.н), lur). 

Ш] ез z 的 假定 及 定理 15. 30, 是 7 СХ)-а. х. 连续 的 . 
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OO 





3) 取 hGO 一 (2, У garol. ШО X 15.31.А 是 
(X as. М). 1 | 


15. 46 引 理 Х" х 当 册 仅 当 下 列 条 件 同时 成 立 ; 

DONO E ЕШ. ^ 

iD (s ( X") a] Bë BJ ВВ д НУ. 

证 明 ”由 于 Prokhorov ЖЕЛ X ДЕН ш А) - | 

H T P BDE EB. U Y sË sZ СОХ" УУ Ир sumo. ДИ] |] 2r 9 
HB ë iF (S€ СОХ”) AIAR R PETAR RUARI RE — 4 - 

RD AR 中 的 一 个 筒子 集 . 若 和 一 一 
ЕШ д. AE ME — М). 

由 定理 15. 40, 我 们 还 有 有 下列 定理 . 

15.47 定理 CCO A HR EA SES STE E 





-X , Dil 5 RI XH H 


lim supP; sup |X?|2sa: —0. V NEN, (AT. 12 
im supP (e! (Q. KU N О шз) U, V NC N. 72-0, 
(47. 22 
或 作价 地 
lim limP! sup |X; | =a |—0, V NC€N. (47. 32 


lim limP (e CO, X", NO) 0. V NEN, go. (0H. 4) 


BID aee 

13. 48 EX Er CD COP GO A B S BJ. EDGE Сл) B) RET nl 
HE RS B d E С) 1. B] Co PR A C С-ВАЖ BU - ү = CX" 
A C- Ha CES» (X) ir fp AE C-BG Ж ЕЈ. 

15.49 5|38 ГРЧ m E: 

0C) RC. Ba "ER. 

2) (X) EBR RS HE 


lim Pi зир AX? )|zse] —0. V NGN >00, (49. 1) 
3) 

lim limPl sup | X? Iza] = : D. vy NC N. (49. 23 

f T ON 


im limPGe(tó X". N)Zy)= 0, у NEN, 720. 


(49. 3) 

证 明 1 一 2). DZ EXER. 因而 只 需 对 (X"， 
的 作 一 收 化 子 列 证 明 (49. D. 为 简单 计 就 假定 X" X. WM X J 
连续 过 程 册 .2 一 0 这样 出 引 理 15.20 下 定理 15.37 可 引出 

sup AX? -sup (АХ. Y NDD 
IIR X Жай supl AX. |= 0 Me C49 DIRT 

2)->3). WE (XO ft B RF. (47. 37 即 (49.27 是 必要 的 ， 
(49. 3) iL (47.4), C49. DD JE F 39 45238 PE М. 

OO Vie IN ELE (д.ж. ND Tsupiártt) |. 

3) >12). А. (9. 20 30 (49. 32 8 X 1 CX" o RS E FE. Үү, 
OUO СХ НКС А ХХ Ж] Ж! 15. 20 和 定理 15. 37 
ЕВ 

вар АХ: | 一 -sup АХ. а(х). 
ffi sup AX; ceto. X" 0. 因而 M PCEJXO WI BH C493. 32 ар 
splAX,L-0a.s.. BID X 是 连续 的 CX" 为 C- 胎 紧 的 。 C] 

| 15.50 B]EB.— LERTA oo € N SUBE X" РИА. 
ҳе 79у pue. 

B DRT e QUU АДЕ SERI b) XT B q СИА Ba Ж 
H HARRI Ca i elima, — 0 ДМ 

limPi sup Дуна, 1-0, V N€N. (50.1) 
ji) | | 

lim limPi sup iW? |m29!-0. V NEN., 2-0. (50.2) 

КЩ СУ") ДЕДЕ ЁЗ. 

证 明 p CU, CV)... BS Hü S TERI COO. 20, ( X") di A 
(47. 3). 运用 直列 易 证 的 不 等 式 


wlr №) suprir) 1, 
N 


" 187 ` 


w (OB. rd y М) а (Q r № Holey N. 
wd rN 2 (Qz. N) T sup Artz) j, 
可 得 
人 站) 
过 人 人 20 
tsup ду | --7 вир iW wl, 
HEBR 6270.97 0. (50. 20 Fe q fE a eto В. 
limPi sup {М [>] xg. 
Bib ШЖ D «D HIE os K 0220 Aic ncm 时 有 
PC (G,U7*, NY T7 gy) «e. Pio! (26.V'* , NOI go е, 
P (sup AV | >n) Е, P(sup | Wr |с) 26. 
于 是 P (a (8, X", NDG ABE, (x^ Nem 4), r (X) x E 
m. [i 
i ЈАР a VO A C-e SS HJ RI DA. 
15.81 & 设 ( 人 和 5Z АРУ! ч ИЕ ZE R RO (S DER. 车 
(Y 093 C- E EIS CZ") A HS ЕЕ (C| Ho ЖИ? M| СУ" — Z"), CY", 
ZO AE ЕСС ЛАО AY 
延明 REPY HZZO I PIR UA S" V" =Y, W= R а = 


ШШЕ 15.50 BIET. 应用 定理 15.27 的 同样 司法 可 得 关于 
(Y ZO Re. | 上 J 

15.52 5 引 理 dp X" fti 2 ХУР 

1) lim dim Pi sup |Z“ | >x] -0. WV NC€N.5—0. (52.1) 

iD ЯЙ qo. поо, Уч ки" B 

» 
W^ — -ll gR, (52. 2) 

jn x" aw. 


证 明 XPr.sc p.d. 1 可 推出 Cr 和 | z— y || s 
27". 对 任 一 RN WME К<. 于 是 对 任 一 财 集 二 fi 
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POÓX^C F)xPO* c F2:y3 P [ sup |z" |==), 
其 中 F= {yole y eh 应 用 定理 15.37 可 得 
limPCX" € F)zlimP(Y"* € Е) Рт supl Z" |e: 
"T rt n гш М 
sp Wa E F?5--limPisup]Z"*|7»5). 
п pM 
4 ажоо, ]1 652. 10981052. 22 48 3l] 
limPCX" € FoxilimP(OW* € FO) POV€ Е). 
т " 
НЕР ПЕ, $e 0 
hnmPIGE" C FscpP| OW € F). 
现在 引 理 的 结论 可 由 定理 15.37 推出 [| 
15. 53 EX RA B 为 两 个 增 过 程 . А-В tB je ЙЕ. 
ШЕ А amiet S FRA RKA. 
15.54 定理 DRAN (УӘ, X"—<Y" anml. X 
(Y) ҢҢ EE CC- B8 EO 的 , 则 人 "7 亦 然 . 
2) WECX ORE SUB MEX Ep У = Varn) X" BYE 
Ade. E COO ЕВА es C - BG EPI PW CX" ARES. 





证 阴 1) H + 
ХХ У-у", Хү", (54. ]) 


我 们 有 sup | | &sup|Y? | e (8. X". NOzzu/ (Q Y", N) ye (Q, X", 
ipM eri 


Nigol, Y” NO. 应 用 定理 15.47 和 引 理 15. 49, X") Po Ba E PE 
CC- R8 AO TI ph СОО ЕСС Bi PO HEI - 

21 (54.1) 468 DAERA. 1 

КУНА ETEEN a J D. Aldous- 

15.55 定理 RONE WES СО, F — (r ). P) E 
AG iE ҺУ Ят ЖЕ ZE А 请 - 值 过 程序 列 , 则 (X") 为 胎 紧 的 充分 条 件 是 下 
列 两 个 条 件 同 时 成 立 : 


lim аР: ор |А |2а) =0, V NEN, (55. 1) 
u— 2 n г № 

limlim Ыру re z saras L Р |X — Х|] Z => = 0, 

->i H 1 


V N € М, Е 0, (55. 2) 


.. -AR GER сз] з-с... L. дефа ж - m 


Ko y 为 不 超过 六 的 停 时 全 体 . 

WERA Щщ 055.1 gk EY 47.3), H E 1 (55. 2) Ч СЛТ. AD BJ 
T. 

对 固定 的 六 和 NE 站 0 д 92 0, FES. DRE T 0259 df] 
ALTOR n(r) C N Wil 

n Zm n (rT) S T € F 48 еШ T z S 4-8) 
=>РС\Хт — Xi| mm) z. Cos. 3) 
25 SS= 0,5; Sinfi 554] X7 — XS mu. 
应 用 155. 32 于 ге S =S AN. TN A GIHE AN .并 注 
AE SL Tahi Xe Al RITA 
пш®нп(є) el PN EN, SE 0-6) Le. 
i5. 


&Ң z€ N 满足 0082 ду Cs 3) n] 48 H: 
КП», == HLE) V "| = „Ё Im 0) 
q! 
—P| Spas N.S; ш SE + ó| — | | =< 7 (38. 4D 


CA 


国 为 中 一 A -0 .我们 有 


TE pcs Улат NO) NPS! еШ Мул КОЛИ хр 


= 


— E| X, S = Si ad eas] 
b.c 


É " » КЕ А 1 КЕ м. x 
= MEUS, GLOIGLmESN.GI—SL,nm8)G)D 
Eo] 
a . . _ 
Um ХС [АС ШЕ N) — POL М.5] — SE чш д(є)) 7 
# = | 


ТЕ (є) РОУ EON) — (ggg, n Ше nle). 
|Н 
PQSSINOsISe. 0 piEn (e), (38.5) 


eA = [5:2 NJ D (DS: St, 2264 2D 由 (55. 4) 
£ 1 
不 1{ оз. 52 488) 


РС") 22-1 — ЗЕ, `H nno- (55. 6) 
现在 若 wE А". Дд r=infG ST NO uu Si iri 并 考虑 
[0.N ig О m U N. pH А” A S? B E X n $5 
ПА vni XD lu xL. 


m 


|, Jarir l, 
еа с 2 (а), Nl cop 于 是 出 (655. 6) ЩЩ 


N сә èl Ó | QAC.AN | I] | < ЗЕ. Щи Ею. 


所 以 (47. OR СХОДА А. |. 

15. 56 定理 ” 设 iX”) 为 局 部 平方 可 积 靳 序列 - # (OX) ДЕ 
C- Erg. gu] XO BL B ЖН]. 

证 骨 由 于 (CX) жг] В СХ" EC R|. Xp abo H 
Lenglart SEE CES 9. 24024 


а ~ 
Р! хир В d] БУ? БРА"), 
т. W " 


E | 
fj 


limP ( sup Хеш рещ Š 十 limP( OX" cmb). 
AK IK noo] ё ос Ир 055.10. [| 
其 次 ,对 STE ST 和 5S 十 6, 考虑 NN" 一 "一 (X")， 
(МА)? Slc XO- OX Brig o6 e 0 及 7 六 0, 再 用 Lenglart 不 
ST 
POGX|— Хї о o Р(Х o Xa S) 


zz . £ Б Род. XON) Z= 9). 
ох C ЕЖЕ GS. 3) n] ff HH 
lim DmsupS,T ESNSETESH SPOX XS os. 
因为 了 可 是 任意 正 数 ,555. 20 i r. CX" 的 胎 紧 性 就 由 定理 15.55 
推 得 . _] 


. АЧ] + 


S4. BEREE IY 99 uM SY 


E ЕЕЗ БАЯ Иа А) — 1 Z В, Te T] Б (F ix — 
F th Wk EK ph Fë 55 cS ЖИЕ. ТЕ] Эу hpk hpa S Tu FREI ЖП EK 
EAA 2А Н н d. 这 一 处 埋 法 的 优越 性 在 于 它 林 避免 
Aiz ЕЛЕ ЖЕРЕ FF +S ЕН НИНЕ SR BJ AXE E. Markov WEER p FE BJ 
gu S y tH Markov ГЕЗ Ut Markov BRER IOPE PJ Ba) EB tH 189 dE Px 
— ВЕРИ. 
15.57 | jb X.X".nlIml 为 跳 路 过程: (X. ХЭ 
O xT HB X, х) RA 
Папа P(0<— | A XT Ат. nEO V NO (57.1) 
其 中 Т E X" BJ 35. T BET. MJ XT Gero (1,2 "arctg. co 
ETU XT ) 一 一 (对 应 地 一 =) ACT Xr, 3. (ST. 2} 
WRBA ня EEE 15. 47, A PERPE A Te B DL EL ER Bx 
ux Qiu Р(Х). pz 15. 30 t, Хх, 
TOP uo TO uo. RI. (57. 3) 
HATT OX uc eoi EN 
AX" CP CO D АХС CX ag)? OV 221. (57.1) 


АРА ЖЕШ] 60.9250, H C57. DD Ff TE L ERAS x A 
Pt = Т, ca сх ) + PO AL. AX CD, ? iris < г) 


+ P(0 < |АХ"(Т peu ч ш) << g. 


POP? — P | eR АХ" Ч) AXC'O| Eme, < оо) 
= PG s< T, < сс) + РОО «2 АХ" £f £u) 


1; 为 排版 点 人 恒 ,我 们 区 AN UO TS AX. 
+ 192 


РОО АХО O Hir сену) 
HPD TIS, (AXT) т сш 
HPT T| me 或 |AX TO- AXC D |e, 
AXT) |T eja trs [AXT ) | Err za a) 
tg PLIST (Ka) <) 
PPOK ш T (X. | Ze (X uum 
BPOAX"CPLCE" p OS AX(T (X, ))|2>g, T X au x. 


(57. 5) 
H (57. 3) 可 得 
РСТ tT, (Жом) РСТ, CA" ua tT) CX eua) 3»), 
(57.6) 


H (657. 32, (57. ADAHL CST. 6), 4E C57. DAIKO н-к оо 9-0 
limPC[TT —T,|z&e ай АХ" - AX CCO 98e, Тоо) — 0. 
| (57. 7) 


53 — Àj VE 
PPS < tT = e) 
=< POOL [AX"CDD | Fera < a) 
十 P AX CTY) [Ira mm ua T. = оо) 
ро РЕГ, (A up LG.T ON p) = co). 


RKG nomo ?-=0 还 有 
limP Ti T = со у= 1. (57. 8) 


Р * 
(57.7) C57. 80 和 X2 — e X, Bl РОГ, XCP = f CP. 


AO). i| 
15.58 ЖЕЕ {йд X X" onc 1 ЕКА. СТО, CO AE 
жж Х.Х) 的 跳 时 , 则 下 列 命题 等 价 
13 Жу, ву G.2'taretgr), 
» 
Cf CP Хт), 2200 T j X50 2200. (58. |) 
* 493 。 


2) X"- =X H 
lim. liraPCOsz | AXi |е) 0 ү FEZI, 1 0. 
{ый w F. : 1! 


(58. 2) 
WEBB 10 1)—2). 出 定理 15. 42. 无 损 一 般 性 可 认为 
TETI Хт CU a X) а-в. узу DT=. 
ИН ДШ 15.33 =] ә(Х",Х)->0 а.а. H 
int i | AXI. | :Ol a.s.. V onn. 
[3 ifi] 2 à s. 
2). tii xS 15.42 可 认为 eX X00 a.s... РА 
. P . 
5| FE 15. 57 可 得 / CIT X — UP LX. 
EN NX" = X" — Ali T^. [ X = Xx Xa l EPE. M) H xg FB 15. 30 
—. —. n . 1° 
NL eX a X =Q, ПО ETE, АХ) — f (T, АА, Pr 
ОГ ХЭТ. Ху). ЖЕЕ 
. PO. . 
f (Pi K) ÀMFUODP a X 2. ү jx] + 
МЕА Со 12 sr CER II] 15.8). 1] 
15. 55 == ТАР Х,Х",н ШЕ] Wi A. A = X = O. ОТ, 1 
(Tu rm) DA Х.Х” уж КЮ 0 Eua 55 ffr. 
+ 
1) X"— >X, 
- ut _ 
2) UI. 1)—-* СГ... ур], 
3) к. Ч а E /) 


oti) 
Xr c >X’ ED (53. 1; 


WEHH D 62543 gy. EMI SEB Х.Х" TELS] 
E Xp p ALA aE] Xr — j. 
1)->3) 也 是 明显 的 . б.д ne D. € N 
PCT Su t 1 S рш b) — Р(Х) Zm jou j sn) 


_ 





一 Р(Х; >j zol 二 zd «Dg LA) 


` 494 ， 


= Р(Х, zm j.1S JS = PCT С, SS Sh), 
因而 2 和 DERZ. [Ul | 
A Y iS Markov BERR zie B) 59 ШУ Эй. dE TI Pe ЖОН © 
Markov H9 5848 SEES —d6 Ab ze ZEB . 
15. 60 ES TBE 5 3 Polish zzfüj.e 是 5 上 的 Borel o- 城 ， 
H Nr AY N Cr A). nzloNGO.o КШ ge E ER a. gn 
AS kB. 
i) ЖАНКА ЛЕ СС), МС DEGES). Д N Fg Feller 
的 ， 
п) Ж Bp. ЕСС REEKS 有 
lim зир АСР - N Ges L0, 
WI 8g CN" ТЕШЕ E — Bol SUE N FA N" —N. # ое ETE 
EEICT gs RITUAL g, 一 >g. 
un» “АЫ FEC ЕД x 一 z BJHESUCEOCCS 有 
lim iN" Cra OSN Er. PD. 
4€ lI aR bL М = N. Q WT BG HA AR c.c BJ (z. C5 4 
lim gairo g Goo. MÆ z. Eg. 
PPR ERAS UEM ДЕЎ 52 HI RHE DJ E 26 z E + 
15.61 引 理 Ш N.N'.nz1 AIEE ERE RR g man l 为 
Polish 空间 SS ЕҤ ӘЙ. BD 
L) N" =EN M H 025 N 为 Feller fj H N" —N. 
2) g" kg А HM 4 g ERNE в" д. 
15.62 8|]38 ib X=(X, 8220). X' = (Xj k0. n1 H S- 
值 时 齐 Markov FE 3H, ж," ^Y SA M ER y da. bi р" op XIX 
的 一 步 转移 概率 核 . 下 列 命 题 等 价 : 
12 p" Œp 


1 LL ar ni H T м “ ъ i 
2) 对 所 有 满 是 n жи B3 n Xt — N 成立. 


此 外 ,在 此 情况 下 若 - =a. MEN SES 的 连续 函数 上 有 
('OUD RERO (OX I .F20). 
моло (X, 23 з Markov PE EF Tp E. CT 8 00 ME RO BE 

H.J - Ta O. ЩЕ 58 Markov ТЕЛЕЕ ТА CD Xr Dass ZJ — 1 
R, X R-n} Markov 序列 . CERA X 的 跳跃 链 . BOX ñ 
5 5h X multe и O X089 -A E SAME ROG ridt. 
ау УБК — жк, ИУ iri Jy ХО) Ge R). 

15.63 5| [Eia X. X" nml 为 Markov BEBEK DERE SX 
Gr R" СХ) GG R), X CT Xp k EO H X ПОВЕС. Ж 
1) лер —, 

2 X fig, r)= С. агсан оо, гж r MBpÉSE 
C,CR XR) 


to 
|| 


ge fG.y)R(s,r idi dy). 





g ^ yR Gur, a dt. dy) - | 





(63. 1) 
Кү - “ооо pepr . uU 
Wc; ( 1 Хт) , 222 ())——( / CI BAT ) T kO N A” — X. 
证 明 ”首先 我 们 证 明 对 :二 eC63. DRY. EEEH R 00 
KE X 4T 
a F yR co widi dy) = g(oo.0). 





ME, fX " ,对 со мо di 


r 
7 
^ 
© h 


пр 
— | | | [gG,2 'атсїрү) - EOM JR' Gers idt d у) 
JS TR 


| 
) — gCeo.0) | 





Bimpo3. Dx зоо р. PEEHGIEB 15.62 Ж] 
C Cj X0 2800 GEOP. Xr) E220), 


这 样 由 定理 15. 58 ТРЕ Хх. [] 


` 496 ， 


AN 


к Х= (X) ЖЕ} TS; Markov БЕ ОЙ. ЕД CO, Cr. A) ЖИН; 
移 概 率 , 对 应 的 无 穷 小 特征 为 
=a + p, Er. A) 





Фб) —Qr.Lri2, (64. 2) 
Qr. Qr. AN Ur 13 +- ， 
. сг) 0). 
У 63 Te E Td (64. 3) 
АХ. FF 


在 此 情形 下 ,X АВЕ СТ Хо ) 的 一 步 转移 神 率 尺 有 下 列表 示 
zU ФА, He and Wang 3] 
RG ridt A) — i DOG UO CrÓON Cr. Adel фс) D Ө, Loc. 
(б. (ег) СА. 
(64. 4) 
IH AGORA. X HY Levy Ms 为 
pdt dx 2—g0X, 1NGX, X, Md xot. (51.253) 
CARA X 的 分 布 由 其 初始 分 布 sq 和 N 唯一 确定 , 故 也 常 记 
RI М. 
15-64 5] 8. 说 人 和 Co] 分 别 为 时 齐 Markov 
ВЕ ВКФ X. X" nl AAR DIRI R. К" 分 别 与 469 ND Qr. 
N")EACB2. ADRHHE Ж. Gi q^ o g, HAT ra r у: q (v )22>01 A 
Ng mj (r gm), Масса), 
xp ssr Imr ЕСС, Rx R) 


rn 


оу) Солза ау) » ffe 








РО, Уу) Сут ағу). 


(54. G) 


其 中 User) 2 G, 2 tarctg.r)- 
WA HEG, XR. g- E. R, >x R LNA y£ PE rE 
E. НА E— ER 4 | 
m sup |g f(üt.v)—g ^ Fito. y) |== 0. 


ҮР йк. 
i FOL Ly MR Gs, uoo idit v) 


Nt Ced | е Ѓур Gne 09 vig 


| N Gn, d yb, Cy). (С.Т) 


Вг) | куе MS 


: -i í | . 
Кошо f | ç, 十 — .v| edi 
Ооз . ! 


f : | sp- 
"ES le Cdb MH u —= oo ЗЕТЕ v J — ҢҢ) 
| E^ Teygir eT uT gi — Ji (м). 


QA 





> | go r 5р 


x [N Gs dob. Qo – IN Gd) h (у) | 
ЫП. sup Су — АСУУ |У [N" Cr, h) — Аг. |] — 0, 
PITE 
Bi уг) 0. Spgt6e2-—0.44 0 p 
ROG rag o h)=g е Coo, (со OR ry" f). 
pti Ge уйй I Ron 


|. ‚ Н 
йм) = | S fis, -| J SY] ё "dt — g (on, IDEG dukt ^ —38 Hi] 2 
Fu 


R'O a r g ^ J) M — gioco VO) 
一 Rís.vrim»h). 
Wut.061. 6 mx- Li 


15.65 定理 [I A A nŭ М} Markov HER cp E. 


{Хз NOUS СОХ" Cg an NOD A F Iam р 
(2d) Day” og. 


"xus 


ll) OM BUB orr E ivigiy220], 
lg Go? Cr dy) [a GON Grdy) Үрге Сә. 


(65. 13 
T. T. EL aid- it iy "um „эъ. оч ы А 
2) 对 所 有 满足 产 — = ВЛЕН Ну А —-XH 
lim lim P Сб АХ т yle NEN. 


(Oo. 2) 
ШЕВА 1)=>2). h HFE 15. 61. (84-63. T Eb RT И} BU 
„ v 
0). DR Coa. уар PH 15.58 排出 . 
2) >). £y r r, Hy = Q. 4G, s iI) ze, — -u HEE ХА” 
„ , | | Ое o | | | ‚ » N : 
cA L16065. 220 EXE. RGL 15.57 OA Z1 o7. JH. 
PETUS) expl ogier. PUCIDD)-—exp|—aqGrx]. 
Га Сааи. DSG Tusce as HB 15. 7 


I Xp Xi. MAE g€ CROI 
SEYIN” Cr ad y = E g CR) | 一 > Е| (Xr ) | == la GON Gad? 
Wes. DE. LI | 
注 “下列 例子 表明 对 2) 二 1)(65.2) 不 能 任意 放宽 . 0 
Х.У 为 两 个 相互 独立 的 时 齐 Poisson 过 程 ,强度 部 是 LO" 
ХУ, X X oel 为 时 齐 Markov BERGE H 
qdl, Nr dy) 78, (dy), 


g” (a) 一 三 2 ` N" Сг ` dy 1 --- là. | (dy ) + +, | ža (dy 2 


SR X" X A 13 . 
15. 66 Ж 


ir Markov КАЧ НЕ «AX X" J Q Sh rp] Са egy). UL yu Hes 


EINE 
l) A AT Jeu tque 


= Jt = 


=: —Ə ° v, T — 


2) 对 所 和 有 满 是 pe -二 = 0039082 f Н X" — X. 

3) ЖЕКА г лб =н à . X* —X. 

15.67 PEB [Bap oM нҮ" СУ) — T e xS 
Abb pired) Xy ЕНУШ ЎР ЗС Markov 序列 . PZ Е, (0. = 
x 


X; == Ypi i 一 > Yii kE, NI Ё < еч 十 ] JE, ) (£f 2> Ө. 
-F - 
x Bes . 


(67.1) 
HEX hh -个 时 齐 Markov BERKGI Жк, Se OO — Cg. NO J| F UST 


|) 对 所 有 满 是 .一 了 的 rt NO 

pe [zl 1) » (фт). (67.2) 
ü) 22qG020. МА e€ COD 
E PET | pee ftl Cr, dy 7m qi? Ia GONG Gy). (87. 3) 

» 
2) 对 所 丰满 是 en" [ЗЛ ОУ fd X" — XK H C85. 22 1X, 
WEBH ”注意 X" 是 Markov 跳跃 过 程 , 但 可 以 不 是 时 齐 的 Х" 
BERBE dt E CAS A 


J | 站 人 PT 


上 dv) _- pcd 
Vu. : iS Colo. E 


19-22) 类似 于 定理 15. 65 的 证 明 , 只 要 验证 (53.1)， BOE s. 
一 CR, RO FIL FG or = (2.2 'arctp.r), W] 
{1 | 

IF a FOR Gor idt dy) 


- | ` xov fs, + EE, (v) (Р" (ru. i a D MC Hp sap Gr, dy ) 


* _ £ —х 
MET | BS? J Gs, + [5 zt. + E, (V) 


Cp Cru iau) [x la. 


dq Cr) 0, Wl 
hg уз ж B ge fit.ylexp[ — girnd С — s) dt, 
生 上 述 收 化 关于 y EA. 因而 
lla ° fO Ly MR" Gt dt dy) 
— [ & ° fa, yexp[ — 4С) 04 — s) dq CL, NE rd ) 


= 1а ^f G.S RO vidt d y). 


dT Hr 内 
— Peu) + 
-_——є——— —— — gri ox OX. X M 为 一 — Н) 


д, Gol 
E, 
TAE 
Va fe wR adi. d) 
u L (у) ] m Рх, la 1) Тугу] "( d ) 
= lA, v) —— ана m0 vy 
| E, l m Ё#"Сж„+ TS: > 


— gico, 0) 一 E ° Fit y MRG ri dtd y). 
2) >l). 假定 Tn + Hx "=й, p5 д, + £ >> 0. in P. 一 
pns uude ATD AUT O y| X" «X. 的 府 时 , 引 理 15.57 #{ 
y . 
€ fi FIT) A 
P. 


Ef expl —a7" DIM ue, jexpt— E) 





-> FE| expt — T 3 |= g m 


ДУЛЕ ШКА НЕН p] 和 二 (1 一 pg《x) ,因而 (67. DAR. 


L 
TpqGerz0 Mj оо а.в. 3| EE 15.57 也 包含 了 XX 和 一 
МЕЛ MAEA ECR) 
F 


бар = iU p JEO ineat andy) 


> E| g Ху) | == асус зау). (67.4) 

(or. DAE COT. 22 t) р (67.3). L] | 

15.0565 (Big AERE nY” EPLI 1.2. XAR BIA 
Opa He ЕВЕ АВЕ Markov 序列 .站 RpL0.1.2. 13g 
Woo eB Go 029 Q-R BEI) SE Markov PERIE. 1X 6, v 0. 
和 上 an 15 Ш.Ш КУЕ T ЗЕЙ. 

; 1! ГРА Срб, РЕ + 

ЕЕ н HE STI X” X. 
O XP TS e= =à. WI X" — x. 


fu] 88 55 f] 3É 


15.1. ЖЕ Кр 
T (GO Pp ЯЕ Уп б) = Dl] 
pH) D A ФЕН TF Н (Ы. D° 不 是 DP' u D 的 乘积 拓扑 空间 ， 

15.2. 考虑 及 中 的 元 素 GO Л, a AA. 说 明 在 由 (10. 5) 
Him eZ F D' KE SS ЕНУ. 

15.5 4 e, Cr yo sopje vGO|. BLEH D° 在 wm 下 不 是 
"norm. aqu Di Чаң о pR P= Д9 ce- 域 与 or usa уд — XX 
In. 

15-3. WEB TERI CT. DE XS) e cm F.C“ E D" 的 闭 子 集 - 

15.5 W rsr onl AR, LESE xs e. Ш) Pon 
rS 


Ы ТЕК: ы 


1) 在 Skorokhod ФК. 

29) PTE R, ЧН PE D ic }; ОИТ 
于 和 上 存在 序列 | YQ oomen Y mata), uti 2 re P» gu. 
Ms fl „ДИ. 

3) FEI R. cb BE fE D fach: € Юр, O) —= v. 
СА GD -> NI LAr). 


` č 


15.6 iS 3; Polish ex]. 00 4v N (S.C S) LIH eller 
TE ES ARE $ k. Uu ST € 0 AREE K C S {СЕ С LC K hri 
supay Cr.CA к) Log. 

2) NUNT н 为 转移 概 闲 核 I UN" кА ERE B n 
МЕҢ ЕСУ вг "" Cex ITIN flim sup N” Сд Е. 

15.7 М.М.М, N.H sx] Xj Polish "Sin р ЕА ue 
Rz. Er APEM, N'EN. V A5» NT LEAN. Hbro M IN o i 
= | Air dy N Cy. f). 

15.8 ЖЕ —T, R.R RIER LIRR E 

OR W Poish "xin. 

bd 
d) c5" Ch R Б Боге! | @-М#.л, y КАЕ 一 HR, nj F: 


Hz ^ P 8 IMS ES R ЕЛ8 ЖЩ НУ ' ЛШ: fH. =. HH A ТН. E I PORTE EC 


Ta ' 


Но Ap i = — a mi ! 


15-9 Р.Р, HORSO) FERRME P, — p. y 
Ct —infiy€ R.P t] sa a De, 
(тї т)-=т{ ie C RP Ti. qmm). 
BET О ТЕЗДЕН S. СЕ POO RE GOD GO OS) T 
A fü tE. LLümG, Go — GE) . а... 
15.10 JBE S 为 Polish Siler CU OS), ЖАШ. 
AUBEBTBS- R S 中 每 个 开 集 者 可 赤 为 ,-” 中 集 ГА JE. ` 


电 IP 03 " 


nod 为 概率 测度 员 limP СА) = РСА) У A€ «v^ WJ P, —p. 

15.11 fig E R EIEH R KOR HERH а рсе К“ 
EELEE qd Жаз, f ft) 不 相同 - iXub R^- fft Xe ZEE iz 
^i Ж ЖЖ ЖЕЕ О АНТ 60.270 TEASE К.С" di 

РОХЕ К. з) >] к. Yanl, 

u) V Feel.» 1) A Ha E BU. 

15.12. ” 试 汪 一 歼 石 连 去 概 过 程 46x ABG ЕНД ЛЕН E 

i) it im... PEIX? | саў = 0. Y D, 

iD lim; uim, Ple (X^, NOT» 33 —0. V $220. NEN. 

15.13 БАДЕ ERE CX OW h: 

DO CX ЖАН) 

1 ) Sup. supP (| X" = X: | > gy. Ch < gs CA Y. 
V бтз), N>=0. 其 中 (Л). Faih X Б Xp GR qp << — 0 
|. Pdh < оо, NM тт dh = с Q B| CX") A C- Rd. 
Hil EOOD A 


Р: |X K DAO lg GO) —FODO)0!'" Oi. AZRO. 





Hap ratsa D0, F M" 则 (< OX C HS SSH. 
15.14 iuc nti ЕЯ АР C-Be Emp HOS (X) 
^j lg S I] ii) 
limlim SUD. re sooo reos АРК XP XT | 0960 00 


Жар 为 不 超过 N 的 非 负 随机 变量 全 体 . 

15.15 EE X" 为 时 齐 右 连 续 Markov 过 程 ,以 2n 为 初始 分 
fi. L88454 pr er A7 Feller Ву. Фс SER XI LI 
lim sup pr (rt) oD 


f m=" 


p keed sí |x рет, M OCO ВЕ ЕВУ. 进而 : 若 
hm sup рс) Sa 
p= É ar . 

BHLO NU A C-H Ed. 


* aU] * 


15.16 УСТ, 为 计数 过 程 X" PJ НИЕ], W — T" 
T^ уре, О. EA OW Z8 lon ZR DRERI O PJ BS ЖЕ. 

15.17 BEX X nnl A S yi ЛЕ. Bor AnS 
ELX, J m" GO = E| X; A E ЖЧ ЙЕ, F. F" AES X. XX" НЕН A] 
Н) Ko Aries. 试 证 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

D Х"——>Х, 

Ú) тж, Вр. |, ат (1) ~ |. атоо 对 每 有 紧 


ЖТР ЕЕ РАЖИ / pV sz. 

üb F'——F. 

15.18 nf 
ao 

1) Xia«&VGo-—lbS,GOSUS, Gol. lj ce S;Ceo I D" 上 
YE 8 eR v . 

2) b V'CGz2— da 270,8, COO € А | x CS, tr | alc (0) 
=G AS). lll reira {ЕШШ THE eR VOGOUV'!GORBy c SF 
р рер. 

15.19 for Х.Х".о221 为 适应 有 连 左 极 RR- 值 过 程 . 则 X" 
X Bos Of A 为 可 列 的 集合 ACR, 使 

(Xt ye X. Y a€ RIA. 
Нн Sta, Хә) іп 7: X, | Za а [Х| ват. ХХ. 

15.20 ХЕ X. X". nz2o1l WR E e R Yi Fë WARRE 
ВЕРБА. £ X< —.x Sup |а" —- a. iL eg. 20 yi] Xa" 一 
- a. | 


A y S OESABUSSUASN 


和 在 这 ARTH he PERAGI CER Hata РВ. mug 
LORI M БЫ ш SN BJ ЛОТЕРЕЯ ] ЁН. T TES2 JH Š 3 nM 
般 条 件 用 二 极限 过 程 为 - - 般 Levy 过 程 和 连续 Lévy 过 程 的 情形 - 

于 别 作 包括 了 独立 增 基 过 程 的 弱 收 敛 . 最 后 ,一 般 条 件 将 在 814 

{ЧН pe X Xe PHBIO. JS T ge ph PE aa Ue SUPPE UR TE 
š 4 iH 26 rH 

Oy fepe ip. Жа ж A K Ia. Н КЕЁ y AE E X Rš IN pl 
Fr UPS EARI- A EAR AM = E 一 个 市 流 的 概率 空间 Ф 
Red F uz. has Py. ER FE A Е НН ph fi {ЕЧ hd E S fe Ф 
D: 


` jr eur И J 33: ОЕ XR 


i6 ЖМ ЫЛ PARAI хя a >= 0 它 满足 

TM - С AG | Sa. (1.1) 
OU. 4 C ou. 
И я Ex TERI ER. iU Xp ТРА EE. 为 全 
[ie Рр BU E. RA Са ri. с ША € Ж. 

16.2378 X, HEX A- TOME а da X Hy np se 为 
XORB E. en PERD eR ALES АЕ YE 11.25 up gaj X 
RH ио $5 WEC poe Wg ла B[erocAC6)—0. HY 
| Херу МАХ — АСАХ) 9 Gr — hr) p. (2.1) 


XC 1-. А - ХТА), (2.23 
Id X HAX GO — LAX AX OO | = CAN) Ra X GO E fH К 
列 典 则 分 解 ， 


+ hD я 


XUD = X, + MODO + аф). MA € LL (OD € i Y s. 
万 HB oS 11.25 给 出 
AC N — XD 
= Mu. dec X Cra x Geor 
+ eef, жр (a — Bh) = z 
= M. CX T RGB cv) + @ GG — rius ues 
Bir El 


MV BR % (noo v5. (2. 3) 
gih) = a + (Ale) — rl, gsp wv. (2.4) 

N= K, р X T ñ w Kg — v) 
абду + Cr Аср) š ps | (2.5) 


43 AEOS h a a. 7р0 АС лабА у H BG y =. 
CACA) HEZ. 42 ДЕ C2. 32 RIS 


г" 
- 


h,— Јасона, | (2.6) 
MAD BFA xy — S (Да(А)):. (2. 7) 
FE 而 我 们 将 看 刹 , 对 AGE 之 .运用 (ep 800 оо) ЖА Л E 
ЯШЕ 09 ЖЕКЕЛШ. А Ка ОА B GO o Ca. 2 0 E 
ifi sg CD Bao di ба) BUD a0 ID BE Bog X {ГЕЙНЕ ДЕСЕ] 
料 三 元 体 ) .而 a 或 “(A) 为 第 一 特征 . 或 PUO USE TIE. 


AT hog EF. УНЫН 
ah) ое) = (P - рур, (2. 8) 


BUD B (gy — (А: go ay М Aeth)? Gat)» 
000m A? -e р) жр — (hh — ший} +» (2. 8) 
BRE X ABAL A o REE LEE 11.310, E B). ML 47 fg 
A 
X = X;-- М + a MEC її a cT. D “=. 


* DO * 


а= «(Ау + €x — АСх)) wv, (2. 10) 
UM = 8 (h) + (а — hix) жо У (баб — (O07) 
— В+ zrn M GY. (2. 11) 
OM o s 3". 
16.3 тШ OUO s go BRE] ЖГ T n C GO "СА. 
эж X" 的 订 料 特征 .， 
DE FAZIRA 
DCO ЖАД ЖАП 
nov N OO, 67220 
lim lim POLO, N] X (z: |=! >a) > є) = 0, (3.1) 


iii) Ca" Cus GP OO 为 C- 胎 紧 的 ,对 所 有 РЄ Ng (r) 
—Cp|x:- D'AL * v2, 2g C B SS ВУ. 
Ml CX", 2g HE ЗАН]. 
DEZ AQ а ga EH. m l RKI DAD gy - 
H T ШЕВА Е. Фе POPE. 
16.4 BE 芳 定 理 16.3 中 和 条件 Di) NUT AC 2 Wo. 
EIFU АЄ 2 MG. 
T> Bee ii| 
|z) — h te) | x 2ag,Cr2 i Q2 h Gr) | = a (r), 
Vari a" Ch) c" 453] = | ^ — А | * ы” = зар ж р", 
Var[ >} COCA (QE — CAem GO] < У [Дай 十 Ae (8), 
x [мА 一 h) ib dalh — h | w: Bag, w y", 
Varl САУ] = Маг[( АЭ ое SA QD 


— (Ad CY) ] < eg, i^ + Bag, ко? = Sat g, ку, 
* 508 * 





因此 由 定理 15.54 Ж 15.51 可 推出 要 证 的 结论 [1 
16.5 58|## Dt N20.a70. 下 列 两 条 件 等 价 ， 
DlimP(sup| AX7122a)=0, 
iDlhmPG^(Q 0. Nor: |z| >a 796) —0, V £>0. 
2»)X] N20, 下列 两 条 件 等 价 : 

ilimlim P(suplAX? | >а)<=0, 
ай-е, оп FEIW 
iiylimlim PO [oN Jx Gr: |r| 272122972) 50, V £770. 
证 明 104 
А" =i: = S hae mal 
А; “Тылым = w([0,4] X (z: |=| > a1. 
Ш] A" Jg A" рК A" A" ҖЕНЕ |. 由 Lenglart 不 等 式 
PisuplAXz| > а) EPA > Died PAALDE), 
и 
这 样 о» DDN RTA. 
另 一 方面 ,再 用 Lenglart ^at, 
PCAS Z: e) S g + LEGupAAD + PLAY > єў). 

[Ig AA" l M [supai >o] = ArenA 1]— [sup [Ax |> 

ai, 


PARS є) x 2 4- CL | DPGuplAX;| > a). 
vz М 


HI ZE KK 2 n —= oola o0) Je y —= 0 . ERREI 10101701) Д 234) 
—2n1). [| 

16.6 4:38 16.3 的 证 明 — XP E АЄ Z. 2 A,r) = qh 
Cr/g). ЦА € 之 .我们 将 利用 引 理 15.50 AC.) ПЕНН СХ" ВУ 
BR EE. 对 每 个 x 有 

A" A 
—t J Vm WwW", 
RB USA XHM h) Vs = ah), W= Х" (А). H ELE 16.4 
* 508 * 





РЕГ Од С-В ЖО. XFa = 17/958 | DE EERUCSO. 2 成 


sr. рна 16. 308° (АЛ = KM G O 5), РНЕ o bu C- BG S< 
的 .因此 由 系 15.514 ETA o О HERR EEG. HER d AC 
Ex KS a ДС. DW "q rl ag BJ A Сә = ВАА 

AX (hO = AX" -- h. (AX = 0, fg АХ" | < ag] E- 
所 以 


E 
+ 


Pisup| We, — 2) = Pisup АХ | Z ug). 
мк М vn f f 
Hi d 5138 16.5. 22 А C3. 12] ADS FRE C50. 20 p Ул. 因而 引 理 
15.50 IE ATERA AK Oaa SB KAI 
25 R 2. Tr X” 0,4 W B EE Dg. Di BH E EW o + E HT 
sup | AX? S 2sup Хт. ARERR EREA 30 8 
pM иг 


НАТЕ up d 16. 5.2) 知 道 3.11 是 必要 的 . | | 

16.7 EX iE Deo (ODE VD PO Nat W. PK HE Ж AS z [Н] H. 
WUD 一 (全 满足 通常 茶 件 . А Ж ЮНЕ ЙЕ. 假定 & Do 上 
i SE BIS ЗЕГЕ T 0f] e (G5 e АКАЕВ 79 b; 上 
Wak DERE. 0.20 5) B LJ C2. TOME A iR 为 È Eaj НЛ, 
TE, S THREE E R Е) е. 2.027) R асл). A GO DD EX 0» 
上 的 可 料 三 元 体 ， 

Ж ИЕ PE e: CX ASA Con 7 v) A A EHR IEAS 
Ф EERE A Hc an Ca ood e ТЕЕ А” - £X 
(I) 3 F. H X Eje...) VE a EHF IE Н-ГА. 

f Y A ba БНТ mir. X" y b БАЈТА. dn Y » X" д 
Ф ЫН РВ S 

{КЖ ЫШ pus EZAT АСЕ ШЕ KP li). dx DC R. 
3p 

aD jua) cao) №" — e. t€ D. he. 


(SD EG RUD X0. €D, A€ E. (7.1) 


. С], = 


人 (үзг) 


[sup #@]чыр e/(Ah3 catho X^ ü -OY N ‚ ЛЄ К. 
Г 


F... 


кир Bl:sep (a — BUD) a AT =Y NSO. pE 


[зир rjisup g * p 一 Gg X wd) 0 X" GY N Du E 
p W | 


其 中 
lim f/ G0 FEAR ， 
f ж ЖАРМЫ О! 
Ла] g€J € ah)... + > 为 连续 过 程 
Тт ЛАҢ. Б.к € Z OPO Tear € Д hg Edo Bd ñi iH 
(2.5202. 92 2E ЕН TE[ » P] sup > jy [C 2 F. (а-а 
"3. D JC. sup a Jak[ sup Bux Ad AC. mo. Др HREF J. 


^ 


M. * 


тч. 
=] 
a 
am 


e IE RISE Ур up pen. de ie T 2138 r 


.sup a Јар [аа + Х| —>0, V N70. (7. 5) 
LE -Dji A39 х"|——=0. V 1€ D. TET 


AD ne s н] Н x:e—D:flsup 3]. 

(16.8 引 理 (Rip ЛЕ У (Фу. t 0)0.H^€ Сф, Н 
€ "tino. umr К о Е a PE A K Var (GO ir. 
МАКС IL AF. i DOS R nguy. pp A 


GS G5 N* ox IM €C D. (OR. |) 

| Ht - H, Хек 41€ D. (8.2) 
nU | 

sup C — C. А" + Ú, Y? >=> б), (8. 3) 


证 明 Хр em. е 0.2 еШ, зоо I FU DS FG e 
. 511 - 


ППР АА ИЧИР = 
(GG e XSG G | +e G = X" 1 1G, - X"—G, ° X" | 
SHE H? HIG С, ° X"|-+ = 
SIH —H, * XTet H, X'— H:| 
HIGI ° — G, X"|-Fe. 
T 
зир :67 — (r, « X"| xz 2e + sup 12|Hf 一 Н, X"! 
6G X1). 
所 以 (8.33 可 由 08. 11) 和 (8.2) 推 出 ， Í | 
16.9 系 知已 为 及 ,的 笛子 集 且 下 列强 控制 条 件 成 立 : 存 在 
一 个 连续 (决定 性 ) 增 函数 三 使 
Varta) + ñ + (1 А v F, (9.1) 
im] 3-2 ]o[supg].[»-2D ]2 sup >J]. 
证 明 具 要 在 引 理 16. 8 HEO = H" — B" ONE BE Hb g * v0.6 
=H =R УН EB. [| 
16.10 SE EGED DGEY (ODD Var((;)< F d 
F DJ h БЕС ЕЕ OIRR. 
DAE e(G.G « X")— 0, ШКО) WAE RA . 
2)fisuplGt—G, + X" 1—0 对 所 有 :成 立 且 下 为 连续 的 , 则 
(OO C Е. 
üERH 因为 Yar 人 7) 过 让 ,定理 15.54 包含 了 序列 {GG * POH 
ДЖ}. т РО, ДСС о XOA CRRA- WMG. 
X") CG ^ ХОРА Н E 
G- X“ —— Y, 
m 1) 中 的 假定 包含 了 C” Y ,这 表明 (G6") 是 胎 紧 的 . Я.Ф F 
EER ДС-А А9. O | 
16. 11 定理 BEDE p БАРВ. (0:804 Ds 上 
的 可 料 三 元 体 . ж 


“312， 


DCO AE ЕЮ. 
i) 对 R. PRATE D, [sup «1 [A-D] DIRT, 
HD RER AIER: PEERAA Р 66 


Varta) + B + GP? A iv x F, C11. 1) 
wR- BUPA Su g E: 
limsuprCy (0. ] X Cx: jel > ay) = 0, (11.2) 


Wij CX" ЛЕЙ REST - 
证 朋 ”我们 将 验证 (XX"} 满 足 定理 16. 3. 10 АУТ. [ERE i) nN 
是 定理 16. 3.1} 的 1) 
对 poo, 3 r 
g (z) = (р\хл| — DALEJ 
Bi] e Cro (e V 0С A D. Ай EB: C Р. е0, 8220.611. 2283 
含 了 存在 a>0 使 | 


= | E 
вира». * (y) zz вирь, (у. [0.2] 0X (г: |r| > >) < 一 


x 
(11. 3) 

HT! D] # n Be X 
POigo,* v? С жуы) ° X"| > — TESI (11. 42 


[К wo. xis: Ja |a Ши». ж яажа ү 
Poros] ox m: |a| Sap Z 6e) mm. 

c EGER 06.3. DO BD E EE G) mos. 

*PACa л 2. DAML 1271 

Var(Ca(h)) < RF. (11. 52 

其 中 站 为 一 常数 . 于 是 (Coca 的 C- 胎 紧 性 可 由 [sup 2] 5| TS 
16.10.251. НТ 16.9.{зир д Гәр х]. В. е 
€ JG (h) Сож СЕЕ Е 16. 10. DHH. {а 
之 ,定理 16. 3. 1) P) Ae Шә pu ar s Er EA CX"O B Hf РЕ E: д HE 
16.3 的 结论 11 

+ ha Do — АС Z EC. Ур oO ft e y 

* 913 * 


RF {Ж F GR HIRME h RERO WO (1.1 ;仍然 星 对 的 . 
(6.12 引 理 ”假定 随机 变量 族 (2 C Tum DS F ЖЖ: 
和 的 | 
HDV IC.O эз} Z" m. 
gpCZ ЛЄ De R ul i. H 
lim ЕУ? | — Е!7,|.гЄ I. (12.1) 
HERA hizi i 1) -BAT eno fy tE N [d 
EOZ ND Jea р € d. mol. 
EE БЕ Skorokhod ЕҢ {Па 27 =Z a-s8.. H Fatou S[# 
可 得 
EF ZOZ МЛ наг Z" Fe 





1 NY]< s. РЄ Р. 


НЄ D BA А.С. ТБК З 3 

16.13 9| 38. (НЕМО. OY 10g P. ЕВ BETTE Z ДЇ 
fRSN.Y N ba LIN TSP А МЧ к. G= G. MCN Y BH 
然 流 -. dy IE Su ahay a 

OON nz 1) ГЕН АЁ S. СА O ss n ==] УЖУН] $i. 


v) 
DD 为 RR; 中 ЖЕТЕ LLUNÁ YO 一 CN,Y) 
шл о W. 
ШЕЙН Жын mae mmu rre Р.Е C. (RS. AA N" 
JEN. 
ЕМ O NOSO Gove i NP ou e M DJ = 0. (13.1) 


! 
aH DEAN АЕ ЖИН] ЖИЙ. ЕЗ, iB S nm. 51! 
16. L2 uý 
ЕМ MOLO en Y a UNS on N. im ©. 
Pri ЛЕ ЕСА A 
E; (ON, Мс] — Dur zv suus € D, 

Hog NY. {ЕЕН seir ДМ uc WA snc. 
uy rua #1 PRO ULCUS UN Reg BON SO Ré 
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Sg eU. do] Se T 有 
ELN, - Моё] = 0. 
所 以 六 R—qT G a. LI 

16.14 引 理 (Bsp CX SCAT U e LAF PE E 
in M agt. МОХ САФ 上 标准 过 程 ,为 ,上 的 在 连 左 要 
FEL. D е JSE E.C RN (X). XS FIRR: 

yb P s. (М! кесле D hh — 3 DT RII. 

ШЫХ" LX. 

iW t C О, хм, Orie D pi6OOD-as ЮРЮЙ. 

WAE € D.M: -M ` X" 0, 

ШМ Aes LAJE. 

WBB TEUER 16.13 p.) Me. X". M A X ЯИК АҺ. 
Y". N Hi Y. Л! 16.13 BD AE PF D pÑ z. mI ©, 就 是 S^. Addi 
和 ub 

(OM, = X' XD o OM, XX, is 
| — (OM, Х,ак € D. 
ЖУРН ivo n fa 
(Mz Xt uasa 7 (М.Х, эш „ш, € D. 
这 样 引 理 16.13 Bode Ei qb y Аса м Reo EIER. |.， 

16.15 可 | 理 |Б ME. ZL a LAM. MEE M A Ж] 

UI CE 使 | | 
ELM; Muzik (ETM DI? L REQOM. — GS. D 
证 明 ”首先 ,我 们 假定 М О 和 44 是 有 界 的 . ы N — [At | — 
ODE. о M AN = CAMY U AMDO |624 H 
ON | D ANY да" Vart N) < ax [M] + (AM). 
WITEN < 2a UMD. A B-D-G 不 等 式 ( 定 理 10. 362 nj f8 
ЕМ; O J &E[M 2 x; 2RELCMD2] + 2AE N71] 


-i~ 


= 2k&EL CM»? ] + ELN] 
= 2;Е[‹М)?]-+ Aak (EL OM: D? ^. 
T RO bi 4, = LO 5. Dm. 最 后 对 任 一 Me. Lo 
T, = infir: MI |. Zn MD, ni, 
Д HJ AMi Sa [HILL M [и Ба, Мула. 所 以 (5.1) 对 
1 成立， 再 令 mc 可 知 (15. 1) 对 好 也 成 立 - L 
16.16 定理 ”假定 对 每 个 x,X" de Са", В". Ay ap HSF IE ВЈ 
Xo. Wk X A Do 的 标准 过 程 . dU 00 X ИРЕТ, 连续 
Ф, Би Се. боо Е Ч ГЕ D, DC R, NJ (X) 
(J (X16235 T САЗ. 1) 规定) 使 下 列 第 件 成 立 : 
i 2 一石] ,1 D3i.l—D)mx. 
ux XT ACE. 
sup I Cy) | = co,suplzg ж ису) | < со, £ 2 0, g € Jy 


(16.1) 
uD 连续 性 条 件 上 成 立 ; 对 每 个 :ED.gE J, КАЄ, БЭ 
DD 上 映照 按照 Skorohod Hihi 2 (X-a. s. 连续 的 : 
y ry y |o ROAD у |> g wu (y), C16. 2) 
ИШ X 1 (а, Boo Xn ES EET Pr LEBER. 
Ж du T GeBoo8gEERTE: (2. 80.2. 90 42 302 
alh) афр) бА g)* v, 
BO — BG = (h2— р?) жу, 
EX h.ge€ Z W A— gA eg C JiiEC,: D. (16 DRETA Z. 
成 立 , 则 它们 对 АЕ 2, Ў. 
uFBB (нук J ,АЄ 2..5 
Хв) X" У) АХ" мах"), XU0— X- 2203€ — ЖАХ), 


Veo XU o e) — X", V ХОА) - (h) — Xu 
Zr V — ROO, Z=v:— 8 (а). 

М = У аСАХ") — вж Nr = SigtAX) — g * v, 
yi 


X"(h) = X) ° X", (16:32 
H TO AD RI C2. 70. X] BE a Va. Z". Ме Ф pf es up. ЯЕ UE 
V.Z.N* dé n EA ARE. 为 此 运用 引 埋 16.14. 
DATED. BsubÉrCy AOSLK A 
T, = infu ЖА) = K + 11, Mi = Vir ar, M = У". 
欲 证 M 一 V7 X AR. ФА 1а, JU 
E[sup | M? |? i =< 4EL OMS, ) | x AE: 353 Ch] = ACK + 1 + 427). 


十 是 引 理 16.14 ZR (Eo nESE . 假定 X" x 保证 了 引 理 16.14 
A& FEDES. S i € DC RN (X. 15.21 A T It iX | 一 
Хоф D БВ. ШШ ХУ, со X > M,G)= V, XH 
在 БЕ. [EB 16.14 ZF iD qb SE YS ДЕ. 最 后 由 416. 35 
у; — V,» X" = e (h) ° X" elh), 
POM: — M, ° X" | > €) = РОИ кт — Улт X"| е) 
LPT, AT) — РО |a, r(h) X" а, (А) | > e. 
(16.4) 

由 于 BUD + ХК, СА) BUD e X" — 0, 

РСТ, < Ту= РОА) > K + 1) 


< PCOBRO — 8.00) ° Х| > 1) — 0. (16. 5) 
Brig; a-D]ACIS. A3n[ 4316. 14. iv 2 HE sr ЕРЕЕН ЖЕ 16. 14 uj 
推出 M —VI ReeepBÉER.V COT. 
bo Т.Т. ау, hi 
М = Ziyrar,* M = 27. 
由 引 理 16, 15 PARRET h. K 的 常数 二 使 
Elsup|V2 z |'] «c & 
A С 27лтат, 22209. пс 1) — Sx n] FH ВЈ. 2& fF 16.14.10 和 
16.14. uio uf (ig a) Р-п. 此 外 
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M; — M, ° X*— W larar Y — (Vip? APY 


— (Bz. Ta С б, г? А") 
== V arar — Via XU CV ors, Мт? X") 


= arar, — Baro XO, 
AERTIRO ars Vart X'nzl go Г А. Visas 


P 


Varo X" 一 -9 CP ARE апра DIR CIS 50 HE HH 
16.14.iv). 这 样 M— 27 1-1. Ze... 
с) Te D. жире x убу) К. 
T, = 3 r = vy) = K + li. M?— NIB M, — NI 
OM, Bg w KE = (K ki |lelolel: 
可 有 
E| sup AP EL M .| 4K'. 
AEM £260. n al R. -— ир р. 16. 14.0 gi ДШ . 16. 14.1) 
16.14.80 аз ВЕ. ВЕ. 
M? — M,» X" = gx Mery, T E X Vapi e A” 
3€ {4 T a2 8f HH oo DD iMEHY 16.14. 50 B o. Н M S (Nz 是 
一 个 靳 ,而 NEE Уй. | 

Еа... А den BA qd. ВТМ X ER HEA 
ба, v) у A EHRE [1] 

16.17 定理 ”假定 对 每 nn X^ E Ф j|. 093 h. X" р о". B" vo) 
为 可 笠 特 征 . Dz X E p; 工 的 标准 过 程 . FOE. LAETTE = 
TülkCa. B.) RBS Biss y Se D (EF AUR РАЙ yr; 

(X) — xA 

iDLsup e ].LS-D ] ,六 :成立 ， 

lli) Sm Y ЖЕТЕЛИ v: TEE XESE GRE l'EO BE С F i 

Vart — B-- G? A D*v«F, (17. DD 


1 КЁ PY N ЕРДА: 
í 


Hmsane(v. 0.2] 0X (r: |r; >a) = 0Y t > 0, CIT. 2) 
acm. а] [Р 
VEER BOE vix EDE, МЕЛ АЄЕ a F 
HERE Р 上 连续 : 
i= mi6r.h).r-—- Ge AD eric g x p д). C17. 3) 


vP, ROSSI D° l sae Во, NU] X^ ——X. 
注 3104 X Арса, 2 20 и] ЖҮРҮ nEB SE Sm C17. LH RUE 
f X AMEER. 
证 明 Ж. HOT. D BIN? АС J i 6g fv Ж ДЫ] г PE Se 
HAE Acc 存在 常数 上 使 
Матба(А)›) 一 3 (Яз + (1 A z") * v АК, 
H E Pp -iv ig FE 16. 11 的 所 有 条 件 都 被 满足 : 故 由 定理 
16.11 a Ku CO f ЕВ. 
Бас KD A -- M S TA 3 fog SGT SLE D Co CXPDO 4 
| CO P'. C17. 4) 
PUNIGNSTOS pd. ЖШ. 
еу = i£ 0: P'GAX,— 0) > 01 — @, 
xjrz0.290.[HCILT. DRE mrs di 
Ei VC y c Hie бу) UL E, y € D, C17. 5 
Н. в, Сее Ср ТАТ. 于 是 还 存在 rr СКЗ СХ) Н sr 
uera. ЗВЕРЕВ 15.20 有 
v Csup (ААХ |) —. wi sup AX, | [EP 
Hp E POD P ZFA. 此 外 
P'( AX, Doa (sup AX, | Sesim? (sup. [АХ 22е) 


Y - 
limPt sup AX 5 се). P Á ` Bia AX ml). 


" | 
BON uus д AXO U Lagi д * V Lenglart RRUA 


" 3187 


Y | 
P (JAX | > €) = 2e -p limP (zg. w — gj; * Ш> PE). 


ін i D-D T$ 
p 
кн * М (aa wd ° > ma C17. 6) 
Bon VI — (ga * 9) o X" 0. 
Ej rj C17. 6» R17. 52 u[ 5] iH 
| P'üulAX,! — є) = 2e. 
н = 可 以 是 任意 的 正 数 : 故 p'( aX iZ0)=0,/J'(X=@. 
还 要 验证 定理 16.16 的 诸 条 件 被 满足 . AA J' (X) = ( , а 
EERE D #E ХРО РТА H T E HE 16.15, д9 
16.16 的 条 件 也 成立. 定理 16.16 的 条 件 计 由 定 理 16,.17 B9 PF 
ii 推出 ,定理 16. 16 的 条 件 i) 就 是 定理 16.17 的 条 件 v)， 因 此 
定理 16.16 Zi Y X R (D.D. ,P' Е Ce, B. ЕЕ 
MJ F. ph. BU P EPRA D tA В.У. ХЕШ ЖЕРЕ vi) 
可 知 P = Po aE К ж XO BEER E ME -- ВН. 
XI P, = (Xx. Ul 
定理 16.17 BUR fb ni) — vi) ERME eo EREE, 


8, 罗 之 上 的 ,而 条 件 站 对 X X 是 必要 的 .条件 ii) 要 求 X" 的 
可 料 特 征 Ce "оО РЕВО Jr cA GRE CT Са. B0. TE 
PPRA FR. EDU ERR ИЕ: R RE 35 Py iie. 因而 很 自然 
地 为 期 望 把 条 件 Н Gn Bn vo — Ge Bu. IH F. oii] P 3x HH 
BI gg АИ SES AHE T BH Ar BR C St S Be Dub Ж А Er dE ^r 
EE 

16.18 fij ВЕ N— (N,) E Ф LERH 1 的 Poisson 过 程 ， 
AILEE rE, Ej N Уу A P(0=0)=P(0—1)=1/2. 4 

А, = log2(: — 8( — 132 3, 
X = №, Ф= F ase 
Y, = ХОУ + JE oN cas SENIORE 
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WXY 为 计数 过 程 . 由 于 ASAD НН CZ.) -38 A.X 和 
Y 关 寺 (名 ,) 的 补偿 子 分 别 为 
X? — A,, 
Y? = A] + Ir «a — 1Dlog21u..r = In2G — Hp (t — 1) t). 
因为 A Sn, X, S 6H Adi. 
Р(Х, = 0) — e 2 — 1/2.P(X, > 0) = 1/2. 
因而 Хә) = (Ү”). {Н 
Р(Х, = 0) =P(X, — 0,0 = 0) + РОХ, = 0,0 = 1) 
=e Ug |. eTM 2 = 3/8, 
P(Y. = 0) =P(X, = 0) =e = |/2, 

ЖР ХҮ 有 不 同 的 分 布 
”上 瑟 我 们 给 出 局 部 平方 可 积 半 向 分 布 圈 收 敛 的 定理 ,并 以 由 
(2.1002. 1E 2 BJ = , 1 voe Exe px db A b 

16. 19 定理 BEIE ne Aap Zr up THO X" ру 
Са". B" V) 3 n pP RE E: Н. 

lim аР Стао) 22 9 —0, V 4220. (19.1) 

i X A Фь 上 的 标准 过 程 . FE Pi LEEI EI 80 
КТР О РАЕН: 

СХ), 

iDisupe'].lg D]. D ]png sr. 

ii 存在 连续 (决定 性 ) 增 师 数 已 使 


Varla ) + B -— = x, К, (19.2) 
iv} 
limsup(z as) * 60 = 0, V £2» 0, (19.3) 
UE :cD.gecJ,. FARRE D EER: 


|ж eb. #|—— BH). #]—— g suir), 
vI) Pp je 2E SIRE A :加 ao 的 唯一 解 ， 
则 x" х. 
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ШАН ja kha E au B 2 tl G f = PE 16.17 mH iw А 
SL. 比较 这 些 假 设 ,中 需 说 明 (17. 12—017. 3).[вир z HRL8-D ] 
БУ vr. 
xXFAC 2, ШС2. 11) u] HI AE br X & dm 
lalh) а [= hGro жрд typ, 
Var(a(h)y=<Var(a) | ba жр, 
所 以 (417. Di SE. НЄ, oah). Dor v XC t ЕЕ. 
SAC ES A 
аб) = Air- yt] gu CJ, 
аб) OR Gr) — YE) 
Hob g erigir] -IDT A1. 03. 10042. 1148 1Ë TP 
a(h) — a = (htx)- ж) 
=: p (ту ку | (‹((Лї к) — ax (3) * v, C19. 4) 


B) — B= аху А (т) xv 
= k (тк) % v + CLA Er гуруб) * v4 19. 5) 
JA M SY EJ 
| 一 (19. 6) 
А“ (т) — r |g Qn SZ PBA d g.. 
ВСІ. D), феа BigE K.c19. 42 А10. 52 В Imo T f£ -45 
EIER 所 以 定理 16.17 ВРЕТЕНА Е 16. 19 {Т 
уз н. 
类 伺 于 (19.43. 我 们 有 
ал) а!" k r) жа -H RS, 
R" | == Ёё aa w y", 
А sup eluf cda. 1)--(195.3y.D D M|supe [HEHH . 
Hbri. 12) 
BPO) — Bs EG) ev — Ra) < “ЛИ, (19.7) 
R'a) = DODGE) an) x vh 
二 222) ж, (19. 8) 


у" — ( Aa" сА у)? _ CA ")?, 
» 一 .- PF Nn uu 
所 以 , 苦 能 证 明 УУ; —-0. WC 8-D] BE THCI9. 8, C19. D (019, 3) 


JI. 8 MU fH 5% 


У у x2, Haar) Да | CE Aa Ch) | 1 14077 |9, (19.9) 


Y JAK) Ae t LE Gr) x HR rT, ыл) 2 м]. 


йй. melo. 22, 9 D]8019.1)( (z) # web Cr asus 
күне D ДЕҢ ЖШ. d sup e sup a | 
sup | Ae; (A) | вирі AaerCh )— Aa, CA) » ДХ"! Leg. C19. 10) 


sup | Aa!" —sup Да';— AY. • X" | 0. | (19.11) 
现在 由 (19.9)- C19. 1] ) 可 得 之 六 ->0. 定 理 16.17 所 有 假设 者 


Wy. MEX" x. 
32. MESE T Levy 过 程 


16.20 引 理 E X m--TbG.o0 X up Жр ос E Wl: 
Сй ar dfe RD e AE РЕР В E 3 ROME CIE Bi Bue PE f PR 
ROM X — X —a qo EE SECO HS Br pha BB DEL ooi Ge. 
Bon 97: 


a, Ch) — aCh) - a, 十 ` | Gs rd SX dr) 


i VG — a). 
8 –: B. 


Duo 





v (|. X А 





Бү дё, L uu vids da) 


= ow d 
+ N Cl n aM s aoda E Aa (20. 1) 


HospaunevwGsixR). 


Vitit) = Aa, + Air — Aa) — А(г). (20. 2) 
特别 地 , 若 «УЕР. И 
аА) = alh) — a, B = B,v = v. (20. 3) 
证 明 首先 ,假定 X KER Ххх 包含 了 有 =B. W x, 
分 ЖЫ Х,Х 的 跳 测度 ,WE Z+ ру р W (в) =W А à) 
Fezan J| + Й 


W «ux = 2 WG, AX, — Ae, M ах з 
— И“! ж 7 + >We, —- Aa M uas 20,ax. ой. 


由 定理 5. 42 ff TE ÉE] AS HH AZ RS PLEBE PE pJ U IT, П AE 
LAX0]ULA«esE0 I DER зр D—LAX 0j. а =) 
H 
ЕГИ x НХ) 
—EQOV! x gy 2 EUW (Т, Даг Macr iil] CT Ia es] 
—EIW жр], 
HEA y Ao DAE. PEROT =y. 
HHR RREZ н. DRERI nji 
X(h)—X DY [AX — ACAX)] 
— X, + МО) + a(h) — à + V x t AVEO, OM. 
B |z |< e ВАС) =, M |z] iAe| sc BF V Ga 0. T5 
看 出 
Va E lV SNV 
NVC, 0H Є EOV = 3YVC.OO — а). 
US iii 
Xh) — Vv X VCO — a) + elh) — а) 


* 524. 


= X, + MOD + V « Qr — u) + DOVE Os (1 a) 
€ ot 
所 以 由 520.1) 络 出 的 6) 是 码 的 第 一 特征 . 
最 后 ,车 Х 为 独立 增 量 过 程 , 计算 入 的 特征 蚊 数 就 可 得 出 
(20. D RICG20.20.. [0 
ik AQ mE RISIA R, XR БРУК Е: 
vi GO] X A) = [0,7] X А) 


t > (1 一 a, 285 САЗ sg p o) GOD + 


sx 


»'( 0,7] x A) = н [0,2] х А) 
+ >` (1 一 2,28, CAD Er urs, 


NZL | 


Жїр ame) XR). РДЕ fG.02—0 的 非 负 .六 sz7 可 有 
f u" = f xu, £ жу? = fan 
运用 这 些 记 导 ,(20. DAREA 


Q) = аб) —&+ У VG C5) X dx), (20. 4) 
amu К 


=й] (s ) " 


-— 


B= B. 
f | Wis re” (ds dz) = | | W(s,x — Да,)ь* (бз, т), 
о Је „| 


(20.5) 
其 中 Wegt, 此 外 ,由 (2.7) 可 得 到 
Bh) = MOD) = B+ (Q — h) +07, (20. 6) 


其 中 h= (вас) хах)= |i Cx)v” Cls) Xx dz). X [8 88 EE 


BOO 
BO) B4 (h — xv, (20. 7) 


k, = |z Cr)v* {is} X dz) 


— КЕ —- AQV" (Is) X dx) 


+ 525 * 


TH 
8 (Ау BEY — (h — b x v^ - (h hjer’ 


— (hú 一 ETT RU САФ) — ht] жу". (20.9) 
16. 21 5| Uc. д АСГ (КСА 39-0 КЕ 
Шү Акс. 1 


suplada (A)! mes єс? ass. y (21.1) 


pui xFC20. 12.020. D ROO. 8) 给 出 的 gy ra] 
Var! aA? | 

uL gd ete.) Je Of [X int w| >ei, (21. 2) 

эр KI } = 3. СА. 

STIK De Bee. h) o6 Or DS uei ia тәни). (21. 35 

SUP FRAZER EEA 

обез [Ov Kigi [02е 2. (21. 4) 
HB wif, А) = sup АС АС со r€ J, 1] |l] x26 18 
60220. 

证 明 | сло. Mn DA A Y |= |+ | Aa. 1с ЖУ. 
r)-—0. [нү Ул? аа, dA Gen om - h(r)| edo mCe h), 
NE 

Var,Cac(h)) 


г 

p “H . T 1! П . | ' 

m sup > | | М{к.л)ә г X daa) | 
LO лс, L use i 


= Ге + wie Adjei Oal x dans |z] осу. 


sup|lg жу, — g* X 
гр 


x [Г ` 
— sup | | (gr — Ла) — gir) Gr X dr) 
] Lir 22е. 


һа. = í 


ET 


Фс, RC20.8 2 HIE A f 
lAr- ath) RB, — hia) + А | 


Г [ 
= | — Ash) -| + | 
| i | | тоза | о) | 
Ch(r)e Ata hGr — Да, (АЭ) w^ Сек) X dx: 
= e-t |е, АЭ st x i'm ШЕС/@ ЗЭ 


E |.| 25672 
hir — Де, — k, -- AGO + Й, | 
s< wle, h) + | [А(х) — АСГ de D Cist X da) 
к 
En), 
于 是 
sup de CA) BOR | 


= У) Сес ARY EX iG АЫ (Is) X da) 
„К 


ATL 


ак M]. +| aa PG Ab k = hee) dr) 
I. QR 


S 4K[E | Sete. ho we Of | í < c ©. уу, 
ky(2].2y - (2]. 42 HE AZ . | |! 

16.22 定理 ” 设 对 每 个 站, go LATERA” FAQ" an.) 
为 可 料 特征 :区 x 是 以 ta, 为 可 料 特征 的 Lévy 过 程 . €: BU 
ЕБЕ FAX “Хо, y sup а].[8-Р],Г-Ю]й зу. N R, 中 

е аре 
WEBB НУХ Xy Levy 过 程 .无 损 一 般 性 ,我 们 可 假定 和 x 


带 流 概率 概率 空间 Bn 上 上 以 (as8, 为 可 料 特征 的 Levy УД. А 
(ай Е. 

首先 ,假定 对 某 个 AE 宕 ,atp) 一 9, 则 是 一 个 半 吉 .我们 将 
验证 定理 16.17 的 所有 假设 都 被 满足 . 定理 16.17 BUE PP 1) ЖП 
04) 9k i 8 16.22 BA ОШ). NX Fm + G AD * v, BJ 
RIDERY. Big es 8. 是 非 随机 的 , 故 (17. 20 A PEE v) Ж 
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立 ,而 系 11.37 使 条 件 wiy 也 成 立 .所 以 由 定理 16.17 有 X" 一 > 
A. 
Ak ah), А 
Y — X — юр (А), eth). 
出 引 理 16.20,Y EFIKE RDA TEE л Lévy 过 程 : 


alh) = 0, B = B. Ë (hy = Bh), v — v (22.1) 
Y" Ж ЕТ ЛК". у E FF EAS oe n ; 

gh Sf VST {IS} dx). (22.2) 

ОА) 4-0 — Агре, (22.3) 


如 一 ТАС) вт" shda), 


gxi” = | l. gir — Дат (В) (ds Ж dz). (22.4) 

EER KA IE E 各 YY ER A T AYD =S СХ) 
СХ) (OS АНУ" 和 了 成 立 . 由 于 [sup «]Җ eh) 
的 连续 性 ,对 一 切 > 08 

sup | Ae; CA) | 7.0 at n — ОО, 
MIRAE, ДЕ со К ОЕА GO [CK BLUR Me |<c 时 
hien =ar. Bb-D].G^[0,2] X (z; |x12 6/2100. HR ЕА. 所 以 
引 理 16. 213] zEHB16.222& F 0 ER A Y 
sup la (A) | — o. UD — BUD — 0, V c2 0, 
gt — вжи 0, V > б, € J. 
КТРДЕ ЖИНИМЕ Y” ЖҮ dmg. КД] ap 一 0 证 明 缚 论 用 干 
Y Big Y^ “ү. 现在 ,利用 Lsup a] K ea) 为 连续 非 随机 的 (参见 
问题 15. 20) 可 得 
X* = Y* L (h) — Y Fat) — X. Г 
16.23% HHR n X" AD LU EE Ze hyr m mue. 
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其 可 料 特征 为 (o, 色 ,wm) ,又 半 是 以 tey8,v) 为 可 料 特 征 的 Lévy 
SUB. GET AED XT XS DI R, ФЕ D, 


[sup «TL 4-DTP8- Df xr. M X" X. 

ШЕН HJH X" mx 为 独立 少量 过 程 ， Са", B^.) Са, 3,0) 
是 非 随机 的 . 

车 对 每 个 x,X" BE DO BD z5a 是 有 限 变 差 的 }, 则 定理 16. 22 
已 表明 X" —X. -一般 ,可 令 

Y" = X" — m(h),Y = X — a. 

Mü Y A (0, Boo Ж ni i PEERU Lévy iE EG Y" RE bL HB C22: 22 — 
(22. 4) 给 出 的 te', 疗 ,vy 为 可 料 特征 的 独立 增 量 过 程 . 由 (21. 2), 
a" OO REA БЕЛЕ Эй RC 故 Y" AER. 用 定理 16. 22 一样 的 论证 
有 Y" у UA S А" x. C] 

16. 24 定 理 BENEA n X" E pl Са", "Лу hul gy S AE RS 
Ф ЕРЙ, X REEL Co. 8 D A eDEUREDER Lévy 过 程 . 36 

lim EMP in «| жм > 9) = 0, V y > 0.: > 0, 


. €24. 1) 
H Dx тхо Ra Н Р Р, (вира ,LB -Dj 


рун 07 5) (7. 617. 2)) У, BI х.х. 
证 骨 ”由 定理 16.19 的 证 明 可 知 , (24. D 30[sup 2102-0] 
С-НЕ T [sup aj,[ 六 D1 成 立 .因而 由 定理 16. 22 有 X" ——X. 
О 
16. 25 系 ”假定 对 每 个 n,X" 是 独立 增 量 过 程 ,其 可 料 特征 为 
Ce 部 ,XX 是 以 (ae 人 为 可 料 特征 的 Lévy 过 程 . 若 
lim тпс, ъъ * у = б, V : > D, (25.1) 


(REL 


Н хт хн к. ы BETA D, [sup 2 ]. [8-0]. 
руй, N X" ——x. 
ШЕН 由 定理 16. 19 的 证 明 可 知 , (25. 1) 及 [sup a], E2-D]. 
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ы: 


[CD] 保 证 [sup 对 ,5B-D] 成 立 . 因而 由 系 16.23 有 X" — x. 口 

RE я. 22 和 16. 24 给 出 了 半 款 按 分 布 收 伍 于 Lévy 过 程 
的 充分 条 件 . 较 之 于 定理 16. 179016. 19, 定 理 16. 2270116. 24 的 条 件 
比较 简单 和 自然 . 虽然 它们 不 是 必要 的 ,但 当 X" 是 独立 增 量 过 程 
时 ,年 理 16.23 的 条 件 1) 和 (在 假定 (25. 1) 之 下 定理 16, 24 的 条 
MEDRESE AN, Jacod 和 Shiryaev[1] 第 七 章 定理 3.4 
和 3. 7). 

16.26 (Big @— (2,5 ,Е<= (С is P A B BER SEE 
的 概率 空间 . 前 面 已 提 到 ,这 时 r 一 《z,),w 称 为 是 争 上 的 一 个 时 变 ， 
E r 的 每 个 轨道 是 N- 值 右 连 左 极 函 数 , 而 对 每 个 +,r 是 已- 停 时 . 

ЕТ n, Un = (UP EE E 0938 p BH LF RA). г" = 
Ст) Ф pam. 4- 


d — GE n, 
m] G^— 097) EF Q1, ,P EARM- Ex 
7 Х = УЧ, 220, (268.1) 


则 X" E d" —GONO.G P E BJ 338. XL h€ Z , X" Bal iE 
Са", 2", Э: | ` 


af Y> E, [AQ], (26. 2) 
ати | 

BOO > D, [AG], B = 0. (26. 3). 
кт, ` 


(ах) = у, шее P, LU € dx (dn, 
£ 


& М = 2 E, Га) Тил» (26. 4) 


Н Eal ilS ELE, Zr] D, [£ ]—= E, [6 — (E, [ё1]›. 此 
Fd ELUD «oo. J X" JE — P Бу лнй. R 
Х = > L = > — E, [UD + > E, [ОП], 


А Ax <р 
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- >з AGO o - 


= УЕ, [UI], (26.5) 


k тү 


87 = MD, [U] (26.6) 
ka 


16.273738 ”假定 对 每 个 nEN, Ur - CUL ERZE DOR Фф EXE 
Л ЕЕЕ E т^ — Du) Ф ВЯ, = 0 R | 
X; = MUR (27.1) 


жет 
M iz X Ў Са. В.о) A BDSUREQERSI Lévy ЯЕ, X = О. 
ПУА. PRETE D BEDHTAPaMOL: 


| | - p 

[sup ај, ѕир | 27 E, СА 1— a СА) 1—0, 220 Д IE 
FEF Вет" 
E,» 


A-D]: 22D. [RUDIA SV ICD RETRE., 
W-D]: Уһ. [e UD 3g v. V (€ Dg €, 


ШИ X'— X. 
DAUWE FARF | 
lim limPC? j£, [UD ILES AP 9) = 0 Y 7> O, >— ü, 


keget 


HxpR, FAET ЖЫ D Wa 
[sup a |; sup | 2; E,- [Uz] — о", Ero y>, 


Pur. 
Q PB 
[P-D]: 2D [0 — F., V i = D, 
[rP]: 2,5 ‘Te UHI e u V (€ DgEY, 
则 X" x. 


WEBB ”因为 对 每 个 由 (27.1) 规 定 的 半 革 XY", 其 可 料 特征 由 
(26. 22=—(26. 6) 9%. 1) 和 2) 可 分 别 由 定理 16. 22 及 16. 24 推 出 . 
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" | 
慰 别 ,将 上 述 的 绪 果 用 于 独立 随机 变量 序列 , 即 可 得 到 下 列 
16.283& BEHEA n= (U: .121)39 Š E F-3k r BREL 

ВВЕ, С) Ф ERE, r= НСХУ) Н (27.102. MX X 

Са, 8,0) рН ТЕН Lévy QE, 

DENR PAETE D 下列 条 件 成 立 ， 
[sup ]:sup| 2, E[A UD ] — e, (h) I—0,V со hE 
12-р]. 2, DUUDI- 8,00, V ep R5 REF., 


D-D): Za E[g (UD 9g ж», V t€ D.g€ J., 
рег" 


s= 
则 X" —Х. 
DEUDE TARIF: 
lim limp( УК ELUD I zi > 3) = 0,V 227 0,2 > 0, 


кейт, 
НЕ, Ф 87 D 成 立 
[sup a J:sup| 2, EDLUT]—« , l0, V t0, 
BEES aen 


_ 
[8-D3; 22 D[U:] 8. Y t€ D, 
bulo 
р-р], 24 Efg UD] =g xw, V t€ Dig € Л, 
BELT . 


WJ X" х. 

16.295|38 BEHT nX 是 上 跳跃 过 程 ,yw 为 X" 的 
BM BE ^ = (GO). Х 为 一 跳 贱 Lévy 过 程 , X BENE 2e ups 
X BERE. 若 下 列 条 件 成 立 : 

DX" xX, 

ПК. 中 一 -稠密 子 集 D 


' 532. 


яй gu V: € Dg € J, (29.1) 
ЯФ J.—i(gigGO RgGO/x 28 RNO) EA ЭЕ), X" 
x 

WERA Hia". anO A X" Ra ERGE. 30) 

аА) = h(z) x, f — 0, #"(Ау = ht x — DAD. 
ij X Ba EHR MIE Cas 8.257 0) 

a(h) — h xv, B = 0BD = Ажы, 
因为 ALDI LDE TLD] 对 每 个 EJ,f*v 对 i 连 
续 . 于 是 由 引 理 16. 8 有 | 

sup f ww" — fay] —. 0,V ¿> 0,f € J,. 

Bx $,0J,,09. 1 也 包含 了 [sup a]. pe X, HI A!€ JB BTE 
e Ch BE Е Lsup 中] 我 们 有 suplac1 一 -oY >ON 


[B -BOL <А ж Reu] + Day Ao? 
Р 
[А2 ж — А? ж w | + sup. [An C ЦА # | —= 0, 


RCP- DIRE 所 以 定理 16. 224g T X" —X. 10 
16. 30ER ”假定 对 每 个 n,X" 为 一 适应 计数 过 程 , ( 六 一 
A*,X 为 一 Poisson 过 程 ,X* 一 4 为 连续 的 . 若 对 Е. 
Di 
А-А, МЄ D, (30.1) 
x 
Bp X" — x. 
证 明 X" E КН E: nj #EPR4E0ar 023 
a (h= ACDA, (Ау=А?(1)СА?— 2, (AAT) g * = z (1) A. 
Ж.Х m nPEPRRREG B 33 
Q (h) = h(DA,, BUD = AODA, g * f = gC A. 
由 于 4 关于 上 连续 不 减 ,容易 由 (30.1) 推 出 [sup а], [AD], 
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LD]. 于 是 定理 16. 228) à y X" x. L] 

+ FARFAR Ж А Ek T Poisson 过 程 430. 1) 不 
是 必要 m. 

IBEX Et Poisson МЯ, ЕХ, JSA (TOA Х 的 跳 时 序 
F F 723 X 50 НИЕ. 2 

AT -一 = dee т1н] * 

Ш AC 是 计数 过 程 ， AFE LD adem ЖЕ ДЕ A, X" e€ = R 
ОХ") = X*. [N g 35 ancon} ТТ» 15. 5948 X" _“„у, 
ECX us. 


Š 3. KATES Lévy 过 程 


在 这 - 节 我 们 将 半 蒜 分 布 收 化 的 一 般 结 果 应 用 极限 过 程 是 连 
Bk Lévy 过 程 的 特殊 情形 . 特别 ;我们 将 给 出 局 部 平方 可 积 著 或 半 
ih Гар £k Lévy xfi SER TE AR UE. 顺便 地 对 这 些 情形 下 条 件 
的 必要 性 也 进行 讨论 . 

16 31 引 理 ” 若 对 每 个 x,X" 是 以 jx 为 跳 测度 以 4 8,27) 
可 料 特征 的 半 园 ， LLA ЧЫЙТ: 

DLAT)? =sup,=; АХ" — 0, ша засо V £0. 

2) Cr Ir >C) * к — 0, 当 n co, Y £O ‚>, 

32 [A5 J: азе * yy о, E поо, 220,620, 


A» f ж л —— 0, поо, >00, f£ € J,. 
这 时 ,对 任意 的 hE 全 有 0707 


p ~ ~ Р 
sup [аз (h) 一 eq'(h' | — 0, sup | 2 (h) 一 所 (下 | — 0, 
(31.1) 
- ` - Р 
(X"(h))/ = | зирХ; СА) | — 0, (31. 2) 


"584" - 


. | P . 
(AM: (bh = sup [AMT CA?) | —— 0), (31. 3) 


Hop XO) = Ў САХ -ACAX*D X" Q0 = X" —K" Qo = XI + 
МАУ Ta GO. H M" A) E o s. 

WEBH 5 20 осоЕ BUG 

| (AX Yr Z €] ={ as = 8] = Uues 0 Ш> д | 


=| (zê тз? * na == £2 |, (31.4) 
[Еи 152). все x pg = [ье x* y^ 和 AI Lus * p m. 
L Lenglart PAE ) 22 53930 B9 SEHE T- 
Xp F€J ВЖ а | РС) а Hir] <la BF f (zy = 
0. а (2) CE |x| D^ A1€ 4 则 
[ж жш Gia) * Vi. fuasg мы = шу, 
ВАЗ) 4) 2506. Ж А.А Є, a (8 
hir) = h'(z> = z, [xb x Та, Alo | xa. (А (а) | x a. 
Cc RACE) —h CT) | Ea н 2. 8) K (2. 9) BJ 18 
|a (h) — аА | = (h — В) w] = Badia * Ves 
| — ВСВ = E? — A)» 
— 2), 0L OY — (Латв)! 
= 8а? qlila] * NW. | | 
所 以 3) 和 包含 (31. 1)，- . 
В, Н ЕСС" AD Z20]C[(AX: (A): >a], (31. D 
АР. 同时 ,者 0<e< l fua, DIA 
AMEGO! = AX h) -- Ле (D | 
АХ | + АХС | 


+ [А hr) (D da | + e, 
IilmE] 


CAME C CAX"Y + 20X^ 0004 Бада * v + e. 
Aml 3 938. 1 
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16. 325P JEE M'c. H roR |а} д А. 

DE GM, n> DE EB. M LnzD.Gupl Min 
zd FE ga ЖН. 

2) E sup [AM Соо, САМ n9 D (sup М7 | nz 
DAICUMD or DAR E FE48 З ft. 

证 明 lD OM: = [м.м — (M'yC u ВМ. 
可 料 的 ,1 可 由 Lenglart 不 等 式 推 出 ， 

D B] Jg MO | M” E ВН CALM" D = (AM. € L 1, FR 
Lenglart 不 等 式 可 由 (LM" jj] 的 胎 紧 性 推出 CM"),) 的 胎 紧 性 . 同 
时 ,由 Davis 不 等 式 ,VLM"] 被 RCM")' 所 控制 ,其 中 * 守 0 是 常数 ， 
АСМ" )& (AM). Bami cC Mm ] nz D BRE EE PE dn] Ph EM in 
之 1) 的 胎 紧 性 推出 。 LJ 

16. зза HEME Aul AMIZ 且 对 所 有 1 记 0， 


(АМ; — 0. 
1 我 们 有 
АСМ) —— 0, V ¿> 0. (33.1) 
DPCM 1,.n> DE B E 89 , WI 
sup | EM"], — ‹М"›,| —-0, V: > 0. (33. 2) 


证 明 18 T A[M:]= амс, H Fz d Wk ЖОШ 
ECAUM" 5-90. {8 ALM" ^ CALM" D. B H Doob PERCE 
HE2.15)) 

E[ (ALMO I] zz AEL CA[ M" Drit] о. 
F 
ў САМ")) +0. 
2) 2 Y= M“ ]|— ¿My ШАУ" с. Ү°Є ui, E 
~ 
[Y*], = 24 САМ"), АСМ"), 


222, [GC D? aM] 
KAM IDY LM] +2 CAOMP 7 OM 
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PEMO л ДЕ D Ба ЖКТЕ. G3 D RE IE BS E. 3k IH LY" 
— o. MEE ER АУ UPS REPE Ж Lenglart 不 等 式 可 得 

sup [AF]; ~ M = Oy — 0. 
Monza. O 


16.343€. ФМС, AM |с. д авс важ. 
DAR PRETE., 则 下 列 断 言 等 价 


1) LAP md у ¿€ D. 
29 (AM) — eo, v r—0pLE 

Od, —9 B, V 1€ D. (34.1) 
ШАН 12:22). pu 5| 16.8.1) 077 

P 
Sup | LM 1—8, 0. 
СОМ"; = CA СМ" ——0. if (34. D B (33. 233848. 

2)=>1). 由 引 理 16.32. DIAM J C D REEN. MED 


a H C33. 2) 得 到 . [1 
16. 359[I8 uM". FÉ ds | AM" | mec H MC. x 


M^ 2м, (35.1) 
y) 
y 
[MIM 、 (35. 2) 
HEI, x OER EER 0U 
sup [M], — (M), | — 0, у. > 0. (35.3) 
WER ERRA R OSGA AR 的 一 个 分 割 , 且 
limsup irj £i | — 0. 
r= |} 
由 Ito 公式 


(My — Mà 0 = 2 (Mi. — Му зам 
T Гуй iei] 
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+ M). — MUR 0, 
LM? |, = ^ СМА, 一 M л)" 


izzl 


—2 (М. — Му dM: 


1 
M YA At] 
= Y^ + Z”, (35. 4) 
CP e A[omax(t—:25 2 ,M",22 E CM, (35. 5) 

由 定理 的 假定 CAMP СС-а ЖИ, ТЕПП 8815. 490887 

limlimP Со max Gj — 055i) M" „у 299) — 0. V т} >) 1 > Ü, 
„зэ оң р 
(35. 6) 
也 出 定理 的 假定 和 引 理 16. 32 ,对 每 1 0CCMPD nz D ДЕЛЕ 5 
В. 因而 4135. 5) (35. 6) K Lenglart SEC m T 

тт СС), =7)=0,V Z>0,7>-0. (35.7) 


Hk ig Yi = 20 Oda Ма.) RS. 1) 及 定理 19. 33 的 
注 有 
ү“ YY 2], (35.8) 
Y* OM Еко, (35. 9) 
最 后, 由 于 C35.4), (35.7) 〈35.9) 并 应 用 引 理 15.52 可 得 
(35.2). Z(M) 是 连续 决定 性 的 , 则 (35. 2 286 T (35.3). D! 
16. 36 定 理 [EREA n, X" REEL GC 8) 为 可 料 特 征 的 
Ф БАЈ, Х 0 Са, 28.00 пр Е ИЧРЕ 5 Lévy 进程 . 者 
[sup e rir W F ZI] EF P 365 4ff 
Dx Xx, 
z 
2) h 4 N . 
А, Ф T4 D.LM" OO], — A, V € D. 
i CAL usa * X ——0, V €90,60, 
DD XX. 
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ü) 对 R, rh—$989 f D.L5-D | sr 

üD fx 0, уго, Л. 

证 明 1)=2). DD gir Ri sein ET OCO Ж C- 胎 紧 的 , 引 
JB15.4928 4 Y (АХ, — p. Bj mi h i16.31,20uD AE Gr E 
OX" СА) у 0, xti. ЕҢ зир &j 可 得 

M'(h) = Х" — XiX" A lh) 
ÉX'—XLXüh-—s—(QaG0—2a) 
<, 
— АХ — Xo a= M E e. s 
HEU OM) =p 是 决定 性 的 , 计 是 正 态 分 布 的 ,所 以 (35. 2) 推 出 2) 
ii. | 

2753). H B| 316.31, 20 ii 5530 ui? 4E HE ELE 1 7 
(31. 4. [AL Tfi YE 20 di xx З) ZR F B 16.34 p| 1201) SS 311) 
等 价 . . ` | 
3)=>1). 这 就 是 定理 15. 2283254. LJ 

16. 37 例 ”假定 WW dà EB Brown 运动 ,5 二 (8 是 适应 过 

Y, = | bds +W, 


且 G 为 了 的 自然 流 .若是 5 的 G- 可 选 投影 , 取 
X: = X, = KO — *b ds + W,, 
则 在 Ф p X" Ma EHE Gn Br „М 
a = | (b, — Bds, Br ton = 0. 
但 X^ 为 一 个 G-Brown jZ zi C WL, [BJ B8 16. 40. [A T S CX") = 
сИ). 


个 鲍 子 表明 [sup «a ]2f X" x 并 不 是 必要 的 . 
16. "n БЕЯ о. ХФ E, Pro Ып] 388 EF 
ERER. 对 6750, in | 
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+ 


is]: cæ lfr.. neid * ы — 0, Nd рох, Y toC. є — Ü. 
1) S 8—0HXHg4dnm0.CQOQ Oum 0&3: E| fut. 
limlimP(( [el F- +) *w042—0. V 22>0,g2>0. c (38.1) 
2) SPó70.[2.]g v 4B (C8 ]81OG8. 1) 同 时 成 立 . 
33 £ X EC Aa RLA JESE. XE АЄ = 有 
Г 
Var(a" Ch)), С. V 1270, (38. 2) 


1) G8. 2 ВЕЗУ a" GO me (O9 — 22 Av Ch), WI 


` P 
(a C7 49-22 JAE 1-60, V 60. (38. 3) 
5) Æ (38. 3) 成 立 ; 则 
р 
Сатса) е 0, V (0. (38: 4) 


ШЕЙН ljg Vien = ( |z |° Ir 了 a] À * M — >; [AX PUR АХ? ma" 
M) AV? Ca) = | AX? |Р ахры; СУ" ба) — (||, su? #7- НҢ 
Lenglart 不 等 式 我 们 有 - 
PG | x "IE xvi 
< e+E[sup| AX? ria aJ) HPV 22е 
E 1 1 nw*ü . 
< 十 | та ЕСАХ Гега). 
{КТК > доо дж со е 0n[| 49038. 1). 
2) X| a> => 0 
( |z ет) * wp ж Chelf su) *w T+ a° к>] * vy. 
依次 令 n— 20 ao, s—0, A; n HI LA, J (38. 1) 推 出 . 相反 的 
包 售 关系 是 明显 的 . 
D AKE A M ASA z) я”. XF n € Z 存在 常 
ke a |r| Ala ВАС) =. E 
Varl (А0), |А) | x Sa l esa * X — 90. 
因而 (38. 20 AE 
4) 15) JB &# ñf) , X RE PN Ж 
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Co RDF et ЬУ) AER) s Var». [DJ 
16.392]. ib XE us | AXIS K GEN BE MO, X Є 
01.0 RL EL R ETERA 2 B, X DAR, Ha РЕ. W| F v 
Br = РЇЇ: 
y 

1) AX" ——- X ， 

2) [X*], — 8. V (€ D. 

3» LA, TRE OCO, ——9 8. V (€ D. 

证 明 2) @@(АХ®Л  =(А[Х" 1); e mae, 
BS Ix IKE ВАС) =, ME (C —0,2 (Q2 —0, МСА) = X". IB 
而 签证 的 等 价 性 就 是 定理 16. 36 的 结论 10 

16.40 Ж = XC Aa ALEG УЕ Са, AXE 
HEREN = 8, X D k R, EGET Е.Я ЗЫ] 


La" 
ACE 
`- F 
coh + У Дата) | — 0, Yt>0, (40.1) 
则 下 列 断言 等 价 : 
D Х'—©=Х, 


2) [X] 8. V (€ D. 
P LA] LAGE C OA € Z LM" OD |, — B, V © D, 
4) [AJARI RN EMA € 2 LÉ-DORUSE 

RO) = OP) — B. V t € D. 


证 明 首先 ,1) 或 2) 都 包含 [4,]. 由 引 理 16. 38.5) ,(40. 1) 3T 
3| Hi sup e]. 于 是 由 定理 16. 36,1) 3248040 48 ELE ft 


ает 日 满足 
jx, [xz 1 1/4. 
hir): | JAL =a, (40. 2) 
lo, ir| >a, 


则 


= 54] * 


[| Х”—[М"(А)],| 
=| 2; (AXD 27 (AXD — Ae (OD 1 
< 22 |CAXD! — (A (AX | 
+за 2; | Ай (А) |, , 
LEX См" OO Le] 
C (сах >> Jul ILC EL 


т? 


由 于 [av 和 (40. D,2»$0302& O 
16-41 ХХ єр X€ “hu HARARE) = 
B.X D 3 R, WAETH E | 
LA]: Саре) H — o, V £0, £70. 
则 下 列 断 言 等 价 : 
D [AJ X" ——x, 


2) LARGO, — 9B, Y € D, 

3) ГАХ"), -一 -BY tE D, 

D LAJAM), — 8, V tiEDD 及 对 某 个 六 E 空 ， 
5) ГАМ — B, v € D МАЄ 2, 
6) (Хе, [X], — 8. V £€ D. 


D X* X 和 LX) B. V t€ D. 
证 明 由 引 理 16. 38. L A; Hg Ls] E CAO. 10 , Me pH XE EB 6. 40 
п] 5010,30 42 3050 4H 5 384. Las n ur HA € > 满足 (40. 25 , WI 
OO, — (М (Юз, = | G - AGO ж DN Gro! 
st 


Р 
= (a 十 Cz pii) x vw cta, лая CA) | —— 0. 


因而 2 和 4 等 价 . 
由 2 和 3) 推 出 6 是 明显 的 . 反之 , 若 6) 成 立 , 则 [4] 成 立 且 
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Са fr y ma yj * Vy x — Gros) * Va = lo. 


因而 (38. DH 8 ig wr. 而 引 理 38.1 和 包含 了 (38. 3). 于 是 对 满足 
(40. 22 ff A HE HB46. 4078 
(X75, — OM" GO», 
— ¿X"y, — B, GM, — B0—— 0, V E 0, 
| Cx? — A?(r3 | 


= [OC3, — MAD — 2, uu C UD | 


' F 
= А"), M | + a Varie th), —— 0. 
GE pas) * 

=< (жүс) жи 十 a* Ic „үз x vy 

< J — AGO) x | — Раз олау м ——* 0. 
&&t А, Таз 6526 FTO. 

EDR ААН, Ёл. AEE. 2,19 dio ] E СХ"), 
Р 

— 8 N ED 因而 7) 也 与 2) 等 价 ， [Г] 

16.42 先 问 是 一 下 16. 26 中 的 记号 , xA i n d Un GU. Ë 
Dé F, F= F, y0 P) БАЛЕ БЕРЕ A с" = 
cz) 为 中 上 的 时 变 . 记 

X? = MU, (42. 1) 


则 对 X 运用 引 理 16. 38 可 得 到 下 列 事实 ， 
1) max lU2|——035 ЕГА, 22 i Pia CUT 0——0, 


lelkxl т" 


D ж U" — QU. RZE DN SA ЛЕ. BI E, 10, СА, 


Ax - 
R (тахь, |U2 | 82212 — Si RT RR HE 2л, IE, LU osea]! 


—Ü, 


2 P 
3) Ф512, 成立， ХЕ... LUD Tm)——*0,Y e> О, Bil] 
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LA. ABO yz. 

把 以 前 的 结果 用 F (42.1) фа х" AP REIU = 
Ln Z D 行 和 收敛 的 不 同 条 件 , 下 列 定 理 就 是 一 例 . 

16.43 定理 假定 对 每 个 x, Uk > D ЕФ LERE 


гоо D 为 多 上 的 时 变 . W X € tos 且 具 有 非 随机 !: = 8. 
X DAR, 中 的 稠密 子 集 . 若 下 列 诸 条 件 之 任 … 个 成 立 : 

1) 当 > оо н}. E[maxiase 11 0. УЛ" (D! —— B. 
Vrc D, 

2) M4 n — co В, max [ET | —. Ü, S QD — B. 


1 


SM HEU — ——-0.v rc I, 
P uxo Р 
3) {л о 22038 лк Ls асе 1—9 0, 
У" E, [QU] —9 B..N Є D, 0, 


= &— 1 


刚 X". X. X (42.1) 规定 . 

F “个 系 通常 称 为 Donsker PERE. 

16.44 £ REV ek cm D 为 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 
E[ Y, | — Oo. D[ Y, | = ]. e 


A, SY. 





Wi x"——w ixi W 是 标准 Brown 运动 
1 
证 m = al Y .J =< Ë) QUIE = — Y, 
W B 1} A 





r = [nt], W) 


2 ECT Toss] PHE Hor, — 3.) d] 0. E n Yee. 
ER rf 4» 成 立 . PUN 


SEI a — P, E" H — ОО, 


SUR fr16. 43. S) BEIM ЛЕ, ИЕ SET6. 43 可 得 x —w. LJ 


" 544 * 


š 4. KAFI X3 BE 


16. 45zE X BX ЭТИНИ == Bj Ф= (2. F .P EB —- 
ТЭР, xP A € Z CAU ИН ДЕК, Bou] d 
a (h) = Гос, X ds, B, = Гас, Хаз, (45.1) 


vCdt,dx) = K GO, X, drdd, | (45. 2) 
Нало bM Ri XR E Borcl 函数 ,天 Pg R, XR AR ПЕД 
核 且 满足 | 
KG a, (00 = 0, [Q A DKG zdy) < ec V t >> 0, 


WES X 为 广义 扩散 或 带 跳 扩散 , 称 人 2:a ,天 ) 为 和 的 无 穷 小 特征 . 
特别 地 :大 = 0, Ek X 为 扩散 ,这 时 三 的 轨道 几乎 必然 是 连续 的 . 
Ф р(х.) аб, z) ЖП K (s.,z,dy) ААК J s, ЕХ ЭЕ (r МН 
BZ. j О, 

若 (ХО, Р EERE Г, СХ. FAS o Bo {0—41 
fa. 

Hj C2. 860 Eb ^x & T h € 2a GO DOE (45.1) BE se [EC 
5G) B h In] mn AE. ED 


B, Ch) 一 | 'àG,X, ds, 
Ü 


a(s.,z=,h)= a(s,x) + [к (5.x d y3h* Су). (45. 3) 


RIEA a К) ЖЭ ЛУШ ЙН РГ SAP i xt / € 
C' GO 


Af(G)-9 Бх G) + FaF) 


га [К æd DEFC + > — fG) RDF OY]. 
则 由 По 公式 易 知 下 列 人 47) 是 一 个 局 部 贺 . 
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Y, 一 fox UT FOX — | AFX ав, i = 0, 


16.465E X.  fBoE X 是 以 Ca 8 为 可 料 特 征 的 广义 时 齐 扩 
BEC 17 f 

XPE ER, TX, Fida od f P.. 

u) 对 每 个 AC ax >P. A E Borel gg. 
则 称 对 Х 成 立 叭 一 性 可 测 性 银 设 . 

若 六 满足 这 一 假 旭 ,对 中 上 每 个 分 布 4 半 蒜 问题 P (X. F; A, 
ef r) Е — RE 

保证 唯一 性 可 测 性 很 设 成 立 的 条 件 可 在 Jacod- Shiryaev 
[1]$ W2.c 中 找到 ， 

容易 验证 对 Brown 运动 和 (rnsteln-Uhlenbeck 过 程 唯一 性 
ap WEB S m. 

16.47 EE BERE T n ORAE ACE OX" а Ф ЕЩ". 
a". КЫ ЖУ P ERRA XE E X XE T A€ Z, 是 以 
(фа, К) 339 2523 ДУ ШШЕ do 的 时 齐 广 义 扩 散 . XS 

1) Xj)7-X, | 

H) Ppa a K O pK pY SE, 

ii) XJ X ir ОЕ TE n] ATER 2 - 
刚 x" —. x. 

证 明 ”为 简单 计 , 我 们 只 在 附加 下 列 一 致 性 限制 下 来 证 明 这 
一 定理 ， 

sup] Cr) — ЁСЕ) | — 0,sup|a"(x) — atz3|i—-0.47. 15 


supl &"(xr,g)-— Rür.g)i 0,24 n — oo,.W g € J,, 
(47. 2) 
supl |24) | + aCx) + |K æd A у] L =< оо, 


(47.3) 
hm supA&Gr,iy:]yl Ze by) = 0. (47. 4) 
Б—=схал I 


Е 


对 一 般 情 形 ,其 证 明和 需要 用 到 停止 技巧 , 留 作 读 者 自行 完成 (参见 
问题 16. 2 或 Jacod-Shiryaev[ 1 >. 

现在 来 验证 定理 16.17 所 有 条 件 都 被 满足 . 定理 16. 17 的 条 件 
ji 就 是 定理 16. 47 的 条 件 i). 由 (45. 10 J£ (47. DA 

аА) а (в) » X" | — fran — B(X? ds 
= Т sup |^ (ху) — pir)| — 0. 

因而 [sup oj 成 立 . ЖИН, 0-а, Б. =R, HERS АКЕ Ж 16. 17 
条 件 ii) 也 被 满足 . ЖЫ FO 二 Lt; 则 (47.3) 和 包含 (17.3)., 定理 
16. 17694 {t iv) 由 (C47. 4) #t tH. 

由 定理 16. 47 4& F i) 8|JE15.61,6,a KC og XP x 连续 ， 
及 由 (47.3) 它 们 是 有 界 的 . 因而 由 (45. 12-- (45.4), 定理 16. 17 的 
Kf vo due vr. | 

最 后 ,定理 16. 17 的 条 件 i) 由 定理 16. AT BOE PE ub JE Н, PLA 
由 定理 16. 17 可 知 X" ZX, Г] 

WX EA Gua KO АЗН НГ ХШ ЫДЫ ж 


[Kd соо, WJ X зрте. 令 
| b (z)= hir) + KG dy) Cy — kO), 


a (xj alx) + IK dy)». 
则 | 
a == | Xds, 
n | 
P: = [a оа. 


16. BER ”假定 对 每 个 = ИЖ h€ Z, Xr 是 中 上 上 以 他 . 
a^ , 民 四 为 无 穷 小 特征 的 时 齐 广 文 扩散 ， 


limlim зыр |K^c yy уд = O, (48. 1) 
АЯ ҺЄЖ,Х EUG a n AEA ДАШЫ P5 БЕНГ X RE. 


"o4 * 


D XIX. 

11) Брад! к". , g )==> K Ç ' (EI (v # Є 3 

ii) 对 文成 立 唯 -性 可 测 性 假定 ; 则 X" X. 

АҢ 容易 验证 (48. DB o h ара 48 A h'eb a =a. 
帮 由 定理 16. 47 推 出 X"——X. Г] 

16. 49 S Бл ВЭР VJ Хх" BPJX S РАС (52 O K), 

lim вир [K*Gz 45) lt уа 一 Ü, V Е 2» 0, a = 0, ( 40. 1) 
X X Ж p 上 以 (es0) 为 无 穷 小 特征 的 时 齐 扩散 , 车 

i) хх, 

i) БА, a ">a, 

n X 满足 唯一 性 可 测 性 假定 ， 

m хх. 

16. 504] Bi Y" E DA Z AA ES B] КТА) ER BT A HE X ЛӘ, 
ERR H ALL SET 38 n BED Y" E — T SERK Markov 过 程 晶 具有 
3:33 SERE CIS H 3ECO4. 10) 

(к.А) = Ад, LA) H 1,8, CA). 
因而 Y" 也 是 带 跳 时 齐 扩散 . 令 ХА, УТ, A, 是 实数 , 则 X" 也 
是 带 跳 时 齐 扩散 ,其 无 穷 小 特征 为 
K'"CGrds)— AO, Cd y) + a Сар) . 


bin (Cx) [yK Gr dy) — (à, — ph, 


a^(z)— [K (z, dy) = (А, phi (50.1) 


E А HI h, WE FIAI: 
h, Y OCA, — th, — m, (Q, -F phi — а, Щи — оо, 
| (50. 2) 
juo. D 中 的 天 "满足 (49. D. Х Ж DA (mt, айг, D) ЫН ЖР 
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KEHEE Bh, HD X 是 带 漂移 mz 的 Brown 运动 . 着 ХТ Ху BHH 
系 16. 494 X" — X. 特别 取 
Q0 27A — 2^ 1 A "ë p= 16172" 

Wi (A, — 2h, — 3 loga s (А, 25 >1, AA X" y ща] 
gt X 为 标准 Brown 运动 ， 

现在 来 讨论 用 Markov БЕЗ ДЕ yr 3^ 8&8 [a] АЙ. 

16. 51 BEREA n. У СУ, RERO 8 р" С, 
АУК EE АЕ ЭТ Markov 序列 . X EUG aD 5 91 jv Ey 


化 的 Po БИЈЕ НЕ bz є, v 0, H 
А; = YË 1" 


бл) = ilo 一 rip ir dy), 
E, 
аж) = Lo — Pray). 
£D X=Y Xd) bba a H 
limsup i| Cy — xr p.n "(r dy) = 0, Y G — 0, 
| (51.1) 
ur | 
iD XP X 唯一 性 可 测 性 假设 成 立 , 则 X" — X. | 
ШАН ”为 简单 计 , 我 们 也 只 在 下 列 附 加 的 一 致 性 起 定 下 来 证 


HH E EH. 
выр |2") — ё(т)| = 0,sup|a^€z) — a (z) | — 0, и — eo, 


(51. 2) 


limsup if Cy — x) Ip, r PC dy) = 0,V ó > 0, 


H9 Iu 


(51. 3) 
supt |é Ce) | + аб) j] x L =< оо. (5]. 4) 
A US —Yi—Yi. Ls Д] 
* 549 s 


[s/w ] 
m M т n n Fr 
X: — Xj = Yt, ; Y= XUR 


Ë =] 


"为 一 局 部 平方 TRR, BA E RHE Са", O 24 
vidt, dip) — Уб. (Gt) рҮ. + dx M uua 


&-1 
E Gli p^ X7. , X. + dM ias, 


e luus, ] | 
(FT 过 一 — | rasap" Ki ХЗ drjds, 


Li 工 | == 


Leje] Cere]. 
vr MEUS 一 | rona: 
t 


»" | 
Br= DELW |F 1] ~ GUI, 4D?) 


Ё = ] 


eiert] | 
= | fara — e dr QC»*Ms. 


D 


于 是 (51. 2) 一 (51. 4) 蕴含 [sup a^ l, L-R, 190-8, ]. KUFE 


理 16. 47 的 证 骨 可 验证 定理 16.19 的 假定 都 被 满足 ,因而 "一 
X. |] 


16.520] BEHAT n y= ORE, а Ea B 
机 变量 序列 
РО = 1) = paes POR —— 1> = gas P, + g, = Y. 
n | 
I 
= Y. To XP = Үр. = 2 h m. 


Pc 


M) Fa" EY" ВЈЕРЕ p" 为 
px dy) — Parth, (d v) + Q. A, (ду) . 


ir) = e| 一 x»p'Ux.dy) = ps — Gn) En 


at (r) = |o -一 r)p'r.dy)- A SEn 


je 一 TIes- Jb" Cd y) = 0. 
E s. h, P, A g. 满足 下 列 条 忻 
E, $ О, Aire, — а2, (p, — g,)/h, —= т/а, I 
Ш] s= m ,a"— o? Н H RE 816. 51 X" -É.lx. jth X ER ni ot, 
0 为 可 料 特 征 的 连续 Lévy phi, X = 0. 
16.534] EHE T ny =k >R Ehrenfest 模型 , 即 
T ERRA FIRER Markov Дея}. 


‚ #"Ст,4ду)= zi 1 一 z] ô 1 (fy) 





+ ll + T OS... (dy). [x | = Z. 


今 FiS Ah. X; = Ytd Ico 的 转移 概率 Pp 利 а" 5 为 


Pd Li js» 
` 


+ [1 2}, ау), ETIN 


1 
2 
Cy — r)p'(r,dy) 一 一 — Issa us 


H = rp 1 
беж) = t, Lc. 





м 


m А? 
a^ (=) = e| Cy 一 x) p.d y) = = Iia 


[O = auis Gsdy) = 0. 
E haren 和 4 满足 下 列 条 件 ， 


En { 0, 


2 
1 — Ë , h, —- g^. 
E, £, 


Ji ó'Cz279 — kx,a' a. W X ЕЕЕ Н а, = — EX B. = et 
v—OpI A 对 ,一 0; 即 XX 是 一 个 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 则 由 定 


理 16. 51 可 得 X^ ——X. 
最 后 我 们 以 经 验 过 程 弱 收 伍 的 研究 来 结束 这 一 节 . 


* ool = 





16. 59 5 WECZ, i DA Sr bord EUL RET: Y 
і x - 
FG) = » 24 аи ER, (54. 1) 


ОЖБ п 的 经 验 过 程 . 
16. 559| 理 ia (Zr i= D 3E TU v ino BBSLAE EE HS P. 
IE E P,OFGXEESXIS.BSF, С ЕСИ) TER Ып 的 经 验 过 


程 . 则 
D r= nF, G y yt 这 0 为 计数 过 程 , 它 关 于 自然 流 的 补偿 子 为 
п — к SF) ru 
or = | — Yt VS (58. 1) 


D Vr GV - FQGD.URO0.R&-ToEXR. Xi ne 2 АЩ 
ESIET А(т›=х. V^ АО a R EE Can" on2 Ж 


aL CA) = — [v dFs) 
ü 


aL г T 
1 — FG)" (55. 2) 


ioo | |1 Jra FG» 
Vt 
| 1 — F Ce) 
证 有 明 ЗНА ғ, А Г уб ВВ ECET B К. 
EET OS 
d FG») dF (s) 


A? = | Тою 1— FG) =f (1 一 一 А,_) 1 Nu Fisy 


RAZ ЖЫН, (I^ = | УМ а) 7 可 表 为 (55.1) 


#= | 
2) A elait AGO = ж, AVL n AR АСЛУ") 
= AV". HF 





(55. 3) 





Git da) = E - o IZOLACE (55.4) 















1 1 . - ， | 
Vs 一 › — (Y"?)2) 十 [LO t = n FO) |, 
n м п | 
[Nil] 
_ d Fs) 
eh) 一 = y — н FU) = [ут Dg. 


Hh V^ 的 跳 测度 ,gE J, MI 
gx = Aus Y; Мп) = Ng 


sx 





1 
ыы = en 
у” 


Мето] 


ХЕРЕС 
T EGs5.4 m i. 
最 后 ;, (7 — (700 7 n R — БЕЛ ap gui. m D —0H 
t| Vr 
aeo c rero [i ra m Rr 
所 以 (55. 2) 一 (55. 4) 成立。 Г] 

16.560 €. 三 一 (0Ostl) 称 为 Browan gr, Зр. tE 
HHMÉIEZSDDBBEHSBHJ Е йс = At МР, [0,1] 
(参见 问题 2.16). 一 个 Brown ИРНЕ — PXESCESU XT R BUR 
PERI DEBERE Ca 0) 29 CR апе 10); 


“一 一 | X. 0 (56.1) 
a I — £ 


16.57 定 理 设 (2is? 字 1) 为 猴 立 同 分 布 随 机 变量 序列 ,zZ, 为 
(0,1) EHSA, F, (2) 9 H (54. 1) f E B5 Sg ЖЧ Жш, Vi = 
N n (GF. 7:2) 0=+=1, bli 


LU 
V" — X. 


dF (s) 









Rp X E: Brown 桥 : 

НҢ TEO, DAHER. 考虑 在 了 停止 的 过 程 基 和 
V^. 
XT = Xar, МСГ 
H (56. 1>, хот TI BUD УСТ): 


«СТ ), -- :1 


不 难 验 证 它 CIAR ERIS ARE 1) ,iv) 的 局 部 化 版 本 ( 见 问题 
16.3). 同时 ,由 引 理 16. 55 V" €T fig BJ ep de iE (a (T), СТО, 
VO). 





ds AT) = t AT KD) = 0. 
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; ue 1 
e VT) | Ve (T) ds, 
ü і — = 
B VI AI : 
AT | | uL ——— ids, 
=- ) 0 1 n (1 — s) i 
күт AT | l | n | 
y" = — н . 
g * (T, |, | 7 [ (Т) ds 
qp 
ЄЛ. Mn EEK s| | 一 0. gv -0H 


g * VU) (gl 2 УЧР) = 0, 
a" (AT) — аба. Гу * V CT) = 0, 











r A T y" 
PT 一 BQ T) УТ) = | ds. 
0 An. 5 - 
由 于 | 
(AT V: AT СЕС? 
E —— s «| 一 一 -一 -一 上 在 
ü < n (l — s) | ü x n (1 — s) 
了 MT 
我 们 有 


Р 
POT) — BOLT) e VET — 0. 
ig 
Br UU SER T cO, D, VCT XT) E W[nlii16. 3). 
x Or — LP UT (T) 一 UTAT = VIAT» š Є ( O, 1 ), 
| £F 
因为 Z; 与 1 一 2 јајл tp . k V^ HI UD" 亦 同 分 布 . TE UT 
X(CP). | 
现在 我 们 把 Yr MU x АЈА, F. >e Vix, —0. 
对 NEIE 
„|2 
| 3 | 3 


l 





ДЕЗ + вир 


sm. N 





21.м|,що< а. 


d (G,V*.N) « v s.v ! 


2) мјл 
因而 由 定理 15, 47 可 得 (V") 为 胎 紧 的 ， 
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r 


最 后 ; ЈО 2 е a СФР РНЕ И г, С. Н 
уар СИ ууу 9 OC, X, ). IE 
Ip Vi =e SVE ХХ, = 0 BUB VIDT (X, 
>К). AAVV RIA Вагар V" “>х. C 


А] ER 55 4b 7E 


16.1 ТЕЗЕЛЕШ [| OD 27D Es (T, T WD? 
ЕВ. S wA TC. экз TOC ID Аат, 87,17) 
ГА P, P ES. E—3. ЕЗЕП DIOX 22751250, 
站 有 局 部 唯一 性 ,在 此 vw = T; т tv. 试 证 若 半 拷问 题 P. CX , 
加 ";4,a,f,v) 有 解 P 且 局 部 唯一 性 成 立 , 则 对 每 个 TEF*,T(X， 
Dal. ,vw 有 有 唯一 解 P- (ХТ. ` 

16.2 假定 对 每 个 nEN,X" Са", 8. 由 为 可 料 特征 的 名 
БЕ, Х E zr 上 的 标准 过 程 ， Ca BV) Pr ЕВРЕ л. 
DER, 中 的 稠密 子 集 日 SCGO Sinf ir : |X | >a $ |X| 2a}, 
S'CXa»inf(i |X; [22а S | X7. 2a) FRN h€ 2. 下 列 条 件 成 
M i 

D AXD h, 

i) ` 
| sup ai, J:Sup,= | an snesy А) — a sus CAD Херо, у ta c0, 
[BoD]: Basia (0 — Boso (0 * X* ——0,N € D,a7-0, 


LD]: z * V/A Star — Ч * Vi&Sial " X" 0 «V tE D.ac0,g€ dJ, 
Ш) V a> OTP TEAE BEP LYE Ы p $k F Ca) fib 
Var(a?'?) БД L (22 A1) x X FG), 
1v) lim supyCy, [O.£ A SCaD | (z; e 122513 0. V a0, 
у) v Єр, g Ji 2 о, С.А) HA, (rh) z р к uod 
* 022 * 


D 上 按 Skorohod 拓扑 的 连续 范 数 . 

vij P ETX. D’ inen 2,0 W ESSE Sk. 
Wl X" X. 

16.3 RERET n€ М.Х" р Со", "9,07 O AA B SEE АЧ Ф 
上 的 局 部 平方 可 积 半 靳 ,X'S G0 Sa Ga B) D Sg E — 1988 

тнл (rT) FA > D = 0,V 1,a,9 27 0, 
HT) dE: | 
(Ху — A, 
[вар m ]isup la т, sno т (C IA Stay Ы X*'t—— О, ү FQ. > Ü, 


[8 D1: 8-а — fase ° X" OY tE Р,а > 0, 
[v-- Dj: 同上 一 问题 ， 

iD iv) У): 同上 一 二 题 ， 
B X"—X. 

16.4 证 明 例 16. 37 中 的 X^ X; G-Brown 运动 . 

16.5 R M Eho | AM |= c, WEBS 

D XOT HE CHRI ИКС М" D EB RB | 

2) XEM" маме, м", LM" (M, OM. 


16.6 BEA n L= Ur k> DED HADE M MULTE 
FILT = (т) EP LWR Хг 317 Ut X X UL Go 0 28 
可 和 料 特征 的 连续 Levy 过程 ,X, 一 0. Ж 


" 
sup | УЕ, oUi urea] — &, | L, 0,V £ > 0, 
z * Кү 
DAR, ФЯ. ШЕН POE SES UE: 

DX — x, 


г” - P 
2) Уу Po lUI > €] —— 0, t > 0,6 > 0, 


P 
25 aco UM pan 一 E, ГОИ ып —7 ña V Є D. 
P 
3) Dy acc А IU > є | — OY £7 0,6 => Ü, 


eree Pt ИКЕН eru L, йу € D. 

16.7 BENRA nU" СЛО ó EPIRI AX 是 以 
(0,8,0) 为 可 料 特征 的 Lévy xp Ж. D. X" 如 上 一 问题 中 规 
E Xit 

> LE, EH из ыл! Lr D,Y t > 0. 


pulsa] 
WEP ЕТЕ ЖЭЙ: 
DX — X, 


. f 
2) 2) Lace UD — B. t = D, 
Р 
DP uo P АО > 6] 009 222 0,&7> 0, 
т z P 
23 a UD Hai 77 BoV z € D, 
P 
4) У РЫЗ "| Еж 06у # => б, > б, 


- p 
Zee PeU Hr ead Ba V t € D. 


16. 8 用 二 一 问题 中 的 记号 : 1 
[4]: S E, LUDI Uta d — 0, r> 0,6 > 0. 
证 明 下 列 断 言 的 等 价 性 ; 
DIA] E X" -. x. 
[A] У," —. B. re D. 


. г" Р 
DA] RP DU — B.V : € D, 


r" P ү Р 
DD UD Be 21; Di Ut) A Yt € D, 


DYO р, [UE] — T B V r € D g x" — X. 
16.9 iW 是 标准 Brown 运动 . 则 下 列 过 程 为 Hrown Ў, 
《1 — OW GC — 0D, Oz rte], 
О, t=}, 
16.10 {4 X=(X 0l) Brown 桥 . 证 明 1)X 关于 其 
月 然 流 为 平 蒜 ; 其 可 料 竺 征 为 
“= 一 | 一 一 一 ds, B, =i, v = 0, 


e= 


2) X 是 扩散 ,其 无 穷 小 特征 为 : br) Ia) 1 
32 X WE PSEUD 7 9: 
dX, =— Dd 4- dW,, X, = 0. 
其 中 WW 为 标准 Brown ja 57. 
16.11 设 (Z;,i 宇 为 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 ,2Z; 的 分 布 
YEV =T С аа FG WEB Vt X EX E 


ТАЗЕ ЕЙ S ERE RL EUG IS OLEUXG IS PG AD O7 
F (s V t2). 

16.12 (Z, As lr Ан UL ЛЕУ. 以 下 为 分 
布 日 有 有 连续 分 布 密度 f, (FE. CY 20) 854. 1 规定 的 经 验 过 
®. PI = n F, (En), FFA 为 以 Z C03 Jg om JEF IRI BJ TIE Poisson Hp. liy 


р" x. 
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To Zhen-zhu Tu, Jiqing You, Lan Gu 


Preface 


Gepimartingabes constitute the largest clama of integratu- promesses 
with respect. to which stochastic integraln сап be reasonably defined, Stt 
rhastic calculus based on the semimnrtingales is one of tbe major Ti anches 
of modern probability theory. It is not only ап importmut tool for re: 
searches d diverse branches Gf probability (Markov procemses and diffu- 
icm processes, gtochastic ропи. processes, statistics of stochastic praceases, 
stochastic filkering sud controb eteh but also hes brosd applications to 
certain branches of mathematica (partial differential equations, harmonic 
nnalvsin, differential geometry etc.) and theoretic physics. It 1s now ñ+ 
tring gradually into engineering. biclogy, financia] matlienuatics and other 
fields аз well. Tn recent years, Bevaral mbenaograpbs on Bbcehastic calcu- 
tus have appeared, but most of them breed om & certain Lopic, and none 
of them gives a suficient digcueion on emimartiogale theory. it in Ше 
purpose of this book 1o give a aysieralic amd overall exposition of the 
fundazuental theory of semármzrtingales and stochastic calculus, ати to ii- 
lustrate Some of their applications, We Боре that it provides & reberence 
for probabilista, statisticians and engineerz, and бія emain parts abo may 
be used an а. textbock for graduate studenta. To this end, the 1nateriale 
[or this boek have been carefully selected. The text in sumplermenxed. and 
further developed m the torm pf problems. Indeed, à Jare part of these 
problema iay bc ised ав ехегсівен, By wurking cut those exercises геаЙЕгЕ 
сай depen their understanding of the text and broaden their thinking. 
"ub the others are difficult tn be solved. They serye mx runplenientbes to 
the text- 

The book containa 16 chapters. The first. ten chapters are an elal«- 
rate revision based on the book "Án Inizoductica to Martingale Theory 
und Stochastic Integral" (in Chinese] written by J. A. Yzu, ona of the 
authors, and published in 1981. The lant жїк chapters refiecis the new de 
velopimenta of sexnimartingales and atachastic calculus in the 19808. Mat- 
ursliy, the selertiuu of the material ів partly influenced br ihe authors’ 
interents of research. Here ів а brief survey of the main contente. For the 
ecnuvenicnce of Ehe reader, preliminaries, neccseary for reading the hook. 
are given in Chapter 1, of which some are difficult to be iouad in ordinary 
books op measure theory or probability (übeory. Chapter 2 rontana the 


viji 
Ре: 
wain reaulis of classical martingale |, 
' Ш: i benry. Chapterz 3-5 
iesu oe ar whak is common! y caled "the general inii ы * 
dp аня | This thenry ia not only an irnportant мав for semimarti ` 
is u шаш calculus, but also indispenaible for studying m we 
Е ° soshnatie proccmsea, such as Minzkuy nrünesses m : 
Mer А ous " the fundamental theory at semin Жарар 
с calculus is developed. Т i алвев 1 
bc integrable martingales are ече ре edes ju 
я E : енде Triatiom and square rntegrable ЙГЕ, In Chap- 
ка кы амыга are introduced amd their jutups аге characterized 
ры п and quasmartingaleg aml their ekmentary propertig дї | 
т E ана B. Chapter 9, which is devoted to ntachantic i й 
gral Telative topics, xs uudeabtediy the highli p 
е "e t&ence of sbochastir сайтан, e.g. Ше rdi 3. E 
Piana formula, Lenglnrt's inequality and ос] times A short i 
- а tn stor hastic differential equations ig also included ie 
ч . diferential] equation in an inportant Lopic of stochesti | m ES 
‚ түе ava no roam to develop it fully in tlie bock. Beaidis, a ber 
Pi cin on this subject are available, Chapter 10 ig siia. ә 
ы dcl awl BMÜ-martingales 1 I which a seriez of main sabre 
Eus пей are established. In Chapter 11, tbe predictable char 
iEtics and integr al representation oF sernimartingalea are introd н pel. m 
"i the generalization of the біса nlt of proces with independent 
"ure : s ai Tifen presented jn Chaptar 17 ата one of the 
ud 7 ues йалан сајта. The characterization of nerinrartin 
x e ошу nf reasonable integratar-processes is establiahed in 
_ chapter. Chapter 13 presente the predictable integral representati 9 
се which k нін» usefal, such as fur filtering. Chapte d 
r. tes bo the problems af absolute continuity and singulari id 
auly, entire separation and convergente in variation of Ei Ee 
рй hava been &adicd since the (МИ. Шу acanimartingale asss 
ће salialertory solutione have been obtained ünal. Cha | 
with the weak uonvargeu ibeo of gexninirtrzngales anl сек A чы 
cabin convergence of stochastic processes аге БУЕН ш Chapie dE 
€ tic calenlus not unky provides a rompletely sew method for iE "n 
xci theory of stochastic processes, but also gives mere eiaborat 
: . Throughout the boo, special interesta aru put on two Бән sien 
cl processes, processes with independent incremente amd step pod SUR 
encountered iregmently in applied probability and gtaristirs | 
AERE мнн Eai readers hawas had я haic trainmg se 
nry vanced probability theory. However, no particular knowledge of 


Preface 1х 
th the key courepts and 


muchastie processes is required. A Талкы агу wi 
certainly be hilpħl. Án 


some intuitive grnuntds of stochastic processes will 
enormous Bteratare ban been devoted to scruunartiugalea aud stochastic 
calculus. We have no giternpt to list. all related papers iu references and to 
make suitable historical notes. In this respect. the reader may refer 16 С, 


Dellacherie and Р. А. Meyer 8 voluminous bouk "Probabilités et Poten- 


tiel" ami J Jacod and A. N. Shiryaew's -Limit Theoreums far Stochastic 


Processes". 
©$їпсєтг thanks arc due to Р. А. Ме. who hul led authors iuto the 


feld of seminartingales amd Etochaatic ralnulua, and provided a great deal 
af support and encouragement with anthusiasza constantly. We would like 


tu extend our warm appreciation to (those, who have nfered wseful advice 


and help їн our research. work at varias stages, in partienlar to J. Azema. 


PD. Chen, С. 8. Chou, C. Dellacherie, M. Emery, G. L. Gong. Z. Y. 
Huaug, 1. Jacad, Z. M. Ма, Y. М. Pan, P. Protter. C, Stricker, Я. R. 
Wang., Ch. Yegaru, М. Yar anc W. А, Zheng. Мапу chapters of this book 
haye been taught many times by the anthors in the last decade, We would 
like ta thank our &udicnee Por their contributions to immprovemeuls of khe 
book, The writing of the book 12 supported by National Natural Science 
Foundation of China. Wa are grateful [or having had the grant. 
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Chapter I 


Preliminaries 


Renders are assumer to be familiar with the байагы ot s 
theory aud probability theory in Тамле] or Neveul 1, such as ке : 
Radon-Nikodym theorem, dominated convurgenoe the- 
orem, Fatou's lemma, L'-space, Holder's ineqnality, conditional pin 
matical expectatiun. Jensen'a incquality, conditinmal айанна, рв 
uct probability space and Fubini's theorem. ln this chapter we give 
supplementa, necessary for reading this Бер, | 

Throrghout this book we use the following common notatrona. 
N = (Һе set uË all non-negative utege. 

W = Nu |+]. 

R = ] о. +I 1) freal line). 


tension theorem, 


= [0, 50]. 
"- Гес. +a] extended real line). 
Н, = |0. +]. 


Q (хевр. Q4) = the set. of gll ra” nala ч R. (reup. к 

BCR) ( resp. B( R. Y) = the Borel a-fell in И (тезр. j + ne 

Let € he a met A mapping fom tt Le Fires. H) ав calle: yes г 
extended) real-valued function. on T. Ав sie: on 1 а E c 
meuns а xubset of N. The union and intursection of aet& А нда 
Анива by АОВ and Ar E [ок simply АЙ} respectively. The буз Я" a 
ol A їн denoted by A^. AXE = АН“ ін the difference "Pda = : 
AAB = (AH) U (BA; ig thc symetrie diffccenes of А an, il шуу 
aet ін denoted by D, The indicator of a зеі À is denoted by Ta: 


1. шЕА, 
ТАЛ = en 


Bop HMM Li . 
T Jab] bh, Jeb] = t-t- ja, #0 16-01. -ee < n = b Z dom 
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The set of all cements w having tbe property Р iz denoted by Bo ЄЙ; 

PG] ex fu Р), or simply [P], if шо ambiguity will be produced, For 

zxample, iË f and g are two extended real functions on $}, [7 = g| stands 

for jw € M: ffr) > 91). Let (A4) be a sequence of sets. A, Т] А means 

Anl is minote increasing and А = 1А. Correspondingly, A, | А 

means (An) is monotone decreasing; und д = [l] A... The superis Шш 
п 


of {А„] is denoted hy їо А, or [As is]. The inferior limit o£ (An) is 
denoted by lm, А... If im, А. = lim, An happens, we use the notation 
Iis. for this set. 

А colection of autseta of ft is called à chwa on ЇЇ. Let Z be a class au 
th. aud A be n net, Z (1 À stands for {AS ; BE Z]. the tace of оп 4. 
Defar 


Fa = {U Au i An СР) Fs = QA, A, EF). 


They are the minimal classes, containing Z and ciosed under the formation 
of countable union and intersection respectively. 

Let C be a class on П. We denote by e(t") the s-field on fz, generated 
hy C. Let (G;her be & family of clases on f), We define signi Е D = 
"062. 

Let (E, £) be а measurable врасе, and f be а mapping Fom $1 to Е. 
We denote by emi f] the e-field f-1(£) = {ЦА}: À € Ë], iaduced by f 
in ft. TË g is an extended reg] function an E, g € £ (resp. ET resp. bE. 
твар. +} means that 2 із ва £-measurable (resp. nom-negative, resp. 
Тағам. resp. non-negative and bounded) function. 

Let (E; £j; jig; be a family of measurable spaecs. For each i E f, fi isa 
napping from Ü to Eg. Then otot Ду, € F) is also denoted by = f; i E T). 

Let F; he a class on 5,2 = 1,2. Define 


+\®Л=4Ах Н: АЕ, B E Жз}. 
For À C fh x h, bhe prajection of A omo D is defined as 
x (33) = {ол É Ú, : Dus € Na such that бшу, weh € AJ. 


РП]. i = 1, Z, are two measurable spaces, tbe predict т-ҢеЇй of Fy 
aud Fy is denoted by Fj K у= etf e f£). 

Let f and g he two extender гез] functions. Then f v л stands for 
Rup[j, а}. and FAg for inf( f. y). Hence, ft = Рей, 7 = (—p)vü =—{/А 
D), More generally, v and ^ stand for supremum and infimum rezpectivel v. 
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For example, if (Jajee i5 à Bequeuce of extexded. гы functions, then 
V fa sup, fa, A fs = inis É... Moreover, il (Fi gr w à family of -fields 
on П, hen V T = eC u fa. A Fi ë= n TF 

Qa the resi fine. Æ. s Í š means a — f. s < f. amd a [| t means 
&— t, a « f. Бог a sequence of regi numbers [an}- 5, T$ and sa TT t 
imply that {sn} is a manotone increasing seguente iu addition. бутс. 
| aml || have similar meanings, Let {Ру be а веса ot extends real 
functions. fn 1 f (res. fa 1 f) mesm that Lf.) 1з montime increasing 
(reup. decreasing) amd f = lime fn. | 

[n general, (tk. 7, P) denotes a probability space. "The mathematical 
expectation of a random variable [abbreviated ms rv.) £ m denoted by 
Е|Е] if it makes muss ГРП. PY, p> 1, denota the Danarh space of 
all p-th power integrable v.v. with р-потш: 1115 = (EJEPA. 


51, Monotone Class Theorems 


1.1 DefHnitinn. Let 1 be a Bet, and С bhe а class un (1. C is called а 
q-elaas if A. B EC => AB £ É, C ip called a A-class if 

jed, 

du) A,B ec, АСА =» AEC, 

11] 4,60, AKT A= A EC. 
C is called a monotone class if 


Ал Е C. А. ГаАс A, | ASARRE, 


ÜOtwinrsly, à Хан іх а monotone созо, JFC ія beth а chus and а 
Joclas, ог hoth а Пекі and а monotone class, then С is а с-а. 
The following theorem із the monotone class theorem in terms of pets. 


1.2 Theorem. Let C.F be two Classes aw 11, and C c F. 

Зр їз n A-class und C Vs w m- clans, then т{б] C X. 

Di IfFodsonocnonetene class amd C de а fed, Ehen eit) F. 

Proof. i) The intersection 27 of all Atlasses coptainiug C is still а 
A-claan (called the A-class generated by Cj). Put 


m= [Be >: VAeC, BNAET. 
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(rinusly. 271 ts à A-class and C — 7. Нёпсг, F = Тү. Put. 

Fes {BE F; ҸАЕ F, BNAE | 
Equnlly, Fa is a A-class and C C Fr, Hence, F' = Zy, and Ж is a malas 
Then .F' ів a z-Beld, and (C) co F c Z. 

2) The intersectinn 天 of all monotone classes containing C is still u 
monotone class (called the monotcme class generated by C). Similarly one 
can Ehre thak F^ 1х а nelang, Put 

天 = [B= F: ВЕРЬ. 
Then F” is à monotone class, and C C F”. Hence, £^ = F. Thi meurs 
F is a feld. Therefore, F in a a-field, and e(B JC F c >. n 


Аз а simple application oÍ Theorem 1.2, we have 


1.3 Corollary. 1) Let (3, F P) be a probaleility apace, nnd É and 1 
br барге ros Suppose ЕС С F and is a r-claxss. ЈР E — En and 
dur canh À £ C, ЕІ] Ej. Fhem 


Elne) = E[mie[C)] «s. (3.1) 
2) Lai (Hl F) be & measurable space, C C F, and C be a m-class, Sup- 
pose paf p und sore imo boundod signed measures with 453) = LM. Jf 
Jor each À € C, u( A) = v A], tham, being rzatricted on r [C], jr is identical 
vti a. 
Procl We only show 1]. The proof of 2] is similar. Put 
9 - (Ae Z: Efla] = ЕВНА}. 


Then Q is а A-class and C C G hy thet ssannptin. By Theorem 1.2.1], 
e(C) c Q, &nd (3.1) follows. O 


The following theorem is the pronotone class theorem in terms of fune- 
tions, Corresperuding te Theorem 1.2.1), and will be used frequently later. 


1.4 Theorem. fFetC be a m-class an I$, and H Ie n jinear re formei 
by sens тюш! fusius nsu D ff ihr lfolinwtno станне are sa варі: 
lie M. 
i) ЕН Ü = fa L f, J is Fete [resp штир = f = M. 
iit) АЕС = Ia € №. 
lihen H contains all a(C]-measurukle real (resp. bounded) functiona on ЇЇ. 
Proof. Put r = [A & ЇЇ: T4 € H]. It is easy to see that F ів a Alans, 
and C — Z by the assumption. From Theorem 1.2.1), we have g[CY C =, 


nh 
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Let £ be в e(C)-megsurnble Teal (resp. bounded) Function. en 12. and 
put — 
ín = 2 zs веса ае 
х=0 


Then £, ЕЙ. 0 = £4 | £*, and £t ë H by the eoudition til. By the nunt 
argoment, wc have £^ € H- Here f =t- ЕН V 


Applying monotone cla thaupenma ig om of our most useful techniques. 
Beaderz must manipulate them masterly. Tn general, detaila shout apply- 
ing monotone clasë +henrums wil be ornilledl, АБ ап example, we will 
ahos a chnracterization of erf )-mcasurahle functieus hy usi Тһе 
1.4, This characterisation ів very useful iu probability theory, and w called 
Honob'r sneasurulility eorem. 


1,5 Theorem. leil f 5e a mapping from Qt de o megqswurable spaa: 
(E, E], and p be a (resp. extended, resp. bounded) real function on 0. 
In order for ул to be alf )-mensurabie, it m necessary grid aufficiené for an 
£-mensuruble (resp, extended, reap. bounded) reaf function h exists on E 
such that o = Һе f, = RO Ta | 

Proof. The sulficieney is trivial. We sre кюшщ tà show the necennny, 
Put. | 

H = [hof : his Bu £aneasurable real function on El. 


Then M ia a lincar Epace end 1 € M. Suppose h. a f € MK O ch sf Tu. 
and y is байс, Put 
А = іғЕ E: mph,lz) «xj. 


Then 4 € £, and (ЮС A Put 
{ sup, Eur]. pc. 
а 
hix] rc As. 


Clvriensly, h Їн an £ -measurable real function on E, ви! 40 = Re f. Hence, 
w cH. Now H satisfies the condition ii) iu Theorem 1.4. Let D € etf). 
Ther exists В E Z such that D = f HH) Нее, fo = In af E H- 
By Thenrem 1.4, H comtaius all ei F)-mensurable real fanctions. Гы» 
meane thut if y ds и [f] neasurswble real function, tber kher: exints an 
£ qpensurable real functo h on E such that у = ha f. Furthermore, И у 
is bounded: j| = =, we take R' = bt ñ c — h- ^e, und a- Waf roiie 
true, At last, suppose q is á rEf)-meammrable extended teal function. 
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Then Z = arctang ша df )-ineasurable real Funntion, and e] om. 
So s here exints ап É-messrable real function W on E such that q' = h'o f. 


Ubvimusly, Б .. tan h! is an £-measuralile extended real Function on £', and 
ф=һа П 


$2. Uniiorm Integrability 


1.6 Dehlnitien. Let (H Fn PA), i € J, be a family of probability 
spaces, f; € БП, P), š € r. H = dapt € Ibis called в чіт у 
integrahble fnmily i 

hm sup А I, | Er, = 0. 
SUPR der Jus] 


When (N, Fi, Pi) = (f1.:£, P], H is also miled & uniformly integrable 
Jani ea (13 F, PI. 


1.7 Theorem. Let (fh, JP t = 1, bea Jamily af praobahiity 
spares, I tk) C EIUS Р]. ie P, M= {БЕ z]. X- [уз ЕГ}. 
L) IF. ie a uniformly intearuble famiy, атый for each i c F, lel = Ini 
Fius.. Den H ds nisa o тавром тта Гу integrabis fumily. 
2) If £ РРО P) i£ I po» 1, and пру ЕЕ Р] = eo, then 
H за а unifermidy integrable бау. 
Pronf. 1) follow immediately from Definition 1.6. 
2) Put u = sup gs Ж. ЕР. For any c > 0, we have 
11Р, Ed ap, « ЕДЕР 2 
D" Kip. = [D ЕРЕ UD E рт: 
According to Defnibon 1.6, H is а uniformly iatezrable [тыу — [3 





1.8 Theorem. Let {1,7 PY be u grabalntsty apare, £ be an їоро є 
ru. ang [Cer be æ [инет of suéec-Hehds of F. Thes (ЕЕ, ег ti n 
unilermly tndearabie family. 


Рин Set mh = E[Z||B. For any c > U we have 


1 1 
Pis = е) < || = БЇ, £6 7 
amd А 
Т> ma P = > |Р = РОК > c) + hes |Р 


ñ 
= = ЕЕ] + Ji 8 Elie. 


$2. Uniform Integrabiliy T 
€ 


22 Ell]. we have f, sd MAF S =, ic I. Tuis meann bhad (ie; ks & umi- 
ју integrable family. By Theorem 1.7.1}, we know that (ЕЕ б.с! 
is 4 uniformly integrable family. D! 


1.8 Theorem. Let (fh, Fi, Ра), š € T, be a femuy af probatelily spice, 
& E LS F. Р), t€ I. Then H = (ti š € I) is ç uniformly iniegrable 
family if and only if the following conditions are sa lisfaed- 
1) а = SUTWer ЕҢ] < =, 
iij For ang grew r > ЇЇ, hare ermats ñ > Ü auch hal for each A € Fi 
mih P (A) X ë we hauc 
| ЕР E e [B.1) 
А 
tn, Üms—o EUDicr "up amos] Ја |Р; = 0. 
Proof. Necessity- For any A € F; and t > Ü we have 
Í |E;]dP; = ср A) + ња |E;]e Pi, РЕТ. (9.2) 
A „== 
бнз M in uniformly integrable, рше can take c sufficiently large such that 
oondition 1), and putiing 5 = x yieldn the condition 0}. 
Sufficiency. For any given © > 0, choose Ё > Ü such that the condition 
ü) holds. When e = айй we hav 
1 т 
Pille] z =! = „ЕЕ EE ES £. 
Then fenem (9 1) for each i E Í we have 


f. upi < =. 
ner 
This means that H is uniformly integrable. O 


1.10 Corollary- Suppose beth (£j; and (Th liea are unijormhy init- 
grable families, 30 ia (Ex + ti jet- 


The following theorem gives a criterion far L' convergeuce, and reveals 
the impor'ance of uniform integrability- 


1.11 Theorem. Suppose [Ё„] i$» a sequence df integrable rw. and Ë 
ipa real nt Then Ë, S^ if and оту f (б) ia тотту integruble, and 
Es — t. 
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Frej. Necessity. Suppose £, It. It їн well-known that E!-conver- 
дейсе implies euvergcuce in probability. For any À Є F, we have 


fie P < f P+ Elle - el. ш 


For given е 7 Ü, choose а pesitive integer IN such that jor a > №, ЕЕ, 一 
El] 02, aud 5 > 0 such this for АСУ 


PU) £6 aP < 5 ва Í aap 5, 
À 2 А 2 
"hen by (LL. D) we sec that йт A E F, 
P(A) < é vn, Í Р < =. 
А 

At the same time, we also have sup, E[[£;]] < oa. Hence, by Thenrem 1.9 
wee conchide that (£5) is niformly ега, 

Sulnrincy. Suppose {Ё | із uniformly integrable, and Z, SEE Hy 
Fatou's kana, we have EJIE] € sup, Ellénl] Z= ос, Le., É is integrable. 
Then (£, — É) is uniforany integrale [hy Corollary 1.10). For any given 


є > ü, from Theorem 1.9 we see that there exista h > O such that for any 
A< 


n © N. 


Pta) < в {к-р <s, nd. 
Take № sufficiently large auch that for all n > M we have 
Piin -£| 26) < 5, 
Hence, for n 7 №, 
ЕБ — £|] = Je, -tze lé — a + Fe, uuu - ЕР 
= z + z = ФЕ. 
This means Ё, 2: n 
Unmlormiy integrable Funibios o[ rv. will be encountered Етида у in 


this book. Further materials nbour nnifurm integrahility ean he frd in 
Probleme and Complements of this chapter. 


83. Essential Suprema 


1.12 Definition. Let (N, F, Р) be a probability space, and H he a 
non-empty family of r.v. . А r.v. y in called the essential supremum of H 
1 p satisfies the following couditieus: 


53. Engenti&kl Suprana n 


i) For all £ € t, É XAR, 

ii} M зр ів another rv- satiefving 1]. ie.. for all £ € H, É т as.. then 
pau. 

It js easy to gee that if the essential supremum бї H exists, il inust be 
unique up te a P-null set, We denote it by ers supeen E or escsup H- 

Reversing the ryrubols of inequality in 1) and d), we nhtuin the det- 
nin of esscniie!l infime The essential intimum of H. in denoted ћу 
es infe £ or eaa inf H. 


The Dllowing theorem indicates that the esential supremnm aud in- 


fimum of a non-empty family of г-м. always exist. 


1.13 Thear. Let H be a non-empty famiy of nw- Then fh 
валет supremum (resp. infimum) olways eziata, and here are ui mos 
в denumerable number of elements (£,] of Pt such that 


esssup M = VE, | mp. asint = Á Én). 


Moreover, i H is closed under the operation V (resp. A), ihe seguencc 
En] nan be chosen being monotone mereasing (reap. decreasing) 

Proof. We only dicum: the cane of essential &upresuuna. The second 
conclusion is easy. In order to show the frat conclusion. we тову assnme 
all elementa in M to be uniformly bounded. Otherwise, we may ronxidler 
H = [arsan£: £ £ H} instead. Purthermore, we ran gseume that H is 
elid under the operation V, Aj this Lune, let [En] C H he a monotongk 
increasing sequence such that 


lim E£[£,] = mp ElE:. 


Tut — £g. and we sre going to show that трів the essential supremum ut 
H. To ihis end. one needs to verify the two conditions in Definitioa 1.17. 
Condition ii) holds trivially, and only condition i] needa tú ін: verified. 
Let £ E H. Put 
En = Éa V É. 
Theu (£^] C T is monotone imepessing, and lima б, — 9 v £. We have 
E[n v £] = im Eféz] = aup EK] = El. 
1L € 


Because р Ё 2 m, Lhe abowe imequality meus w v Е = jas ie 1р Š 
я.н.. Condition 1) is established. O 
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1.14 Remark. Let (13, J£, P) be a probability spam. Assume C C F, 
zd Ü gs nen-emasty, Fut 
Hh = [Ic : СЕС. 
According to Theorem 1.63, there ix ((7,) C C mech that 


"ues = y le, = ®ввзир%, 


1j Ca is cnlled the тн] spram of C, and ia dennted by esenp C. 
IE 
Similarly, there is [13] C E such that 


= f = ыы зт" H 
Дүр, А Ih Dur FI. 


[] Ds ів called the :zsaznépal infirmum of C, and ip denoted by easint C. 
п 

The way tr prime the елни af essential suprema in "heure 1.13 
1% alan a uneful technique, we will use it ever and agem п this book. 


84. The teneraliz&ticu of Conditional Expectation 


1.15 Definition. Let (12, £F, Ру be a probability apa, S be a auboc- 
field of F. А r.v. Š ig caller] a-in£egruble wiih respect to (sbbrewviatesl as 
wrt) G, i there exist ih € G, 34, T Ub aa. U such that each Eln. is 
integrable. 


1.16 Theorem. 1) [m order Por a ru. Ё фп be тргне wri. G H 
is necessary and sufficient hat there exzsl a C-measuraMe Arile rt n> Ú 
q.s. such ihu £m 18 mmitograbfr. 

z] Lel E be ou ros Jf there eritis (бы) C G such that | |{т = ЇЇ a.s. 
and each Eln, ia r-integrnble Writ. G, thon E itself is g-integrable шт, 
g. 

Prouf. 1) The sullicieney ів obvious (one can take Пл = [nr = Hh, we 
show the necesmty Let £ be g-integrable wrt, 4. Theu there exists 
[Hel C G nich that 92, | U: and each ЁЛ, is miegrable, Sel 

gu 1 
15 er жЕ ЫЛ m 
LL is casy LO mem that y > ЇЇ 1м J-measursble, aud £y is micgrable. 


1! IF necessary, one can тарњ Di, by П UR Jy £o make £s 1 t, 
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2) From 1) фот ead ri there exints а C measurable finite r. 54 > D 


as. much that 15, із integrable, Set 
en 7 ^l 
s= 2 20 + Е ы Тс} 
Таси n > f as, m € ©, апа £n is integrable. Again by 1] we conclude 


Шат £ in &-integrable w.r-t- G. O 


Ia, 


It ia wall known that ior ery nomn-negative т.ж. £ опе ean define сеце 
ditional expectation E [£|] í eet EEIE] = huy, ElE Am|G] as}. Prrwever. 
even if £ опу Lakes finite values, [| | may be +оо on @ set with pusi- 
tive probability. It is not difficult to prove that for я non-negative г.у. б, 
EJS" in as. finite if and only if £ із c-integrable w 7.1. ©- 


1.17 Theorem. Let be art, -iniegrabie vri G. Sel 
c={å eg: ЕА] < +оо}. 
Then therz etiaia а unigue [up to a nuil set) rea! re 9 EG such Hun For 
ang À € C, | | 
ЕГА! 一 Efa] 73) 

y is calli he conditional expeciatzon aj É given G, and is denoted by 
E[£|5]. | 

Proof. Without loss of gencrality, we may assume E dn he nan-negative. 
Suppose Lhat fn € C, fn [ ft and each Elo, ік integrable- Set 

qa = Б In, 8). 
Then цараа, = Wa B-s.. "a T 9 ms where ri is a G-measurable real к... 
Por A E C we have 
ЕТА) = Тит a£n,] = im (ај = Ена], 

ic, [17.1) holds. By (17.1), Tin ів the conditional expectation of £ in, 
given G. Henc, 1р із determined uniquely up të a mill set. O 

Ав mentioned above, EIEIO < ce as- (ie. BEHIA < ce and 
于 区 -他 ] < oo as) i£ aad only if £ is g-imwgrable wrt. G. ln thia 
cau, {һе conditional expretation Ег |0] defined in Theorem 1.27 is just 

кд] — Е 181. 
The properties of conditivual expectations of integrable rx. are well- 


known. These properties remain true for conditional expectations al g- 
integrahle r.v.. Below we list then, and maby give the proof fer zmoothing 
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properti. The рга far nthera may be priveeded the same ав in the cage 
nt integrable r.v.. 


1.18 Theorem. Let & amd m be {шө rt., o-integrablc ur. Q. 
1] Fer aH reu a und b, вй + bq ta табет ur. G, aza 


Elat pg] — aElg|G] + БЕ] we. 
2) I£ iq n, then EEG) £ BEG) аз. 


1.19 Theorem. Let rv. £a > D, n> 1, be a-integraMe wrt. G. 
1) If En 1 £, thzn £ is с-нт Ме wri G if and amiy 57 im, Eleg! 


ome sc. im {Кїз casa, we haue 
Ед] = Bm ЕС] a-s.. 
2) If lim, £4 is m-integruMe wrt G, then 
tim ЕЛ] > Еш] os. 


1.20 Thenrer. Syppose ra, És ais гапгетде фо q ru, E, and Por 
пой т, |En] © 9 td, wher: ту sa m d-meusurable real r.w.. Then 


ЕП —{ С] — 0 аз. 


1.21 Theorem. Fat é be aro, т-а wri G, und m беп 

g-mensurable real r... Then Ey da r-Tntegrahle wri. Q, and 
ERn|s] = т С] as. (21.1) 

Proot. Антпе Arn Е G, А„ ` Ü, and each fa, is integrable. Set 
Ha = [nl € я]. Then B. EG and R. | í. Put Oa = Aa 8,. Then 
Пл € E, Da 10, and euch nip, is integrable. Hence, £r) is c-iuterrahle 
wd. G. We have (le (17.1) 

ЕЕ Кы = Elinin, |G] = min, EEI] sa. 

121.1) каа O 


1.22 "Theorem. Let H and G be bun sub-c-Rehlr of F, and G — MN. 


Tf E is orc. m-dulégrabie wri @ [m-mtegrabe wri H dhereby) then 
EJH] i e-inkegrahle wr. G. and 


Egg] = ЕТА] a.s. (22.1) 
where ВЕГА] i the abbrematien of E[E[£ НО. 
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Proof. Supe that Sin € G, Бы T ЇЇ and euch Efn, 18 integrable. 
From [17.1] we know that Jg, ЕЕ) is integrable, theu ERIH] is o- 
integrable vrt. G. Using emoothiug properües of ordinary conditional 
expechabuon, we have 

ЕЕ, 18] = ЕЕН) as. 
Hence. (by (21.1)] we obtain 
0], = ЕЕ, 10] = Еа. 161 = Elin, EIE НО] 
- ЕЕ, ах. 
[221] follows. O 
The following theuzemn will be used constantly m this buck. 


1.23 Theorem. Let be à ru, und А Е Ў. Assume ihai Ela 15 
m-integrable wrt. ©, Put 
g = a[A CG : € E GH- 
Then Ela ія a-integrable wri G', and 
E[£T|g] = E[£14|6"] fL... (23.11 


Proof. lt is trivial that ЕТА IF c-integrabic т.г. g. From Theorem 
1.21 wc have 
E[£r4|g]— Eitfa|s)IA ав. 


Henw, we can take E [e TF] Є С. Since G' c G, fom Theorem 1.22 we 
have 
EEG, = Е[ ТАШ] = ЕТА ак. c D 


Remark. 1 Е із integrable, then for any А £ 9 we hare 
Elgg = E[flg/A 


Moreover, if two sub-o-ñelds бү and G; patisfy Gi 7 А = б A and 
A € бу nGa, then fur any integrable г.®.{ 


Ega = F[£|S |a ағ. 
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jh. Analytic Sete and Chequet Capacity 


In this paragraph we introduce the concept of analytic aets and their 
elementary properries. By means of Chequet capacity we ahow that f£ 
analytic веб i] а measurable apar {1 F} ate universally measrahle. 
Thess are prerequisites for section sheoreins in. Chapter IV. 


1.24 DheHnxtina. Let E be a set, E be a class on E. ЇЇ £ contains 


empty set й, we call Ё а paving on. E, and the ordered pair (E Е] a paved 
aet, 


1.25 Definition, Let (F, F} bo à paved aet and A be & subset of F. 
A is called F-enalytie, if there exista a compact metriaside space E und a 
aubset E uf F x E belonging to [А [Бү snch that A із the prajeetion 
af Е onto F, where АТА) is the paving consisting of all compact subsets 
Е, 

The ciasa of all F-analytic nets ia denoted by А}. Immediately from 
the de&niticm we kuow thut i£ A c ALF} then them exists Л € fy such 
Lhat A C B. In paricular, F £ ALF] i£ and enly if F £ ЖЛ. 


1.28 Theorem. Let(F. F] be m pared set. Then 

di E c AU). 

2) ACE] is closed under cowntable unions und micrientions. 

Proof. 1) i upparent. We show 2). Let [Ал] C А). Aeenrding 
ze the deürution, for each ть taere exists s conupaci uelrizaLde space E, 
and B. = iF 5 КСЕ. Yee such tbet An is the projection of E, unte F. 
Dente by E tbe product topological spare [Т En. und by т the projection 
inapprny пиш 2' х E onto F. Fut 

Cr = Hx П En- 

We lawr: 


MAn = ЛЫТ 一 nil 1C). (26.1) 


Put E, = [] Sne where dor each k. Бу £ [Z S El Enhe- Since Hays 
k 
x Tign Ел Е LF m КАКА}. we have (2, = [7 € ELE). ын С € 


п 
LF @ CLE) Jas. Ts folloma from (96.1) that Fh, An E ДТ], ke, ALF) is 
rloaed wnder countable intersectiona. 


E 
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Now denote by E the one-yarint conmactificetion of the sum topological 
space 35, En, and identify 57.0 x En) with Fx (9, Ea). Then 
ua Bal = U A... [26.27 
Since V, Бк € (FE KE]. we have 
У В, = S BS - (E Baa € [Ea 


and LJ, 4. = АҒ) bv [26.2], ie， AG) is closed uuder couutahle uniona. 
n 


1.27 Theorem. Let (EF) amd (F, 7) be бша paved sels, and {F x 
EF s E) be the product. Then 
АСТРА) c ACF e E). [27.11 
Proof. Let À € AE) and R ë АР). Take ñi € Ё and B, C Z Buch 
that А C AL Ë C Ë. It is ваву to see that FOA ë АШ & EJ. It 
ollows From Theorem 1.26 that 
F, Q AIE) C (Z 0 А) C АШ GE). 
Similarly we have ALF) EEn С ACT em £). Finally we obtain 
BxA-GB x ANE x A) 8 АЛЫЕ). ú 


1.28 Theorem. Let (F, X be a paved aet, and E be à compact metri 
zable арте. Then for enek А € AU GK[E)), the mojeckhon A of A ont» 
l - Руіс. 
й eng w exists a compact metrizable spuce G nnd A' C (F 
KEY $ КП such that A' i the projection of А” onto F x E. But 
F x G is a compact zuetrizable spare, Ki E) СУС ACE x C and А 
is the projection of A" umo F- By the deÉnition wc have А Є А7]. О 


1.20 Theorem. Let [F.J] be a paved set, and G be a pawing on F 
such that £F CU C АШ). Then 
ALF) = ALG} = AAF N. (29.1) 
Proaf Let А € ALAF y Them exists п compact metrizable space E 
and A к (АС) a K(El)ga such that А is the projection ul А! anta. F. 
Fror [27.1] wc Lave 


ACF) e CE) C ALT) m AE) C ALT АЕ). 
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Hence, A € AF & KL EJ). Tt follows irom Teorem 1.28 that A E А7). 


Lea. АДС АГУ). I is trivial that ALEYO AGI c ААС). Henc, 
(29.1] bads. O 


1.30 Theorem. Let {F F) be q poved set, А be a subset of Ё, and 
ХПА =4БВПА: Бє F}. Then 


AUF noa) = АПА, СИРІ) 
where FN A P considered as ë рашты on А. 

Proof. Let € = ALEN A). There exists А corpset metriable space E 
aad £* c (( nA) КЇЛ sach that C is tbe жонеп of C" onto A, 
FurLheriare, there exists C" € (FK E))as such that C = LA ENOC. 
Нерсе, C = An TiC] € A(F) n A, chere w is the projection. From 
F x E ошо F. This mana ДЇЎ c A] c ALN A. Conversely, let E € 
АР). There exists a compart metrizable space E and B' = ЫК (Кү 
such that B = wtBY, Sin (A x E) B' £ IFN A BELEN and 
AD B — ЦА х E] ri B'), we have ANB € А( п Ау, The means 
ALFI A C AFO A Hence, (30.1) boda. O 


1.31 Theorem. Letif, F) be n paued sed. Then a( FY C. ALF) if and 
only if for ang AEF, A £ А). 
Proof. 'Thn necessity ін trivial. We show the gufficieney. Put 


G = [A€ AF): A E AF]: 
We hawe F C pg. t iB a olield (by Theorem 1-20], Then 
Tce C AF). п 


1.82 Théerem. Lei (Iz. F} be u measurable space, 5 = ВПП), С = 
КК), F x E hc the product т-Де оп {} x И. Then 

1} B C ACC), AC] = A(K), 

28 РХВЕСАР ФА) = AF x B), 

3] for any A c ALF К}, the progeetien nf À onto 1 is F-analytic. 

Proof 1) Let е K. Tt is wel-kuowo that А = Ку C ALK]. 
Because rt) = B, wc пус А, C BR C ARY (by Theorem 1.31). Iene, 
ALE) = АСС) (hy Theorem 1.22). 

2] Та: BEFAL We see that H^ £ (F p K), C ACE ug К! Бїпсє 
gif S Kl = F x B, we have F g XK. C F x É C AFGE) (bv Theorem 
1.31]. Hence, 407 x E) = АС @ K) (hy Theorem 1.29). 
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3) Take (Нь) C K auch that LJ A, = R ieg En = [—n. н]. For each 

n we have (by Theorem 1.40} 
ACF e K)nin x K.) = АШ 9 Куп > KE] 
= АЙЯ {Кї ASI) 

Since Kn it a compact metric spare, K( Ag) = АП Кы. A€ AF ШК). 
the projection of (1? x К.) А onto £1 is F-analytic [by Pisumn 1.28]. 
Noticing A = UN x Ж.) N AJ. the projection of À mito f is also F 
analvtie. — C 

Remark. In Theorem 1.22 Т can be replaced br any lucally camnpact 
Haundorff topological space with countable һам. 

Now wr turn to define Chequet. easscity. 


1.33 Definition. Let (F, F) be a paved sect, where Z ia elod under 
tha formation of finite union and intergectson, Ап extended real ied 
set function I, defined for all subsets of F, is miled в Choquet F -capariiy 
un Е, ü f bas the Following properties: 

1) Í ів increasing: 


Ас R = dA) = ДН). (33.1) 

ji) I is continuous from the below: 
Aa | A = ЦА) = sup TUA) (33.3) 

j) У ig continuous in F from the above; 

An € F, An | À S ҚА) = int An). (33.3) 

А set A is called F-rapacstantfe, i 
ГА] = mp IH. (13.4) 

БЕР. РСА 


1.34 Lemma. Ect T be а Choquet F.capaciir on F. Then cach ele- 


meni ef Fog ts l-eapacitahle. 
Proof. Let À € Fop IE ҢА) = 一 人 then T(W) = -œb € F. (33.4) 
holds, i.e, A ia capacitable. Now assume ILA) > —ov. We have 


A= [А Á, E Fo. n > 1. 
m=] 


Аһ = UU Anm Anm É Z, тп > 1, 


maj 
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Sinee F ач closed under the formation of nite union, we may assume that 
for each т fixed, [An mm is an merensing sequence. In order to show 
(35.4), i кый сев to prove: for soy a < IA) (етс cxista B £ Ta BCA 
such that I[B) > a. 
Asame а < KAJ From (33.2) we harr 
I(A) = HAN Ауу = aun, FÉA D Aus. 

There exists an integer m such that HAN Alm, > a. Then 
ҚАПА) = (Аг Ara Аз) = spy RAN Aya C Apa) > a, 
{шы there exists another Leger zm such that ДА P134, Г1 Asa] > a. 
Repeating the same argument we obtain a sequence of iniexers male» 
auch that for cach k = 1 we haye | 

п а> 
Put В. = П Apm B = [| Бш. It follows from (33.1) tbat ГЇН] > w, 


k=l T=1 
Ол the other hand, Hn € F, E, | Н,Н £ Fs, from (33.3) we вее that 
5) = inf, ҚА р> u, Since Ba C An we pet ПСА, BH 


The Біт, theorem is called rihaqauet's theorem. 


1.35 Theorem. het I be a Choquet F -caparity on F. Then ench 
A € .A(F) da f -capamttahble, 

Prwf Let А Е А[#]. There exists a compact metrizable space Е 
and E c (T m КҮК ш such that лён) = A, whare т is the pru jection 
mapping йош Fx E ento F. Let H be the paving conzisting of all sets 
of the fimi Uf- Ak Ак € Z m K(E).n 2 1. It in esay ta see (hat H im 
closed under the formatiun of finite union, amd Hag = (Уф X КҮ». For 
each H C Fox E deüne 

JH) = Hirt H3). 
We are going to sbow that J ja a Choquet H-capacity on Fx E. Obviously, 
J satusfies properties i) and i1) in Definition 1.33. It remains to verify 
property ш). 

Let H = |J (D x бы) E H, whaw DX E F Oy к K(E). Fa 
ewh те т{Н\ү, we have (Iz) x E) H = {a} x C, wher C Z W, anl 
C = еседь Ux € KLEJ Now saume that (En) C H ia н decreasing 
sciquence of seta, and z € PI (Bs). Fer each n there exists (7, € X E] 
such that 

({т} E)N B, = [s] x €. 
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Since (Ea) is decreasing, #0 i& {С}. Each C, їн а nnn-emmpty eompart set 
uf E, therefore [1, Cn 天 B. Нети» 
Ща} x E) D 1 B.) = {7} х nc, +M, 
іе, т € "ifi, Зь). This means Dari Н.) C wil Hal- The reverse 
iraplication alwaya halds. Thus. 
站 rp] = жі 8). [35.1] 


Since 118.) € Z, zi]. by [33.3] we have 
хпв ré. = HQ rU 


= inf, Tiri 284] = ілі, H Enh 
Le, property ш) in Definition 1.33 hohle far J. Hence, J & à Cheque 


H-capacity on F x E. 
Since [f c Hap from Lemma 1.34 we know that H in J-capacitable. 


But fom (25.1; we sec ihat C £ Ha = x[C€] £ Fs- Hence 
HMA)2J(Bj- sup  J(Cj— вур Hce ap ДР). 
ceM CENH СЕМА. E DrnEPEPFRÀA 


ILA) = зурга. АДР] që trivial. Thus 
ҢАу= mp HD). 
НЕР DZA 


This means A is F-capaeitable. U 
As an important application of Choquets thenzczn, we will show thuat 
all F-analytic sets in н measursbie зраз: (flf) arc universally лежи 


rable, 
Let (00, Z) be a meaaurable space, and P be the rnllectinn of all proba- 


bility measures on (ft, A} For each P £ P, denote hy F Р the rampletitm 
ab. waa P. Га 
R2. 
Pep 

T L: called the vnioeraal completion of F, the elementa in X are called 
universally va easurablé acta. 

Obviguely. X = Z. Beside, if 7 18 comple w.r-t. а certain prabahii- 
ity measure F, Lhen £ = р. 


L38 Theorem. Let [52,73 be п measurable space. Then 
ACE) c Z = A(2). 
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Prouf. Let P c T. Define 
I Á — m F Б ҮР 
( ) mU [ }, А - ft. 


It is casy to verify that / i a Chnquet F-capacity og U, By Chpquet'n 
(налеш, For each A c ALF) we have (noting Fg = F} 


А) = sup  I(H). 
ПЕҒ,ВсА 


Thus 4 E ZP. Because P £ P ia arbi т 
- arbitrary, А € Z. This me А 
A. Therghere "e have š Hs АПШ) c 


£ c AG c £ = £, 


Hence. 42) = £. o 


$6. Lebesgue-Stieltjes Integrals 


1.37 Lemma. Let alt) be o non-negative righi-corniimucus incmeasing 
гелів real-valued) function on Rp. Set 


c(t) = фа: afs] > E], tg RG. (17.1) 


Then 00) їз a non-negative элу increasing fanctien on F. 
and sz eulled the rzght-inuerse funcion af alt). Fort € Ry, c(t) < ос if 
and oriy FE =< оос) = Jimy , e(t). Set | 


uli] = wit—} = lim als), É > d, 
c(i} = п) = Bra (я) = inf[z : afa) z t] = sup[= : ata) < th £2 Ü, 
ejü—) =a(0),  c(ü—) = се). 
Them we hase 


aie- [0] S a-[elt)) S & t E Rg, (37.2) 


und 
a(cttYY 2 efe (2) Z b f ооо}. (37.3) 
in particular, if G i$ continuas, then fer all ! Z alog} we have 


acti) = a(e- i0) = t. 
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A: iusi, the relation betwean oft) and alt) is күлтигдвЇгїс, 1... alf} м Hie 
rjghi-inverse function of eit): 
may) = inf[t :city > a); s € FE. [49.4] 
Hesydrs, we awe 
пія) = supi : {t} E я}, s E F. [37.51 
Pront Left to readers йз an exercise. O 
The follwing lemma із called Lebesgue's lemma. L reduces Lebesgue- 


Stieltjes integrale w.r.l. а сета increasing ѓелон to ordinary Lebesgue 
integrals. It will be used in Chapter V. 


1.38 Lomme. Lei a(f] be a non-negütive right-condirtizots inrrpastng 
ren! Function, and fH) be a bounded or non-negative Horel function. Then 


[rom = f, es (38.1) 
JL, Imm f, eme entes (за) 


where eif) ss defined by (37.1). (By ronvention 1 Mata) = Fiati). 
Proof. Assume fit) = Doli Е Ep. From (37.5) we have 


} f(s)da[s) = afu) = eupts : cte) < ш} = f, Tee 


= f|. fete (ays, 
je., (38.1) holds for such f- Using the mureotone cless theorcun (Theorem 
1.4), (38.1) ajda for any bounded or non-negative Bored Function f. At 
last, the set {a : cls} Z са) is яй most countable, (38.2) {са from 
[£i 2 

The Фоче emma in the furmula ot inLegrstiam hy parta for Lebi- 
guc-Stialtjes integrals, 

1.3% Lemma. Let АЕ) end gli} be bno vight-ronttnuona functions 
with finte nariation on FU, (i.c, whieh сот be representer as the difference 


af fun non-negative right-contimuous increasing reni funnfioniz]. Ther јот 
(J < n =< h = += 


b b | 
[уЬу = Лада) + А Хз) (я) + Í gís—)df s) (39.1) 
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[By conventon b ааз) = Ja Га) да} 


Proof. We hive 
(4) poo- Pen o f Í сун 
j Jab] [uH] 
- dfizktaty) + diza 
/ / ' f / NL 


= Гану) fats Гара a 
$ А Í a f тз 
= f, Иш) - айд) + f lolz-) – вт) 


h È 
- f ГА) + z s(z—)dfizi — Ану) — stal] 
- а – Яа. 
(38.1) нич immediately, O 


The forinuls (40.1) in the Fillowi i 
шы. Hnwing thenrem is called &untta- Wutanmbe 


1.40 L 
Nr oir Lei git) be n righi-centinunus Function wilh finite 
ат А, bit] and cff) be wo non-negative right-rentinuonus in 


erensing functions on Ra. JF OH = wi г 07), and dor at ü < a < 


Ë < +e, 
lett) — aa < ү — Ma) Ie ea, 
ien for amy Herel functions f and й on Н, 
J. elisa s Cf. Pasa Д. азу, 


| | [40.1] 
Proof. We will use the following elementary fact: let х,у. г be three 


real mimbers and > > Ü. z > D. sh : 
z U. z > D. theu Wer all т: : 2 š 
š and onte M [y] т r гапа А, A*r +H As +z >й 


Put шщ = fr 4 |do(s]i + ME) + elf), and u = w ET 
lur з given rational À set "a A d 
vt = АЗЫ) + 2Xa(t) + ett). 

Йу the ass 11 i 
umption aud the aboyementimed elementary fact we know that 
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y ja a Don-uegative 1ight-vontinunug increasing Prnclion on W. Hence: 


+ 一 ATE а Зла > Ü. diese. 40.2) 
u 


Biper (Q 记 countable, (40.21 hokis far all X £ Q, Again using the above- 
mentioned clementary fact, we орип 

la x vie, Mat 20.3} 
Mow [or алу two Borel Tunetiong f and ç on Mp, by using Schivarz ineqna- 
Шу sud (40.3) wc have 


| = ата) 
Д.о = {нее онно) 


<f Arie ahanta) 
< СА О 


= (Í у Cj. gadet) ^. n 


Problems and Complements 


L1 Lei bea clas vu 0. АС) and етіс) be the Aclass and monotone 
clus generated by C respertivcly, Then 

1) MC) = o(C) if and only if 

А,Б o= АНє АС), 
J| re) 一 5(C) if and ошу it 
Ae n = Ае тС): A, 8 C = AB e mic). 

1.2 Let M be a famiy of real (гер, bounded) functions ou fi. Then 
Lhere exists а т-Баш) F on fi much that H ia the et ui al real 
(resp. bounded) measurable functions on (7, F) if and ошу if the following 
conditions are satisfied: 

DH isa lincar зпаге, 


1 1 É H, 


ipm = fs t Z. (fay c. Jf is areal (resp bounded) function = f £ M. 


iy) f. g £ N = f nn Ë H. 


«ыі иет 了 Drelhaninarsxs 


1.3 Let H be à family e£ bounded Functions оп П Eatistying the 
following conditions: 

ij H із a linkar space, 

ñ] ! ë H, 

шро K f C Н. Гав шині = f =£ H. 

Let € be a sub-faunlby of T, stable umder the rmultiplicatipn, Then + 
contains all e( f ; f £ Cimeasurable bounded funt tis. 

1.4 Let {Fi iter be a family of measurable spaces, For each i € 
T. f. in à mapping from f! to. E- [Fa is a ot fi € P)I-measurable (resp. 
extended] real алка on 13, then thera exists a eountghlile abast J cf 7 
and a measurable (resp. extended) real function h on (=. [Tic r£? 
auch that 4» = Ао рр, wher- fj iz the mapping rom 13 to [lie E; elebo 
as fa) = (Рае. 

1.5 Let ifl, F. P) be a probability space, and G 5c a sub-g-ficld of 
F. Let (E, £] be a megsurüble spans, ё be an E-valued G-megantable r.v., 
And fiw) be an F ox £anemsmrable baninded function. Denote 

fp = шт), o sew)». 
Then there exists а G x атага" bounded function (ш, ж such thal 

1) for al те E, „| {ш] = Ао, x) as. 

i) Еа |02) 一 Aur, ilw] ав. 

1.8 Let H be a umiformily integrable family of rv. on a probability 
spare (1,2, P). Then the rlosed convex hull of H in. LUDE, Р} is alan 
uniformly mtegrahle. 

L.T Lel (р 5e ú sequence of antegrable rw. mul esame Éy HE, Ё. 
Ela] — EE] = x. Ther En] 35 uniformly inteyralde aud [|6 — £|] — 
J. 

1.8 Let (£,] be a šugueree of uniformly tuteyrable r.v.. Theu 


z 1 
lim Ef m Il] = 0. 


1.8 Let (ft, Fi Pay i € T, be a amily of probability 3paces, and 
É, € EH, J, Ру}. In order that i£i];er be à unibaly integrable family 
jt 19 neneasary and sufficient that. there exist à nam negative Borel function 
Cr) on A, such that 

i) йт, SI = aene, 

ji) sup;e ВИСТЕ. < +>. 


Prolbleras and Cuinplementa ш 


1.10 Let (n, F, P) be a probability space. G be a nub-s-held of F, 
and А £ F. Then 
1) [Еа] > t = epsinl [B € G ; B > AT. 
2 [ЕГА] = 1] = esseup(B € G; B C AJ. | 
1.11 Jet [£,) be a sequence of гл. on (i). Т.Р]. Define 
alim En — essinf(g € 7: lima Р > my = 0}. 
аш ба — wa eup € 2: tim, P [Éa < n) = ñ). 


Then __ 

1) lim, Sa = в Yir Ën = Alimntn * liri En ALB. 

2) Èn JE += slim, = siga fa = £ As. 
where É Їн a real T.v.. 

1.12 Suppose thet H C L'i F, Р) gatixfies inf Ё, € H] > —гпе. 
Then the following kseartiong Wr equivalent: 

1) Бев) = iu ( E[£].£ € 77]. 

2) ess int ів integrable, and fur each sub-a-ficld Q ot F 

E [een int HIG] = een int ЕЕЕ. ЕЧ 
3j For any fı, £g € H and F > Ü, there exists És € M Eurh that 
E[(£a — £i V Sp) ] = =- 

1.18 [at £ be a real r.v. on (11, F, P), and G be a a3ub-a-field of F. 
Let plr] be & real omver function, Ii both £ and pit} are m-integrable 
wrt Ẹ, Меп 

AUBE] = Бә |$]. s-a- 
This ja Jensen's їшї. 

1.14 Letí£,] be u seqguecuce of г.у, on (1, F, P), and 9 be à sub-a- 
Reli of F. Ш fur any s > 0 there exis d Gg-mcasurable irita positiva r v. 
п auth that 

ees вир ЕЕ. ce 18] < £ ax. 


[in this саде, (£4) i called cnmditionallg wnifarmlg integreble ginem GJ 
then 
Elim 6.40] < tim Bll = i [6446] < Elm |8]. 
In rarticular, if (£4] is uniformly integrable, then 
Elm £,] < lim E[£,.] < Bu Е) < Efim]. 
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1.15 Let {FF} and (С, 0) be two paved sets, and f ben mapping 

fton F mto С such that f ` (03 C ALF). Then 
f (AQ) c AC). 

1.00 Let (FL) be a paved set, and У be а Choquet сарыл mm 

F. Then $ is alu: a Choquet #„-сърасїсү on F. 
| 1.17 Let aft) be a om-negative rea] rigbt-cootinyous incremüng func- 

tion пп ү, and cit) be its right-inverse finetion. Then 

1) e(2) is mirictly increaniug on [0, a[oa)[ if and only if a(0) = 0 and 
att: iB continuous on f. In this rase, we have n[cít]) = 8, t aioa]. 


2) ctt) is vontinuous on [D e(oc)| if a(tY is ntrictly intening on. FL. 
Ln tm case, we have са) = t, LE R. 


1.18 Let ali) be a nom negative real ermtiuuvus increasitg, function 
on R. Then for any nou-negative Bored function fir) on [e (0, e (ox) [ we 


have 
=з) 
[адаы = [77 дош. 


1.19 Let f Беа non-uegative Borcl functin ot: F, and locally in- 
grahle. i.e integrable on any finite interval. Sat 
a[t) = Í “side, t >й. 
Let e(£) be the right-inverse fonction of cft). Denote 
A = ft: FH = 0L, B = £t dt € A]. 
Then the Lebengue mensure of Е ів equal to лего. 


1.20 Let olt} and bii) be two non-negative real right-contimuaus in- 
vrenming Липенка on ЁЁ ү, and БЃ) > 0. Then for t > 0 wc have 


ай} aM уа) абау) 
bit) — MO) Ju bt—) Ja Б] 





Chapter ЇЇ 
Classical Martingale Theory 


1 \ tlw- 
In this chapter we present the majut re=snlts of classical wartinpale 


: ing inequality, Doob's inegnality. 
ons dictis тее mE аг Dons stopping 
a ea the discrete time cone in 81 4, and the continunss 
theorem. We ou der to deepen readers" understanding we illustrate 
ud T ined sir cas ak times. In 86 an introduction tu processes 
лан PYA 


with independent increments iB given. 


$1. Elementary Inequalities 


ility 
1 i ded cn а fixed. probabi 

i discussjons are procee 3 pros 

"o M. m á we suppres in addition that an ipereasimg s£- 
š 1 H ` Ë ` | N 

quruse of suh-z-Belda8 (F, Е №) 19 given: for 244 n c 


„С Tua 1- " 
¿Itti : 1 simply bs 
We call (Fan € M) or [Ж] а fitrati. 15 can be denote Г 
F or (Р). Unually, we denote 
= F Zx. 
Jos à " | 
А eme of real rw- {Жыт E IW) or LN, azu ie old a skochastic 
seguem m] rw- " 


emu i ili еті" 
aner and is also denoted simply by X or ( X4]. А мадан жа 
x (s) > ів called. E- adapied, it for each n, X, ig J,-menasur 


1 DeBni&ion. Аш F-adapied stochastic sequence [Xam E NIS 
| d чь: _ 
called an F martingale (resp. F- supermartingale, resp, F 


suclberariin gale]- 
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iE т each m 2 0, X, is integrable nnd 
ЕХ] = Xn (resp. = X, resp. > XA) as. 
[n this case, For all m Z= mom], 
E[X&4|£.] = X, inp. € X,, Tesp. 2 X, ma, 
EXm = EAn (rep. x EAn resp. > EX,). 


The term “martingale” ів originated [гог a French scronym dur Lie 
gambling strategy of doubling one's bets until a win is secure]. Let X, 
be a gamblers fortuten аё tine m. The martingale property means that 
ihe gambler'a average furtune or the next айй їн just his current fortune. 
Henre, the game is fair, Їп fact, the class of martingale aequencrea із one 
of the most important types of stochastic sequenocs aml 
modern probalility theory anc statistics. 

Гог а stochastic scqueuce X = (X4, E IN) net. 


F'(X) = (tX), E N). Р(Х) = а(х, Xi... ХА ne N. 


Obviously. F'(X) is a filtration, and is called the лага fillration of X. 
It sa alao the smallest filtration, wrt. which X ia adapted. 

Ev the smoothing Property of condilional expectation, any F'amartig- 
gale (resp. — F-supermartiugnle, геғр. F-eubmartingale] is also à mar. 
Мн ае (зер. supcrmartingale, resp. submartinggle] wrt, itu natural 
filtration. 

Since Ehe Bltration F ig fixed. in the following discussions, for con- 
vemienee we often emit the suffix *F.". Ene examples, un F'ruartingale 


Is simply called a martingale, ап adapted sequence means an F'-adapted 
UENTA. 


imdiapensable fur 


From the definition we sec that if X = [ X4) is д supermaztingale (resp. 
subimartingale), then — X = 1—3) is a submartingale (resp. Superraar- 
lingale). À воспа sequence is a martingale if and ny if it is bath à 
Pupezmartingale amd a aubarartingale. 

In the following we give some examples uf martinpgales, supermartin- 
giles and aubmartinwules, Headers can check them dirertly, 


2.2 Examples, 1) Let £ be an integrable rv.. Put X, = EEF]. 
Then [Xa] IS н martingale. 


2) Let {Ёл} be an adapted sequence of integrable г... For cach fe > 
DU. £444 is independent of A. (Consequently, (£,) are independent] Ш for 


at 
Bl Elem<ntary Ineq паі нен й 

= 3 imne № 
cach n > 1. E|£..] = t | resp. = ü, тер. > U, then [Xn 225 ТР ) 


ja a martingale (resp. supermartingale, resp. gubmar'ingale) | 
З) Let (£n) be ап adapter sequenec of integrable non-negative г... For 
(t. (E, ak 
each n 2 £444 is independent of Fa. ТЕ [or each v > 1, El, í 


ы Li 
= Yi martingale (reap. 
resp.X 1. квр. > 1). then [Xn Пё." € Nja 
i ingak}. 
snpermartingale. rep. eubmartanga | 
4) (The generalization of 21). Let (£,) be ап adapted тири 
integrable r.v.. ТЕ for each = = 0, Eji Fn] = П {тевр. Z Ü, гар. ОП), 
then (X. = x Ei € №) 18 а mertingale (resp. aupirmartingale, resp. 
n 1 
=й 
abianartingale). Е | 
H 3 Moy be an ikd. (be, independent identicallv distributed] sire 
FL 
chastic sequence, and 
Рі = 1) = р. Plto= -1) = ú=1- р epl. 


Pul 
З. = 560. А = |= х Еа 
is & ", 


Then (Xn) is a martingale w.r.t. ite natural tltratiou, 


2.3 Theorem. 1) Dei X = (X4) and Y = (Ya) be two зална 
(ттар. supermartingales). Then X Y = (An +Y.) із а mantingale (resp. 
supermartingale), and X ^Y = (X, ^ Y.) їл a supermariingale, 

2] Let X = (Хь) be e типтїї ШЕ [resp. submnarsingale), ond Mw 
Font ona conver (remp. confintious sncreüastng conver) function on R. Hf 
each FUNAY ds miegrable, then ДХ) = [fL X, Y is à subrhartmgales, 

Proof. 1) is evident, We show 21. On the one hand, we hurt 

ICM = КЕ|Ха+ knl] (resp. = ЛЕХ. a "LE. ， (3.1) 
On the other hund, by Jensen inequality 
ЕХ а], < Elsa]. as ， (3.2) 


Combipiag (3.1) with (3.2) yields (РХ) wich is а eubmarbingale, D 


2.4 Corollary. 1) FLUX) is z eubmartingale, ag ta [X4]. Morenver. if 
fur а т, Жа dog A, $5 inéegruble, then [Xn Ing t An] dea aubrnnrirm quie. 
h = 


phere logt g= [log z Mp оі). 
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2) Let (XL) be a martingale or fenu-negalive сартты, gud À > 
L fe a cenatant, df for sach a, |[Xa|* zs infegmabde, then Xu de a 
subruariingule. 

Mow we start to anbrpduce tlc maximal inequality and uperoesing im- 
egualeky of inartingales. To this end, we need the concept of ntoppiug 
Turm. 


4.5 Definition. Ап A-valued raudu variable T ія called a Stepping 
time [F-simpping tme) or onlienal time, i£ For each z, [T = n] € Fn. or 
Cgnuivalently, бт each n. [T = n] € Fa- 

For а stopping time T put. 


#т{А= Fo: MEN, An[P =n] E Fn}: 
17 ів called the a- elf af eventa prior іо T. Obviously, 
т={ЛЕ Лы: Yace, An[T š qn] £ Fa} 


It is налу to see that a stapping time T ip JF r-measuralile. The ennstant 
tima T = m is a stopping time, and Fr 一 天 I T ina stopping tinie, 
then für eaol r z 1, T +u is alao a stopping time. 

Eu practice, ы filtraticu [Fn] describes the history of some random 
phenomenon, Fy representa the information ubeerved up to time n. The 
спагасіегізацоп of a stopping time T eonaiuts in that the ment "T has 
occurred up to time n" dependa only on the history up to time n, not пп 
any information of the fiiture. For instance, suppose that Жл represent 
the fortune of a gambler at time v, and Fa = ri Жи}. The gambler 
has the right to choose the time to step the gamble. But the decision 
wuther or not the gamble be stopped at time n must be determine] on the 
base ol Fh, Le., the information observed by him up ta time п. Obviously, 
al time v be does not know anyone of futares outcomes Anti Xyu42,77 
Hence, the time choeen by him to sop the gamble inust be a stopping 
nme. Thi is the reason why we nge the term *"utnpping rime" pr "npriona: 
time". The following: theorem offers a class of most useful and frequently 
encountered stopping times associated with stochaatic sequences, 


2.6 Theorem. Lei(X,.)..p be nm üdupted ядене seguenee, and 
ВЕН). Let 5 be a stopsing timc. Pui 
Tü) = inF[n : n 2 S) and Х.ш) E Hi, 
Teen T: п stopping time (iy convention inf = Ао). 


$61. Elementary Inequalities 3l 


In particular, T = infin z 0: Xn € BY із 2 stopping Hime, 
Proof. For each т. € IN 


=ne 0 {if n psc 99) c 81] е. 
k=Ll k=. a 
Hence Т is а stapmug time. O 


2.7 Example. Let us consider iudependent repeated trial. each of 
which айша two possible uuteormus, success or failure. Explicitdy, define 


1. if the mth trial succeeds, 
x. = | "nl. 


fü. df the m-th tris fails. 
Let [Fn] be the natural fliration ol tn]. Denote 
T, = іди > 1: X, —1], Ты = min Tua: Xa = 1] zl 
Then 7, is the waiting tune for n-th seresa, Since Ха) i Lid., it is 


not hand ta prove that (Tj, T2 — Тсс. Tn - Tai eo) is iid., and T) us 
distributed geumetrically. 


28 Theorem. et 和 man be an sdapied sfochastze seguence, E Е 
un J.4-nesurable regi T.v., und T be a stopping time, Put X. = E. and 


Xp] = Хры w E fk. 
Then Ху is FT-meumurabie. 
Pronf. For B É B(R) und nc iV 


|y е my- LJ tX e АПР Ере... 
keN 
(Xr £ В| = wl = [Xn £ B] a [T = n] ë Fa- 
This means [Xr € B] € Fr- ie. Ær in Ffr-meamurable, CI 


2 D Theurein. Let S and T be iwo stopping timen, and tor) be a 
seguente nf stopping times. Then 
1 AS. and y By атт sippping ies, 
2) ере = Anj < T! c £r, An[s = T] £ Fr, 
3) S= T = >s C Zr, 
4) for À £ Уу 
Sa 一 Sla + (осуде 


is a stopping time, amd Fe, NA = Fa П.А. 


sd Chapuer П Clazgicnd Martingale Thenry 
Proof, Ly follow fron the Following equalities: 
[A S, = "| = US = n]. 
k k 
IV 5 = =] = АЕС = п]. 
2) Lot A E Zx. Then AN [E =< T] E £,, and for each n C № 
An[S ETNE =n] = (AN [S < sn [P = x] € Fa- 


итге, АП [5 < T] Е Fr. By the sunt argument we have А П [5 = T] € 
XT. 


33 Follow Pom 25. 
AY is trivial. g 


7.10 Theorem. Пе | X4) be a martingaig (resp. supermartirigale), 5 
amd T Бе tun bounded stnnping imos, annd 9 = T. Them 


E[Xr|Zs] = Xs {resp E Xs) ne. (10-1) 
Fronf. We give the pront Тор the aupermartingale case. Suppose T = n. 
‘Phen | X4| < È, |Х,|, [Xe] = 2 |x |], where Xp ant Жу ат mtegrahtba. 
Fur А £ ч aq JEN 
Ап [== jn [T > 1] € F- 
We firat pappoese T — 5 = 1. [n this case, by the supermartimngnle property 


we kave 


т 
[xs - Хт)4Р = у, J (X; Xr)dP > 0. 
т=й г А[д] 


In general situation put R, — T A(S +j). j = 1,::- F, Then each Ry ia 
э stopping time, amd 5 = fly <... ЛЬ = Г, dh- S = 1. Rj Ну = 1 
fjemdom—i) Let AE Fg For cach 1,15) £ m À € 7g, (Theorem 
2.9.331. Using the conclusion proved above, we obtain 


me Атар. Ë 
{хебр > f хар» >}, Td (10) 
Bausse Xx € Fg (by Theorem 2.5], (15,1) Ы from (10.2). O 


2.11 Corollary. Leti X4) he m nuperraartiimaoaie, T be a siupping lire. 
Then 


FE|[| =. |] = E[Xa] + 2E[X, ]. [11.1] 


E| Xr irel] < 3šup E || X]. (11.2) 


ERR а аг 


$1. Ementary Inedualities Ai 
Proof. Because (X, ] ва &ubmaztingale, by Theorem 2.10 we have 
El Xll = ElX rar] + 2E[X n = ЕХ + z2E[X,]. 
This i (11.1). Furthermore, 
Е[Хғль т<: Z ЖХ + 2E[X, 1 € 3sup Х|. [113 
Letting k — = in (11.5), гъа 25 follows from Fatou š lemma. J 
Theorem 2.10 is а special case ithe bounded stopping time case] of 
гунэ" stopping theorem. whoa general Éormalgtiom cam be referred. to 


Theorem: 2.35 and 2.38. The inequality (12.5) im the following theorem 
is инн called the mazime! inequeistg for aupermartingsles. 


23,49 Theorem. Let(X,, ben supermüriingele, qnd k Е W. Then 


jor any À > Ü we hans 


AP (sup X, > 3) < Ea - f XP. (12.1) 
nzk [кит Xn 4] 
nh 
APÍ inl X. £ -A z Í —X,WP. 123 
Р(х, < -A) m к) (122) 
AP (sup [Xs] > x) = BlXo] + ЕХ]. (12.3) 
LES 


Proof Put T = ан € NW Х„ > AYAK, Then T is а bounded 
stopping time, RT > А on [up KQ > À] and T = k on jmp Xn < XJ. Ev 
п ri Ё 


Theor 2.10. 
E|Xa] > Е|Хт\ = | KrdP + j XraP 
[saa Xaa] [num Х.А 
m mk 
> АР{вирЖь > Ар + Ja FEET ХАР. 
mik nk 


This is (12.1). (12.2) ean be shown in the mane way. (12.3) follows itane- 
diately from (12.1) and (12.3). 0 


3.13 Corollary. Let (Xn) be n martingale, Jj E [XË] < + e, then for 


ang à > 0 : 
Рр. 2 A) S х7 ВІХЕ. (13.1) 


[Thin is Жойтинуотот! a кайнай, } 
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Proof. By Jensen's inequality, for each т = E 
ЕХ] = E[[E[X,|7.]P] < E[X?] < so, 
Hence [— Xš) =Ik.1.--. k iy а gupermartinzal i Л 
i EAT PE Y OR "T a. Apply quality {177 
to [—X23) and А? ушн (13.1), 3 и | 


Іш the sequel we will show the very important wpreriasfug атина far 
SU - d ч ` 
регїїнгїшщө]еєн and sibmartingales. To thin end, we shoukl introduce 


жй CH uutabiuns. 


Let X = X Ala azu bc an ada ted айп шш 2 
elased: interval. Put. P ni t sequences, la, b| be a Anite 


Ta = infin = ü: Xa = ak 
Ti = infin DTI Ip. Xn 之 bk. 
Toy = inf: DIL Thi i, Xn = a]. 


Ты = аат: no» Тај. Хь mh 


Then UTE an їз ап increasing gequenoe of stopping times, If T2; j(o] ч 
Me Bequence. (Xo). X iiu, * Rnd) upcrosses inserval [a à] j 
imes. Denote by U*[ X, k] the number of uperossings of ja. P| by sequence 
(Xa, X1, ---, X]. № in apparent that | 


ü 1 
[5 [X, &| = 7] = [Pya Z k = Toa] £ Fh. 
Consequently. [Х,а] £ Жу. 


2.14 Th үзү - и 
Р eorem. (Ns; 1а @ superinartinggie, then for N > 1 and 


РУХ, N] > pd e — n 
[ {>&+1у< DEKAN —@) Ix wall. [143 1) 


b . È 
ЕХ. N] = БЕХА а) |- (14,21 


ІРЕК] iom subraarhimgaie, then far oW > 1 and k > 1 


PQUB[X, N] = ki = T * 
[C N] 2 E) € , — E|UX iw — e Лоу у=], (14.4) 


РТ 1 
БХ, м] свх - а), (144) 
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Proof. Let (Xa) Ve а supermartingele. Then by Theorem 2.10. Гот 
t> 0 
0 > ЕХта мли Жтылн] 
= E[ Хълк — Tav pna eT] + Tiene.) 
> (Хх - аШшы<смет + 0 — arera- [14.5] 


Since [UE [XN] > k + 1] C [N 2 Ты) апа Uy = N < Пла! С 
Сга[х, N| = £], [14-1] fellows immediately from (14.5). Summing the twa 
sides of (14.1) Tur & > Ü gives (14.2) 

Now let (X4) be a submartingale. Thru by Theorem 2-10, for t= 1 


02 E|& aN 一 Xuan] 

= EHX aean — Äran ETa eventu] T Toi 

> Elib- Xu Mp,  emeral + tb — а) мт 

= Eje - Хк)дт емет * (b — Mura а] {14.67 
Since ШУХ, N] > &] C [N > Tai] and [Тл ЖМ Т] C IUS X. N] 
= t], (14.2) follows from (14.6). Sunrning the two sides of (14.3) for & > | 
yields (14. 4). O 

Finally, we экият Dogh'a imequalitzes ш the following thearc. 


235 Theorem. Let (X,) be a non-negattee aubmarüngal, Put X" = 


вир А. Them 
E[X*| z — (1 sup EAX, Iog* 3&4. (15.1) 
^" e—1 n 
| X" Mg = gsup I Xs |, 415.2) 


whem: p 1 and q > 1 ame a couple ef congugate imdioes: m =1. 
Proof. For k € IN set X, = Sup An. 
Let FiA) be a right .—emtinnoua increasing fumctian on. R with Ф(0) = 
Ü. By Fubinix theorem and (12.2) we have 


i =Í ВХ > АЦА 
ЕХ = į Á ,, PUMP hz {Х > ABU) 


= г X, DÀ 
< G su xydP)dbi) = E'xe( f E 
WT (15.3) 
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Putting PHA} = {А — 1y* in (15.3) yields 
BAR- = EXE- 1+) < EIX log" А]. — (54) 
Hermae log z = - {т > UJ, for any a > Ü. 5 > O we hare 
u lug bz alg! z + - 
Hence 
Elu logt Xf] < ED log* Xx] + LELXEL (15.8) 
From (15.4) and (15.5] we obtain 
ЕХ] s —— (+ sm E[Xz logt Xj]. (15.8) 


Because Xr; f Y*. letting k — no in (15.6) yields (15.1 hy Futours lemma. 
Ш разі, ФАЛ — АР p >> 1 in (15.3), then 


EK] <  EDGUGY7] = eED (xy 7I 
Using Hülder's icqualily (uote that (p — 1]q = р}, we pet 
EXE] £ ак XP PT EXE (15.7) 
Tn order Lo show (15.2), we may suppose япр FX. < гю. Then 


ah Ë £ 
Ml, x |= л] s E [л < =. 
Dividing the two sides of (15.7) by (EXE, we obtain 
I1&glly S «Хе S o sup | Xall- (15.8) 


Because X; | X7, letlius k 一 2c in ( 15.8] yields [15.21 by Fataau'a Јеша. 
О 


2.168 Corollary. іє (А) be m martingale, p 2 1 and g > 1 "eam 
couple nf confugele iruiices. Then 


| auplXal| 5 зир] Ха. [16.1] 
$2. Convergence Theorems 


2.17 Theorem. Бей (Ж) be a eupermartingae. If sup, Е| Х| со 
for. eguizalentiy, anp, Ё, |] < a, since Ех. = ELX] + 22 [X; ]), 


j2 Qonvergence Theorema aT 
them XQ n.» converge to an imdegruble r.i. Жы ds ti-o doo. Mereoter, 
if (X4) ts nan-neyatiur, then for euch n Е N 

E|X&4|7.] < X. әк. (17.1) 


Proof. Let a, 8 ©, a < 5. Denote hy БП X) the number nf upcrogs- 
ings of [a.b] зу X = (X, apo, ie UUN) = m Vo X, N]. From (14.2) 


wu hava 


ЕА) = 








: e taup E[X yj? < ос. 


sup E [iX vw — mY] = Е 
M 


1 
b-a 
Conseguent!y, ПХ) < oc as.. Set 

Wahb = [наш Xn = z, limaun.X, т e. 

R— 0 :=o 
Ww = u PV. в. 
ri Dic Ca scr 
Since Was C EHX) = +o], then Piah) = 0, uid hence P{W] = f 1t 
u € W, then lim X, ior] exists, and із denoted by Xu if ar € W. put 
п 

X.) 20. Hence, An — Хо &.8-- Яу Fatou'slemtna 


Е\| X... || < sap ЕХ, || < се, 


ie. А. 35 integrabi:.. 
If Жл non-negative, then fnr amy m > f 


E [K |. EEn ак. 
Letting m — бо. (17.1) follows from Fatou's Lemma O 


2.18 Thenrem. Let(X,) be o martingale (resp. supermartngau). D 
[X4] És ungarmty iniegrubie, then (ere тфа пті Eniegrabie К.Т. Жш. sans 


Я. 


-8., L. 
ihat An т Хы, and for each r. = № 
к\Х || = Xa (resp. S X.) ав. (18.1) 


Proof. Since [Xn] is uaiformly iutegrable, sup E[|X4|! < сю (Theorem 


Ij 
1.9). By Theorem 2.17, Хь 一 Хы as. By Theorem 1.11, Xa — Хо 
Mow it is easy to deduce (18.11. | 
(18.1) is the genera! ran of a uniformly integrable martingale. — 


238 Corollary. Let É be on inteorable r. Pul Ea = ER. 
g.a., Г! 


q = ЕЁ Лы]. Then & —— n- 
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Proof. Becanac [©] 19 uniformly integrable (T herreria 1.8}, by Theo 


reu 2.18. £, 一 





К. Let A £ | Ж. Then A £ JF, for some n, and 
n 


F[£..fa] = Е.а] = El ZA] = Еа]. 


Because £a, aud т} are Л -weasurahle, and ы = z U Fa), by Corokary 
UPS =a. Ei T 


2.20 Corollary. Гей {An} be a martingale or non-negntie submnriin- 
ge, and poc 1. JF sup FI X. < 26, then (Xu їз шароти zntegrable, 
л 


m. s. LF 


X. t A-o, und 





1-11 = нип | Җа |. (20.1) 
T 


Рио, From Theorem 1.7.2] wv see that (An) i3 nmnifnrmly tmiegrahle. 
Ву Thexem 2.18, X, — X< аз. Applying Doob's шону (15.2) to 
non-negative submartingale (|Y,|] yields Ж* = sup | K+] € L7. Because 
T 
|X& 一 AI € [ZX*Y,. by the dominated convergernm thenrem we have 
IP 
XQ ` r X..- Hence, (20.13 follows. O 
The Following thenram i а generalization of Corollary 2.19. 
2.21 Theorem. Let (Ey) be a sequence af integrable ru., and É, — £4 
а.2.. Pf therc exists an oinfegrable var Ё much that for euch n |£4| € |£] mx, 
g.3., hl 
E|£17.| — E [Eca | e=] - 
Proof. Seta, = inf ёш = Mp in- Then [a| = E, [us] € £ ai- 
nc nm 


mns. LL ma. LL 
Bn im —— —— Ean Tm — Ё. Un the ether hand, 


ЕЛ] = El] A.) = Efl] n > =. 
Dy Corollary 2.19 we have 
Еш ы] < im ink E[£,| Ж] € Е] тз, (21.1) 
Els, [Fes] < азир ЕЛ] S ра] as. (21.2) 
Lecting m — ec in (21.1) and (21.2) yields 


Um. БЇ] Ж] = Ж |] as. 


mr 一 一 
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Moreexet, since ОЕ || 75,1) is nuiformly integrable and 
16.5 € ЕЙ | Fn] S EIE Лы] en 


then. (6, | 7,]) i5 uniformly lutea able, Therefore. by Theorem 1.11 
е: А 
ЕАР |7]. = 


Now we burg to study the convergence of superiiartingales with the 
index set -M = [0 2. —1. ü, 

Let fiEn Yne w be н sequence nf sub-c-holds of F such that for all n € 
N. Fa C Fn- Аһ (Fajug-w-adapted hochuatic sequence (Xn јем 
ш called a martingale (гено. supermartingale ), if for Each n € — ЛТ, X, 15 
integrable and 


Е|х. 17-1] = Xa-À: (resp. < Ха-1) вв. 


2.29 Theorem, Lei {Ennen W a ка If umo Е(Х.] 
2.8. 
< Roo, then (Xn) із unzformiy integrable and X4 —-—9 X m- 


Proof. Denote by РУХ. —N] the number of uperassings of |a 5] by 
(X v Хома Xo). Then by (14.2) we obtain 


1 - 
Ех, Мр == E[( X, — uY]. 


put U Xy im ULY, – А. We have 


1 ü 
ЕП X1 = Е Ехо 7 2) ] = +20. 


Guce Uir Ps the number o upcrassiags al [—b, —a] by tne sequence 
{RO .), fram the proof of Theorem 2.17 we can ак 
sert that X, — X, вз. | Note that this conclusion holds uncondition- 
ally, but it need Бе [X | < oc a s.) 

When s 一 —сю, ХА] T A > —<. According ta thr asswmplion. 
А < oc, We are going to show that [Жылым 18 unilormly integrati. 
Because (ElXol Јав s ie uniformly integrable, 16 mtfices to show that 
(X4, 一 [Х|] is also uniformly integrable. "Therefore. wc may suppose 
that [Xa] in а non-negatlve Bupermartingale, l'or any given e > 0, take a 
nutural number k zafficiently large such that À — ЕТЖ] < > Fo = > Ü 
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аш n < —k ly the znpezinnrtingsle property we hava 
f, aP EX- Í  X4PEEX-.] x 
|x [Xn e| [ і A ET —k CP 


n er] 


= [X] — EX] f A IF. 


YPG 
Beane А 2 E[X.] => E[X 4]. forn « — k we have ЕХ ЕХ < E. 
' 2 


On the other baud, because P(X, > e) € ыхы = А, whin r is 
sufhicientty large, for allm £ АГ we have i : 


X i 
da ad UP 5 


Menca, when с is large enough we have 


and 


sup f Ard F x= È, 
[Xs >d 


п 
Le, (Xn) їн uniformly integruble, Now that X. 一 X ou as., by Theorin 
ГЛ 
lil we obtain €, — XY 4. 0 


2.23 Corollary. Let £ be an imtegrable r.o. (Galaev be q dlecreasig 
arguence of мрт of 7. Put g, = E[£|G.]. Then 


8.8. , L! | 
En ——E Kin Sal- 


Proof. Foral n £ —N, put Z, = D ash = #_д. then [use w ts 
a uniformly integrable martingale w.r.t. (Falne м. By Theorem 7.22 wa 
n... L! "u.s. n! 
have т "7-5 ASIE + —na, Le, ЖБ —— tj, an n — “x, 


For A £ (195, we have 
+ 





Lm ЕЕ. fal == En-a]. 


But for all ti. FE [2.274] = E]. thus E[n—4] = E[E F4]. Because 
"-x €f. then s.s = EENG] o 
Е т 


Corcllaries 2.19 end 2.23 together are usually called Levy's theorem. 

Below we une the martingale convergence theorem to show the strong 
law of large nombhera. it is one of the most brilliant схашр!ез of early 
applications of martingale theory, given bv J. L. Doob in 1944. 


B2. Couvergence Thren. чт 


2.24 Theorem. Let(f,)!,«; be am rid жеты of integratie ron. 
Put X, = У был > 1, Then 


1=1 
Proof Чү the usurulotuon we have 
Е] = EX asist, omad, 


Thus, forn — 1 


eu n i T ЕХ] = Ex] = EEEn: бабан 
TL Ti :一 1 
= Е | А. Хон, Жаы ы] hs,, 
s Xa 4. 5,, 上 1 
Ser a = s( XS, X... Then by Corollary 2.23 we офа -一 一 


t 
Z, where Z = ЕП]. Berause Z € Га, сс}. by Kolb 
mognrs s 0-1 faw Z is às, egual £o a constant. Sime E[Z] 一 Е]. 
Z-E[u]as. O 


The faliovcing in a zimple but important application of the martingnie 
nonvergenec Lbeorem to measure theory- 


2.25 Lemma. Lek 全 | ie a »eparaídle snpusuruBle space, F br pent- 
rated Ba (Ass ag. Pu Fy = (As з, Ла). Denote by Th the collection 
pf al atoms nf Fn ncs Tu os he Вне pariition ef $1, mhich generales 
Fa. Leif P and PU be iwo prohabihihg meccamres om Tl, F] such Chat PU i 
вртеше continuous wrt- PF. Hs Radon-Mikodim derivative is denoted 
by BP. Put 

ір Pii 

l 
Ap = x la. ngt, 
дев, РСА) 


[hy отат тт, : = u). Then (X) is e unifornuy integrable (F, 1-rmer- 
dP 

Hinga, and Jim Aa 3p P-a.. 
F 


Prpnf Put £ = T М. is wed-knovemn that 


Ej 
Elf o Y. 起 d hai Pasa. 
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Thus (X4) із à uniformiy integrable martingale, and by Corollary 2,18 wr 


have 


dm Xs = EK|VZ,] = Е] =£ ras. п 


2.28 Theorem. Letin, F ] ФЕ а separable measumble spare, (E £) 
бе a measurable «pace, (Pa),es and [Ple be iwo mearurabir Jamilzea 
of probability menures fie., for sach А € F, $ — Pld) and z к 
Р (А) are E-measurabfe functiona on E) such that for each z £ E, Pt 
it abanluiehy continuous wrt P. Then here EXXSES n non negros regi 
E x F-measucable function Ха.) om E x Ut anch that for nach x C E, 
DX [g,-) в the Raden- Nikodym derivative ef PLoawrt P. 

Prunf. Suppoer that tn generates 27. We use Llc тайап jo 
Lemma 2.25. Put 


Р. (А) 
Aniz w] = = | А 
м E, РН 
Then X, in Е x X-measurahle. For cach z € E, by Lemma 2.29, Anie. -} 


fií-a.s. NIVELEN to ТЕ Now it necda only to defne 





lim X&4(x,í), if this linit exists d is finite, 
D, far other rases. 


34. Decomposition Theorems for Supermartingales 


in this paragraph we study thc atruGture of superuartiagales The 
tain results are Doch decomposition, Rieaz Песок ію and Krirkebere 
cdoxunpeoaition uf aupermartinrales, 


2.27 Definitlon. А stochastic sequence {Жыл Є IND) is called F- 
predictable, if Xo їн Fuoneasurable and for ewh n > 1. X, ix Z 
measural]e, 

А stochastie sequence (Aun € IW) in called increasing, if fnr Bach 
ne N,ü = X, € X,+i ав. In this сизе, define X. = lim XQ. An 
increasing wequence (Xs, Є N) in called integrable, if E| X| = зс. 
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2.28 Theorem. Lei X = (X4) be à tpermartingale, Then [Xn] Каз 
ihe following unique decampasilion.: 

An = M. — An, [28.1] 

were (My) is аташган, and (An) 3s a predictable :necreasing seguente 

with Ao = D. Deremposikon (28.1) is called Dooh denomponiamn of ihe 


aupenrmariznagte А. 
Proof. II (28.1) ia bbe docompost3on satisfying tha requirements in the 


theorem, then from the predictability of (4, ) and tbe martingale peaperty 
of LM) we сїзїп 
Aii As mui d Wi 
= X, 一 [Х| 
Thus, since Ар = О, we hare 


n=l 
An = У. (5; —E[X; |F; tzl. (28.3) 
Je 


This means that the decomposition satisfying the requirements i: unique. 
On the other hand, if define {An} by (23.2), and put Mg = Ар, 


n-1 
Ma = Xn + An = Mi + L Ху 一 E[X5.17;]) Tt = 1, 
可 一 


ten X4 = Af, — Ax 15 just the decomposition satisfying the requirements, 
口 


2.29 Defmition. A non-negative supermartinmale [Xn) is called а 
L! 

рон, if lim. ЕХ] = 0, ie, Xn — t 

Fin Theorem 1.11 we gcc that апу patential is a шпі очу integrable 
anpermartingale. 

2.310 Definition. Let X = (X4) be a supeniaartingale, Lf there exists 
a martingale Y = (Yn) and a potintial Z = [Z4] such that 

Xu = Ya T Eia 


then we say that X Һал Riesz dereamposition X =Y + Z. 

IF a supiermartingale X = (X,] bag Резе decompastien, then its Hiesz 
decomposition m unique In fact, if Xn 一 + Za and X, = Ya t ДА are 
teo Riesz decompositions, then {Fh — Ya) is à 1nartingale aud 


L! 
Yh- Y! = 2 — Z, — 0, 
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Er Theurem 1.11 (Y, — Y7) is a uniformly integrable martingale. By (18.13 
it mnst be that for each n, Y, = үт ав, Hune Z, = 27 as 
n 8. 


| 2.81 Theorem. 1) A supermartingale Жу} has Riesz decompusitam 
if nzul eni if lim Eja] > -- ah, 
| 2) Leti X4) be a nam-nesatiue stpermartingnie, amd X. = Y. E. be 
is Haesz decomposition. Then CY.) i3 т тей е suartingalr. 
3) Let ( X.) be a uniformly порта е supertiurtingale, end X, LX. 
Put | 
Ya = Б}Х |]. Zn = X. - W. 


Thon An = Ys + Za їн ihe Miesz decatnpoaitión of [Xa]. 
| Proof. 1) Tho necessiky ia trivial. We will show the aufficiency. Assume 
irr E[X,] > 一 se, and X, = М, — a in the Donb decomposition of LX). 
Then {An} ія integra ble ЕТА] < co. Put Y, = M, — E[AS[F,], Z, = 
peel - Аһ. Thus, X, = V, + Zp ia just the Ricez decompcaition of 
Arh. 
| 2) Let (Xn) be a non-negative aupenmartingul, and X, = Y, + Z. he 
45 Riesz decompneition. Then by 1) we buve 


Fa. = №, — Е[А.. 7%] = m ЕМ, - Um ЕГАР] 
= jm E[M, 一 А5.) = m EAF zu. 


З) ia obvious, O 


4.32 Theorem. Le (Xn) be a aupermariingale (resp, snartmguir). 
Then the following conditions are vgurvalent 
1) sup, [Х| = x f rep. зар ЕХ. < 07, | 
j [Xn] Апа yc following Феретти (calied Krickeberg doecosnpast- 
Нет}: 
An = La — Ma, (321) 


wiere [Ly] аз a non-negnfiuc aupertmarünguie (resp. s;annüngale], and 
(Ma) zs a non-negative martingale. In addition, £f 1) halis, we ran make 
е above decomposition have miniranlity in u sense that if X, 5d 
ёз ппо{һМет much decomposition, then for cach n, Ln = DL and M. < M! 

Proof 2) = 1) in obricus. We will show 1) = 2) Because (- X) 
ія 4 supermartinpgale and Um E[-X,]:- оо ( by 19), by Theorem 2.31 
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[— Xx 1 has Hiesz deceomgpositinn: 
KE; XL = Y. + Zu. 


where [Fh] 15 à martingale, and {Zn} ip a potential. Put Л = X, 一 Ya 
M, = Yp. Then [La] is a supermnrtirggle. sud (M) 25 а niartampale. 
At the nume time. we have 


L. = XI AZE, >20. M. = Xr + ÉE, > D. 


Tere[are, 1] = 21 is proved, Let X, = Li -Mi be another decomposition 
satisfylng the requirements. Then М 7 X, = Mp — £y, and 


M, = lim ЕМУ. > un. FIM, — 717] = M. 


Immediately, L, = А, + М 2 Xn + M, = fm- D 


44. Doob's Stopping Theorem 


In £t ir order to establish the elementary inequalilies of martingales 
and supermartingales we have already proved Poole stepping theorem [пг 
элу Саке] optional sampling Horer) for bounded stopping timen. Here 
we will generalize this result to more general rases. There arc Lwo kimls of 
generalisations, The first ie to а class of сваре martingales and auper- 
martingale (see Definition 2.33]. At Ыш time Doob's stopping theorem 
holds fer all stopping times. The second is Lo general martingaies апе 
Bupermartirgules Шш this case Doob's stopping theorems holds only for 
certain sLopping Lunes. The latter haz important applicatiums iu abadiatica. 


2.33 Deünition. A martingale (resp. supermartiugale) (A4, ri & IN) 
ів called righi-clesable, if there existe am integratie rv. Xu, € Z, such 
that for each ú е IN, EfX р] = X, (resp. € An) as. In this case 
(X,, n £ Муш called a right-clesed martingale (resp. sunerrmartinaalt). 
and Жы i5 tle right closing element of (X4, n € IN]. 

Inumnediately ftom the martingale conmvergeure theorem we see Lhat 
inr a right-clusabie martingale the right-closing element m uniquely de- 
ieriniued. For a right-rloaahle gupersmmartingale there exists а maximal 
right-closing element [see the remark after Theorem 2.34). Obviously br 


the delinitium, a right-closable martingale im junt a uniformly integrable 
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ишш не. It raust he рейн] out that a martingale may ht a right- 
cimed supermartingale, lit not à right-closed mrrtingale. 


The following theorem gives a necessary ати] suflicienc condiliun nf 
right-elecahility for supermartizgales. 


7.34 Theorem. M order that a aupermürtingele [X aon 5e pighi- 
closubir тё $$ necessary and sufficient that (X n nz bu uniformity inicmrnble, 


Proof. Necessity Let X, hw n rimht.elesing alement of (X, Then 
сг each n 


Xn => FE|X..|>..] = - ЕХ el Uu, 
A. =ЕХ |Р] aa. 
Becsuse ЕА. |ы] ig uniformly integrable, 50 i LX, ). 
Sufficieney. Assume Lhat (X) is & uniformly integráble aupermartin- 
gale. "Then Bip. Er Xa] < so. and by Тһепеш 2,17 a $3 . where 


Хы ія an integrabie T.v.. We wil prove that Xas i3 u nght-closing element 
of LX]. Fur á ë Z, we have 


n. > f Р Í Xj, „р – f Жы m > 1, (34.1) 
L+ 
Because X... — A anm — te (by Theorem 1.11). 
ium Í ХЯР = £ XzdP. (34.3) 


However, Xl 一 X as, asm — o0. "Then hy Fatou's lemma 


хаар = lim Pi XT UP. [34.33 


It follows from Qd ES that ЕТА, | 2 E[2,X ] ie, E[X [F4] = 
Aq aa.. This mean that X is а right-closing eleuenl ol {Жм 0 


Eernirk. Let (X4] be n riglt-clusable mipermuürineale. From ihe 
aleve proof we sce that lun An 一 Хы, exists, and X... is a right-closing 
element of (X4). Х is, . indeed, the maximal right-ciosing element, In 
fact, ML £ їн another rizht-elosing cement of ( X4), then 


£ = ЕЩ] = lim Eje] lim X, = X« ах. 


The following theorem ix Dooh's soppi #henrem for right-cloasd mar- 
tingales and mupermartingales, 
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2.35 Theorem. Let(X4,n € IN) be a maortingale (reap. supermat- 
tingale), 5 and T be bon stopping times, © € T. Then Xg amd Хт ure 
iniegrabie, ond 

E[Xz|Fs]-— Xs  fresm. < Xs] ar.. [45.11 

Prof. Let (An п € Му he & martingale, Pat 5, = Seen + 
{+ Һи»; Because the set [0, 1, --- n, Fax] is вш isomorphism, prt- 
serving order, of [0, L,- - 8. ne ~ 13, by "Theorem 2.10 we have 

Xs, = E[Xad Ри] ан. 
Since Fans = $,] = Ka NIs = SEE Theorem т.921}, by Theor 1.23 
ЕТА. \Е5] Fe-5,] = E[X sl Fs. ]/- s] 
= Xs. к=з] 一 X g Tl 5. wA. . 


Since [5 = Fn] T EL we obtain 
E[X* 3] = Xr g.m. ， 
Fapecisly, this means Xs is integrable. The same equality holds for T. 
Hence, 
E[X7|75] = E[E[X4|Fr]||lZs] = ВХ = Xs as. 

Now let (X,. & € Ni bea superizartinghle. Put Yx = E|X lfa]: 
Z, = X, — Yh, Yx = Хы and fw = 0. Then (Yu. E IN] а martingale, 
(Z4, п € А) is a non-negative supermartingale. Berau Els] = E [2] 
[Theorem 2.10] it follews fram Fatou'a Mioma that Ze is integrable. 
Hence, Xy = Ys + Zs W integrae. Put. Ta = Tirza] 十 (roe Hin: 
By Theorem 2,10 we huyu 

Es, z E[?, | Fl xy. 


еек > E[Zn|fss-s0— E[Zr, | 75] I|s- 5, w... (35.2) 
Since Zr. Í Zr. letting ri — 十 co in (35.2 yields 
Zs = ElZr|Zs] as.. 
We have already shuwn Ye = E[Yr|Zs] a-s. Therefore, 


Ху 2 Е|Хх: |75] Rš. , 口 


The following theorem із 4 ntrengthened form of Theorem 2.35. 
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2.38 Theorem, Lel {Хане N) be z таарав (resp. gupermartin. 
gale), S and T be {апп stopping tires. Then 


E[Xr|Fs] = Xmas (тер. € Xyas) as.. 138.1) 
Pref By Thenrem 2.92) Aries ts Fg- rueasurable, and by (35.1) 
E[Xr|7s] = EX rires + Xsvrir.a Fs] 


= Tr + Харж (resp. <) 


= ns a.S., D 


2.37 Corollary. Lei£ be mn integruble Tt, 5 and T be ino sopping 
imes. Then 


ЕЕ |77] = ЕЁ Жш] ac. 


The ollowing theorem iz Dooh's sioppitg theorem fur general martin- 
gales and supermartingalen. 


| SR Theorem. 1) Lei (Ra be a martingale, S and T be lwa 

Ünite stepping fhnga. Suppose Hud Хр is іч ёваре. Then we haue 
EIET] Fs] = Ков a.. {18.1} 
if and anly if 
„йт Ех, гуп] |F] = 0, LE 
пт, ваму, 
Um. ЕХ! [Fs = 0 【er Ed El[Xr Ir. 5] = ЇЇ) б.н. 

m particular, У Шш ЕХ. т>] = 0, (38.1) olds. 


| 2) Let (X, sg M x suporeuringale, S und T be two finite stopmmg 
fimes. Suppose that Xr is integrable, und 


Jm ЕХ. | >й ma. 
Then 


E[XTr|F.] 5 Xmas mg. [38.2] 


Їп particular, it Bur ELS Ira! = 0, (38.2) holds. 
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Proof. 1) For each n, Kz A, € Fn, by Corallary 2.37 and Theorem 2.10 
we have 
E[Xr^5| 75] = EAr 544] = ÄTS At 


Б\Хт\ТЬ] = lim E|Xrlrrs|l75] = lima lX ran- Kaliren Fs] 


lim [Apa saa — EM, г) 
= Xras — lim, ЕХ.) ]: 


This means that the imit lun à Ж Хайгуа]| в] always existe, and [38.11 
holds i£ and only if it 1н a s. "equal ta zero. The other aenerticns are trivial. 
The proof nf 21 ів aimilar, and is omitted, M 
The followiug theorem, às & rousequence ої Thenrem 2,2358, i5 very 
useful 


2.39 Theorem. Let {Xango De u martingale (resp. supersnarftingalr]. 
T be a sopping tme, and E[T] < со, If there exists а constant C such 
that for each n € № 


ЕХ. — Xal I| Z © as. en [P n 1 1k (39.1) 
then. [| Xr] = со, end 
Е|Хт] = ЕХ] fresp. £ EjXo]). (39.2) 


Proof. By Theorem 2.38, in order to show (39.2) it sulfices to show that 
- ia integrable and ln ЕХ. гоя = 9- To thue end, put Yo = Хд. 
= |X; — X; il. J TIL Then 


EDE э s| >: a Yalan] = Ў Елга] 


пй 


= > BEKAF; pl + БУл 
т=1 


«С p PIT > j) + Е] = СЕТ + ЕХ < >. 
Because [Xr] = £ Ү;.Е|ХТ]] = во. At the same time, we have 
iX. roe] < E|) E iran] 0. eo п 


Below we une Theorem 2.39 to show the famous Wald’s equation, which 
ік very useful i statistics. 
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2.40 Theorem (МАШ equation). Бей 0, ny be an iid stochastic 


semeence, El < oa. Put Fa = (5,5,6). Suppose that T 1 ід 
stopping Hime, and E[T| < o. Then 


Ej > S| — БЇа\|БЇТ]. (40.1) 


In addition, if ЕЕ] € zo, them. 
T 
Bi 2: & -TE[a] = DEELT, (40.2) 


where D |# | = Eé – (Ей) denotes the variance of £1. 
Pref. Set X4, = 3, £j — EI], n 2 1. Then (X4), іх à martingale, 
ami ш 
EEn ААР = Е ~ ERI EFI 
= Elta — Ekli] = 28,1. 


By Theorem 2.39 we have FE[X 1 = E[X;] = D. ie., {4П1] holds. Con- 


sidering mmrtingale (Yp). where Y, = XZ — nD], we can show (40.2) 
siunlarlv. O 


Finally, to end this paragraph we mmmarize the main rezults alunt 
aupermartinpales with discrete tius as Боот: 
Lek LAS, € PI) be а nupermrtiugele. Theu 


"s, n! 
(Xa) is uniformly integrable — X, ———— X. 


d 
[X.) i umibyrruly integrable «=> X.) is right-closable 
县 
1 (Xa) has Krickeberg deceripositien 
| 
lim E|X,| > зо == (X. ) has Hiesz deromupeosition. 


55. Martingales with Continuoug Time 


We continue tn» proceed our diacon in a Hxed probability space 


(£2, 7, P^. But in $5 and EG a filtratinm with continuons time F = [F.t € 


B^.  Martingales with Contiinnous Time ы 


R4) (or F = [Жаха] is given, Le., (Jn i S Fe, | is am incressmng frmily of 
sub-c-Bleds indexed by He: ior alU = 3 = F, Z, C Б. Pul Fo Vise; 
and 


Fe = A Ëa >O, 


rE 


Уя = v A-s(U£). tU. 


It 15 natnral to define Fo- = fo, Fa- = Fo- ñ filtration F is called 
ruyM-eotiznuous, if бог each É > D, Жу, = Fi- Obvinnsly, the filtration 
F, = [F.t € B.) b па-ра, 

A family af real r.v, indexed by б. [A E E Му) ior (Хус) is called 
u oklochasize procesal! or Simpry & ртосеяё, and is alao denoted mmphy by 
X ar Xi]. Apparently, a storheatic process Ж = (Xil) ig indeed a real 
function defined on LE x Fe, such that [or each £X fur) is F-mossrahle. Fur 
each ы € N, X. (ау in а Function cn Fe and is ended n irmgectory [or path, or 
sample funetzen) of X. If all trajectories of X are continues (resp. night- 
тюшти, rep. deft-sentimayus) functions on FÜ. stochastic process Xx 
is called coniinuons (resp. righi-conhtnusns resp. leff-centinwons]. If all 
Lrajectories of X are right-continmunus with finite left baud lits, X 15 
called a radíag process), We denote by (X. = (Ху) the left baud limit 
process, where Ao- = Жр by convention, and denote by AX = (AA. the 
pep process ol X; Ó X í = А = Лу, t > ú, ie, AA = X — X_. 

А stochastic рїсезв X ia called F-udapied if for each ё > 0, X, iz 
J,meanurable. Put 


ЕО) = QI АҚК) = Х.е. (20 


Ж X Y in called the natural filiralion of X. Obviously, X is always Р(Х ]- 
adapted, amd if X iz F-adapted, then for each 1 > ü FALA C. 
For any n z 12andQ.4,---, 4 E Ra, 


Fitta в) = PUX S жу, A © Za S En) 


l 


та caled a finile-dimenaionad (r-dancensional) distribution of X. The cal- 
letim nf all finite-dimensional distributione of X ів called the family af 


LÌ lo genera], any family of rv, km calles] a нї Кал proves. A atacliaulis незвы 
ig npo called a gtochaetic procos with digcrete time, yd & atechaatic proci Indexed 
by nn ipterval i called a stocboatic procces with continuis timc. 

区 The tarm "cedlag" & th= French abbreviation of "continu à droite avoc das limites 
& gauche", sad uow hus bamo accepted mto English literatura on засна. prrogsseg, 
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Азға dim onam! duaieibuhtenx nf X. Put 
(gs = [Ehh (E.S = ER ЕЮ). t2 
ке: 


By Kolnie H extension theorem, the family of finitecdimensional dis- 
tributions o£ X determines a probability measure on (RF, BP Y, denoted 
by PX or £(X ), called the diatributien law (or aizaply I] o X. In princi- 
ple, the probabilistic properties of a stachastic process are determined by 
its distribution law. In fart, to determine tbe law of a process usually we 
give its famiy of Érmite-disneriesongl distributions. Tt ia worth noting thak 
neither CT R, ). che set. of all continuous fenetisns nz Жү, nr DE), the 
act of All esellag functiona on. Ter, belong to E^. IE process X. is contin- 
uncus [resp. cadlag), we only conclude that the outer measure of C(R,) 
(reap. | FE) under law P is one. In this rase ane ran dafine в praba- 
bility measure on [CI R. BR CR, )) (resp. (D(R,), 8*0 DU, ))) 
an follows: for all А = BP, 


ЩАТ CUL) = РАА) (resp. {А N DUIS); = PXAJ]. 
We abso call the laur of Ж, and denote it by JX, 
Ш general, if E C RT É = B+ (E, and Pisa probability measnre 
on [FE,E), Define à process А, called coordinate process or canontcat 
process, as follow: 


Хир), рае{д}ЕЁ, tzU 
Then Р is just the law of X. 
In Ыз paragraph first we study the properties of tzajecteries of super- 
martingale with continuous time, Then, comparing with supermartin- 
gaks with сытае time, we establish cnrresponding results for nght- 


Conbinueus supermartingales with continuus fime. But Deoeb deeonmpo- 
ation for a3upermartingales will he discussed in Chapter V. 


2.41 Definition. An F-adapted stochastic process X = [Жүн is 
called an Feranrbitaande гең. F'-supermartingale, resp. F-subimnartingnic], 
M for each £ > 0, Жү 1з integrable, and for АП D = a < + 

EXX, (rep. = Xa, resp. 2 X,) ав. 


Obviously, any F-martingale {гевр. F-supermartingale, resp. F-ib- 
martingale) ін a martingale (regp. supermartingak, resp. submnrtingale), 
wrk БОХ). Аз in the discrete time case, since the Bliratiom F is 


f. Mariingalas "with oniinn "l'une b 


fixed, the suffix "Е" will be omitted. Thor a martingale means an F- 
martingale, unless clarity dictates orherwise. 

Similarly, wc can define marüngales, pupermartingales and submartin- 
gales indexed by Ft, or R, [0]. 

Now we start to study the properties of trajectories of supermartin- 
gales. To this end. w generalize the upcrossing irequality of epermnrtin- 
pales with discæete time to tie case pf continuonn tine. 

Let X = {Alpa be mn adapted process, and u Һе a finite subset of 
Fy. Suppose w= [i -- tg and £j < tq о Denote wy DELY, ul 
the number of uperossings of fa. b] by [Xai Xan Er any subse: 
D of R. define 


U*|X, D] = anpi tl, а] -u iB a finite mubeet of 22}. 


Let D = 二] be a dezumerable se. Set Un = [inin aih, 
bviously, we have 


JAX, D] = UP [X us] 
2.42 Theorem. Lc X = (X)eo bra ampermarhngaee , D be c 


demnumeralle dense subset of Ha. Then fer ang r < a {тє FL ka = h 
[a.b £ F) and X > 0 we haug 


AP[ sup |X4 >AM e E[X, 4; 
(шр 1л ) £ E[X,] + 25[X, ], (42.1) 
ru 
EUX. Dn [г.а] € г, PM —«] ]. [42.23 


Furthermoru, if almost all 6ragectories ш X nm Vull-confinious, in fe 
above inequalities D ry [r,s ean be replaced by |=. s]. 

Proof, Suppose P [rs = Dd ta qd. Put ш, = б, 6р 
The inequalities (42.1) and (42.2) with O N [r,s] replaced by ux follow 
trom (12.3) and (14.2) respectively (note chat (X; 3 and (LX; — ay") are 
submartingsales). Then letting n — ос yields (42.1) and (42.2). Tha last 
conclou is trivial 0 


2.43 Theorem. Let(X,] be a supersmartingaie, and D be n denwmer- 
abe dense яъне? of R4. Then for almost ail ar, fem any + E Ha (resp. 
te Н\П), Um. Х.б) (resp. IE AX, (a) exuda end is fne. 
Furthermore, af almost all trzjertovies af X are right-contimupous, then for 
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alsrest ull ш, Rr any £ ЈЕ (0р, Жү [шу = Apia) erais ond ia 


Anar. 
Peot Lette Ha be F. and a < h, Put 


Вур = Гат sup | X273] = cogor D X du), DN [0, 1]] = сс}. 
іо] 


«те 


at 
Then Heas € Za. From I'heorem 2.42, we know РОН) = 0. Set 
Him Ш Wa B= D Hie 
i chua bcr IER, n=l 
Then H, Е Xi, FH, | H. and РН) = 0. It g I, for each t € Ft, (resp. 
Е Ru MOH Y „с, Xal) (есер. iis, Жубату exista нид is iite, 
[E дип all trajectaeien of X are right-eontinuons. obviously we have 


КА 口 
icy, nl an Хш} for t€ AMO} 


The Following theorem ія caled F'dlhmer'" lemme ( see Füóllmer [1]). 
Tis difference fom the classics] геншік іы without che requirement tiat Fy 
rantaims all F-nu]ll nete of F. 


2.44 Theorem. Let [X Y be п supermardingale (resp. sartmgate], 
and D be a demum erabie dense subset of Hy. Then there exista ап F.,- 
adapted process (X1) such thai 

1) (X) че rigM-cantinuous, and foe almost al w, far any t € R, 


Xdu)- lim, Хы} (44.1) 


7) far olmast all w, for my t € RIOT, X, . (ar) = „Шш Xu) 


R, attt 
crisis and ds nite. Im additien, me have 


Хү_(ш} = m Х.ш): (44.2) 


3) fer att e IE, we have 
X, 2 ЕГ] (ve X, = ЕГ) шз. (44.3) 
4) {XA ds an FL -stupermartingie (resp. ranytinaaie). 
Dawi We continue to usc the notations in Theorem 2.43. For all 
àc Hy, put Hi, = [| Ha, then Hip € Fu. Ru g Hy, there iz a £i > Ë 
ЕД" 
syeh thal w g H. Thus, Am. X pfw] exists and in finite. Put 
Ai. 


lim XG), w g Н, 
Xüwy- f "ema (44.4) 


Ü, ue Н. 
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Apparently, [.X,;) ia жа F'.-adapied proces. We are going ta show that 
[X,) satisfies the above-listed properties. 

1) НЕ F and ш € Hip, then for all 5 > t. ш ÉE Hi. Неш 
Ey = 0, War s c f, and X [uw] is right-continuous at peint # Let 


w Нар. биш Hay = [ү Нуу, there i an ra > t such ihat for АН 
гні 
ге, ғо] we have w € В... For giveu к > Ü lake 5 + (0, га — #) auch that 


[X (a) — Х„{ш | Z e when a € B, a > #. andast < &. Thus, when > > ! 
and r — t< 5 we have 
Eo) ~ Хөй = Em о) — X. e 


This means thai X (ar) is right-continuons at point ё. Therefore, (X) i 
nght-sontimucna. At last, if w g H. then for all te А, (34.1) dollews 
Fom (44.4). 

2) If t > D andis € H, then lim —X,(2) exists and is finite. [44.21 

Е Т1 ' 

can be shown as in 1]. 

$) We discuss only the supermartingsle case. Let rx € D end r, |] t. 
For any À € Z, we have 


| Í ХаР > Í X, dP. (44.5) 


Becausa (X...) із uniformly integrabile (Theorem 2.22), Xs, : X, Follows 
Iron 1). Letting т — са on the right-hand gide o£ (414.5! gives 


"i х,ар > f Хар. 
A 4 
ie., (33.3) holds. 


i] We discuss only tbe superimartingale esse, Let s <= £s, 2c Fri. and 
8g E D an = E fn Ml ata £ 17,1, [| E For any А € Fy. we haw 


Í X dP > Í X dP. (44.6) 


Because (Xan f and (Хь) are uniformly integrable (Theorem 2.22], letting 
m — oo ш bolh skice of (44.6) элей» 


ў X.dP > Í. Ў,ар. 
А А 


ji€.(X,) i au F' -supermsartingakle. O 


2.45 Dwefinition. Let (.X,] and (F,) ba two stochastic procesaea. We 
say that (Хурла a modifiention of (Yr), if for each f € FR, X, = Yi au. We 
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"aw that (.3;) and (Y,] are indistirtgaizhabMe, if foc alimost all c trajectories 
X {uj and. Y {ш} are identica]. 

Obviously, two idistinguihi&bls processes are modifications of each 
obher. Eat the eanverec їн not true in general. However, if two right- 
eontünuous (aor left-continuous) processes are muadifications nf eath other, 
rhen they ace indistingwislialle. Luter, we wil nut distinguish two indis- 
ringushahle precegsen, i-e, they are regarded ss the same, 


2.48 Theorem. J IX: фе m right-continuous F-supermariingale 
(resp, marfingnlej, then (Ху) zs айта am F'V-rupermariingnie (reap. mar- 
tingate), and aimosz ad fragecterzes of (X,] are ranlag. 

Proof. This i8 a consequence of Theorem 2.44, Under the aummption 
of the theorem, ( X.) and EX are indistingwishable. g 


2.17 Theorem. Suppose F = (JF) ¿š righi confinwuna and (Xi) їл en 
Po-superznamhimgales Im order tni (Xi) bane n onight-coniinuous adapted 
"wdificatinrt i$ is necessary and suffcienl thut t к= E[X. be a righi- 
emtintous function th Ht. 

Fmaj. Tet D he я denumerahle dense subset of А. Borause F 
14 rigzht-ontinnous, the process CX, defined in Theorem 244 is an F. 
supermartingale, and from (443) [oz each і > 0 we hyve X, > X, na. 
Lett, € Dt, [|] z. Beczune [ Xs, ) iz unitarmly integrable (Theorem 2.22), 
we hare 


E] = Нш E[X, ]. 


Thus, X, — X, n, nr equivalently, Е|Х;] = E[X; [since XX. > X, 5.2.], 
YF and enly if 
E[Xx,] = диш, Ех, |]. (47.1) 


Pecause з + E[X,] is а Gecreasiug function, (£7.1) is equivalent Lo sayin 
-hat thia function is right-rnntinmons Al point. Ё. Hence, f Fanetion s> + 
Е|Х,| бы rglt-enntmucns on R}. then supermartingale (X+) is 3 right- 
montimin adapted modification ef sunermartigale (X,). Convereely. 
IE CA) has a right-continuous adapted modification (Үү), theu ELX] = 
E|r]. By the same way we know thai f — ЕИ] = E[X,] is right- 
continuous. O 


2.48 Corollary. If F is тар omit Hen ang тыб е Ans 
a vighi-continumus ddapted nuadifücaiinn. 


$5. Martiagalea with Continuous Tire Ir 


H two ргобоявоя are modifications nf sach other, they Һа the sunt 
family of Anitedimensional digtributione, ri, ш the senec of law thew 
ате of no Я есеп. Therefore, we may азашше that F = (F+] is right- 
continmonus, and discuss riebt-cantinuous martingales or supermartingales 
only. At present, we can generalize all Eundamenta! resulte on martingalke: 
and mapenrmartingedes with disrrete tima to the enmtinnnus time setting. 
apart fram Гк. decompesition theorem fer supermartingales. The cor- 
responding Ги Маус decomposition theorem for eupermartingates will 
be presented im Chapter V Ed . 

The falizwing theorem i8 Dorh s uequalilg, it can be deduced directly 
mom Thecrem 2.15. 


2.49 Theorem. Геі (Ац) be a non negatiue rigkt-eonkitrons fru рада 
tingue nud X" = sup Ap Then 


上 20 
ELX] g — [1 + sup EX: togt Xi), (49.1) 
e—1 вір 
Ix" |, = шшр | xl. [A89 7] 
PEE 


where p > thd 2e 1 are a couple of conjugate imdices. 


The convergente prmipertieg of martmgnles nr mupermartmgales arr 
listed below. Their proofs are completely similar to those for Lhe discrete 
time caxe, and Arc omitted here. 


2.hü Theorem. Је (Хр be a right-conB&nuovs supermartingsle. if 
апр E[X ] < го (or eyaivalently, sup E| Xal] < o], then {Xi} a.s. eom- 
i L 


nergées lú m5 integrable та. Ае па f — лю. Furnthennerne, Yf (X) is 
тытты тале, Een (Ap E € Ff) tš D StpélRadriingah. 


7.51 Theorem. Jf |X) тз a uniformly integrable right conitmuaua 


supermarüingale (resp. martngale], fken 


n.8., L! 
t — Xe. 5 Ё om 


und iX, 1€ Д) is a nmermartingale (reap. martingale). 


2.52 Corollary. Aseme {у} та night-coniinaenas. Let £ he an emir- 
gable rv, and (F) be a right-contintieus adapted modifiratm ef rrartis- 


nd Chapter I Chesil Martiugale Титу 
gale { ЕҢК}Л]). Then 


dS, Ll 
f£ -—— ELO a k; — <. 
4.53 Corollary. Let (A) be a right-coniinsneus martingale (or non- 
negative submariingale) and p > 1. If sup Ej X |P] < сю, then 
х0 


п. , LF 
A Ха, TS š dd i. 


ad | X |1 = вор | x:lly- 
#>=ü 


2.54 Theorem. Ге (Хур be а righi-continuane ЇР, ү a -nupermar- 
egale IF Zo 一 Fip and нар E[X.] < co, then X, ais. and Ll converge 
Ё 
£o an Жу-тпкйтщтайак imiegrnhie v.v. X, ns d | D, and {Xehe ія nm [Z,]- 
supermartingale. 


Nrrw we study Hiegz deeomposition nf à seupermartingsie. For tbe time 
bring, we canont establish Doob decomposition of a supermartingale. So 
the lnc of proof here ik diferent from that for discrete time case. As 
to Krickchberg decamposition concerned, the forimulutrn nad proof arc 
completely similar to those for the discrete time case, and are omitted 
here. 


2.55 Definition. Lek ( X,) be 3 non-negative right-contureous euper- 
martingale. (X, ) is called a potential, if lim E[X.| = 0. 

cuppoae that Ж = (X,] is a right-contimuaus supermartingale. H there 
vxists m richt-continuenis каёгмпщ айс T — (T4) and a potential Z — (Z) 
such that 

K; = Y + Z, [35.1] 

wee say hak A bus Raaz decomposition: X = V + Z. Listy dao eer Vrat 
Wf X haa Riesz decomposition, then the derompretinn = mine. 


2.50 Theorem. dasure {һай (F,.] is right-cuulinuous and (X,] їл п 
righi-eontinuets ruperrarieneate. 

1} (Xij has Ries: decamposstion sf nnd only š lim E|X,| > —х. 

2) Suppose thai (Xi) has Fiesz decomposition (55.1). IF ( X.) їз nan- 
тыранію, ач} is maarizngale (Fi). 

d] FOX) зя uniformi inegable, then 


ГАЈ 


B5. Martingale with Contmuans Time n 


Let Br = X,— Ye und (Fi) be a righi-cintimunvs adapted rnodifucatznn af 
потіти {Е [Xo Tl), Then (Z) 38 a poteniial. 

Fhuof. 13 The ucxwsity ш їгїт]. We are going Ec яс tie safflirieney. 
Put 


Fia = E[l Fe] ta e R. 
For s > p, 
Tha = E| E| Х| Ж] Р] = Е | Хар] = Yu. As 
Define Yi = lim Ypa as. Then Yia — Y, an — oc. For t > s, 
EYA] = jim [|73] = Bm Хе |23 
= lun Y, agita] = Ya A.E. 


For each t£ £ Hy choose Y; € Fa then (РЕ) i5 а martipzale, Since [F;) 
ig right-continuous, by Corollary 2.58 [Yz] bas a right-continucam adapted 
mudification, denoted alan hy (W;) Set Z, = X,— Y. Reraune far all 
п. Fis Ж Жу aa, we have Y, © Xa as. Hence, (2) S a non-negativc 
&uperinertingale, nand 


FZ] = Hm АХ, — Ya] = lim ЕХ, — Хш] 
= EiXi| — lim Е|Х,|, 
Em E[Z] = hm E[X,]—- lim E[X,] = 0, 
ie., [Z,] is a potential. 
23 ran be easily socn from proof 1). 3) is trivial D 


Now we turn to establish Doob's stappiug theorem of martingaks 
(resp. supermartingalea) with соптоох time. The dincummon will be 
restricted Lo сіне inartiugales (реву. superinartingales], Gf course, we 
need to introduce the concept. of slopping time. But the detailed discus- 
ашы about stopping times will be given in Chapter III 81. 


2.h7 Definiinn. An fE,-valued r.v. T is called an F-stonping fime 
or optional time И For each £ > O. [T = t] E Fr- 
For each ntopping time T put 
Fen [AE fw: YEER, A[T € 1] e A (97.1) 
This is a c-field, called the а-ја of ruents pror io T. 


B Chapter D Classen] Martingale Thiry 


Au F',-stopping time У ig called an F-stopping Непа їп the wurde sena. 


The m-Iudd of events peior ta T w.r.t. Fẹ їн denoted by Агь. Le. 


Fr 一 | 用 二 下。 ЧЕН, AT Ede Fit (37.2) 


2.58 Theorem. Let {Xt E Bi) be a righi-conhinaous marie 
^resp. anpermariingalej, end 3 = T be {шө atoppiny times. Then Xs and 
Xa ave imtegrnhla, and 


E(Xv|F3] ^ Хе (resr. = Xs) auk. (58.1) 

тоор We giw the proof only for the supermartingglu case, For each 

natural] number z put Da = {0, sd onis жос}. Theu TN.t Е Dy) in 
an (F, E D]-supermartngele. Ги 


mk 
s= Écran 


m K А 
== ` — k I =+ 
7 Š y lasg] tires Mies os] 
S, andl T, are (E, E LA)stopplüg Wines (sec Theorem З.З], and 
Sa | S, T, ET. By Theorem 2.35 we have 
E(X7, Fs] 5 Xs, 23. 
where Xy, amd Xs, ure integrable., In particular, [or any À £ Fs C Js, 
(aee Theorem 3.4.2) 
f хар s f хер. (58.2) 
А А 
Бш. 
lim Хт, = Xr, Jum Xe, = Xa. 


and Xp Тү, Xg £ Z; [ses Fheorem 3.12). In order їо deduce (58.1) 
fron (58.2), it remains to show that (X5,) and (Ху, ) are unilorzily ipte- 
arahe. Ty Theorem 2,35 we know for each n > 1 

ЫХ, 75] S Xs, asas 
Get 

了 一 = Xx... б_„ = s. от 1. 

Then (Y, az -1 іна (En ne -;-8upermartinpale, Since БГУ „| = Е[Х»_| < 
E[Xo| (Theorem. 2.35 h Cue = {Anla 15 uniformly integrahle 
[Theorem 2.22), Bo is [X p, ). ЫЫ 
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The following theorem iu а strengthened bono of Doob's stopping theo 
rem. Tte proof ів completely similar ta that of Theorem 2.36 and is omitted 
here. 


2.59 Theorem. Leti Xd c AQ) be a rigüt-eontimuous martingate 
[resp. supermartingale], and 5.T he two stopping tinea. Then 
E[Xz|f;]— Xras (resp. X Aras) us. (59.1) 
2.80 Corollary. Suppose that (Fi) is raghk-romburiaupus, Lei É he au 
integrable r.o, amd. 5, T' be бше sopping imes, Then 
EltlFr|Fs) = EE = Ет) =s. - (60.1) 


Peoh Let [Ху] be a right-continuous adapted modificata of mar- 
tingale [EEF], and X; = E[£|75,]. Then (80.1) follows from (59.11. 
о 


2.61 Corollary. Let [Xn be а righit-continuous stipermarüngale, 
Then fnr any stopping time T 
Е]Хтгесд < Saup ЕХ. (61.1) 
n 
Proof Let à > Q, Put X2 = Xie X2, = Xa Then (Xe, = R.) is a 


supermartingale and X3 = Ayas Noting that (XT) i а Bubmartingalc, 
by Theciem 2.58 we have 


Ell raal Irel S 1а) = EX Taa] + 2£1X74] 
FEN 
Letting a — сє yiclds (61.1). r1 
The follwoing thuren is а simple application of Doob's acoppiag Li- 


Ur. 


2.62 Theorem. Left (XA be a non-megniive nighi-contfinuous super- 
marungdle Pui 


1 
T. = inffi: X, < =h T = sup Tae. (52.1] 
Then T is m uxde-sense stopping Be, amd fer mlmast all w E [Т < oo] 


Хб) #>Т(е). 


na (hapl:r [I Classical Martingals Theory 


fer ali w £ [T > 0], £ =< Thuj, 


Жу c O0, luar X] n, 
Ё 


EI 


QT за the finie when | Жү] niinins To zero). 
Proof. For any tE Ну 


[-z0- U [x« u € Fe, 
FE. ELI п 
н [25 £ t| £ Fip, ie, Ta їн a wide-sense stopping, time, su is T, 
Put X, = D. then (Xa, £ & RE) is a right-contimious supermartingnlc. 
Froin Theorem 2,46 we know that (Xz. t E В.) is an F'-enpennartingale, 
Ву Theorem 2.58 we have 


1 
E[Xra] 5 E[Xz.] S |. 
Since n is arbitrary, F| Xp | = Ü and Агы = Ü aa.. In particular, 
Хт = Aur] = 8.В.. [63.2] 


Because all trajectories of ( X4] are righit-eontinucus, it js deduced from 
(62.2) that for анпові all € [T < ac], we have Жш) = О for eli t > Гб). 
От the other hand, we have 


>= Ur. > 日 


Leti 了 人 Then there exists n such that Г. (и > t By tho definition 
1 1 

af T, for all a = 2, X (ur) > "E and lim X.to] = = о 
上 AT! 


2.63 Definition. А айю F = (Л) ig called complete, i£ Fy 
doulas all Рола] sete. If а filtration F = (7) is both complete and 
riglt-cartingons, we клу that F = (7) satisfies the usual conditions. 

If F satisfiss the папа] conditions, [Жү is an F-aupermsrtingale, and 
FAX; is right-coutinuous on I4, then from Thorma 2.46 and 2.47 we 
know that ÚX.) has an adapted cadlag modification, which is also an F- 
supermartingsle. Im particular, if Е satisfies the usual conditions, each 
F-martingale has am adapted talag modifiratian, which à also an F- 


martingale- 


OC 


=- i 


pe 
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Let [.X,) be a man-negstive right-continunus EF-spermartingalt:. Put 
Бу = Е: X, = Ü or X = Dh. 
53 = infit: X, = üh, 
53 — inf[t : X- = 0}, 
1 
T, inf (t: X, < =h T = p Ta- 
т л 


Then by Theorem 2.62 we have 

£, = = S, = Ган. 
If #7 katisfes the usual condition, it is not difficult to see that 55.352.253 
and ¥ all аге F-stopping times- 

An arbitrary Fltration can slways be completed. First, we complete 
the probability space (12, F, P), Le, we puppose that the apace (11, Z, P] 
iz complete; F = J^. Then deuote by A the Ф баі, panerated hy ali 
P-null sets. For suy fltzetion F = [Жуну put 

ЕР = (Ж V Asp. 
Then FF їн cinplete, called the completion of F. Otiiounly. FË salisi 
the паца) conditions, It is called the wsual mugmengtatinw of F and ia 
denoted by Ë = (Fija. It is not hard to show that for each # 2 0 


Fav N= (U, v М) = Fe. 
a> 


it, F = {F i+ w AN ros 

For any prow X = [Xo we denote by F P(N) the campletioa 
of its natural filtratim F'(X), and F'(X) is called the complele naturel 
filtration of Ж. And denote by F(X) the usual augmentation of Fx). 
und FOX is called the wyali natural filfretian uf X. Сила, if two 
procesaes are modifientuns o[ em other, they have the anre Complete 
natural hltrations. 


B6. Processes with Independent Increments 


2.64 Definition. А process { Ху] is called. stochasttcaly continuous 
on FL,. if Tor each (€ Fi. X, converge ta. X, in propahility ах s — t- 

Wa ьву that а process [Xi] haa sin&omary incrermenta, i for all a < 
iat E Ry. the law of X, — X, deponds only on z = s. 
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Ат adapted process (N) ig called а process wih independent! incre- 
menis (w ri. F = [| f foral a< t.a tE Ra, X,— X, 15 independent 
ol 5С. In chis cuse, йт any Ò < Ig < turo < da 


A. ey 一 Asoc a imdependent. (54. 1) 


The mdependenec property (64.1) {їп particular, the incrementa оѓ 
"iejoint intervals are independent) ia equivalent tr the fact that [X] ma 
process with independent increments w.z.t, ita natural filtration FHE). 
IF the filtration is not specifi&l, + process with indepeadent increments 
їч always mean w.r.i. itk natural Éltration. A process with ipxfependcut 
increments in called homogenenus, i£ it has stationary increments, 

lt is easy to see that if ( X.) is a process with indpendeut incremente 
мга. F, sn in (X) warnt. EU (tha eempletien of FY. Morcover, i£ (X, 
ta stochasticallw continuous, then [Х,} із also а process with indepeudent 
inercmenta wrk, F (the тзн] augmentation of F). For simplicity, we 
call а storhastieally continga process with independent insrementa às 
Nery process, whether or noL it іч homogeneous. It will he the object af 
study in this paragraph. Below we snppose the filtration satisfies the шлш 
rorditinns. 

For апу Lévy process А denote by gy r((u) the characterislic function 
of increment X, 一 X,(s < Ру 


Pariu) = E[expEsuf X, 一 X1]. 
Ву tbe independence o£ increments, we have 
Wr (64.7) 


Hy tae stochastic eantinuity of X we know that yaln) i continuous in 
5, Ë arl ш. 


2.65 Lomnna. Let X be a Leny process. Then for al a E R. sa С 
Юу, << 


Wa Kh) x ñ. 
Pruof. Set ta = inf[t Z a: Pay) = Ор. Since вш: = L, it must he 


Ë >= 8. Ll suffice kn. sue tn = s=. [n Fact, d th = s. thou Pagi] = È, 
From (64.2), 


malu) a Qu) =Ü, s < f da. 


Because prelu] pE 0, we hasa gaiu) = D. Letting t Ff to yields de a tu) 一 
Ü. This contradicta tpin ta [r] =], 0 


Bé.  Procesmes with Independent, Inrrernenta B5 


2.86 Theorem. Let X be а Lev process. Put 
Bpalu) = [р Са" exppiu(X: — X43) š = z. (66.1) 
Then LZ, (ullus ta ott CF -marimngale. 
Prof. Let 5 X dg = E. Then 
Е.а] — Brea] erpi X, - ХЕС team 


ia Xa, - Xal Pea t| = Баат). Я 


Би a fu) 


Mrtingale (2, (а) wil play an important role in the study 过 
processes with independent increments. Für simnliciby, Zar and уор, am 
Чеш] by Z, and y respectively, 

2.87 Lemma { Ottaviant's inequality]. Suppose th independent T-a 
EEn LES Забяру the fallout сатин Мона: 

Fü£k-c--c-ÉS]zGg]za k= 1,2- үм, 


wher n > [l and гу é (0, 1) are constants, Then Jor any 5 > 0 


. 1 В 
P( anp jéj 4 -'- + EL >a +b) < ry Pš: + RES m5 (7.11 
1ке = + 


Реља. Fut. 
А = [++ xr. 
Bi= |f tti >а) =l... Бы =A, 
C-f& EL B. 


Then : 
LU ABE € С, 
k=1 


Y. PE Aa ABE) £ P( Ü Abin) x PU. 


ka 


On the other hand, ВЕ, ү is independent of (A - -- Af. Аһ). Thus, 


Tt H 
P} > 2. PLAY ААН) = 过 P(AL- AS AMLE 1 
一 


> (1- a) ius s HR Aite 了 一 a)P[ Ü A). 


[67.1] follows immedigtely, O 
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| 2.65 Theprerm. Every Lévy process has an айдары т азр modifica 
Pon, mhich is afso ы Lpy process. | 


чаш Let X = {Xi} he u Lévy proces, usi, we ahow that hor every 
r: > 


Pisup(|X,|; ¿£ [z] n Qi < co] = tt (BB. 1) 
Ta [uct, for each + € 0, =] 
РОХ. 一 | Z U, атоо. 
Tiy stochsstic continuity af X, ior each n and ta E 0, г], 
Br P(X. — А! 2 n) < POXL— X, | z w) 
Hence, by Dini'a theorem we haye 


hm sup РХ. — X,| > n) 


ROB ü= k= 


Il 
= 


"Fake r4 such that 


sup PiX- — Xd Z ma) = 


ned 
Пу Leinma 2.67 we obtain 
P( mp [Xs Ë n +n) < 2P(|X,| > ni. (68.2) 
Then (68.1) follows from (68.23. 
Now applying Fólluer's lemma to martingale Cru] esp, we know that 
there exiats Гу ë F with Р) = 1 such that For each u € iln 
1) foralbcl-D, sup Welan] & co , 
(E.g 


2) bm ell u £ Q and t 0 (resp. £ > 0) 186 emu) C man， 
F «-Fllt 


Hn, ert ny uui 
re } exists and is finite. Furthermore, we can conclude that 


iur вагы w € у, For al £ > 0 T em Aw) (reap. for all foc y 
: _ . x T T 
чый, Afw) exists and is Бае, In fact, suppose there ех ма em- 
quenees [r4] and (r!) in G, such that x, 1] t. zh lltand 
lim Жыш) = a z h = lim X, ш}. 


Ubviously, а and b are finite. For all t € CQ. ema — їшї TR ja imposzihle 


when Ü x w < LM 
w ib a] 
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Decine 


Х.ш). — 4 € fis. 


lim 
Үш} = TEC Tli k > 0. 
: w tla, 
Iher Y = [Yun ік в cadlag process. Ву Ftorkimstic continuiy of X, For 
each Ё > ü 


Р(Х, = Y = 1, 


Le Y ia a cadlag modibeation of X. 
Sine Lhe filtration satisfies the usus] conditions, і із easy tu see that 
Y is adapicd. Hence. F i also а Lévy process. [O 


The following theorem provides another connection between processes 
with independent. inerements aid martingal. 


2.89 Theorem. Lei X = (Xi) be a process wiih mdependent smom- 
ments, and for ali i > 0, ЕПА] < 50. Put mr = E[X,]£ > 0 Then 
{Ху — mu) ša а martingale- 

Mauresner, if d, = D[XQ < wt > 0, then (X; — nu? — d) iaa 
martingale. 

Proof Since: X, — Xa а < t, in independent. of Fa, we have 


ЕХ, 一 Х.Х] = E[X, = x,] = "ft, — mla, B.S. . 
E[X, — ra |2,] = X, — Mma, 8.8. 


Hence (A; — ға) is à martingale. | 
Now: suppos d, = Х| < ос. Without loss of generality, we pippo 
пы = ü. Then tor š = t 


Е||Х, 一 Х.А, = E[X: — X]; as - (59.1) 
Sue X, апі XE, — X, аге independent, we huyo 
à = DIX) = D[X.] + D[X, - К] = d, + АХ — X. P]. (092) 
(Gn the other haml, 
Ех, 一 Æ F] = E[X2|7.] 一 2X,E[X4 £,] + X2 
= EixipE]- Xi а. {09.1] 
From (60.1)-(69.3) we obtain 
EY? 一 d| F] = EË dy ав. 
Hence [X2 - dy) іч а martingale. O 
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Fur a homogeneous Lévy process X = (X) Ehe rhararteristiz function 
Vale) uf increment X, — X, з < £ depends only on š — s: 
Psal) = we adul, 
und [лейт] э Satislies khe following fuuctiuaal uation: 
eau] = ub. [u) fa € Ні. 
Because [rsi 1% continuous in L, we have 
eru) = [yn [u 
and qj (v) ja infinitely divisible. 
l'urtbermore, H the cxpectatioas of [Xa] exist, then 
Tr = mo + im 一 sg M. Ё = Ü. 


Ш the variances of [Жу] exint, then 


h = da + (d – Ш), ED 


2.70 Theorem. Let X —( X,) be a endiag homogeneous Lévy praceas, 
ana T he o Bate stopping dime. Put 
Ye = Are- Хт, t> D, 
Then 
1) Y = (Y, l та indpengdent of Fr, 
2] Y is m process unth independent increments wr! [Fry], 
3) Y has the same lw ал X — Xy. 


Proof Since (2, = pre Хе 





*e is a cadlüg martingale, for any 
bounded stoppiury uic 5 by Theorem 2.58 we have 
E[Z244]75] = Es. д.8. 


Ее +. = н = [u] B.3.. VH 


For any À Е Fr and n, A[T € al & Fran. Applying (70.1) tn TAn 
w geL 


E| Larey] — E [Larsa] E Хтлањ Kran 
= E| aren arku] = satu) А[Г = n]. [70.2] 
Leitüng n — oo in (70,2) yields 


Ед" = E( Abou). (70.35 
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Putting А = f? in (70.3). we obtain 

ЕЕ" = usu) 

Er, = p| | preu]. 


Henc: Y, is independent cf Ar, amd Y, has the халас law as X, 一 Аа. 

Fot < s < i, applying the gssertion proved above to stopping timr 
TL u, we know that Жегу, — X44 із independent of Fa. Therefore, Y = 
(Fi) ва process with independent increments w.T.t. [Fra]. independent 
ul Fr, and bus Lhe aame ww аз E – Де Ol 


Remark. in Theorem 2.70 if the stopping tima T is equal to +o. 
then the process Y ін only defined on [T < сс]. Replacing (D, F, P) by 
([T = ea], FNIT < oo], PU) (T < po)). the assertions remain true. 


271 DeBnition. А stochastic promese W = (Wig is called a 
Wiener process or Brownian motion Ow... (ak, if the following con- 
ditions art satisBed: 

1) Wo = 0, 

2) W is a process with independent incremente (wrt. (F1) 

3) for all a = fa t € Ry. Wi — W, has normal digributim JV (O, c^ ft— 
я) 2 > Ü. 

li z = 1. the Wiener process ir refered to na atamdand. Obviously, a 
Wiener porer ін а homogeneous Lévy process. 

Tt has long been observed that particles suspended in а liquid are in 
a siale oi roostet highly irregular matian. so-called Browalan motin, 
nawel after tiw British botznist who discovered it Arst. The Wiener 
process ік à Teasonable mathematical mode] for Brownian motim. In 
fact the Wiener procera has been [mind useful im Btüng many random 
phenomena of diverse domains. 


2 T2 Definition. Á stochastic process Х = {Жу} ін called Cauastan 
or normal if all Snite-dirnensional distributions of X are (Ganaried. 
Obviously, the law of а Gaussian process X in ecrapletely determined 
by iti mean Function 
пы = E[X;] +20 


ani covariance function 


Cít, s = E[(X, = wM X, — mj] ta z Ü. 


7D | Chaptar Ц Classical Martinggle Theory 


lt is casy hm acc that the Wiener process із а Gaussian prarpsa, and 
| Ей -0, t20, 


(72.1) 
Ele] = 20А а), з >й. 


Conversely, if W = (Wi) is а Gaussian process, and its шеш functi 
and cuvariance function are specified us im [72-1], than. И" is а Wiener 
process мг, КҮЙ. 


2.13 Theorem. Let W — (Wi) be a Wiener process, Then W has an 
adapted холін modification, which is also a Wiener process, 
Proof. Since a Wiener process із а homogeneons Lévy process, by 
Theorem 2.68 W Пан a cadlag modiücation X = [Ху]. Put 
po œ co гы pi^ 上 
че о УЫ nu X i Xl = ml 


It із not iticult to see that Tw € Н“, X (i) is continuo па И. Om 
the otber hand, fer the fixed p and т 


т?" 1 у?" 1 
Р(х -Xzal a у S E PIX Ха а) 


x mt T BX ; -Xl 
(0 45 mo m 
š "a e? 
= ТЕ ТИ МЕЛЕ INE 
一 Зртиї с $ ai SB ть — GD 
Consequently, for any í 
ca pé 1 
PN Unx;-xualz—1-89. 
n=l 1—1 =m лп т 
'Tlere[aa e, we know 
РҮН = б. 


Now define 
Кыр wc HF, 
Yu) 一 t t > Ü. 
0, ШЕ Н, 


It із clear that У — (У) їн s continuou modification of W = (WA). Зіпев 
the Bltration satisfipa the usual conditions, Y ів sdapted. 0 


Еб. Русса with Independent Incrementa Т1 


Hemark. In view of Theorem 2.73, henceforih mi add. another re- 
quirement to Ehe definition of Wiener process: И is a conrinuous process- 


2.Y4 Theorem. Let W = (И) 5e & Wiener process, Then for each 
і > П, 


2" š d, 8., I? 
K OV 2 Жы 一 t, an n — x. 
j=l 


Proof. Put 


we have 
V, 5 E Wi 1 2] = 2" Fe a 


gn c2 412 
D[V«) = E РЇ - Will —gn. (59) = 2 


a 
Since ГИ] — ü, we obtain V, “этн. 
Uni the other band, 


= сЕ. 





a ы 20 
lys аруа cti E L3 
"n 四 一 上 性 一 1 2 


ү Pia- EM] > 


BE. 
By Borel-Cantelli Temna we obtain Fp 一 一 cu n 


Remark. For each ё aad n, let Dn : 0 = tan а S Taka => 1 
be a partition of [0,4 such that max Its; — tn j-i] — Ü аз m — oc. In the 
game way cnc cau show for a Wiener process W 


z 
CM - Wr “оң, 
f=1 
Moreover, if Danyi is а relinersent of Dn for each t, then we huyu 


ы x z 
L (W... —Wga yocant ан. 
FL 
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k. 
as well. In fact, define Vn = 9, (Win, - Wigi) n > L, then (а) -1 
= 


15 а mattingale w.r.t. a due Fltracion, The details are left Lú rendern an 


ап EXercise- 


2,75 Definition. А storhastic process 上 — {ЛЧ >п 13 called а [ho- 
"ngeneons] Poisson process bà parameter [or vate) À > O (wort. CFL. 
if the following ronditims ar satishierd- 

1) M = i, 

2) N ik a proecss with independent їзстетеріз (wrt (11), 

Ч) for ali 5 < ta, t c Ry, N, — №, bas a Poison distribution with 
parameter Alt 一 a]. 


2.76 Theorem. Let N = {Мар be a Paisson process, Then M has 
&n ndapted сайт ттм рма тот, whore früjoctories nre all тытыр sien 
functions with jump size one and take values only in the aek of non-negatime 
integers. à 

Proof. Sine Poissem process Y is a homogeneous Lévy process, bv 
theorem 2.08 N has а cadlag modification X = (X4). Put 

A-(nix«eN])n( n I[x,- X, ea). 
TEC. rpg y =i 

Obwicnly, Р{ А} = 1, and for 2 € А, A (ur) 1з а esdlag moreasing hancetion 
and taken values only iu IN. 

Pur, 


Then for any fixed р 
P u x X = 2 <T рх X > 2 
(Ug X 123) + x PIX, - Хш > 


= ee АЕА "р, D, аз об, 


Hence РТН) = ü. It ів not dtfirult te scc shat for w € АН" X du) ia 
cadlag increasing step function with junrp sise eut and takes values only 
in IN. 

Мот dcfinc 


(x0. 


| Хш], ше АН, 
Tur = 
D.  cgAH* 


fü. Processes with Independcnt Incrementa тд 


Then Y = fç) is tle rexquired modifiratinn of N. O 


Remark. Ey the same reazon as in the сазе of Wiener process, from 
ugg on we add another requirement te the defimitkim of Poisson process, 
ie., all trajectories of a Puisson process are салар increanimg sted functions 
with jump size one sad take values cy in. N. 


2.TT Theorem. Lei N = (Np be a Poisson process aiik parameter 
X. Pul | 
d. saa infit =ü- M =}, n > 1. "TT Aj 


Then 
11 for each n, T, i3 a finie stopping tme, 
2) T, has the exponential distribulion wiih pararieler А, 
3} (Ti, — Tyco. T8 — Joco) ds oan saad. sequence. 
Puvof. For any z = 1 ваа #2 0 
In = t] = [M = nl. 
Hence Ты is a stopping time. Moreover, 


-1 {M 
ÞE giai Y GU os] 
ja 3 


ан f — on. 


Therefore, T4 in finite. In particular, 
PU s= 1-6 im 40 


Lc, TY has the exponential «баат with paramet« А. 
Define 
Yi = Nrt My, t> Ü. 

By Thanrem 2.70 1 = [Y;] is а Poisson рин with parameter À w.r.t. 
(Frp amd independent of £r. In addition, 

T-T = imf[t > 0: Y, = 1) 
Therefore, T> — T, is independent cf 7; (aines 7; € Fryn and identically 
distributed with Ty. In the same way, by induction one can Rhaw that (TY, 
т, In — Tui) i an bid. sequence, О 


Remark. Actually, а Poisson process № = [A] can be represented 
as follows 
MN; = т, when Ta = t < Ла 


where Тп > 1, is defined in (77.1), &nd Fo = О. 
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Suppose that (34-1 is an iid, sequence aol r.v., and their common 
ristribution is the exponentis] distribution with parameter À > 0. Define 


Ta=0, Ta= 5 4.5, я>] 
аші 
Мь= м, Tir Ты, m O. 
Then N = (Mia ін a Poisson process with parameter À wrt PUN) 
alma № has Lhe same law sa N, | 
Generally, et (T... be n sequanee of тз. such that 
D0= ST, s. T x<... T | со, 
2) Em each m > Ü, Ta = oç = fa Тү. 
ПеЁше 


X. = n, when T, = £ Tapi. 


A = (Дү) is mallei a СОНЫ pruress Or point proness. UMNE processes 
шй used Lo model events occurring in time, guch as arrivals of cuatamers 
In à queue, calla coming into a telephone exchange. accidents on roade ete. 
Hence, X; may be considered as the number of engiorzmers arriving in [0 2] 
and T i called the n-th arrival time (T. = ou means the n-th Mea 
шеует occurs). The Poisson process is tha simplest bit most important 
and useful type of Gountüng protien. 


Problems and Complements 


| 2.1 Det (X«Jaxi be au iid. sequence of rw.. Азашпе that. X; ix 
distribnted un-formly on (0,1). Let d E (D, 13. Ser 
T-—ini(n*1: X, >d, 
S-—uminizl: Ху+ X. > 1]. 
Evahrate E[T], E[ X]. ELS} and E|Xs]. 


2.2 Let (Жл be an Lid. (=. )-adapted sequenec of rv. such that 


和 or each > T, Xati із independent of Fa. and T he a Вай 
tire. Then 


1) (Хур Јазд ік independent of Fr, 
2) (Amn nz! has the aame lyw as (Xn ) а. 


[Fn )-stoppiug 


Problems and (Complemaents Th 


2.3 Let [Xna be an [P515 -1-2dapted sequence of non-negativa Ty. 
such that for each n 2 1, Anpi 15 independent of Fa- Then 


Ени X4] x 2 sup] E| Xr Jr] : T is an {Fn -stopping time} 
nl 


(prophete inequalitv). 

2.4 Let [Ху aza Ме a insrlingale. Then ОА. inao ts also а martingale 
if and only if 

1) for each n > 1, nAn 2 0, PA., 

25 fur each r > O, [Xn = 0] [Х.л = 0. as.. 

2.5 Lot X = (X,) be an [.Z,)-martingale (resp. supermartingale), 
and T be an (ulastepping time. Then the sequence atopped at time T 
XT = (XT) (defined by XZ = Xr) 1н also an (J,)-martingale {reap 
superraartingale]. 

Z.8 Let a < ёп, ре Hand N 1. 

1jn X) i5 An {Fn Faupermartingal, then 

РОХ. А> MES 
ЕА — ау Het эө] Ce 一 本 下 


Гү. N] Fo] = ELLE - ak [Fo] - (Xo — a) 3. 


2) IE (X, ] is nm [Ja )-5ubmartingak, then 
(Xa = a] < EX» — и] Лх, mo lnl; 


ЕХ, NIE] < , ^ {ЕЙ Ки — aY [Fo] = (Xo at 


2.7 Let (Xn) be a martingale, and E[su; X44; — X, || < ос. Then for 
almost all ur, ент Bun Хуш) exists aud ie Bnite, or limsup X. (G) 一 +o 
and ой X, (u) = 一 cc hola simultaneously. mm 

2.B Let (A.J be an (7, adapted sequence of events. Then 

Ta А, = |х РА „| = +со| аж. 


(generalized Ikarel-C'antelli Lemma]. 

2.98 Let TA be à nou-negétive superirtingBle. Then (X4; 5 a 
potentia] i£ and ошу if there ix & non-negativ martingale (Y41 such (hut 
for each n. 35 © Жы A-8- munt. be equal to zero: for sll n, Yz 2085. 

2.10 Let {х,у be an (F4,)-adapted nequenre of integrahle rav.. Then 
{Xn} in а potential if ami only i£ there exista an ([F,)-adapted intergrable 
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їлєттедзїнҥ aequenee (An) suich that fer all n 
Хы Е E|A,.iZ.| m An Ho. a 

Meveor, if (4,3 in required to be predictable and Ag = 0, thun (A4) is 
deterrinncd 1mniyuely, 

331 Let din ,nap and {Zanon be two non-negnalive martingales. Then 

X, = Tn 23 Zu n = 0 

is the Krickeberg decomposition pf martingale í 2 л) if and only if Ж] + 
E[Z5] = sup ЕХ, |[. 

2.12 "i [X fu ше an (E, )-adapted sequence much that for each 
п. Ау, ds independent o£ Z sup Е| Х| < бо, and E[n} 20.2 > 0, 

u = 
Let T he an [Z+ -stopping time and E[7] < оа. Then 
EKo  X1---- + Xr] =й. 

2.13 An adapted sequence (Xn) is a right-closahle Supermartingaie 
(твер. martingale) if ал] wuly if 

i) sup ЕХ] < зо, 

li) for all finite stopping times 5 « T, Els] > EfXiresp. ЕХ: 一 
ЕХ}. 

2.14 Let X = (X4 sg be ал {[Fn]nzo-adapted вепнепге, Then the 
Wolluwing atatermuntn are equivalent: 

1) Theig muss R ведете of stoppimg tiwas Tk ] oc mieh that for each 
k. X75 — Xm s) ів un (Fnr martingale. 

2) Xu às integrable, For each n => Ü, Anpi iñ c-eintegralde wor. JF. 
- HE 

ЕА] = Хы as. 


2.15 let PV = {ИЛ ће а Wiener process. Then all the frd donari nus 
processes аге Wiener pruvcengses; 


WI =, жэ 
2 
WU = W... W, 上 > 0, for a Bxed s > ü, 
wi _ | diit 
й, t = 0, 


(4) 
+ = Wa- И Ü< Ë= forafxelm > D. 
2.186 Let Ir = (W bs a standard Wiener proces. 


I'oblems and Complemcntg TT 


1) Show that 
ir = М-Р. Ü < t < 1. 


is a Gaussian process with zero mean function and covariance fanction 


{ Hl- ж). Ёа. 
Ct.2] = 
(1—t]s, É > x. 


[Such в Gaussian procesa ів called a Breaitian bridge.) 

2) Bhow that the conditional law of (4.0 = £ = 1) given ИҢ = ü is 
identical wilh ve law nf a Brownian bridge. 

21T La W = (Wi) be а Wiener process, and T be a stopping tinc 
such that ЕТ] < ос. Thun E[W7] = апд EW] = e* E[T]. 

2.18 Let W = (WA) be a standard Wiener process and m < Ü < b. 
Define 

T =: > k: Wi. тог W = ti. 


Evaluate ЕГ] and Pi Иг = a]. 
2.19 Let W = (W) be a Wiener process and T he a ntopmng timc. 


Cetine 

WA. LET, 

х; == 1 = 0. 

Мт Т Wi, F > T. 
Then X = {Ху} із still a Wieavr process and has the aame law as И 
[reflexion principle) By making use of the reflexion principle, tor hxed 
1 > Ü, max Wy [W| und max W,—W, have the following cumu density 

Пед ттр Па 


function: 
2 


YT 


2.20 Let {T ina be a &mquenece of rv. ich that 


"nd feti ріж). 


D— Tu < Ty <. < Т, Y x, 
and Jy = (M be defined ян Шо: 
Wa =m, when Ta =£ t < Ta+1- 


The following slalements are equivalent: 

1) № is а Peisson process with parameter А [w.rt. ils паша] ilrra- 
lion]. 

2) For any É > П and n Z 1, give M — t, Тс SES have the aane: 
distribution as the order statistics corresponding to n independent rv. 
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mnilormly distributed om [0,2], and V, has tlie Poinson distribution with 
parameter АР. 


3) For ашу mm-negative Burel function f on E, 


E| X fa] o f^ rias 
= LI 
ат Ti T ad T,. ЕЗ in = Tu-li ' ATE Lld.. 


一 .— А ——---- .—.. -一 一- :一 =--:- Н —. — e I IÁ r s<  —.-—— n. s aao 


Chapter ПІ 


Processes and Stopping Times 


From now on we introduce "the general theory of stochastic processes" 
and its preliminary applications in three consecutive chapters. 

The basic starting point of this chapter ia а measurable space (£2, 7 
with a given filtration Ё = (£a. No probability measure appears 
ihroughout this chapter. 


H1. Stopping Times 


To begin with, we recall the definition of stopping time, given in Chaj} 
ter II $5. 


3.1 Definition. An R,-valusl rw. T defined on (2,23 is called an 
F-stapping time, 1Е бот each t > 0, 
пе Е; 
and añ F-sloppng time in the uide sense, if бог each t > Ü, 
[T = i] = Fh 


or eguivalenily, 
T АРЕ 7 


Obviously, F-stopping times in the wide sense and F^, -atopping times 
arc thc some thinga (recall that Ку — {Fa} In particular, F-stoppinz 
Lunes ате aleo F-stopping times ш the wide sense. Tn what Еол, all 
stopping times are relative to F' unless atherwigc stated. 

Tt 15 met. hard Éor readers to show the following theorem. 
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4.3 Theorem. 1] H 5 and T are tum atepping limas (этар. in ike 
wide semse], зо icm SAT and S VT. 


9) Let [S,) bc a sequence of stoppreg Hrnes (rex ia Bes nde sense), 
Then V S, ta n stoppirig fime (resp. im the uide sense), atd À 5, ra n trde- 
serae afoppug bime, moreover, df (S. ds sfnfionary, ie fer each w € f]. 
there exishr a патат number ny, such that S, [ш] = Sufa] frena n 2 ny. 
then AS dn sopping hme. 

Ti 


$3 Definition. Let T be a stopping time. Put 


Tre—dÁze Z Vi S R... АЛЕ, | (2.1) 
Fez= AS Z. Vte R, A[T = tj & Xi, [3.2] 
"m == рр {kt Li T] АЕ Ё, É É RE... {3.3} 


Thea Fr, Гг and Fr- аге all e-felds, Jas called the c-Reld of eusnts 


prior to T, and Fr- bhe -feld of ктєтїз &iricily prior to T. 
ТЕ jg easy bu nen 


Fra — [A £ Z i WL E б, A[r x {{ = Fils (3.45 
Tr. ОАТ]: AEF, te R.L. (3.31 
Ju = Fa v ri Alt = T] дє ү, tE FR,]. [3.8] 


If T ig just a stopping time in the wide sense, the definitions of FT. 
and Fr- remain avaiable, But Fr defined by (3.2) is no дег à c-Ecld 
(for sowe = R+. [T “ы 1] е. then п E Py. Therein, fora xide-sense 
stapping Linie T only Ary and Fr. make sense, But 13.4)— (2.6) remain 
true in this vase. In faot. бог апу Ft,-valued jv, T we can ейш" Fr- 
atili by ЗЫЎ), and [3.5], (3.6) are valid. 

ошау, for every stopping time T we have Ir. C fyc Fr: for 
cvery wile-sense stopping time T we have Fr_ С Fr- 

Ilis alao busy ta see that i£ T'= € TE, then T isa stopping time, and 
FT = Хр = Fii Fry = Fig [rezall (Bat Tg — Fim F- — Fal. 


The main properties of 0-fehls £y, £r and Fr, аге hated in the 
Ваш theorem. 


3.4 Theorem. In ihe following statements, T, S. Su Sn --- denole 
stopping Ies, and U, И, Py, - Ra denole vide-sense stopping Himas 
1) H ia Fp -meaanrghle, 


Bl. Stopping Times € 


2) S = T = Fa C Ea E < Tr => Fa. C Zur Frm C Еур. 

3) ХЕ = Fsap. 

4) A E. TT == A[5 = T] Є Tys АЕ = T] £ Рг. A|5 = Т] C sam. 

B) Fg V P = Fer = [AUB DA € Fs, HB e Fr AB — Ф). 

б) A € Рау = AR C] € Fy. 

7) À € F< = A[R = x] £ fu. 

By RU, and R < оп [R < | = Zn, C fp. 

fy DET ana S < T' ол [P z DD = s C ү. 

IM Т R = V R, and U = AR, en 

Fa- = V Fh Fu+ = Ад. T 
11] If 5 = V S. amd for euch n, 5, < S on [0 <= S, = ec]. then 
Fs- = КЬ. 

Proof 1) For each { € H4, [F > 4] € Fr- by (8.3), and [R = iH = 
[R > Dit, Hence RE Fp. 

2] Let À & Fs. For ench ? c R. 

A[T EE = (A[S = Т x t e Fe 

This means A € Fr. Hence Zç C Z, Similarly, we have fF, c Fup. 

Let À £ T M then А = ni È Tue Prom (3.61 we lave 

Alt = F] = {А А < U] Жи. 

Hence Fg. C Fp. 

3) In view of 2) it suffices to show Fg [| Fr C Tz. Let A € F FT. 
Fur rach РЕ HR, 

AGAT ZK = (AS S HAT = 1) £ Xs. 

This means A Є Fsar. Heme Fg f) Fr C лт. 

1) Let A € Farr- From 1) ad 2) we know thai hota 5 aml T are 
Fyyr-mesutable, Hence A[5 = T] € Fom. For euch t е R, 

(A[S < TT ж] = (A[$ < TDIS v T < 4) € я. 
Tis means AJS = T] £ Fr. By the same argument we have A[5 < T] E 
Fy- Thus A[S = T] £ Fr. By the symmaetry hecween 5 and Т, 
АЕ = T] € Fs n Fr = asr. 

5) Let C € Fyr, A = C[T « 5) and B = С\З € T]. Then by 4) we 

know that A € Fy, E c Fr. and AB = ñ, AU E = C, Therefore, 
Far C [AUB : AE Р, B 6 Fr. AB = B] C Fow Fr. 
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Owing to 2), Fs V Jr C For is trivial. Hence 9] 18 extablislied. 
6) Let À € Fpp. For eart z = Ry ALR = £] € Fa. By [3.6] we have 


A[R < U] = „Ы (A[R < гру рель. 


Tb Let Ç — (À & Жы: Ат = oo| € Jg). Theu Q is a c-fiell. Let 
A € Л. We have 


АШ = og] = D (Alk < RJ) £ Fa, 


ке. АЕ б. Hence 2 2L] E, 3 ШУ) = Z, anu G = f. 


8) Let AE Fog. Then А < D] E Fr (by 813 A[ = | £ Fa. C 
Fi- [hy T9 and 


А= [AJR <и T [R = xe Fy.. 
9) Let 4 € Р. Then AS = 0] £ = C Fro. and 
A =(А[5 = T] o [A[T = 0) = Fr.. 
10) Let 4 € Н and À € X,. Then A < Ra] € Ful, даш) 
en 
Alt < R] = U (Af = Ral S ЛЫ _. 
By Definition 3.3 we have 
JR C V Zn. —. 
The converse itupücakion in always Eras. 
Let A € P1. e. For each t € F, by (3.4) we have 
АШ « n — UCA [RS xe >, 
This mans А € Ху. Hence 
The converse implication ія always lirue, ton. 
11) By 3) we hawe V Fs CFR. By Id) wr have 
ti 
"T = VF [= V Ze... 
Heuce Fo = Y Fa D 


З.5 Corollary. Let 5 and T be sopping times, Rand U be mide-serse 
#боррф пе, 


i$ < T] [8 < T] and [S = T] all Belons io Тыт; [2 < T] £ Fr. 


$1. Slapping Times на 


2) ra. £ € Fer => Elen € Fr Elser € Fr ЁҢвет) € елт. 
З) г.р, Ё € Fa. = реті E Fie- 
4) 

Fg HE = T| = Fr [5 = Т]. 


Z= NIS «TE FLOS = T]. 
Foer OLS = T| = Fenr OIS = T] =Zzsrs [s — T] = = n [S = 1]. 
5) 
Fear Г S T] = еп = F], 
Рел nis = T| = Fa fis = T]. 
GI LS.) ss a айбор seguen of stopping times, then 
Fu Sn = МР, = {шл ; A. € Fs..n — 1,Ж®,---.. АА, = ü. k = jl. 
(5.1) 
TB s. = iss. [5.2) 


Proof. We only give the proof of б). Put 5 = V Sn. Because [54] is 
ғіяёнтагу, we have |) {Sa = 5| — £t. Let À E Fs. Put 
n=] 
A = A[5 = |, A, = AL Г [5; 过 本 5л], t > z, 
att 


Sinee [5; < 5] £ Fa, hy Theorem 3.4.4) we have A, E Js. n 2 1. 
rk 
Ohvicusly, 4А, = &. & zx j, amd А = |} Ал. (5.1) ів established. 
n=] 
Pat T = ASQ Let A £ (175. By Theorem 344), for cach m. 
TL п 
A[S, = T] € Zr. Непсе А = L(A[S, — T]) E Fr. (5.2) is established. 
器 га 
Hemark. !n 4) end 5) Faw sar Fr ша Fs eun be replaced Ly 
所 sw 一 ,天 Sn- and Fg renpectiwcly. 


3.6 Theorem. Suppose Fa = Far. Let (Ta) be a manotone ағашта 


af uwide-sense stopping Himes, and T = Jim. Tn- 
l) J Ta] i denreasins. and for euch n, T < T, on [0 < T,] then 


Жу “(ШЕ (6.1) 
9) JF (T; 3) is increasing, and Jor each n, T, < T on [0 < T|, then 
Fr- =Y Ft (5.2) 
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Proof. 1) Put @ = Fat 2 D. Sime Gs = Fu, = Fo, we alan have 
G = Ji. t 2 0. Nw T and T, are (Gu)-stopping times. By Theorem 
3.4.9) we have 
Ar. 一 бт C Ur. - = Fr —- 
On. the other hand, by theorem 3.4.10 
Ху С AFT- C AFT = Fry- 


Henere {6,1) is establiahed. 
2) By the same argument, we have Ar} C Fr. Then by Theorem 
3.4 10) 


Hence [8.2) із eglablished, O 


5.7 Theorem. 1) Jf S is a stopping time, re T € F; mud T' > 5, 
then T isa stopping fime. If S is a wide-sense stopping time, rx, T € 
Tord 5 and T > S on [8 < оо], then T isa mopping time, too. 

2) Let S be а teide-senae stopping time, For cach n > 1 pu 

mk 
B. = P mls ese ki + 1) aos]: (7.1) 
Then Sn, n 2 1, arc stopping times, and >, | 5. 

З) If 5 and T sre twa stopping tirer, so aa Sd. 

Proof. 1) For the first ease, for each t > 0, [T = # £ Fa. and by the 
definitiog of Eg we have 


[T = d] = [f = yen 


Henen T їз n atopping кше, For the second case, for each t =ú [T <= 
Fs. and by Theorem 3.4.6) we have 


IT = t| = [r = #][S ДЕХ C zF, 


(note that T > 0 by the sasuaption). Hence T isa stopping time. bou. 
2) Hy Theorem 3.4.1) we know S, C X3. Obviously, S, > E anl 
5,7 Лоп [8 < >J. Thus by 1] Swn > 1, are stopping times. S, | 8 is 
твата], 
3) Since S + T' >= SV T and S + E р, by 1) Š + T ia & stopping 
time. I 


ÍTFa——, E —— o  T-"q 
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m. B Definition. Let T be а non-negative бте on Ú and À 1}. 
Put 
Ta = Tia 十 (十 co 了 Tc， 
Ta is called the vestrirtinm of T on A. Obviously. T < T4. 


43.9 Theorem. 1) Let T be a shopping Hime amd À E Fo Then Ta is 
a stopping hime if and only tf À E Fr- 
2) Let T be n sopping time and A c Рр. Then 
F ПА = Fr A. Fr, ñ A° 2 F. DAF, 19,11 
Рг ПА = Хғ ПА, Fry- ПА" — F. EL [2.21 
In. particular, if Fr = Fro. en for апр À € FT 
FT, m Fa —- 
Proof. k) ia evident. 
2) Let E € Fr,- Then AB E Fia: and for each r > 0 
AB[T £ !| = AB[TA Z t] € F 
This means AB € Fr snd BNA = (AB) A c FrNA, Hence Хт, ПА C 
Frond, But T' = Ta, Еу C Бр Thus Fra r A= rr A. Noting that 
[Ta kas = +20 and making use of the ваті emahiahel jus. before, we 
3btaim 
Fra АЗ = т, EY AS = Fun r1 A. 
Let B & Fi Then RE « T4] € Fr B[t < T| € Рг. Since 
(Б ТАА = (B= T) A £ Fr n A. 
Fp DAC Хр ПА. But Fr- C Fr- Thus Jr, ПА = Fr- 
Similarly, we havr 
ты ПА = TUTA) < r Ar = fana. 
Now mme Ffy = fp. and A g Fp. Let B с Fr, By (9.1h 
AH € Fr = Fr- Cr. By (9.233, AB € SÉ C Fr, . Thus 
B -(AB]JUCA B) E Fr,- Hence J, =fr H 


$2. Progreasively Measurable, Optional and Predictable 
Processes 


In this paragraph we study khree mast useful classes of measurable 
processes; progressively measurable, optional and predictable processes. 
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3.10 Deünition. Let Y = (X,),=e be a stochastic proe, X ie 
ыша ha he measurabe, 这 A.G]. an a function o£ [ш„Ё], is F x ВОЙ )- 
ueasurabie, X is paid to be progressively mensurae (or sunply progres- 
sive), i£for each £ 7 0, restricted ou 11 [0, g], X is Fi x ЯП, t] )- measurable. 

Obwyionsly, every progressive process is measurable and adapted. But 
the ennverge ів not true in general. 


3.11 Theoram. Jight-caniinunur [or laft-eonzinuons) adapted pro- 
CESSNA OTE иргеде. 
Pref Let X = (X be a right-continuous adapted process, For any 
piven # > D, define а зецца of processes on £1 х [0,2] ан follows: 
3 
ХЇ" Чыў = Xalapa + E Жыш} ‚з E |ü. 1]. 
( ) 13— 0] e. Hl H eut сы) [ ] 
Then XU) n > 1, aim Z, x En |D. 2] I- measurable, and lim xin le = Xa) 
on $} x [0,4]. Hence restricted on П x [0 z]. X is Fy х B([0, t] )-measurable, 
Le, А 18 progressive. The proof for leftcontinnous adapted processes ія 
similar. LI 


4.12 Theorem. bet (X) be a prngresmiue process, Then for ewery 
stopping time T, Хуе = Fr-measurabie. 

Prwef For sach t > DST'Af € Fi Therclore, Eran ^3 the composition 
of measurable mapping breno (7, FY to (£2 x [0,0], Z, x B(U р: шз 
{ал Тш] A 1) aud mmenmmable mapping Erom (f? x IU, tj, Fi x BD, Г] ү to 
CR, BE) : (urs) Xo ds measurable. (This sseerüion is valid 
vven for а wide-sense stopping time.) 

Ler d = H( ff). For each t > D 


[Xr freo € AJ[T = t] = [Xr E АТ < t] £ A. 
Siwe Жтт. | = Ems Хтгля геп) we have XTipeg € Fæ Hence 
[Ar A Te g A] € Fr, Le, Ят ia Z7p-measurablp. (7 
Remark. Let (Xpt Лр he a prukressive procese, and Ды be а 


real Z. measurable rw., ‘Then For any stopping time T, Xr = Хт ed 
Хате із T r-meaxirhle. 


3.13 Definition. А zubret B of fx Fe, is called а stochastic sel, if its 
indicator Гю їн n stochastic proresg: Гр = (е) ер. where (75), = Fa, 
and B, is the section of B at t. d set H € Fx BR is called а твата 


ET аи. 


. иа 


.ocaum— =. ... 
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толиа ёа) set, А aubset PL of [Ex ү ів пані to be ртойгеккиге, if Гг Tn 
progressime. АШ progressive eeta cmmtitute a aub-r-field of F x BUR.) 
eslled progressive c-ficíd, and denoted by £, 

It im easy to mew that а process i$ progressive if amd only if it 15 £- 
measurable. 


114 Definition. Let U aud V be two R-valued functions defined 
on f1, and U = V, Deus: 


ШЛУ] = {бәл} € ft x R, : Uf) £ t£ Vle, 
IU FE [eo ЄЙ x Ré: Uü] E t < VU) 
JE, V] = ££) € ftx R, : Uw < t< Vha), 
JE VI= Tate x Re: Ufa zt ш). 
Note that when V 一 十 ao, we have [7-02] = [U. 4 co]. When U sul 


V ure r.v., [U. V], EU, VHA are called stochastze intervals. [E] эн defined 
as RU. U], aud is called the graph of V- 


3.15 Dofinition The o-üeld on 3! x H4. generated by all cadlag 
adapted processes, 证 called optional o-field, and denoted by ©. The s- 
Held on f! x K,, genersted hy all left-continuous adapted proceses. is 
colkali predictable e-fileld, amd denoted hy D. A stochastic sei or process 
ig gaid to bw optional (rep. predictable), i£ it is 0-4 resp.P-] measurable. 

Fran Theorem 3.11 we knew that all optional ur predictalde processe 
are adapted, 

IE X = (х,о ів а cadlag adapted process, then the left Dait process 
X- = (X; hon і prestictatile. Some elementary optional or predictahk: 
Beta жй proceres are given in the folowing theorcun. 


3.15 Theorem. 1) Let 5 ond T be а ceuple of stopping mes, qnd 
S GEO Then al intervals [5. T], [S.T] ола thu рор of 5 and 7 are 
opiional Morever, if f is a real Fr-measurable rw, ten X = Eigr і 
em osizenal procesa. 

2) Lei S8 and T he & couple nf wide-sense atopping limes, end 5 = T. 
Then ]3. T] is predictabie. Moreover, if £ is a reni F,-moasuralle T.t., 
ihen £T sr $8 п preuvciakle prine aa. 

Proof. 1) B is easy to вее thal стр їн саар aud adapted. Hence 


[5, TE is optional. Put f, = Š + 2, Theu [S] = NS, Tul is optional. So 
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ia [T]. Thus [5. T]. ] T] arel ]5, TH are all options, 

By Corollary 35.2] we know that X: = ьт] € F, Taen 
X = pr is adapted and cadiag, Immedistely, X is uptional. 

2) Since Лету i8 IeFR-rontinunus and adapted, |5, TĪ is predictable. By 
Corollary 71.5.3) we Enow that For £ > 0, X, = ьт) E Cu. Obri 
ously, X4 = 0. Hence X = ят] iac lcft-continnous adapted proceaa, 
and із predictable immediately. O 


3.17 Theorem. Dennie by T ihe collection af all stopping times. 
Then 


O = afls sol: S £ T). 
Proof. Put C = Ца: 5 £ T1. Sinee C C O, we have eft) c e. Tt 
місе to show C < aleh, 
| Let (X;) he a cadlag adapted porze, We are going to show that [Xi] 
їн c(C)-mensurable. For each ven z > Ü, put TF = 0, and define (T2345, 
by omduction as Follows: for > 1 i 
Tiple) = int [s t > Talaj Ке) — Alu] = = 
or Areila — X,_ 00) > z]. (17.1) 


We are able to ајот all ТУ are stopping times by induction on n. Майып 
that the set on the right hand side of (17.1) їн сіе under the limit on 
the right in А, for every r ë Ra we have 


[Pii d c [Tz ст Ху — X,| > elu [Хы — X12 6 C [Т Sl. 


"T" (17.2) 


Ula = r] = UH = z] = [Ti+ = tl, 
hom (17.22) we obtain 
54 = U [P А — Х| э шу Х| > e 


= A E 3 1 
QU (z< ls x4 > s - 2l 
where ©, = (M DD. eL [29 Asumme T is a stepping time, by Theorem 
3.4.4) we knew [T5 ,; 5 t] € Ж, ie, Tn m а stopping titne, boa. 
Obyicusly, (TE) i increamang. When T$ alu) < co, T£ Mu) > ТЕ) 
And С Атеш) = £ ür |Xme 6012) — Xet (07 = E must 


m. maa i а 


== мыл — . — MÀ — ... .. 
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hold. Since X.[w) har Finite left Иша оп |0, oo[. (72007) hea no багы: 
accumolation point. Hence Tz(u) 1 +ос. Put 


= 


Хб = X Жтт r 
1 


严 一 | 


For al £ € [Тыш]. Trio. ER 人 el — Xela)! < е. Thus for al 
(os m EE x Re |Жыл Аа) < z. This means 


tim Xg (02) = Жш]. 

emi 
IL is easy to hn thal Хуч Ttrs | is ril )-ieasurable (to approximate 
Arp, by r-mcasurable simpl: functions]. Tene for each e L 0. X* is 
eic )-mea«nmrable, and ao 16 X. O 


3.18 Definition. A stochastic set Б in called a iiin sei, i D = 
Y [Т], where T. n > 1. mre stopping times. COlnously, à thin set is 
Hs | 
aptional. 

3.1B Thenrem. If u progresse rel F zs cendatted in a thim set. Мыш 
B is also п tham art. _ 


Proof Let B c |) [Т], where tach 7, is а stopping timc. Put 
t=] 
La = 48: (as Tadi) € В}. 
Then /z, = IelTa Ti, zo) By Theorem 3.12, Ln € Fr,- Hence 
(Tahin = Тї, + ioo: 
is a sropping time. Evidently, we have 
B= U ыы] 9 


4.20 Theorem. Let [X,) 5e on optional process. Then there erisis о 

predictable process (Yi) such that 
А = {ian D : Xii) Yilu:]1 

is ü fin set. 

Preof Denote by H the collection of all optional processes for which 
the assertion bolds. Obviously, H is a linear space. Put 

C= [TE S= T. 3, TET} 

(recall that. T is tle set of all stopping times]. FEET U = V.S, T. U. V € 


T. 
[5, "In[t, V [7 ES v 7). (S v P) v (T A V3. 
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This means thet C ів a melass (Definition 1.1). Let S, T £ T. and 5 = T. 
Put X = Дел. Then Y =|JS,T] is а predicteble process, aud 

(X # Y] c 1810 [т]. 
llence the iudientors of seta in C belong à: M, 


Let X € H, und 0 < ХО [ X < ac. Take predietabie processes 
Y"! such that all [X t: z Y] are thin seta, Pur 


V -lmsupY'U, үшүр 


n—zx 让 下 |<ec| 
Then Y B predictable, and 
[X x yl c U [XU Z vtr (20.1) 


The right side of (20.1) 1в still a thin set, By Theorem 3.19, X € H. Sinee 
aic] = C, by the monotone class Theoren (Theorem 1.4) we know thai 
H wi паві the collection of all optional processes. O 


3.21 Theoren Pu 
C = (Ах 0р: AE жрм fAxj g 02 a<. te Q. Ae U Z, 
Cy = {А x {0} АЕХА Хх [Осака РЕ, АЕ LIF 
бз = (Ax [9] : AE яи dS ook e T). | 
Then 01) = {Са} = (Ca) = Р. In particular, P C C. 
Proof. Firs: of all, C, C P is obvinye, Thus тү} C P. Ün the other 
hand, for each Т-А adapted process [Xa] deine 


п ets 
XP Lua Y XLI 
ёр йт 


аа 
. , А [ š Al. 
Then lim XP = Xe It easy ka aee that [ XÍ") ja g (£1]-measurable 
Кт gach v > T, and so is (XN. Henw Pc аі}. We obtain s(C,) = F- 
Seonndly, kt А c Fr c а. Apparently, 
оооло i- 
Axlgt = Lp П 4x [s 
1 n 


u=] m= 


A 1 
1 t+ 一 [， 
tri 


— H 


А x [st[= nU Ax]|r + (1- 2» — ғ), š — ME 


Hence Ci C Сал, and C, C {Б}. Thus we obtain e(C4) = {Сү} = T. 
Obviously, we have {Са} C P aud C C G(Cs) (Az|s.2] —]54, Lal. 
Ü <s =, Ac |] Fj Hence e(C4) = P. 
гл 


Finally, since all sets in Cz; are optional, we have T c e. DH 
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34.22 Corollary. Lel T be a stopping imac Defne 
Яа) = Ti —en[Decx] 


Ther 
pO = Fr rn [f = >, [22.1) 


F IP) = Fy [U = бю]. [22.3] 


Pruof. Vc give the proof o£ (22.2) ouly. The proot for (22,1 | 15 similar. 
Let An € Zo. Then f^ {4 x i01) = AT = 0] =€ £z. (T = x]. Let 
S € T. Then Hss = E < T < =] € FrN « =] Ву 
Theorem 3.21 -HP c £F FE = c9] Conversely, bet А £ g. Then 
АТ === f (A = Ru) e } P). Let A € Л. Then 


(Ат ТИЕ < se] = F^ (ax oe e f^" (m. 


Hence Ўр | = оо] C р 1005, (22.2) blows. In fact, (22.2) holds even 
for any wirke-aenee Rapping time T. O 


8.23 Corollary. 1] Lei T be a stopping dime. Then fm any ap- 
tiong! process LA], Хута is Fp-mersurghie. Conversely, tF É i1 a nel 
J'p-mesauruhie т... then taere eyists an optional process (Xi) such ihal 
Era] = Arf presa 

2) Let T he п wüde-sense shopping ime. Then for ang predictahie 
process (Aah Ari To tš Jer. mensutabie, — Convcrsely, if E is a кош 
JUp--meanuruhbie ron, Ehen there exists q predictable process { Жү] such ihal 
Mme] = АДга 

Proof, Using the mappiug fle} = 位 了 [on [Т < ж], for am 
тгосезя (Хх). XT, being restricted on [P < ooh results: Frum the 
compoeition of X and f. Mow rhe maswrtiong follow from Corollary 3.20 
and Роги messarability therirern [Thenrem 1.5] immediately. 3 


3.24 Corollary, Let T be a sippping bime, and X = [X,) he m 
ophonal (resp. prediciable] process. Then the stopped process of X at T ; 
X! = K sn = (Хул 


is sli mphional (resp. predictas). 
Propf. In Fact, tbe stopped process X7. can be written as 


XT = Ат + ATAT i 


yz 
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We al 

pde үү de that Ir] and ATAT лы = Cr rre a Hora Аге prr 

s $ в [ агт 3.12 and 3.16.2)). Hence if Y in aphonal тер, pra- 
takies, so is X. In Pat. if X is predictable, even [or any wile-aciase 

stepping time Г, XT i» predictable, O | 


33. Predictable and Accessible Times 


app Definition, Án Ht -увіцей r.y. T, defined on (3, in called а 
predictable timc, il [T, eol is & predictable set. 
| Ubwionely, A ресін tlie ів a Hopping time, and а constant stop 
ан тч i predictable. Besides, let T be а wirle-sense topping time 
"Dee fi, >: is a predictable set, T is a edictabie ti j if [1] 
жк ыг precictabic time if xml amw if [T] 


| 3.26 Definition. Let T he à wide-senge stopping timc. (7, а bean 
Iucreasing sequence of wide-scense stepping times, and for all n, T; < T 
Let À c a. та that the semence (7,) foretatt T са А, ifon A[T 0] 
we Маме Tg < T for all n aud Hm T, = T. We sav bn 
| n T, I ау brely that (T, 

foreteIls 7 if (Т) retells T on the whole (2, hi 
| А wide-aensa mtapping time T" is сара JoretellaMe, if there existz an 
тте, sequence of wide-seuse stopping times which foreteils T. 


: 3.27 Theorem. LetT be z foreisilaMe wüle-ienae sfopping tie. Іў 
[T = є Zo, then T isa predictable time, In јничешіит, if Far = Go 
then ali foretellaMe wide-aenae shopping bimes are oredicialie fires 
Proof. Let (T, be an increasin i hb i 
j SINE четине nf wide ing ti 
биыл а He] n Р-п lopping times 
Ir.oc[- Qf = 9| x (op (пт, æl) = >. 
lence T is à preslictablc Hime, H " 


3.28 Corollary, Р = rÍ[5.T'I 5 mar { 

“ТЇ unc : j iQ 
mas pee | Joretellehle prediciabie 
еа бж. I '1естеш 3.21 Cs are vomposend af two claases nf. elements, 
н e eicments of the first class have rhe form А x { where A € Zà. We 

ave mn 


A x оф = n [Ca (4I. 
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1 
The stopping times Од nnd ML Are foretelled hy aequencca {Б ^ Ualk>1 


and (5 А (2 一 D. i rws;poctively The elements of ihr second 

class have the form А x [sth where = a < t and А £ |] Z+. We have 
Rata 

Ax [s tfe [s4,*4[. Take + sufficienlty large such that À € foa. Then 


the stopping times sa and ta are furetelled by sequences ((n + ул (s ч 


1 1 Е 
а-ы] ы and (n TOES ( a xx a) kz1 кышын T 


The main properties nf predictable times gre istisi ип Ыш: following 
theorem. 


3.28 Theorem. 1) Suppose (54) їз m sequence of predictable times. 
Then M S, zs a райга time. Moreover, if (54) 15 atationiry, AS. is 


a predictable binis, Loo. 
2] Let S he m prudiwinhie imc, and T be o stopping hme. Then 
A€ Fg = AlS = T| £ Fr. А[8 = Т € Fr. 
In poricular, [5 = T] Е Fr. 
3) 5 und T are prodirinlde hmas, the Fe Mr = Figan- 
4) If S and T are nrediciahle times, then 


АЕ TFS) = 
AJS = T] € Fr, A[S < T] € Fra AlS — T] C Fixsas-. 
Tise- = Fs V FT. = {АНН Ас РЫ BE Fr A8 = Ё}. 
5) Let(54) be a stationary seguente af predictoble imes. Then 


Fise = МАБ, = (Us An Fs, m 24 AA = B gt jT, 


FAs = ПР 
Ü) Let 8 be a stopping time, and À € Гы. IF Sa їл n predictabie tme, 


then A = Fs. 
T) If Š ss & predictable time, Ehen so is 54 for all A £ Fs. 


B) Lei 5 be e predirinbie time, amd E be a теш Fs -Tmensurebia rr. 


then Fhe process £ Is s is predictabie. 
Proof. 1) We have 


[v 55, > |= (Ds. 
TL п 
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IE (5,1 ін віаполагу, then 
[^ Bn. [= 1 [Sn eJ. 

2) By Theorem 3.4, AJS = T| € Fr AT = o] e Fp, it ашса to 
shena А = T]fT < о] E Fj Suppore that (Xe) ls a predirtable pruresa 
snch that Lafee] = Xsfecx| (Corollary 3.23.2)) Put Y = X lisp 
Thea F їн predictable, and 

Үт = Xris-rMppes = Хаара] = Tafl|s_Tel- 
Неше 4[5 = T < =<] £ Fr (Cornllary 3.22.2)). 
Ур Tt suffices to show Fg N Fr cox. Ti Let À z — 
vi (mam . Z oN Er. 
AS sF] = АВ = ZA T] ë Tis; 
AT = АТ = Ате IFAT 
Hence À = (A[8 < Tu [AT ре т, 
1) We have kasi 
АЕТ = AS YT = T] E Ep, 
А[ = T] = (AlS < TINS < T| £ Fr... 
Hence AS = T] € Fr. In view of the symmetry between S and T, we 
obtain | 
Alg = 1] E. n. = Figur] 
Let C € Жет. Put А = CIT < S|, B = |9 < T]. Then 
C= AUB, AE Fs, Be Fr An = ü. 

5) The proof is completely aimiinr ta that of Corollary 3.5.63, 

B) Put X = Jis op Then X is a predictable ny C 
ecd process, Пу Corollary 
аја] = Жас 
is Js -meagurable, ie, AlS c ee] © Te. By Theorem 4.47), A|: = 

eo] C Fe. Hencc A = Fy. 

?] Let À € Fs. By Corollary 345,2). there exists a nredictalhle 

process X auch that 
ГАЙБ = X slige] 
Then [54] = [X ~ 1] HE is predictable. Since 5 isa ing ti 
: . in t 
54 ік a predictable time, i БЕ 
8) follows easily fom T], D 


—r—a. sma 
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3.30 Theorem. Ií А zs a predictable set and contazned im the unies 
uf graph of а жерше of predictable times, them A тс is the union of 


yrapha of & sequence of predsctable imes. 
Praf LC is complerely eiimilar ta that of Thearem 319, O 


3.31 Theorem. Suppose feat A zs the union of gqrephs of a seguenec 
of aopprug Éemes (reap. preririabie hias). Then there erista а aapenre 
af stopping time (Ta) (resp. predietable bimes! such ihat À = 1 Тр ала 

n 


2.1717] = tn = m. 
Proof We ошу show the predictable case. Let [Б be a gequenee of 


Ca 
predictable times such that A = 1] [5]. Put 71 = 5. and for z > 2 
n=l 


m-i 
B, = {| [S © Sah, Th = (8а), 
1 
Then Б, E Fe.. Ta is predictable, [a[n] = É wl zn xm =, and 
A= Um п 
=з 


3.82 Theorem. For апу бъй р adapted procese (X, thore exists 
а sequenrr af atriclly positive stopping times {In} such that 


[AX #0] = 44,12 :0 2 2 = on, Хш} Xe = ОЬ]. (2:1) 
1 
Proof. In the proof of Theorem 3.17 take =£ = E We are going to 
2 
show [AX x nmc |! [i^]. Let 0 < € < +co nnd | X,(u:) -- А > ге 
nl 
Then Tur юше т 1 we have 
Ta) < t < TUA (u). 


For ail « e| y TE uh, frein (17.1) we have 


1 
X,- er) Хрл о < Е 





X (u = Хап < 





Thus |х, — X, oy < d This siens аве рамна Bien = mi uy 


Kow [32.1] ста immediately from Theorem 3.18. D 
The follewing theorem provides à characterization of predictability fur 
cadlag adapted proceses. 


3.33 Theorem. Lei X = X,) һе a cadlzg adapted process. Then X 
is predictable if and only if X satisfies the following conditions: 
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i| There crisis а aegüEnce of siricy posuiue predictable sues (T) 

such Eat [AX = n] C Ufa]. 
n 

li) Fer euch predictable time T, Атто Е Fr. 

Proof. Necoessity. Aumme X to he predictable. Then in the pronf of 
Theorem 3.17 we are able to chew that Tü: > 1, are predictable times 
by induction on zt. In fact, if TE ік predictable, then 

A zT o [M] Xe т ы — X E s] u [Xr ha esp — XI > ]) 
is a predictahle set. Wa have already known that Тт in a stopping 
predictable, Now che condition 1} follows iom the proof of Theorem 3.32 
and Ыш condition u) follows from Corollary 3,233. 

Sufficiency Акат that the conditione 1) and ii) are satisfiod. Пу 
Theorem 3.31 we can assume that tbe дгарһа of [Шу] are disjoint. We 


have 


X = Airp + t Xr, т 


Since Ар, meu] E Fr . Xr, na = x š 
I в [1 == n 1 n'[T] 一 r. re [T M — 3 ] is: 
prelictahle, Hence so is X. 0 M: IT. 0] 


3.34 Definitlam. A stopping time T is called an accessible fime, if 
there exints a sequence (77) of predictable times zuch that ir] C ut... 
Übsiously predictable Limes are accessible. " 


3.35 Theorem. Lei T be a stopping tme, and (Sp) be an inneres tg 

seguence of uide-sense stopping limes, dominated by T, Le, 54 = T. Put 

ARSJ = COSS < TD ILU S. = T] т = 0] (35.1) 

(Ee. IS.) foretella T on AJO. ME Thes A[t851] Е Fi. nad Таря. i5 
necesse. 

Praef Making that [ima iQ Š T, we have [tim Sn = 了 | = [ln S = T] = 
Fr. ITRnee Afl n1] E TT . Fut "m = [s liin imn Sn] Ат. Then (Ha) 
su Е = lim( fi, ). and Hd. By Theorem 3.27 Risa predictable 
time. Because FT as uq] c [4] Ufo], Уде у is ancessible. O 

3.386 Theorem. 1) Hf 3 and T are accessible imgs, 30 are S v T uud 
SAT, 

2) If T is an accessiMe hme, so ія Ta for all À £ Fr. 


=ч 
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3) Suppose ihat {Т | is a monalone mpmiee of accessible Simes, nnd 
T = lim Ta. ДОТ) is icreasing, then T is ассеяз Не, If (T4) їз decreasing 
ати stationary. then T їз accemrile, ton. 

Proof. 13) and 2] are evident. Let us show 3]. In the increasing, саве, 
by Theorem 3.35 Taj у їн accessible, and by (35.1) 


[is = (2, = THA > 0), 


Hence [75,7] c ШТА] щш] Гане Нев Breessibie. At last, Т = T aj 5, y 
п 
A Tapsa is acecssbh. In the ñecreaaing and mtatinngry tase, we have 
[T] = 1117]. Hence T isaccessible. O 
n 


Now that we have tbe concept af acessülilo time, wc mav dele acces- 
aible m-field according to Theorem 3.17. 


53.47 DeBlultion. Denote by A the collection of all 3ccessible times. 
The z-Écld on Fe, x (0, generated by (5, oc[: 8 £ 4) ig called acceaaisle 
c-feld. The processes and sess. measurable w.r.t. the accesible т-с], 
are called асоеяа Ме processes and sets reapeoctively, 

HE 15 нп accessible time, then [5] = 15, o] 8, oc[ їн an aecesnible 
NEL. 


Remark. If rhe stepping times and optional processes in. Theorems 
3.18, 3.240 and 3.31 src mepleced by wreeaaihle times and necesrible prre 
ceses respectively, the assertione remain true, their proof arg eompletelv 
sinilar. 

The relation between accessible amd n7dictable times or processes 1а 
eabablshed in the following theorem. 


3.38 Theorem. 1) Assume X to he un accessible process, Then X +a 
predictable if and only if for all predictable time T, Ауреа Е FT- 

2) Assume S ie be оп пссен е time. Then 5 is predictoble sf aud 
oniy if far ali predzciabir time T [5 = T] € Fr... 

Proof 1) Tie nueressity comesa from Coroliar; 3.23.2). Let us show 
the sufficiency. According ta the remark folkwing Defiuition 3,37, there 
exists a predictable process Y such that [X = Y] is the union of graphs ol 
н pequenec of accessible times, Then by Definition 3.34 and Theorem 3.21. 
there ia а sequence nf predictable times (55) such that X Z Y] C UIS. I. 
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and [55] OLS] = Š when я zn. We have 
X = УЈА + E Xs xs. 
T 


where А = AL [°. Since А is predictable, sn is Y 74. On tha other hand, 
cach Sa 1н predictable, By tbe &5sumption, Xs. fca € Fs,- Нетс 
Ag, Is, eI 5] in predictable. At last, X 18 predictable. 

2) The necsity comes from Theorem 322922). [t suffices to show tha 


sšulflkeiemaey. Put X = dijg- Then X is accceihle, and by the tamumption 
[or muy predictable titne T 


[S= T < x] - [S — P [P < ne] € Fr 


[note that „ is Fy -amneasmahlel, ie, Ar Tirena] = Js=T<e] is Vp. 
measuralle. Hy 1] X is predhetable, namely, 5 is a prediciable time. 
С] 


3.80 DLefinitipn. А filtration F = (Fo 15 sait to be Quasz-Icft- 
опта if for any predictable time T, Fp = Fr. 


8.40 Theorem. 1} A Rüretion F = [Бу] їз quasileftccantinuous if 
ала aniy if each. F-asscessiba time is F'-predictaMe. 

2) Suppose (hat F = (Fi) is quasi-Itft-continusus, Then for any ae- 
guence of stopping times (14) we have 


Хут, = V Fra- (40.0) 


Proof. 1] Месеныйу. Assume that F = (3) is rquasi-Ieft-continnous. 
Let 5 be яп F-accessible time, and T be an F-predictable time. Then 
|8 = T] € Jy — у. By Theureni 328.2), 5 їч predictable. 

Snificiency, Assuwe bhat esch F'acceasable time із F-precietable. Let 
T he an F-predirtable time, and А & Fr, Then T4 is an accessible Ышш. 
Ву the assunnption, Ta is persDctable. Hence A € Fr_ (Theorem 3.90.87). 
This means Fy = Fr, ie. F—(7,] is quasi-left-continuous. 

| k 
2) By Corollary 3.5.6], we have F, = VV Fr. In oner to pore 
V Tx 3-1 
mm 
(40.1), wt шау suppose bhai (Th) із an increasing sequence, Put T = 
V Ta. Let Н = T, < T|. Theu Н € Fro. Let A € Xr. We nre going 


n= 
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to show AH € V.Fz, and АН" € V Zr,. We luve 


Am = U (AIT = Tal) € V Fs. 


Since T. > Ü and UT т =r ^n] furelells Ty ou whole f Ty ts pre- 
dictahle, Thus by the nemmption we have Fr, = Fr,-. Heure AH € 
Fc JT = Ap But T' = Ty m F. Thon H = H {Ty = 1". and by 
Thecrem 3.29.2] 


AH = AH n [Ts = T] = Fr. 


En = V Zx, ‚С Мт, aways bulda (Theorcni 24.1091. we have AF = 
Y Fr. Finally, А = [АЛТ IAN) €Y Fr. а 


$4. Processes with Finite Variation 


8.41 Definition, Á proces ін called an increasing process, iË ita tra- 
jectorivs all are non-negative right-contimuacrus increasing real funtsoru А 
proces is said to be witk fine variation, if H. is the difference of (wu 
IDCIEASIDE proücesmes, 

Obviously, а process with Enite variation ів cadlag. Therefore, an 
adapted procese witk finite variation is optional. 

Let А = (Ajo be а proeess with Anite variation, For each w É 
Г.А) da а ren] fiction сми E with finite variation. ias. the variation 
of 4.407) оп every finite interval is finite, and it can be uniquely decom- 
posed аз: A (o) = А.л) + A "Gu, where A tlw) is a continumas functiun 
»ith Snite variation, A is а purely discontineous fatedion with Gaitz 
variatium: 


Aj (as) = Q2 А067. [41.1] 


A" is called the continuous part of А, aud A? the purely discoutinuons or 
jump part nf A. 


A process with Enite variation А is said to be purely disconhinuots, il 
А = ü. 

The folowing theorem describes the structure of adapted wr predic- 
table processes with finite vurintion. 
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3.42 Theorei 上 А ія пи adanied (reap. gpresdinciuhle) mrewess wrih 
finite sariatipn. so fa 47 [nonaequenily, 45 ja predirtabir). Furtherzucre, 
there esita g sequenee (5,5) af strictly position sloppeng nes (resp. pit- 
dirtable Hmes] aith disjoint graphs such thai 


А = F As, ШЕЛ, (42.1] 


(йу eongention, A AS, = D.) 

Praef We only give proof for the predictable сане. By Theorems i 31 
and 2:33, there exists a eequence (543 of striczly positive predictable times 
with dizioint graphe such that [AA x ü] C [5л]. Since the series in (41.1) 
jg absolutely convergent, it docs not depend on thc order of Lurmrutroun, 
зо [44.1] holda. However, ^4 is predictable. Therefore, AAs, € Fg, 
and АЧ m prodhetable by Theorem 3.28.8]. 0 


Remark. From [41.1] and {44.1} we have 
$e |АА,| = [A4 5, | Fra, e- 
Qai т 


Tha Following theorem ія a consequence of the above theorem, and is 
їн] güurnetizneg. 


3.43 Theorem. Lei А be an adapted (esp. predictabic) purely dis- 
euniinugus process with тите warzat:om. Then here exists d sequence (Tu) 
af strictly positive soppy ipmes (reap. prediczabic hires) (here the тщз 
of "Tay need not ty be disjoint in general), and a aequence [As] of reals 
such fhat for ail? = 0 


E [Ан ыг s < ©, (43.15 
А, == УА т, £s- [43,2] 


Мете, if À #8 an meregang procesa, etch An чишу he tuker 1o be posi- 
tine. 

Proof. We only give proof for thc predictable case. Owing bo (12.15, 
it &uffices tr show the assertion for predictable increasing proces А = 
ETS cs; where 5 iB a sorictiy pomtive predictable гише, amd F : a non- 
ncgative real Fc. -measurable v... Let [Ёл] bu an inereasing seuneuce of 
non-negative Fy -Measurable simple rv. such that Jim É, = £. Then 


£ = * (En — бы-1һ £g = 0. Hence there exita à sequence [An] of renla 
*ti—1 
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ати] a sequence { Ha) of >; -meaaurnble sets such that £ — x Audia. For 
=] 


ench t deine T; = "yr. then Th is z predictable time. Бай е lave 
А, = АЛ сд. 0 


3.44 Theorem. Let А = (A,) be an adapted (resp. prediotable) pra- 
cess with ftite wariction Then A, = | AA, the variation nrneesa 
š 


of А, is ап adapted (resp. predictable) increasing prócess, Gud А can h: 
тертевптис as [he “еткш of fun adapted (resp. predictabr) fnermasing 
processes, 


Proof, Dr "heonm 3.42 we knor that 
dA | = 
} ТАП = EI As де, а 
is ап adapted (resp. predictaliki) Tncereasing procesa, and 
МА = } ün Аба, — Аё 
ih. | = {Ао n D Ere A UI 


in "n ndapted continuous (consequently, predicisbie) increasihg process. 
Their zum FE, = Дол 184,.|, therefore, is an adapted (resp. predictable) 
increasing process, Defoe 
1 
A= ziS + A), А = ;8 — А). 


Then 4+ and A^ are adapted (resp. predirtable] increasing procesaez, 
and A = At – A~. п 


Echrw we investigate the Lebeagne-Stieltjen integrals by paths of nwa- 
sürabk proceres w.r.t. proccss with finite vürintian, 


3-45 Definition, Ler H = (Hi) be a measurable process. and А = 
[A] be n proccis with finite variation. If for ulla € $1 and => О Lebesguc- 
Stieltjes integral 


f, Elada) 
4 
exists and is finite (ie, LEE < sx), we any that Тїк 
mregrabe wri, A. At this time we define 
Вв={В), Бф) = k. H (rd (6) 
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as the stochastic integral of H wrt. A, and пепео H = NA. Trivially, 
I? ts till & process with finite variation. 


3.46 Theorem. Lei H = (H,] be a mearurabic process, and А = (A) 
be a proceam with finite mariation, Assume H w miegrabie qap Ё, А, 

I] ТРН. is progressive and А їл adapted, then H.A is adapted. 

2] Jf hoth H and А are predictable, ғо zs Н.А. 

Proof Without lega of generality, we may Аллын: that À is an in- 
rreasing protensa. ТЇ in easy to show by the monotone class argument that 


for nach meosaralue proess H with Н |НЬ|тА„ = c, [ НА, іл 
ll zna] 
£F ornwesauraple. Hence applying this aasertian te Hipa and A, on (12, 7,] 
lens to 1). [n order to взг 2), consider the following decamposition of 
A: 
A, = AP АА, s с 
n 


where (5,3 1н R gequence of predictable times with disjoint graphs Then- 
rem 3,42]. We lavo 


Н.А, = | НАА УНЕ Ads Ds cn. 
is mra ha A > s Ads Dis en 


By 1] the first process пп the right side із adapte and continuous, There- 
fore, it is predictable. The second process on the right aite is precdicrahle 
apparently. Since H 1з predictable, Hs Ду cco) € Fs,- and hy Theorem 
1.29.8} Hs, AA s, pe, s ia раа. O 


55. Changes af Time 


3.47 Definition. А Fumily of tapping times 7 = (mhon їн called а 
thengae of time df r ig nn RÜ-vmlued increasing process, Le., 

:] Ват every Ё > Ü. ту їп à stopping time, 

Jd] for every u; € 53, 7. (ur) is an FU -valued rigl-continnons increasiay 
function on Йу. А change nf time т = (ту) езд із зані te be continuous. if 
T in ar Fi,-valumd continuous preis 

The Filtration changed by + is defined яя: 


€ = [S so, S = F4, ET Ü. (47.1) 
If the original filtration F i» rigbt-continuous, so i €Z by Theorem 3.4.10). 
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For & change nf time r == {Ti гей its Tight-inwersa pme d = (4i) : 
ñ: = inf {з > 0: т, > t] 
js ап F.,-valucd adapted increasing procews. In fact, Юг any t > 0 
т 一 inHs 2 0; A, 1). ni = ша m0: A, > 1) 


ie f — [тт] is also the right-inverse process of A = (A) enina 1.375. 
Then for any # > 0 andso Ü | 


[r= = t] = [4,2 з]. (47.2) 


Because т, in a stopping tine, no A, € Taie, A iz adapted. Fron {47.2} 
we abo know that À, is a C-stopping time in the wide senpe. 


| 3.48 Theorem, Let A = [A be an Ro valued üdupted [resp. pre- 
dicle^le) increasing process. Denote by r = (п) Ии right-inverae proceas 
of A: 
7" = infa 2 0: À, > 1]. 
Then for every E > On- тт oprnng time (resp. predictebie dirae), and 
for every t 7 Ü, т, ds a wide-senae Stopping (nme. 
In periictdar, F the Éldtration F is risht-ecniinious, Ihen r = [Tz] i 
a Change of Fine, and i» said fo be gasociabed uh RF, -volved adapted 
iicreaning process А = (A). 
Praf. For every i ~ 0, again using (47.2), we seg 


[n- 59 = Aa S € F.. s > 0, 


1v. n iS н stopping time. Then for every + > DT 


ilv | m.m ma 


widae-sense stopping time. 
Furthermore, iE À is predictable, noting that т = infis > D: À, t). 
[2-1] = i0. 7] 0 [A > t] do predictable, ie., T;— is predictable, 


Te jast кычытып js trivial. 口 


As pointed uut above, Rvery change of time is associated with an FE,- 
valued adapted procesa—its right-inverge proce. 


"49 Theorem. Let = (x) be a change of апе). The fütration 
£; = (Gh is defined in (47.1). 

1) If S is a G-stopping lime in the wide senage, then Tg їз пп F -slupping 
ume in ihg unde agente, anda sr L Saa. 

2) I S is a non-negative ru. such hai Te is mm F'-stenping tine and 
S is FL. -mensusuble, (hen S isa G -aftopping time, and 天 N Gaa C бз. 
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Proof 1) Let À £ шү. For mary £0 we [Doe 
Ара « t] = (Ат, < t.S = eut u A[S « rlr « 81). 
TERM. 


Since ALF = sa] E бә Ç Fu Р. ALS < r] £ = Z+. ә obainn 
A[rs = t| £ >. 
This means that rg is an F-stopping time in the wide sepre (by tuking 
A = y wal Ba, mE 
4] Let A € Gas ПР... For every š > 0 
AJS = r] = [A[8 = [тє £ z] £ Fn = Š. 
This means that Š is а Cr-stopping time, and Gos 0 Fr, C gs, O 


4.50 Corollary. Assume F is righi-conhimnuews. À non negali ғ.а. 
e is G-stopping time if and only if Tg is an F'stopping time and 5 c 
Je. Aš haa Биле, ne haue Üs = Gy N FL. 

Proof Immediately rt; follows оша Theorem 3.49, noting thai б i2 alan 
rgphi-cortinanus, ë O 


3.51 Theorem. Let т = (т) бе a change of time, amd A = (A) be 
ifs righi-imuerae pruress: A, = тайа > D ` z, ilic. 

1) If T is am F'-stopping ime im ihe wide sense, hem Ap is a t- 
stepping lime in ihe wide sense, and Fag 00. C Gary- 

2] Assume (kal F аз rzghi-conhinuouas, and та, = bt > 0 1 HT isa 
non-negaliue ru such that Ат i o G-siepping Bme end T E War, Een 
T аж um F-stupping Oe, und Ga, cC Fr- 

Proaf 1) Let BE Fr, D Gas. For every t б 

В|Ат < 1] = (Т = oc][ A, < t) ui L B[T = бо][Т = Ti- 17n]J- 
Since {Н < oa] T < тт] € Jan C487 Ga B[T = [4 = 
1| = BIT = A < tn = ж] E Fa = Gs, we obtain 

B[Ar < t| € Z. 
This means that Ap is a G-sbopping time in the wide sense, and ү n 
Out ал+. 
2) Let НЕ ба. Por every t > 0, А, Їн a G-stopping time, and 
B|T = t] = (B[P = lAr = A] € ба. 


1 em. T 18 contimuong, Bi Tb = Ё, тш, = oa. 
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By Corollary 3.50, Q4. C Fra, = Fa Hence Tig an F-sinpping time, and 
Вау С т. оп 


3.52 Theorem. Le! т = (r) ben change of Eme, ond for each t > б. 
m = а 

1] Jf X = (Xia is an F -optiona process, ien ъа d: a £z. 
Oplia] process, 

2) ДХ = (X kan iy пп F-pretictokle process ieu (N. yug iso 
(7-predzetoble precess. | 

Proof, Tt is easy to see that И Ае 15 cadlag, so is [Xv ea, and 
{hy is left-continnous, во is [Xs dens M {Xil ds F-optional. 
obviously (X^ s and (X, sg are G adapted. 

Lei T he ап F-stopping rina. IEX — Porp СХ, >р Б Шав and i- 
adupted. Heuceitist-optiongl F X = рту. (ао ie lefi-continous 
and £-ndapicd. Hence it 14 CI-predictanle, Now ИХ = dia, At fh, by 
the same reason (En Јер 18 Страха. Now appiyiug the mongotoue 
class argument leeds te the assertions. I 


In the покі theorem а пећи] and simple example of changes of time is 
discunsex] iu detail. 


3.53 Thcorem. Lt T be a stopping time. Define 


G = [G], - Zar oid 
1] Jf 5 is an F-stopping time, then. SAT and Sacr ure G-stoppiug 


inns, 

2) If із an F'stopping tine t1 ike wide srnse, hen cies doa G- 
Hupp liee in Hie wide snag. 

IFS tipping hime, Hum Se = вар = Jan 

4) IF X is an F-ophional (resp. F-predirtahie) process, thun XT and 
A pag] ene CI optiunal (resp. Gr-predictabl^] processes, 

5) ff 5 as em F-predictaMe- ime, hen Дуст ia a -predictable time. 

Pref, Here we аге concerned with the change of time T = (т); 
T= k A T. Ds right-inverz? process is A = {А}: А, = сту: Because 
E, C Zi. 2 Ü, every G-stappiug time is also an F-stopping tirme, 

Piret of all we show Ыы = Er., бы C Хг B trdal Lot + > ü. A є 
Fe AR < T| = (AR < ТЇ = tA T] € Fug C Es. so APP мре. 
Therefore. if À E F- theo AIT = | £ Gy. Now let 4 € Fr. A[r = 
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cob = {АТ = n]. A[T = n] E Faar C Gu n m 1s A[T = oc] € бе, 
А— (AIT = eo] Ар = 2є]) € Eon. Fr С о. 
l) Let 5 be я F-stopping tune. For each ё = ü 
[S ^T = | Є Fera Cn 
san 5] = [$ £ NS S] 2 i$ < T ^] € ip б. 
Hence 5 ^ T and Sls; ыі {т-зїюрпїпү times. 
2) Since сотр = As, the sssertion follows from Theorem 3.51.1). 
T) Let S be а G-stopping time. Immediately, we hawe Gg C Gu = Zn, 
Us Cy Gs C Fr Fs = Frag, Om the other hand, let A i Fr. For 
all 2 0, 
А[5 ^T < t] = Fi n fam с pr. 


This means A € GsnT aud Far C SFAT C Us. This Gs = Usar = Fax. 

4) The assertion concerned with X T comes directly from Theon 3.52. 
Cm the other Band, Хат = cm Атт|. By D) T is а -mopping 
time. Hence ArIp..| = X3 реј € Gr. ATT їз C-predictable. 
When X7 is (z-optional (resp. £2-predictable), во is Хр. 

3] Let. 5 bu an F-predictsble time. Then X = а ів F-predictable. 
XT = Аза cent н £7-predictable, i.e, Sger ія а C-predictable tic. 
[ш] 


Problems and Complements 


З. Let (Xi hen be a right-continuoua adapted process, 5 be a stopping 
timc iu the wide Sense, and B G П be an open set. Then 
T = infit 5: X, £ Ват infff2 9: Xe BH 
in a wide-sense stopping time. 
B.X Let [Frj be à cadiag sdapted precem. 5 he s stopping tune 
aud E C Я he д closed set, Theu 


= ңі > S: X, ë Bor Xy. € B] 


is а stopping tine. In particular, if (Xr) zs а continuous adapted process, 
A da а stopping time and BO E is a closed set. ben 


T = ifft S:X,c Hj 
ін в àtopping time. 


UL hoa 


Problems nad Complements lur 


З.З Let (Хр be an adapted increagirig nproceug. Für any a c H 
T = infít > 0: X, > u) 

is a topping tin. 
| 3.4 Le: G = (Un)nzu be a discrete tir filtratinn. Define Г, = i. 
Then F = (Z+ in a right-contindpus Bltration. 

1j If 8 is a GG-stopping Lime, then S is also аш F-stoppiny time. and 
Fa = Gs. 

2) M T is ап F-ktoppits: time, then 

=] 5 F = T' = = + 1, 
Do, T = oo, 

15 & G-stoppiug tinis and бя = Fr. 

39.5 Let X = (X,) be an (23 -udepted process. I for any & > Q, X is 
(7: pe progressive, then X is (Z,) progressive. 


4.6 Let (X4) be an adapted process. and D be a denumerahle dense 
set in HK. Define 


ү = im supi X, КЕ ë DR. t 20 > Ú, 
一 ч = 1 
F = Hm if X, : a € Ру, 0.220, 
Z = Um supi X, ig € БГ — ly aq, > ü, 
n 


- M. dg 1 
2; = dim ы Ke: E Рр — MM > 0. 
Р = ЕС – X... 


Then (9, V, (73, (2: and 2: ) аге al! progresaive. 
| d. Two filtzations F = (7,) and @ = {G} are ziven. Denote by 
ОР). PIF). ТОЕ) and Tp{F} the F-optioual o-ñeld, the F-predictsble 
т-Бейй, the collection of al F-stopping times and the collection. of all 
F-predictabie mes respectively, The notations Ct). PU TU] and 
Т6) have the name meanings. 
1) The following statements are equivalent: 
(Ü F = G. ie, W > 0 Z; = ë. 
(ш) (F) 一 CH en. 
(i) TEF = TIG). 
2) The [ollowirg statements are equivalent: 
{i} Жу 一 р. воі v = ü Fr = Fi. 
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fu) PUE = PU. 

tii] Int F) = Tp (G). 

З.А e РЕ HEE) x BL, X = (Хь) be optional (resp. predictable]. 
Then 2. = fit, X.) is oplionxl [resp. predictable]. 

3.9 Two filtrato F = (Fj) and С — [бу] satisfy the following 
conditions. 


Х= б МР0 Fu = Giy. 
Then far ашу F-stopping time in the wide susa T 
Fr- = бт... 


4.10 Suppose that S is a stoppsng time, г.у. T> 5 T in Zs-measu- 
mbe, und T > 9 on [5 < сє]. Tuen T is а predictable time. 

3.11 Let S be a predictable time and Т be a stopping time. IE 5 < yr 
and Ts = Fr, thm T i э predictable tire. 

3.12 H S and T are predictable mes so is 5 +T. 

+14 Suppose thab 5 is a predictable time, rv. T > 5, T b Fry 
mengurable, and [T — S] £ Fs-- Then T ja а predictabie tine 

3.14 Let T be a stopping time. Defne 


G = (Gg, Q Frm, t > 0), 
1] H S ig an F-etopping time (resp. F-predictable time). then 
= { 人 -TH T «o, 
n, T = c, 
is а €z-Btopping time (resp. 4z-predictable time). 

2) H (X) w an. F-optional (resp. E-predictable] process, then (Xr; 
Hre) 18 a G-optional (секр. £—-predictable) process. 

ЗЛ Let X = (XQ be a adlag stochastie procegs, 7 he mt FAX, 
варрок time, liT Lakes only а denumerable number of values, thes T із 
measurable w.rt. TTA > Шр. 

3.186 Let X = (X, be н салар stochastic process defined on (15,7 ], 
satisfying the follusring conditions: i) vt > ü Xie) = Xi) — u = zii 
Жы EW and: = 0 there ewiats ar £ 0 anch that Ya = X.) = Xo) 
Then 

1) A non-negaties г.у. T i an F'(X )-akopping time il and only 让 
т Ü 


TI md, Yrer o XQu)- Хд) = Tiu) = Tu. 
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2] IZ m am EON stopping time, then A £ РОХ) if and naly if 
uc À, Tis} = Tia). Va € Tis) Х.е) = Хх.) а = А. 

33 For any F" LX )-predictable tune T , TIXY = FBRXT where ye = 
(XT. 

3.17 Im addition to the assumption in the above problem, we suppe 
ihat vis € 0 and i Z Q there exista ы! E D such that Ys 2 Ü Xale”) = 
хаа Fe баце Then 

1] А mon-negative r.v. T is an FLX )-predictahk: time il and oniy if 
vt 0 

Tiwj < tiga Z L Kale) = Xu!) = Тїш] = Tiu s 
2) H T is an #9 X )- predictable time, then A £ ЛУ (X) i£ and ouly it 
„= А, Tid = Т), Va < Tiad) Ху = X. la) e ur € А. 

3) For any F'(X predictable time T, ЭЙ [А] = FÉIXT-), where 
XT- = ХІртр + XT- гл 

4) An РӘ (X) = BUE, Eineneurable process Z = (Za) in F” (Y predir- 
tahle it and only H Z is F (X) = (FEU adapted. 


Chapter [Y 


Section Theorems and Their Applications 


1n this chapter we mainly introduce section theorems and their appli- 
cubes. We wil show that predictable times are an foretellable. T.m 
пан will be used constantly later, Ву mesus of the concept of totally 
азво ы tmn wi wii айны ане" Phani гиди quaai Е Нона 
pf wlupted cadlag ргосеяньн. 


$1. Section Theorems 


In this paragraph, by using the theory of analytic sete &nd capacity 
in Chapter І, we show the section lemma concerned with measnrabke seta. 
"Then, bnsed ou this lera, we establish section. theorems in general the- 
ory of stochastic ртосезвех. 


4.] Definitlon. Let f be à set, A C f? x R... Fut 


Dai) = ift = Йу: (ur t) € Af, = € П. 
Da is called the debui a A. Recall that inf = +20. 


3.2 Theorem. Let (П, F] be a mensuruble spaces. Fer every А Е 
ALF x BUR, 9). Da š Ў -nenaurüdle. 


Proof Let r 2 0. Then [Da = r] is the projection o£ Ах [u.r[) 
onto 40. Hence, hy Theorern 1.22 [Da = 7] € ALF) Siue ALF] C Z 
(Theorem 1-36}, Da 18 F-meassurable- O 

Hemark. Ler iA) be à mensurable process on (12, 7 1. Then sup EA) 
ы 二 menaurable In fact, fur all a > Ü put 

T, = infit 260: [Xi] > mk. 
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then by the theorem we knew thal Ta is Ж шевныгаһ]е However, 
[aup | X] > ul = IT, < ee] € f. 
t 


This means that sup | X«| 1 measurable. 
і 
The following lomma 18 ония» called tbe яегйот lema It in one ol 
the important applications of Lhe theory of analytic sets and rapacity in 
peabability theory. 
4.3 Lemma. Let (П. У, P) be à probability ари. A= ALF x B(RAM. 
Then there crisis d ror. T < =+ zuch that 
TI = о = (аһ Tua) € A, [3-1] 
PUT < =] = PD < œl- [2.23 
Prof. Put 
PA) iul PCI] : Bef BGAR ACEL 
Then I* i а Chequet f-capaciby ОП Пп. 
Тах H be the paving consisting Ой all Anite unions of setn ui TGK(R.) 
[t is easy tu see that № is сілас under the lormistien nf finite intersection. 
By Theorem 1.32 wë have 


А) = АСР m к = А & ELRAM. 
Denote by т the projection mapping frei 4} x R.L onto й. For ву C Е 
АГЫ) by Thenrem 1.32 же have (С) £ ALF]. Put 
ңе} = Pistcy. C C I x R.. 
From the proof of Theorem 1.35 we sex that | is а Choquet H-capacity 


qn ix fa. 
Since À € AF), by Тһеотеш 135 for апт given € > Ü Шеге existe 
Be, Ec А such that Ву > (4) – 6 06 


P(Dg = eo) > P(D4 < oo) — E- 


Песапее Dp ів FP measurable, there is ñ rv. g. € FT auch that 5, = Dg 
as Lt СЕЎ C C |5: = Da] such thar РАС) = L, Deine 


T. FP S. Ic T {toide 


then T, £ F. T, = S; = Dn В.к. and T. = Dg on [lr = ol On the other 
hand, Tor every w Є 0. Bia) = H > 0: (mt) E B) ів a compart set in 
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R,- Hence, Біріш}р motos = (e, Dali) e # c А. We lave 
T. (ur Z ee = бш, [шуу E А, 
Р(Ты}< se] = PiDg = =s] > P(D4 < 6) — ё. 


Putting Ta = —ee, we defne a seguente (14) of uau-negative JF-measu- 
tabte v.v. sntislving (3.1) by inductinn an lollown. M T, nas been defined, 
pub 


A, = AC ш, Tala) = on) = AC TS = od x Fe 


Thon AS E АГУ x BR]Y, As ато above, there is a ra. S, £ TU suth 
rhat 


Быш) = бю = [ил 5,0] € Ал. 


T 1 
P (S, = жуг í P. Pa, < e0) = TPT = w] ЈА «cop 
Себе T4541 = Ти ^ 5$. then Ty+1 satisfies: (а 1) диа] 
PiThri me) = PT, < гю} + P < en) 
ШЫГ] 1 ' 4 
> РТ. < ce) + РИТ = oo N [Da < «с. у) 
Ker T = Lm Tx gu AT. Smce Tag pn, ecc] = Trait, zo: we have 
Р <] Dtm < es], [T=] = M IT, = =]. 
Cx =l 
Letting & — co in (3.3) vields 
PET zoe) > PIT < eo) + EPIT = жю [Da < oo]. 
Неше РТ — ea] [04 = aa]) ^, i-e, [Da € ee] C T < oo] às. Dut 
[T € >] = Ma = oo|, s T satisfies (3.1), and [Т < ea] £ [DA = e]. 
Therefore [T < co] C [Da < 2] a-s, Lan (3-2) iB egtablished. O 


Remark. Later апу non-negative r.v. T'satisIving [3.1] is called я 
serlion of A. (3.23 means that except for a P-null set, T is а full setion 
of А. Here comes the name of section lemma. 


ын Lemma. Let (p, F7, PY bea probability apanr, C be a feld. gene- 
reling X. Then for any À €F we havs 


PLA) =aup[ PLE) : B e Cs, Hic A] = int P (C) 1C € б.б o AL 
(4.1) 
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Proof. Denule by С the uollection of all nets in F satisfying (4.1), Siuce 
3 = 4A: AT we have A EG АЕ б, 

Let AQ € C, A, 1 A. We are going tu show À C G- For any given 
= > 0, take n large enough such that TASA) € z Le B ë Ca, BH C Apn 
yuch that РАВ) = 3 Hener B C A and P [AY < РВ) + =. Оп the 
other hand, for each т take C, € Ce, Cn D An such that P(CS А) < =] 


вис Ü C. Then C € CnC D À and PICAA) < =. Thls meun 
AEG. Vie have shown that G 19 а ruonotane class. Tt ia evident that 
Qc. Henc 9 =. Са 


The follewing theorem in an important application of Теша 4.3, and 
xil be used te prove sectioun theoreuia. 


4,5 Theorem. Ге (7.7, P) бе a probability space, G be a gather «feld 
of F x ВН), and С be a field generating G. [et A & G. Thes for any 
giren £ > 0, there arigis B É C; such that 

B c A, (5.1) 
Pin Ар < Piai Ву) + <- (5.23 
Proof. Choow a rv. T € F+ satisfying (3.1) and (3.2). Define я 


measure д on G as follows: 
MG) = Piw: (ыт) ECH. СЕС. 
Then A is the support of и, and pf A) = PllT < 2c]) = Р\т{ AJ). For any 
G £ Ü we have 
jer Ты) € G) C (6). 
Honce ptt < P(x(()]. Fur any given = > 0, by Leuvma 4.4, there exists 
B £ Cg H C А such that {А € (B) + z. Thms 
PixLAJ = щА) EB) += £ Р(к(В) 1 е П 


Below we will make uses cf Thecuem 4.5 10 show section theorema ín 
general theory ud stochastic processes, We suppese that а probability 
space (12, £, 17) End a Bltration (Fi) агг given. 


4.8 Lemma. Let V be a family of uide-ngnse stopping times aatisfying 
ihe fnlloussg conditions: 
i 0 E М, + € V. 


114 Cap DV Section Theoren and Their Applirativug 


ii) S,T € V = S A T E V, БУТЕ, 

їй] S, T e V = Sgen EF, 

iv) S4 c F, n=l, 20r, S | 5 = S = V. 
Lep C he the collection of all finite union of sets in Ca = I. TT 5 = 
T, $T € V). Then C is 8 ficid on 11 x Б. For аһу B € Cá we hove 
[Dr] c E, where Ds i the debut of B (Definition 4.1), and there exists 
m wide-xense Hopping time T E VY such that T = Pg a. 

Proof. The fact that iz n field follows from conditions 1) end 1). 

For pach w € ЇЇ, Bi) = H Z 0: (art) € B) i closed relative to the 
right topology ш R +. Hence [Dg] c E. Put 

H-i[5e&V:5 x Оп}. 


IL is easy 2 86€ thot SS Е М.л = 1,2,...— VE, E M. Then, Һу Theorem 
1.13 there existe T E H such khat i 
T = essanp H- 

We arc going te show T = Dg as. Let [E] be а decreasing sequence ot 
elements in C such that H = П ra. Fut 

См = Ba N [r.[. 
Theu (C4) is а decreasing sequence ОЁ elements in C, and 

пе = Bri T. >= B. 

Let G = [5, T [€ Со. By condition iii) we have Dc = Saer] £ V. where 
Da ів the dehut of С, Suppose C = Сы U Cu U- Cus, where 
C € Ep k = LR- m. Then De, = А Do, € V [condition ñ). 


and Do, > T. Since C, D B, De, € Dp ie. Do, € H. Bur f is the 
eazential zuprenrmm of M. it must be that Dc. > T aa. for each т. Since 
ej c €. [Г] їн contained a.s. in П = BU. Thus T > Dg aa.. We 
have already shown £z Dg Hence T = Dras. (О 

The foliewing bwa theorems are all called sertin themes, They ате 
the most important results in general theory of atachastic processes. 


4.7 Theorem. fel А be an optimal (resp. accessible). sek For ату 


ginem £ > Ü Ihere ermis à оруп time (resp. nccesmibie tine) T such 
thut 


11 Harp th= weaning of ss. la that foc ајан? alls Є JT = oc] we bare [ur Тш} € В. 
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i TT] C А, 

B] PIT < ec) 2 Pil AJ] — E, 
шеге TLAY ia the pregeciton af A onto 0. 

Proof. We only give proof for the optional cage. It is cmnpletely 
similar to the mecessible case. Let V oe the colection of all stopping 
times. Okvinusly, V satisfies the four ronditiens in Lerma 40, We will use 
notatione in Lemma 4.6. By Theorem 3.17 we know e(t) = ©, According 
to the assumption, À € aic). By Theorem 4.5 there exists Н € Cs such 
taht H c A and Річ Hy] z Pis Ay) — e. By Lemma 4.£ there exists a 
stopping time 5 c V euch that. 5 一 Dg as, Pot 


L = [u : (9) Є Ву. 


Theu Igi 5 Ыал] = Ir, und L € Fs (Theorem 4.12). Since 1774] с B, 
ме have P(L Uu [3 = +e) = 1. Set T = SL. Thua T ів a stopping time, 
[T] C B c 4, and T = S — Dn es. Hence 


PG < so) = P(Dg < о) = Pini B]) > Pix(A))-tr. 0 


4.8 Theorem. Let À be à pruficknble set, For any quien = > 0 then: 
erists a predickable dime T such thal 

i) [Т] c À, 

ü) PIT < oo) = Pri A) E. 

Proof. Let V he the colleotion nf all predictable times. Then one may 
copy the proof of Therrem 4.7, only noling that here LE Fs (X*nrallary 
3.23.23), ва Sr їч a predicLable time (Theorem 5.29.7 |). 口 


4.9 Definition. A subeet А of i? x Ну ів на! to be етте, 
gwei. F) provided that the projeciaau q(A) ef ^ onto її i а Pem] set 
[it noedr't be (A) € F, but should be mA) € F?) А prucess X ja sud 
to be evaueszent, if | (u, tJ) : alw) # 0} ig au evaneseent set. 

Two procesuges ДЇ = [X,] and Y = UY) aru Баја to bc P- indistingmih- 
able (simply denoted hy X = Y), if fü t) : Xe) x Ye) ie an F- 
evanescent set (refer to Definition 2.45}. Х ан said to be net erger ¿han 
Y (denoted by X < Yh if { Сао, Ё) 2 Хш] > Yaw} in an Pt'-eyaneseent 
set. Henceforth, in а certain ches of processes (e.g. the class af optional 
processes от presictable processes] we identity two iid'ietinguishable рг 
TEGES, 
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Below we give an applical of section kheorerna to stochastic process 
theory. We omit the accessible canes for brevity- 


ало Theorem. Lei X = (Ху) ond Y = (Yt) be two aptienar (resp. 
predictable] processes. If for вату bounded stoppimg tine (resp. predw- 
table time] T, we have Xr = Үр as, {еп X = Y. 

Proof We only discuss the optional саве. Suppose А = [ons t) : 
Xy] z Y) is not evanemnt, Sime А is optional, by Theorem 4.7 
there existe a Btupping time 5 such that [S] С A and P(S < c > 0. 
Choose а constant C > О ниен that Pig = CY > б, Put T = SA C. Thus 
T is а bounded stopping tine, and Ау > Үр on {6 = C- E concradicte 
the assumption, Hence À is evenescent. Бу defimiton we have X < Y. 
LI 


4.11 Corollary. Let X = (Хо end Y = (Yi) be iwo ортоп (resp. 
pralictübie) prenssaes. If for every bounded sapping me [resp predte- 
іше tme) T, ше have Xp = YT doc, he X=Y. 


Та practical applicatiban the followiue theorem is mere elective: than 
Theorem 4.10 sometirnen. 


4.12 Theorem, Lei X = {ЖЛ and Y = (Y be two optional (resp. 
predictable processes. Pf for every stopping time (reap. predictable ите} 
T, XI mes and Yr ure integrable, EC real < Е[Үт тех 
{ек X < Y. 

Proof. We only discuss the optional case, Suppose А = [ht 
Xy) > Үш] ww nok evauescent. By Theorem 4.7 there exists a siup 
ving fime T such that I71 c A and PUT = co] > D. Thus we have 
E|X 4m] > E[Yrfp.4]. This contradicts the assumption. Hence A 
is Evaneseent, Le, X € Y. LH 


4.13 Corollary- If in Theorem 4.1Z we hate E[Xpfür2es] = 
E[Fr Hr. Hen X = Y. 


Remark. In Theorem 4.12 and Сагу 1.1%. if only bounded stop- 
ping timea (resp. predictable timen] are concerned. it is not sufficient. to 
arrive at the conciusinn. 
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$2. a.8, Foretellability of Predictable Timea 


4.14 Definition. Let T be a wide-sense stopping time, (17, ns1 be an 
increasing sequence of wide-sense stopping tires, and for all n. Tz = T. 
Let À C 9. We zay that the séquence [Tn] 0.3. foretelis T on A, it юп 
АШ > 0| we have Th < T ав for all n and Jun Tm = T as. We suy 
hrielly that (27) ав. foretells T F CT) а-к. foretella Y оп whole ЇЇ. 

A wide-sense tapping time T is Baki to be m.s- fereteliable, 让 there 
exista an increasing sequence of wide-sense Hopping times which а.х, Finc- 
pelle T. 

We will khow every predictable time їн A.P- foretellabie. 


4.15 Lemma. Lei V be the family of all a.a. foretellabe esde-sense 
siopping kimet. Then V has ihe foiluwing properties: 

pier, +006 V. 

i) STeV=> SAT, SVvT eV. 

ii) The kmit af increasing sequenccs п} elements in V belong ic V. 

iv) The Gaits of stationary deeregsing sequences of clemenis in V be- 
[omg En V. 

v) If 8 £ V, T is a wide-sensc stopping time, and T = S a8. еп 
ТЕЎ. 

wi] S. ГЕУ = бінт] © y. 

Proof. i) and 11) are obvious. 

in| Let T be the limit of an increasing sequence {Ты} of elemente in 
V. For earh n. jet (S. kazi be п sequence oi wide-eense gtepping Lines. 
which н.к. foretellg Tn- Put 


Fe = Siz w mak We M Dkk- 


Then {5ь]р>1 5. foretella T. 

iv) Let T be the limit of a ktatiomary decreasing sequence UT) of el- 
ments in V. For each n let (54 а) be a aequence of wide-sense stopping 
times whith a. foretelle Ta- We mày agsmmne for all à and & 


Pie uk r Tn > get = pb К) 


(if necessary, by taking а subsequence). Put 5, = inf Sap Then (За) 18 
an incrensing sequence of wide-sense stopping Lines, and for all k. 5, = T. 
On [T > Ü] we nd wayn have Fn > Ú for all n, шй thus for all Е. Sua < Ta 
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as. Since Са) is stationary, on [P > 0] For all Ё we have S < T as. Let 
TE Em 5. For all k 
raj 


Pie 677 art) 2 Pie 一 gT >3-*} 


e PU) [e eT Ple Me 72070) К. 

n-L ri—1 
Hence S = T as. and (Буран. foretells T. i.e, T £ V. 

v) Suppor [54] is а sequence of wide-swunse stopping times which aa. 
Fsretalis S, Then (S, ^ T] an. огеш Т. Hence T € V. 

wi) Let (S7) and {ТТ he two sequences which a.s. Foretell S and T 
vespoctpeely. Put 

Ur = n А Жетт]: 

"ur Bach Bxed л», 77) ms. ËEoretel= the wide-sense stepping tiur: 
UT 一 S geym r=: > (Since [S < T>] [TU > О belongn i0 Fsp but 
aot to Fy in general, DP із only s= wide-sennse stopping Lime, even jH 5 
ia a stopping cime.) Hence QU c V. Evidently, (177) 18 a stationary 
decreasing sequence. Its simit U belongs to V by iv]. But U = 号 <] ®3- 
Therefore, Spszr| € V by y] a 


4.36 Theorem. AN predictable Himes are a.a. foretellable. 

Proof Let V be the collection nf all ns. foretellable wide-senae skop- 
ping times. We make wee of notations in Lemma 4.6. By Corollary 2.28 
wë knew T C п[С]. From tha proof of Theorem 4.7 we can see that the 
section theorem holds for sete in ai) (becanse in this case 5, = 5 А8., 
thus Sr = V). 

Now Wet T be a predictable time Then [7] £ P. aud [T] £ eit). 
For any given £ > ( there exists 56 = V mmeh chat. [874 C Fr] and 
Pls = nay z PIT < ec] с. Defne 

Ф = ВАЛУА САВА, nz 
Ті ів ensy to вые Lhat (Tu \а>2 is а stationary decreasing sequeace af elr- 
ments im F aud un Ta = T as. By properties iv) and vj nf V we hart: 
T g V, іе. T Ja As. ipretellabhe. O 

Furthermore, we will show thet all prexlictable times can be а.к. fore- 
tellable hy à sequen of predictable times. 


4.17 Theorem. LetT > 0 beu predictable ime, and A C [MTE he un 
vptional (resp. predictable) ack such that for olmast ай ш € [T < оо]. Tis) 
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is а limit poini of set Аш} = {кр D: gwt] E А}. Thew there emisi nn 
incrensing aequenee Tn: af slopping irre: fresp. predictable times} such 
ihal ы] C A as, Т. E T and Jim T = T аяз. | | 

Proof, We only discuss the predictable rase: A is predictable. Let 
{ku} he а sequenec of wide-senae rtopping timez which xs, foretells T. 
ror each n tke projection of predictable set АТ = АПИ, Т onte (£X пыз. 
сазван [T < oo]. By Theorem 4B for each z there бй a predictable 
ште. E^, such that [А] < AT and 

1 
PIT < s) < PULAR N S PU, < 0901 — ш. 
Since lim V, = d 8.5., we have laminf £4, = f a-e.. 
та DIE TR. "CX 
For each т and k define 


N € E. = H r x 2 5 : 
Sab = |. ‚=? in inf Sk m. Г 


[t is Qlyious that [Ski Pš Ж decreasing sequence of predictable times. 
i in 
we wil show that it is an- slationary- Hag M {Es = =e], then for all 


к> h Spal) = се. ael Ü [a < edm < Th V = ТЇ, 
then them: exists mg > n such that (ao lu) < oc. Binee Ua la) < Tiu) 
and jiu Vita] = T), there exista Ku = Trig — T &ych that far k > Ka 
Пы] > нА) > Umali}. 
This means for Ё z ka Sala] = 2 пш) [Sn ar) 18 Bhatronary. 
Neting thal PLA [V < Tr [im W = T) = 1. we have shown that 
[Sn lki 15 #-5- нт РВ Put 
“был = Mss =S. h Haa nada, ^ T- 
Then Ank € Ғе. " Rne in predictable end [Hiki] ін d иып Y 
decreasg ecquenor [neting Anke C Anet) Hence Ri = Qum faa 15 
predictahle, and Ны = 5. я». Put 
T, = Hy v Ry V oo V Ил. 
Since [5,3 i an iucpensiuy Bequence, we have T, = HS. 8.4 
Jun Ty = lim. Sn = lim inf Um = Г аз- 
Finally, because ali graphs uf Бык вте eantained in A and [544751 35 &-5. 
Etatinnury, the graph of Sn is 2.8. contained in А. mud эр i8 thu graph od 
T. 0O 
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4.18 Corollary. AH predictable (mes are a.s. faretellable by n Re- 
gueni of predictable tires, 

Proof. Let U be a predictable time. Put T = Urg- Then T ін рге 
dictabi and T >> il. By Theorem 4.17 there exints an increasing sequence 
(17) of predictable times such taht Ups] © 10. 71 а. and lim. T T 
&.5.. Put j 

Un = 7 A^ Uiu- 


Theu (ah is an increasing sequence of predictable tires. and а.к. foretells 
y. ПШ 


$3. Totally Inaccessible Times 


4.19 Definition. Let T be a stopping time, T ia called totally inac- 
eessible, 3E Sur every predictable time 5 P(T = < 52) = 0. 

Dhwinnalv, totally inaccessible Limes are a.s. positive, 1 a stopping 
tine із aos. egual to a totelly inaccesrible time, khen it ia totally masce- 
aihle, tou, Ifa stopping time p both scossible and totally inaccessible, it 
must be s9- equal to +08, 


4.20 Theurem. For each stopping time T there exists A € Fr- such 
thal À C [T exp Ta їз accessible and Tac із totally inaccessible. Such 
set ДА is n.n. undique. 

Proof. Put 


н = [5 = T < ое]: (5) 15 a sequence of predictable tirs]. 


Obviously, H C Fr- and M jm clused under the frznialiena of countable 
uninus, Ву Remark 1-14, there exists À € FE such that А = es supri- It 
is easy tu see that Ta із accessible, and Tas is totally inacceseihie. LL із 
иг difficult, to venir ак. uniquenezs af Л. O 


Remark. Usually, Ta and Ta: are called the accesaibie рагі anl iotrlty 
тескен part ot T respectively, and denoted hy TY and T" respectively, 
They are determined a3. uniquely. 


Now we are ready to study the уорэ of zlapted cadlag processes, 


4.21 Theorem. Far any adapied czding process Х = (X) there erista 
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а sequenoc [Tn] of strictly positive siupping times aatisjyng the follownnug 
condilion: 

iy [AX = 0) c Ui]. 

ji) each Ta Тн predictable or босау inarneessrále. 

11) ATGA = Ü for v = т. 

Sach a sequence (Ta) of stepping times i8 called п stnndurnd seghenor uf 
stopping fines exhausiing ihe jumps nf X. 

Prof. By Theorem 3.32 there exists н sequence (7. Of suriet]y poeative 
stopping times such that condition Y) is satisüed. Dy Thenrem 4.8] for 
each n there exist an woceesible time E and a torally inaccessible time 
Uš much that 

Wal = ТЕЛ E] 


Prom Ыш definition of accessible times we sec that Libere existe а Bequence 
15.) of strictly ponitive stopping times satis[ying conditions 1) and ii]. Put 


М, = [n : Sis predictable], А = [n : S, i& totally inacessible}, 
Ti = 81, 


i w [5r = Sal. п Е МА, 
ныш [| ni 
| (r ssh ñ Sas]. ne A. 
КЕМ, ey Ko 


T. = (8р AË 2. 


If 5, ip predictable. iben H, E F5, .and T, is predictable. IÍ 54 Is тен 
iaccesible, then Ba Е Fan Tn 18 totally imaccessible. Apparentiy. {Tn} 
satisfies all conditicas 1), Ш) аш й). О 


Remark. E іл condition ii) predietahle times are replared by uccessi- 
ble times, then it is desirable ibat in condition i] equality hulds. 


4.22 Defünikion. Let X = (Ad be an wlapted сайы process, and 
T > ü beastopping time. T is called а jump time al X, i on [T < ox] 
we have Xp Z Xp- ma, Le, PIT < ac, Xp £ Xr) = РЕГ < oo] We 
say ihat X has oniy messile Yara, provided tiat ench jup kime ul 
X ів ан. equal to a certain accerrible time. We pay that X has пат 
totally inaccessible Puytns. provided that each jump tune of X i totally 
inaccessile. 
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An ndapted cadlag process having only totally їпасгезн е Jumps ia 
nail kr be quaar-left- continues 


4.23 Theorem. Let X — (X be an adapted cadlag procesa. Then 
ihe following statements arc egutmalent: 


1) X is quam-left-continiaous: 

2) For every predictable time Г > 0, Xp = Kr d-s. en [T = ex]; 

3) IF (T4) L$ an inereuzing Ярат; of atapping times ami T = Jim Ta: 
ien lun Хт, = Xp ља. on [Г = oc]. 

Proof, 35 — 23 folliwa fran Theorem 4.16, ау — 11 Бот ruri 
Ттт. +2Ú, We are goiag to show 1) = 2] = 3). 

Amwnie that X ja quasi-left-continuous, and T > Ü š а predictahle 
irme, Put 


B= |T < so] [Хғ Z Хт-]- 
Then Te is a Jump time of X. By the asanmption Ta is totally inaccessible, 
P(Tg = Т < чы) = 二 小 


"This means Xp: Xp. as оп [T = 364. 1) = 2] is established. 
Asaumr 2Y holds. Ler (Th) be si iñereasing sequenee af stopping timus, 
яші T = "ru Ta- Ро 


4=N < T]. 


"Then Ta > Ú and (Tult, zm A n furetella Та. Heme Ta jn predictable. 
hy 2) Xp, = Xm,- uc tem [D < e| ie. Xr 一 Xy- ав. оп AU 
= эс], Therefore, „Бш Хт, = Xp às. un A[YT = оо]. But on А" iT < 
х]. lim. Xr, = Хт holds always. Thus 

Jun. Хт, = Хт ss on [T < x 


Э] = ñ 站 established. O 


Remark. A thin eat із said to he iotallp iñacngasihie iF À = UET]. 


Tü 
where each Т, ia m totally inaccesible tine. Then an adapted cadiag 
process X ів пиёз егин аад only [АХ э 0] ін totally inec- 
renale. 


4.24 Theorem. Let X = [Ху] be ati adapted cadiag process. In order 
hat X haec only accessible 3umps if is necessary und anfReient that for 
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ату totally iraccessibie time T wr have 
Ат = Хт- »ā 09 [P < x]. 


Proof. It is analogous to pront 1) «=> 2] iu Themau 43, ПШ 


The following theorem gives a useful decomposition for adapted рга» 
pensis with finite warintian. 


4.25 Theorem. Lei A = {Ду} be at adapted process nth finite vari- 
ahow, Them A has а unique decomposition as follow 


A 25.02 as Aa ge Ж#*, 


where AT i$ nm adapted contimueus process unth Amie рогат, AU is 
ax ndapíed purely discontimiurus ртка ith finite variatzort hmwing эш} 
accassible jumps, amd A" is an adapted quasi-Ieft-continuous purely dis- 
continuous process with finite variation. 

Proof. Let {Т} be & standard mequence of stopping times exhaustng 
the jumps of Х. Let Му = {n ; Ta 18 predictable!, ua = [n : Ta is totally 
inaecesgible), Put 


А® = E AAnine ADD XD Ani t = 0. 
nEAT. пет 

Пу Theorem 3.42 А = дє + Аёз L AŽ іа а deromposition satisfying tbe 
requirement of the theorem. Suppose 4 haa another dexomgpoeibiun Sn- 
tisfying the requirement of the theorem: А = 4° + А“ + AU. Denote 
B Ads A" = A A, Then B ін an adapted purely discontinuous 
prueess with Anite varistipu. Lek T > Q be а stopping time, Т“ and 
T" be itg accessible and totally inaccemsible parta respectively: [1] = 
[°ҢДТ1. We bave ABr = ААЙ, — лай = Ü aa. оп [T < x]. and 
ABS = ААй - Айт. = баз. on [Ti < со] Неше A Br = 0 ак. Оп 
"Ta. By Corollary 4,11, AB in indistisguishable {сип а nall- proces. 
ic. B 18 indietinguighahle from a contipnous process- But Н is & purely 
discontinuous process with finite variation, Bn H is inalistinguishalile from 
a mul-process, ien AH and A^ are indietinguisbsble, AS and AU are 
indistinguishable, The vniqueness of the decomposition haz been peeved. 
e 


124 Chapter IV ахас "Theorem oml Their Applirziticna 


$4. Complete Filtration and the Usual Conditions 


4.28 Theorem. Aamume (Ju) is complete (see Definition 2.83). Then 
al! zwaugsceeni ттт pooccsses ere predictable. 

Proof. Let X be un етишбасепЕ mieakurable process, and А — 1027 HE 
HQ mel that Хиш} z 0}. Then P(A — D, aud АЕ Fp Put 


C = FC x [t ool; € Е Fte НҮ}. 


It is ваяу to вес that C ів a т-С]айв, und rie] = F x BRG). On the other 
haad, put 


Wc(Y:Yds Fx BUR, Iweasurable and Y 4455, i5 predictable]. 


Then &ҥ al H € Cip € R. Dy the monotone clases соге (Theorent 
L4) M is just the collection nf ad Fox BOR, )ewessurable processes. in 
particular, X — ХРА ді E predictable, O 


4.27 Corollary. Assume that (Fr) їз complete. Let AE F ana 
PLA) = n. Then for owh naon-nsgahtme r.. Ё, £4 = Ela + [ro mau 
prediciahle Hime. 

Proof. Since lta, ool із an evanesecul ueasuralla sat, it is predir- 
teble. Dy Defiuition 3.25 £4 із a predictable time, O 


4,28 Corollary. Assume thal (Ре) 1н compleie. Lo X amd Y be twp 
indistinguishable measurulle processes, If X ss optional {ткёр. mrcessyhic, 
еар. predirtabie), 2o š Y. 

Proof. Note that Y = Xhx-y] + ҮЛх жү], fxev] und к-у) are 
predictable. Then the ansertion follows immuediately O 


4.20 Theorem. Assume that (Fe) ш iomele. 

1) Let T Pe m stopping time [reap accessible fine, risp. predictable 
tunel nud 5 = T us. Then S is п stopping hne [mesp. accessible bitite, 
гар, predictable time) end Fr = Fa Fy- = н. 

2) Led S > Ü бе ату. Iu order that S be а stopping time [resp. 
necessiie Mime, resp. predictabie irme) is is тесната und suficien Hat 
[8] he an optional (reap. uccessible, reap. prediclaMe] scr. 

Proof. 1) follows fom Corollary 4-28 since S isa r.v. and measurable 
отосёяв. I pg, #80 Ir sre indistinguiehable. The tqualitis Fr = Fs 
and Fyr- = Fg- folos directly fram the definitions of Zr and Fr- 
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2) Ошу the яғы лепту needs to be proved, Wo discuss only the pre 
везе vane, the others are similar. Let, [5] be a predictable set. By ‘he 
sedion theorem, Pr Any given £ > Ü there ехінів а xedictable tinc TE 
saeh that [T*] c 45] аза Р (T* < e] 2 PIS < гю} — £. Put 


g Tin AT n 2. 


Then (5,]a22 in à stationary decreasing sequence of predictalle times, 
nnd lin 9, = 5 às. Dy 1] 号 isa predictable tire, a 

n= 

4.30 Theorem. Assume that (Fe; is complete. The debui Da oj mitt) 
proyreanite act А ds а unde-sinse sinpi dme. Furthermore. vf [Pa] C 
A. Da is a slopping kune. 

Proof. For any £ = Ü pul 

Ар = (ы в}: s < tú, [a a) € Al. 


Then A, = АПП x 0р) Е 27 B( RAS and [Da = f] = тіле), where 
лі) in Ше projection of A, onto П. Since Fi is complete wrt- Р, hy 
Theorems 1.36 nad 1.40 [Da = t] = (A y € AE, = Ж Hence Daju 
wide-uense stopping time. 

Ir [Da] E A, then [Da < Д = x(A where 


A, = [ina = z. la s) E А}. 


Similarly, (Da € t| = (A) € ACF = Тү. Hence Da із А atopping Lime- 
L1 


4.34 Theorem. Аяа that (f) тв complete. Let H be g predictable 
set, amd |D a] € Н. uere q is tite dolut of H. Then Dy is а predwciabir 
hmt, 

Eroof, First, by Theorem 430 Dg is a stopping tme. Tous 1001: 
Hu. Paul xs в predictable set. Then by Theorem 4.28.3) Он ін predic- 
table. — [3 


4.32 Thearemrm. Assume tha: [Fa] is carnplete, АП ndapird right- 
rm lipa eq processes оте optional, | 

Proof. Lei X be an ada riteomtiuuOn proces. For auy given 
є > f denote by A the collection of all stopping times 5 satisiying the 
folowing condition: there exists ап optional process 177! such thul 


ш, it 0,803.10 уу > е} 
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is an evauescent set. Dt іх ergy to sec that A 18 not mopty [because 0 ë A) 
and has the following properties: 

QS T£ A= 5v T € А 

Ë) 号 £ A. m = 1,2, да 1582.4 

nij SeA Z'is à atopphug time, T = 5 aa = T E.A. 
By 'Éheoren 1.13 there exists T € A such that T = esesup.A. We ате 
going tu show T = oo is. Let 


A dius tito Tiu [Хн 一 Apte kerl => ғ}, 


А із а progweive set Тетик by 17 rhe debut ol A, In view of ngbt- 
continuity ot X, we bave [D] С A. Hence E ia a stopping Hime. Put 


Then Ú £ À und ti z T. Therefore V = T aa. On the wther banil, аргып 
bv the right-rontimsty of X, жо have T < U on [Ü € aJ. This means 
To ns Tius hy the property Ш) of A we know сс ë A. Put 
y: = Y [+= Then X* is an optional process and 


{шї}: IX) — Xr(u Z ej 
н an evanegcent set, Take En = Г. Put 


Y —limiX^, Y = УТ]: 


п + гк 
5o Y is ва optional procesa, А and Y are indistinguishable. Hence X is 
optimal by Corollary 4.228, O 


аза Theorem. Assume that (X) ig complete. Let X be ат adapied 
аар process. Im order for X to be predictable i£ їн neorasary gni suff- 
neni to satisfy the fullowing corudiktome 

i) For anch totally inaccessible time 5 Mg Ха aa. 0n [8 = ool: 

ñ) For eack predictable tme T. A TiTe] is Fg..-measurabie., 

Proof The necessity follows rom Theorem 2.43. Wu ше to sbow the 
sufficieney. Suppose conditions 1) aud iij hos. Thy Theorem 3.32 there 
exisis а sequence (Ё) of strictly positive stopping tires such that 


[^X = ú] — Urn]. 
Far each z, let US and Ui be the accessible and totally inaccessible parta 


nf U, respectively: 
= Palu E 
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By condition 1] Di = +00 ња. Hence Ut is à predietsble time CYheorem 
429.2]). Then Uk = UT ^ Ut is accesaible, and there exists a sequence 
[T4] 01 ziricily positive predictable times auch that 


|Ах z 0i c UMT... 


Umubiniug with condition ii). {тош Theorem 3.33 we know that X E а 
predictalde process. 口 


Remark. From the nbove proof опе ran sce that condition P) is pe- 
cexsary and sufficient for X tà be ancessible ( see the Remark of Definition 
537). Theorem 4.33 18 mure cunvemient than Theorem 3.33 Їй applica 
tion. 


4.34 Theorem. Assume that (7) ts complete. АН presdiciahie mes 
arc foret ellable. | | 

Proof. Let T he: à predictable time, and (Su) be an increasing ведпецее 
of stopping (mes which as. foretella T. Put 


A= (ilis < Tli n = bm S] UP = 0, 


1... 
T, 一 (Sala ^ [Г — uA 
Since PLAY = 1, (Тл) 18 л sequence of stopping times by Thenrem 4.29. 
Obwiously, (Т„] foretells T. B 


4.35 Theorem. Assume that (Fp) d complete, Theo following statt- 
nens атъ rguieobenid- | | 

1b (7 за ytbasi-Deft- continuo, É F- for every predictable tune f. gi = 
Жр. 

my All uccesstile témes Gre predictable, | 

3) Ff qax) D en increasing sequence vf atepptmg sies and T = dim Ig. 
dihen 

Fr = Ҹ Fm- 
т 


Proof 1) += 2) and 1) = 3) have already been shown in ‘Theor 
3.40, 1t remainga to slice y) = d Let T beca presiietnble time, and {Гу be 
a sequeuce af stopping times fercielling T ( Theurem 4.34]. By Thenrem 
3.4.11) wc have 

Foz М ЛҮ, 


By 3) we obtain Fr = Хү. Hence (Fa is quasi-left-comtinuoun. г 
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4.36 Theorem. Assume ihat F = (Fi) w the waual nugmentatton af 
a fitting F = (F2), Le,, 
Fi mm FL V N. t = fh, 
alere A is the т field generated by nl Fr-naull sete (see Гуси отъ 2.463). 
1) For erch F-siupping tme Г thoro exista an F'-stopping Nme in ihe 
aade sense U such that T = U aa. m adcifion. we haa 
Fr= Fü, YA, Fr- = Рр v X. 


2 For ғаед F-cpitonua! process X There exists gn MÀ -optional BIDOESS 
V sach ikat X and Y пк Еа ралй а. 
оў. 1) Since 


iue 185, лате + CES cem] 
wi may assume that T hus the following form: 
T = ala +itwHa сей, À € 7. 
lai this gane- take H € T2, such that P'( BA A) = 0. Then 
UT ар (olg. 


is an FO atopping time in the vidu sense, and U —'T as. 

Tiy Theorem 4.29.1) we have Fr = Fu D ZË, V N. On the other 
haud. for any Ё Є Fr we may take L' c FẸ such that РГА) = ü, and 
an F'.stoppiny time in tbe wide sense V auch Шаў W = Ty ан. ГШ 

M = (n [E = sy u [y = FE « ое} 
Thon M Е ro and РМАТ = Tl. Tha TALS L E PM V x, Нети 
ir = Fb wA. The equality for Fr- i5 trivial. 

z) Suppose А = fra; wl T is ao Festoppitg time. Му 1) take 
an F° -stopping time U such that U = T as. Then Y = Др 12 3n F- 
optional process, aud indistinguishable fom X. The gencral asecrtlan 
(allows hy the menotone class argument. C 


4.37 Theorem. Assume het F = (Fa) їз the completion of a filtra- 
ion FÜL[F ne. 
= = к + N, i > 0, 
1] Far cach FÜ-atopping tme Т we Бале 


Хр = р vM. 
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23 Myr each F-predictabic time T there exists mu ЈР predictable. time 
S such that T = 5 a.s. and Ўр = FE VM. 

3) For each F-predictaMe procesar Х there exists on PÜ-pmedictahe 
procesa Y auch ihat X and Y are imdšshigusshabla. 

Proof. 1) im trivial. 

2) Let F) be a ecauence nf F-Btupping timen forctelling predietalde 
time Tira For each n iet. A7 be an Е -stoping time such that R^ = T7 
as. (Theorem 4.36.1). Replaciug А" by m y-o y ДЇ (MH necessary). we 
may suppone (IU) is increasing. Tenote R = lm pn. Put 4. = [f = 
Hj. Since [An] 38 decreaning, (I, = ИД ^ n) 15 an increasing sequenee of 
F3 -stopping times. (Un) foretelle U and £7 > D, so LU is ан FP predietahle 
time [ые tbe proof of Theorem &27), Bocaune PAS] = 1, L, = f A n 
as. U = R = Tirpg s. Take Ч Б Ж] such that РІНА = 9]) 9 
Tut 

S= U Alp. 


Then 5 ів an F'-predictable time, and T = S &s-. 
By 1) and Theorem 4.29.1) we have Fr- = Fs- = FU Ow MW. 
Proof 3) is similar ta that of Theorem 4.36.2). O 


4.18 Theorem, Assyme Fhnt F = С) i thu aual axgnieniatum nj 
a Rüration ЕО = (FP). 

1) For each F-accesséhle tine T there eristu an FU -arcessihir timc U 
auch that T = U с.а. 

2) For each F-acceneible process X there eztsls an F5 accessible pro- 
cens Y auch that X and Y are aridistinguishab[e. 

Proof. d) Let S be an Е -predictable tune auch that S = 1' g.5. 
Assume [T] c [Ts]. where (TY в а sequence uf F-predictable tunes. 


For each n there exists ап F -predictable time S, soch that Sn = Ta a.s. 
(Theorem 4.37.2). Olviousiy, T51 C [5] 22- Put 


U = ALS hss- 


Then U is an E -accesible time: [7] C U[S.]. aud F 2 S = T ах. 
TI 
2] folles from 1] by the monatóte class argument. D 
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65. Applications to Martingalez 


In Ehis paragraph we assume that (£1, F, P) is a compiete probability 
spure and Ше Filtration J = (Fe) satishies thr usual omei linia. 


4.30 Theorem. Let X = (A) be a nuhd-confinotus supermariinydie 
imap- marlingale) and T be u stopping bime, Then the stopped process 
XT = (Xar) is тізе a supermartingale (reap. martingalt]. 

Proof. Fur each t >й, Холт i5 Tua T-measurabie, Hence XT is adapted. 
Let ас Fu. 0 = ú а. Applying Theorem 2.59 4o X7 = Хела} pielde 

Е[ Х.т] = Жалт {Dp = KaT ut. - 
Taerefore, XT ja à ^ ipermartingale (resp. martingale) O 

Remark. Put. Gi = Far- Filtration (G) satisBes rhe usual conditions, 

and XT is à (О, -supermartingale (resp. martingalej. 


The following Lnrem is very maeful sometimes, though. it is simple. 


4,40 Theorem. Let X = {Хууд be un adapted mesaurahic proceas, 
aud Xa Бе att Inlegrabie Fag measurable rv- If for every stopping iunt 
T, Xp i$ integrubie, and ЕХ] is independent of T, then A o: n uni- 
formiy integrabile martinge. Moreover, if X is optional, ihen aimust аЙ 
ils Imecionries are raghi-contfinuoua. 

Proof, For any sioppirg time T and А & Fr we have 


J хар = E. - Í хаР = ЕХ,]- |, ХаР = { х,аР. 
Лл AF Ar “А 


[4.1] 
lakeT -te€ F. in {40.1}. Since x, € Fy we obtain 


E[X.,17] = Xt Bt 


Hence X ія а uniformly integrable martingale, Moreover, if X i optional, 
for апу stopping time T, Хт їз Fr-messurabhle From {40.1) we obtain 
EX el Fri = Ху вз. 


Let Y — (V.) he the туб соттаса adapted modification af martingale 
(E|X.. |] Í with the eenveution Y, = XQ]. Hy Theorem 2.58 we haw: 


Yr = FIX. |7r] = Xr as. 


Since Y is optional, by Corollary 1.11 X amd Y are in d'istingiishable. 
Therefore, almost all trajectories o£ X are right-coutinuous. O 
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Hemark. Suppose X = (X,] is an optional preces. M [or every 
bounded stoppiug time Г Xr ia integrable and ElXT| is independent of 
T, thun applying the theorem to X^ = (isa t 2 1, we knew that X іх 
a martingale. and almest. all its trajectories ате right-contimunus, 


The follgwing theorem is the predictable form of the stopping Eheorem. 
lı ig the basis of declining predictable projections of processes in the next 
chapler. 

4,41 Theorem. Let {Athen Be a rigli-contirenotus anpermartingale 
(resp. martingale). Then fav ewery predictable nime T urd stopping GME 
D > T ше hatt 

El | Fr] £ Xr- (resp = Xr-) e. (41.1) 


uere Кт 4з 5.3, well-defined (Theorem 243) aru integrable- 


Proof. Let (Tk) be а sequence p stopping times foretelling T. Пу 
Theorem 3.4.11) we have 


Ty- = Y Fr. 
п 


For brevity we dieeuss тишү the supermartingsle cane. By the stopping 
theorem 2.58 we have 


E|Xpy|tr]|z-Xr 53. 
Applying Corollary 2.19, we obtain 
E[Xy|.Fr-| = Wu E[X;|775]*€ Em X, = Xp. АЗ. 
Tbe integrability of Xp. лез om Corudary 2.61. O 


4.42 Theorem. Lett be an ititegmbie r-v., S and T be two predictable 
timra Then 


ЕЕ |У5-]\7г-1 = Е[Ё| 7. зат) d.8.. (42.1) 


Proof Let (X4) be the righk-continiong adapted покі свист of amw- 


132 Chapter LV Section Theurecu and Their Applicatiuus 
tingale CE [£|i]). Then we uve 
E Efe 7] = ELXs-Lr-l = Eljs»ziXisvr). + Neamts | 
= зт (Хт) МРГ + Дет 
= Дет Еті] lnc Xs- 
= Дя>т|Хт- + sents- = (ат) 
= Eel вә. 


Prablerns and Complements 


4.1 Let S be a wide-scnse stopping time and À C1S. x: [ Pe an optional 
(resp. prerlictable) ect such thas for all w E [S < se] Si] is a limit point 
aset Alw) = [t > 0: de t) € A]. Them there exists 4 decreaemg sexiiemer 
[34] of stopping times (resp. predictable times) such that. Us] © А and 
lim EQ—5ns 7 

4.2 Suppose T — Tp A Ty. Ty v = Во. where TY iB an accesible 
time and T> is в totally inaccessible time, Then Ту = Г". Ту = T аз. 

4.3 Assume that (Fi) ls complete. Let I be а predictable set and 
Dy be the debut of H. Then there existé an increasing sequence [Th 
of stoppiur times &uch that lim Т 一 Dy nud for all м ds = Da 0n 
(ш г Duly > Ú and [ы Datar E F}. 

4.4 Asume that (P) i3 complete. Then every predictable tin can be 
эте by a sequence of stopping, Lines taking values in the sat of dyadis 
raumbers. 

4.5 Let F? = (EP) he a right-continuows lilbrution and Ж = (FO) be 
iha completion. Tf FU ia quass-Ipft-centinmeann, so is F. 

4.6 Suppose F = (7) is the usnal augrmentntion ofa bltratinn ЁҒ = 
[PY and X = {Ху} is а riglt-comtinuous F'-mpermartigalk: (resp гпатг- 
ingale). Then X is also нп F-supermartingale [resp. martingale), 

& T Assume that (F) ia complete. Let 5 and T be predictable tires. 
E ccr. Then for any # > Ù there exists à sequence (Pin) of predictable 
vimes ниси that Ra = 8, D < aai Roge t > ü, and lma An = T. 

4.8 Añuz;uune that (71) ia complete. Tat 了 > 0 be a predictable tire. 
Then there exists an adapted continsoua strirtly increasing proress А auch 
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that Ал = 0, Ат = 1. 

lu the following problems же always assume that Ше Bltration F = 
[F satisfer the usual conchitioms. 

A.B If X ={Х,} iE a cadlag supernurtinzale [resp martingale) and T 
is a predictable time. "hen XT- is а supermmartingale (resp. martingale), 
ton. 

4.10 Suppose X = (Xu) is а predictable process, Хо, = im. X, exista 
and in finite, Ir each predictable time Т Xy ік integrable and E[Xl їз 
independen ot T. Let Y be the cadlag adapted modification of martingale 
LE|X.,15,]). Then X = Y, 

4.34 Suppose (X) i8 а сафар supermartingsle (resp. martiugale). Tf 
9 and T are predictable times, andi 5 € T, then 


Xs. > ElXr-|Zs-)| x ЕХ] 


(resp. Xs- = EjXr-|Fs-] = E[X 7175. ll- 
4.12 Lot G C Z be n. ub -Bel such thot Fg- C G C Ts [or a сегінш 
stopping tune 5, Thea tor every stopping time T and integrable т-м. £ 


117110] = EKIGA] 


Moreover, 1[ T i$ predictable, then. ЕТА lg] = E|Z|>-]1. 

4.13 Let X = (X+) De ап optiunal (resp. predictable] parcens auch 
that ior every heunded stopping time (renp. predictable tiae) Т. Хт 28 
integrable- 

1} TF for every decreasing sequence [Ta] nf bounded stoping tunes 
(resp. predictable times] Jiu E|Xr,| exists (muy be loe), then ahnost 
all trajectories o£ X have right lime on Н+ (ray be 00). 

2) M for every uniformly bounded increasing sequence (Ta) ef stop 
ping timere (rep. predictable times? hm ElXr, | exints, then almost ul 
trajectories ОЁ А have ieft limits on ]0, exi. 

Moregver, М for every bounded stepping time {resp prexictable time) 
Т.Е\Хт\ = K. ahar EC is a constant, then all right or 1 limits gbove 
are Brite. 

4.14 Let X = (X4) be а bounded optional proces. TE for evety increnk- 
ing sequence (7,) of Brite stopping times bending (0 Foo. lim. FE[Xr. ] 
exists, tien m X, а-в. exints. 

4.15 Let X = [ Xr) be an optional proces and 


sap E| Xl : T is а bounded stopping time] < go, 
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[F fur every decreasing sequence (Tn)! ОЁ bounded ntopping times, { Хт, ) 
is uniformi integrable and 


lim E|Xz,] = E[X im ты], 
then almost all trajectories of X are right сотон». 

4.18 Let X = (X4) be an optional process Tn ardor that almost all 
trajectories of X be riglit-continuoug it is necessary and sutticient that pr 
every decreasing sequence (Т) ot bounded stopping times we have 

Xp, D X ша у 


r0— mg 
3.17 Lel X — (Xi) bo a predictable process ати) 
sup[ E|X 7| : T in & bounded predictable time] = co. 

Ll fnr every nuiformly bonded inrrc&sing sequence [T4] of рге аһы 
t mes, {Жтт} is uniformly integrable and um, E[Xr,] = ELX ua T. ji then 
шок all trajectnrieg o£ X аго ieft-contimious. "7 

4.18 Let X = (2) ben predictable procesa- In order that slinoet acl 
trajoctonws of X be left-coniumiens it ів necogaary and sufficient, that Far 
every unilurmly bounded increasing sequence (Ta) of predictable times we 
lave 


Xr, D X un Ta- 


4.19 Let (X 07,44 be a pequence of right-cantinaous supermartingales 
auch that for all n and + = Я, xr = xt as.. Put 
Хўш} = вар хіЁ ы h t> n. 
п 
[F Xo ів integrable, then [Дү} is а supermjartingale, and almost aM ite 
Lrajectories ате гамет итно. 
4,20 Lel (X Г he à sequence of righl-contiuuons subimartingales 


suci habari а HAUS E ХЕ as, and for all п, ХО) — 
AU is а sabrmartingale. Put 


X lui] = sup х, 1 > б, 


If for every t € А, X, m integrable, then (X4) is а submartingale, aud 
sirurmk all itg trajectories ure right-continmons. 


-TD In ather worda, [X,) i$ bonnded іа Д0, 


Chapter V 


Projections of Processes 


In thie chapter we mainly preset nptional and predietuble projecrions 
of measurable process, dual nptional amd predictable prniection пЁ prr 
crases with Amire variation. Ав an application ol projection theory, we will 
ahow the extremely importaat Docb- Meyer decomposition thearem {ет mi- 
permartingales, At last, we will give à detailed discussion about filtzations 
of discrete type to concede the general theory of stochastic procisase. 

In thia chapter we suppose ifi, F, P^ is a complete probability space, 
and the filtration. F = (F1) extisfies the usital conditions, unless otherwise 
верой. Usually, (£2, 7, Е. P) із called a filtera probability space. 


$1, Projections of Measurable Processes 


51 Theorem. Let X = (Xj) be a measurable process such fhat for 
every stopping time T X Irc] Y c-iniegrable wrt Py. Then there 
exists a uige арпа! process, devoted by "X. such ihat for ewery suip- 
ping time T we Jure 

ЕЇХт та РР] Атта 48 [1.1] 
jn {Мз case, зе say hat the optional projection oj X exists! or X has 
optional progectzan, gad refer ta ^X аз the орош projection af X. 

Proof. The uniqueness comes fom Corpalinry 4.11. 1 suHiecs ta 

ahow the vxistence, We proceed in [pur steps. 





1 Tt is many fom "Theorem 1-10 їп eee thak this ennditinn 58 equivalent ia thr eT- 
ingiy weaker onc: Bur every buunded віоррше time Т. т i ar-imtegrable тг. Fr: 

27 figerously Epeaking. we shouki say that the рїї projection nË X wiete and 
іє iuge. Deae fram the pront of tho beorom ome cauti ECC aba iË the value 3 22 is 
aller for ^X, then tbe optional] рајона of all non-negBtive wemgurablr: process 
eximi, But it ia müápulated khat preceeses Lake ту Бие values. Thr existeucc ni "X 
гарап "X 1з Ünite-valued. 
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а} Assume X = £a where G ie à bounded (or integrable) r.v., 
(ox r < os £ +n. Les ^X = Y Ip, Where Y — [Yi m the oa 
modification of martiale {ELEF (sse. Corollary 2.45]. Obvious "X 
ік optional. [t із easy from "Theorem g.58 to see that “Ж satisfies (1.1). 
Dg. ОХ ia &he optional projection af X. 

b] Lut X ard YV be two measurable processes. 1i X and Y bave optional 
projections 7X and "Y respectively, theu for any real À and 3, АХ + HY 
has optiuual projection АХ + BUY. Moreover, i£ X = Y, Lhen EX X 
"V (Theorem 4.10). lf (xo is an increasing sequence of mmi- перане 
mensnrable proceasen, Tor each re the optional projection o£ X R] exists, and 
the limit process Х 一 m Xin) ta bounded. Шеп the optional projection 
of X exista, шы] "Ж = lim "(XI™). Hence by &) шн! the monotone 
clas theoreum we conclude that the optional projections of all bounded 
pieasurable processes exist. 

c) Suppose X is а non-negative meumdrable proces satisfying the вя- 
sumption of thr theorem. Let xi = X ^n. By b) the optional projection 
vt XU] exista, and "(XU9)) is increaeing (up te an cvaneacent set]. Por 
every stopping time T, ("AF Ippz 4) 18 increasing [up to а mall set), and 
by "Theorem 1.19 we have 


EU Hiper] = dia, EUG Fees lr] = Jim "XP Heros 


Lei Y = lirisup ? X! iud E У Py uu. Then "X із an nptional procera, 
тр 125 
and for every stopping sime T 


"тралар Ут гес] = lim "Xp Prea, = [Хт рро] 93. 


"Thus 9X satisfies (1.1), Le., "X ів the optional projection of X. 

d) Suppose measurable process X satisfies the assumption of the thro- 
теш. Then so do X^ = X v D and X- = —(X AÜ). By с) "LX ^ ) und 
“CN exist. Num dt іа cay to aea hat tX — "(X *)- "[X -is (he optional 
ptolentim of X. Dl 


Remark. И X w a progressive proeess, then the optional prolection 
oi X exists, and for every Anite stopping time: T we bave Xr = "Хг s. 
In particular, ^X is an optional marlification of X. 


5.2 Thenrem. Ls X = (А) be a reasurable process such (hal for 
cowry predictable Mone T, Хат] is сіта ре wrt FT- Thott 
there eninis G wmigus predintebie process, denoted by FX, auch ihai for 
euery predictuble timc T we have 


E[Xrimxi*r-]-T*XrvÍme-p s (2.1) 
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In this сїзє, ше say that the prediciabie projection nf X «exista, dr X has 
predicinbie projection, and refer £n FX. as Ihe predictable prejection of X. 
Proof. Assume X = ETp here £ ін а bounded tor ўрта) 1.v.. 
Draag +w- Let Y = (Y) he the cadlag imodification of marringale 
(E[£LF:]V- put PX = УД. Then PX is predictable, and satishes (2.1) 
(Thaman 4.41], it., "SX ix the predictable projection af X. The oher 
parts of the proof are completely similar to that of Theorem 5.1. D 


5.3 Remarks. 10И X ma uniformly integrable cadlag utingae. 
then X. is the predictable projection ot X. 

Y) Suppose the optional projection of а measurable process А exists 
То order to verify that an optional proces Y із the optional projection uf 
X it suffice by Corollary 4.11 ta justify the following equality 

E[Xr| Fr] = Yr as. 
Кт any bounded stopping time T. Макет, H ior every stopping time T 
MX] r =a] їн integrable, it suffices by DCaorollary 4.13 to justitv the following 
equality 
EX rire] = ETI [Fact] 

for any sloppiug time T. For the predictable саре we haw simülar айлёт- 
tions. 

The following thearerns illustrate that projections have the smoothing 
property, analogous to conditional expectatinns. 


5.4 Theorem. Let X bea sueneuruble proesas and Y be nm ppilrurual 
[resp. predictabie) process. If the optional [resp- predwctable) projection. 
of X exiis, then the optionut (resp. predictable) preiectée of XY cre. 
and "(XY = (7X )Y (resp. P( XY) = (9X Y ). 

Proof. It folks wou Theorem 1.21 wasiy, O 


5.5 CYheorem. Let X be c measuruble process. If ihe ephiong! and 
orediciable projection pf X etiat, then ihe predictable projeciior of "X 
also erisis, etd Р(Х) = PX. Im addition, [X 2 TX] ia тыу тшт 
from n thin sei. 

Proof. The brat axserbion Dome Gom Theorem 1.22 вану. We arc 
guing to akow the second assertion, Let X = £I p, where Š isa bounded 
[ur integrable) r-v., Ú € r < 8 Zoo Let Y be the кайа riditiation 
of the martingale СЕ|) Then 


Px # PX} = [V # Y} 
We have already known that |F Z Y-] ie a thin get. Thus, X ў X | is 
indistinguishahle (rom a thin set. The assertiem for general measurable 
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processes follows by the тишда: class nrgument às usum. 0 


5.6 Theorem. Lei T ie o stopping tima, and Ë be à real r.v- Put 
X = tir Y = pap Z = ҢҮ 
1] The optione projector. of X exists if and omiy if iTec із T- 
integrable wri Fr. 
3) Assume that T is predictable. Then the predictable projection of X 
exisia if and only 17 EIM eog 18 m-integrable wrni Fr- 
3) If Eireag 8 r-integrable rt. Fr, then the predirtube projection 
of Y erinma, und Z has eplicnal projectson 
vez = Fe т a Frl- 
4y IIT. is predictable and Күрс] 3 a-integrble wr.t Tr, them the 
praliciabe projection ef Z emsis nud 
PZ 一 ERE Ig т-ту. 


Proof We mdy give proof for 1}. The others are left. to терет. Let 

S be a Stopping tame. (byiounly, 
Xsl|z==| = Ёт 
If rhe optàpual prüjectinm of Ж Ciats, then Krllrem| = SiT B g- 
integrable wert. JT. Conversely, asaite thak & тоор 18 m-integrable 
x .r.t. TT. Let Ay E Fr such that An l i and Sirac] LA. is integrable 
for cach т. Put 
Q. = [A [T < 5])0[5 < TI. 

Then (L, E F5. бт | 13, and Xss cog ы = ЁТА рас T8 integrable- 
Hence Хуст 18 m-iutegrable wr.t, Fs, Lw, the optional projection nf 
X exists. O 


5.7 Theorem. Let X bc a m<easturahle process. IF ihe optional (resp. 
predietable) projection af A crista, then for any stopping ine (resp. pre- 
diotabie time) T the optional (resp. predictable) prejeckion of XT erista, 
пл 

("X ln = "( XT pr] 


HPX Mp. ri E P( XT) огу. resp. ). 
Prosf, We have 


[7.1] 


XT = X Imp + Хтео 
Ey Theorems 5.4 and 5.6 we know immediately that the optional (resp. 
predictable) projection o[ XT existie, (7.1) follows from Theorem 5.4 ену 
since Хе = ХЇрт B 
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Remark. If the optional and predictable projections of X cxist, then 
[or any stopping time T the predictable projection ol XT exista, ton. In 
faci, 
ХТ. Хр Хт Toop 


the existence of the predictable prajection nf ЖТ iolows Eom Theorems 
3.4 and 5.6. 


5.8 Theorem. 1) Let X a mensunable process, and [T.J Pe @ 
seguener af stopping times (resp. prediweiue dimos) such Huh sup Ту = 
poc ad. amd for ch п the oaphoncgl (resp. ребре) projection nf 
Хөл erbis Then the optional (resp. predictable) projection af X 
erus. 

23 Let X be ç rasaaurmble process, and (Tpl he a seguemer of atop- 
ping funes such ihat sup — + aas, end for cach n ihe premictuble 


projecit of X ыт] exista. Then ihe predictable projection of X exists. 
Proof. We only show 2). The pront of 1) is left to readers. Let 5 be a 
predictable time. Put ih. = [5 = Ta} u [5 = eo]. Then ih E T3. [hoc 
f! as.. and 
X gligen = XsTigen,)I Seo] 
Tn view ol the sassurnption, Ат, „JiS ee] i r-imtegtahle wet. Fs- 


By Theorem 1.28 wa know that ХЕЛ] ЇЗ a-integrable wrt, Ty, Le. 
the predictable projection af X exists O 


E.O Theorem. Let T be g stepping Гиле, and E be um integrale rw. 

1] X = £Ipo 1; ен 一 Б Жт-|ют hawa the sume сорри projen- 
天 Te 

21 X = a and Y = Е[ |75 -1Лал1] baue "e sre prodiiable 
profectum. 

Proof 1) Let S be a stopping Line. We have 

EX sigeg] = ЕДЕТ] = EEE r-ren = ElYsJi t 

Dy Hernnrk 5.32) X and Y have the eme optional propertion. 

23 Let S be a predictable time. We have 


F[Ksfs<a a| = ЕДЕТЕ] 
- EEEF- Henis] = ЕЕ silsers]- 


Hence X and V haw the паше predictable projection. O 
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Remark. Obviously, £ Tra r4 nd Е [177] pr base the same optional 
projection. 


$2. Dual Projections of Increasing Processes 


At Erst, we study the measures on Z x B(R,] generated hy increasing 
pracesaea. 


5.10 Definition. Let A be an incressiug proces. Define auct functiun 
ua 0n Z x ВН) ss follows: 


кА) = s| f. i Igi, в}4А„[-}| , H£ 7 x BL) [10.1] 


Then pa is a measure!H, Put 

Ta, = іні > ü: À, > n). 
Then T, isa гү, МТ F x BiR), Uo [= tt x Н, and ка LIO 
< n. 'Гїша, pa d a c-Hnibe measure on Z x F(E Y and ы said to br 
generated by А. 

І A is optional (resp. predictable], then Tz. А Z l, are stopping Limes 
[resp. prevlictabie time]. Cousequentl y, [9 £5 л x 1. are cmptianal [ resp. 
predictable) sets. Hence restricted cm tha optional (resp. predictable] a- 
field, ид 15 alpo -Erite, 

А із easy from (10.1) to see that шд does not charge auy evanescent 
ast. ic., for any evanescent get. H, ра) = 0, und fur uy É > 0,7 £ > 


pal F x 10.) = Er Ad. (10.2) 
5.11 Tuearem. А measure p on F x B(R,) s generulod бр an 


inrregsimg process vf and oniy if for ench Ё — d ihe set functinn QUE], 
defined on (1t. FY аз fodlpus; 


QF) = Е x 10,8). e F, (111) 
ismrac-Ruile mensure und dbenluéehy continuous pri P., fy thia sense, Phe 
incre&sing process gememing Jp. ЇЗ uniquely determined. 

Proof. The necessity is trivial (nee 110,27]. Wr ате going to show tha: 
suHicienzy, Let А! be the Radon Мута derivative SE When s < F. 


we have A, X Ар sss. Assume tg 1 1, For each n pub F4 = [An = 5. 
Then 


Jan. Elir, lA, — А) = Bm iFa Ја) = 0. 








3] [he berm “reel” nivmysw тепн ШОП-ПНД Ыла MENIN. 
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ч ln d і = ñ, ns- Dei 
Since U F. = tt, w= obtain Ши А, ‚Б 
A = iA зт > бге О}. t>. 


= А! fying the 
Then for АП : > Ü we have Ar = A, and А, = А; B8- Muditying 


j | : may eonsider А 
trajectaries nf А = 1А:1 (а Pull set UE necessary]. we may GOTader 
as ни jecreasng protes, and fnr aM Fẹ F we Lare 


D (y = ГА АГ 
E(IpA|- F| n „аб тА. 


pUE x te e] 


Thir meant thut и is generated by A. I н 
Н B = {Ву} is another meremamg process peneraling д, then i 
d: an.. In consequence, В jan слобо of A. Owing to the right- 


попашу of A and H, they are indistipgicshable. D 


5.12 Definition. Let u be а measure un = x BURG) pie cria 
any evanescent set. p is хай to be optional Lresp. predicteMe], if ior any 
pon-negative bounded measurable pracegs X 1) 

WXY = МХ) (wesp. P(N) = ШОХ), 


where u( X) = f X dp = E,[X]. Б , 
: ble process. By Темеш +. 
Remark. Let X be a buundcd reu T 
ior апу bounded optional (resp. predictable) measure и wc have "X 
E [XO] (resp. "X = EXIT] 


5.13 Theorem. Lei А be un тытма аттыр pruccsm, amd ра be the measure 


an Fw НОН), generuted by А. pa 35 optinnal (resp. predictable? if uud 


nly if A is adapted (reap. predictable I. | | | 
° Ае Sulficieney, Let А Бе adapted, und C = [Ü] be the dei 
of time associabed with А [see Theorem 3.48). Let А bea ете wis 
bounded measurzhle procesa. Ey Lemna 1.38, Theorem 5.1 


theorem we have 
| Х.А} = E f^ Xe, Me, «ssl = r ENX o Tu, eo 188 
[-2a[ ü 


= d EPXc, Ic, zat = F| f. QI) 
ü 1 


This is just ид) = pa tX). Henee pa i5 optional. 


ыа i Иск s that the 1 i ul he furem 
ТУ In fart, il is enaugh that thr requirement ы amtished Dor the procenim у 
X =1ін, тте HEFE IR- 
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Let А be predictable. For every £ > 0, C. ia a predictable time 
Theorem 3.48]. By using Lemma 1.38, Theorem 5.2 and Fubini's theorem 
in the similar way we have pat X) — a X, bes pa bs predictahle. 

Mecessity, Let pa be optional Take X = Telma, where F £ Z. X 
md || р have the ваше optional projection. Hence 


E[ATz] = naX) = вай) = FLA [|5] 


= E[E[A4F] EIA A] = Е|ЕЈА |А], 
"Therefore А, = E[AJF} a-s., іс, А is adapted. 

Let ua be predictable. For any non-negative bounded measurable pro- 
Less E, A und 7X. паче the same prodirtable projection. Henee paj X] = 
HAPAX] = рае), зе. ид ів optional. In consequeucc, A ін adapted. We 
rre to ghow that A astisfies the rec, irerents in Theorem 4-33. Let S he 
к. totaly inacecwsible time, Obviously, the predictable projet tion nf ha 
ts Ü. Hy predictability of aa, 


E[A Às| = nal ps) = nalt) = D. 
Since A Ag 7 0, we obtain A Ag = (as. Le, P([As Z Ap S Z= So] = ü. 
Lot T hne a predictable time. Take X = Ipfp rp where P c F, Bv 
Theerem 35.2) X and Y = E[fg|fr -| 了 本 have the sama predictable 
projection. By predictability of дд, 
E[frAr] = ра) = na(Y) = ЕЕЕ | Az] 


= E[EUz|Fr- JElAzi£r. ]] = ЕП ЕА |5 1) 
Hence Ap = E[Ar|.77-] &.8., Le, Ат is Tr -measnrable. Since T £ Fr... 
wr have Ат йге] E Fr- Ву Theorem 4.33 A is predictable. O 


Ав а simple application of Theorem 5.13, we obtain Radon-Nibkedyia 
thecren concerning processes with finite variarion. 


5.14 Theorem. ft А md B be iwo adapted (resp. predietabür) 


riereusing processes, Then the flowing stütersents are eguivalent: 
11 Por aimost aliu dB (w) «& dA (u), 


Z] ug X pa on F x BRA, 
Š) ин & ma on OQ resp,P). 


41 There ezists п nan-negatite epional dreap. prediclalle, proness ЇЇ 
нб Kit Jor abrost allis we have 


Bay — АЕ Hy (ad Asl: (14.1) 


Proof 4j = I) ig trivial. 1) = 2) iB вану by the dcÊnitiog of alssolule 
eamtimuity. 2) = 3) is trivial. At last, ww show 3] — 41 Ler H be the 
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viu AB Е . Then H is optional 
Halon-Nikedym derivative TT on € (resp. P) 


(resp. predictable: and nonnegative. Put 
Tsim: Hz n). 


Then p ; 
F| Í Habs] = ani [0.741 = n.! 
ют. 
Попса [ Н (ATL) is an adapted uxcreusing process. and generates 


the zame пүеяниге нь {[ш!]}- "Therefore, it 15 imdistiuguishable [ron ££. 
ja. 14-1} holds. 0 


Б.15 Theorem. Let А and H be iwo adapted {ESP predictable) 
inerenasug processes. Then ihe following statemenis are eguitten; 

1) Fer ойтааї aM a dA [o]. 1 dB. uw], 

2 ga 十 HB on С) je d 

3] ma L pp on TF х E А | 

i There eriala D€ O resp. P] auch that far dimari ahl w 


{ Iptu МАМЫ) = 0 end f Todo dBu = 
[б.со] “ба| 


Proof. 2) 4— 4) = 3) in abis. 
3) — 1). There inth Je X x ВІН, ) such that 


ид Л) = E| a Lio ФА] = 0, 


ugl-^) = z[ j. 
Напоп for wtmcst. АЙ w 
f Tu А) = 0. Í W sd BL) = 0. 
[u.a E 


; Е Ш ' ` EE 
чылыы, jr р à A+ B, By Theorem 5.11 there exist. no-negalrve 
optical reap. predictable] processes H and К such that Tor aluet all w 


A= f, , Hottest), io) = f, 04640) 


and H + E = 1, HK = D. Take J = |H = O), heu J Ç O (resp. T 
J* = [K = uU]. 


LS sata) = 1 


КАЙТ = 0, ин) = Ú, 


sumi š tle 
1? Hancefartb, noder the armi of inira] we war, [rr instance, [3. T| to dente 
gtachastic interval [5,7]. 
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(vs, hA l ра on C) fresp. PI. 0 
Remark. Let À and £5 be two adapted (resp. predictahle) preceeseg 


with finite variation. lf iar &lemuet all zo, Jauh = Aa], then there 
енк» an optional [resp. predictable) prowess Ff such that [or almost all 


i 


Бш = 5 „Набвад (xD. 


Li fact, applying Theorems 5.14 and 5.15 ta AT A` and C = (d |4, |]. 
[0.4] 


w know that there exists an optional (resp. predictable) process L such 
слаі А = LC und |1] = 1. Then LA = LC — С, Applying Theorem 
8.14 Lo +, H7 and (7, there exists an optional (resp. predictable) process 
F such that # = K.C. Finally, Н — IF. A, where F = КЇ, 


5.18 'lTheoren, 1) Let A be an ndapied itcnemétg prucess und 5 < 


I be iwo siupping mes For every non-negative meénsurabir process X 
favrni optional projection 


Ej ba хма) = Е| Í d "GdA, [7s]. (16.0) 


2) Let А be a preduinble Quecrensing prucess, und < T be hoo predic- 


tbie mes Fer every non-nmegaiise mansunable process X Rowing predic- 
bres projection 


Е| Г Xeade|Fs = E| f PX. dA, [rs]. (16.2) 
IST] ETI 
Ртл. We ouly show 2). The proof of 1) is analogous. Let F c 


Fs—- Then P & Fr, бр амі Гр аго predictable times, and [SF. Tp] is 
predieralle. We have (by Theorems 5.4 and 5.12) 


zf du Х.л. -E| J. eee oda] 


l BLA. lis, arsi dds] = Eli. . бағ]. 
Hence (162) follows. O 





Hemarks. 1) Ifin (16.1) аша (16.2) FS.T[ is replaced by ]S. T|, от 
45, T, or [5. T]. the eqnalities remain true. 
2) Ir in [18.2] S and T are twv stopping times (resp. Š is predictable, 


resp. Т! {н predictabre], then, replacing |5, T[ by |Z, T] {тсар. (S, T], resp. 
[Т], (16.2) still held. 


=— >> mm 
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Below we defne the projections of ineasuren. They are the basis nf 
studying dual projectians of increasing proeegaes. 


5.17 Definition. Let p be а c-finite measure on F x BIR.) nnt 
charging Ашу gwauesccr Bel. For every nun-negatiye huunded measurable 
bioeess X pul 

EX) aX) НХ) = VC) 


Then u^ nnd pr ure opina and predictable rmeusures ou + x BUCH] 
respectively, not charging апу evarescent uet, (but need aot to be e-Finite]. 
We call p° and р? the opitonal and predictable projection of p respectively. 

Obviously, д is identiBed with р оп optional т-Бсїй C, and тн а? 
on predictable e-fieid P. Besidea, in order бот p Lo be am oplional (resp. 
predictable); measure on Fox BA): 15 necessary and suffirieut that 
p = ре (тевр. ш = ph). 


5.18 Defünitiou. Let А be an inercasing process. А is said do he 
imiegrahbin AX = ш А, ів an integrable а-у. A іа said to be lacnily 
inicgruMe, iE Ag їн c-inzegrahle тт. Fn, aud there cist ziopping times 
T, Fco a.s. such that for each n Aq, -- Ap ін integrable. А is aud 10 ha 
prelocally miegie, if here exist stopping ties Tn Т +25 В.Б. such that 
for each = Ат„. PD, >q 19 integrable. 

Ybviousily, locally inbeyrable тиетш prucesass Аге prelocally iute- 
prable. In fact. it needs only to deal with the case af A, = At > б. 
where Ap ig c-integrable w.r.t. Fp Let E, € Tg sch that E, T О and 
each Apip, і8 integrable. Put Ta = 0- Les {+оо}. Then Tn 1 oc and 
Afa- Tore = Aple, Hence А 19 prebocally integralih:. 


Jet А bc a process with finite variation. Tut V, = | n il It 
Т 


V = (V) ія an integrable (resp. locally integrable, resp. prelocally inte- 
гае) mcreaning process, wu call A a procesa with ерте (105p. donet 
ixicgruble, resp. prelonnliy iniegrable) vartatirn. 

CObviousy, in order that A bc à process with integrable (resp. locally 
imiegrabie, nap. prelocolty integrable) varistinm it is necessary and ml- 
cient (hat A be the difference ul two integrable (resp. locality ntegrahle, 
resp. ртејосаШу integrable) uicreasimg processes. 


5.18 Theorem. Adapied ртосезаєа with finide varioin mrr processns 
with prelacally iufegrable тағат. Predickable proceanes uith finite vari 
niian qre procesaes wiih ipcallg integre muriutten. 

Proof. We only deal with increasing processes. Let A Ue xn adapted 
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lücrrasimng process. Fut 
T, = inf(t > D: À > nj. 
He Бөр zh arc stepping tunes, Tn | +o, and ATu dT n] < m. 
iind Е prelocalty integrable. Ií А is predictable, su nre T. nz1 
bs m csa of genecrulity, we may assnme An = 0. In thin саве T > o. 
each r It [Saklig be Ehe sequenee of stopping ties foretelling Т, | 
T 


Put 5 = Y Sn Then Sn < Ty and 54 [ 4o. ils, = п. Hence A isa 


А 1—1 
locallv integrable iicrensing process. D 


ñ. 
M тын, AR рм the mensure on F x ВОВ, } generated by nn 
T . a Р P - : 
| iria m АР be ils cptional nnd predictable projeciion 
T] fe order that p” be proce. 
| generated hu an (adapted } š 
їз iig nid ficient that А be prelonally = К-ны п 
F 2) In inler that uP be generated by a2 (predictuble ] increasing process 
H E: necessary ang nuffcient at be locally integrable 
| dicis 1] Meceedby. Asume that s? ін generated by an іпсгецаї 
aracess A". By Theorem 5.13 А” i adapted. Put ^ 


T, = inf[t > 0: AT 7 n]. 


Then TL, n > 1, are sloppi i 
йй > siopping timea, T. Ë rc, and Ат. - Tiro] uou. 


E[^z, irnal = ut TD = i" TD = EAR, fi о] < т. 


This meana А is prelocally integrable, 


Suficiency, Asaume that À із prulirally integrate, je.. there exist 


Hopping bimes T. | +S amd for esch +à 
gun E E[Ar, Л, nme. Den 
SUE) Exp, Р ë Z. Let É, = [Т "ao M en 
fal = [р : PF 
aX 名 ,了 GL FS = д to, Tal == EjAr, Ir ol] odo. 
f: n im a Mya memre on [52,7 ^. Since [or s ny P-mill set 

š ; я table set. = д = 
ыле predictable set, {у= 4?(F x [у= (F x [0,2] = 
“Thurem 5.11 we koor that ir^ is rener 

hat u" is , ам 1 i 

"hecrem 5.13 thin increasing Нак pr канканын 


This means Q, 1% absolutely contimunm т.г... P. Dy 


2] Necessity. Assume that p" is generated hy an increasing process АР. 


Hy Theorem 5.17 A? is predict h 
J74 ] $3, and шеке. Put Fa = [Ар = n] Then FQ е Fp. 


E|Aar,] = [Fk х (0]) = АЕ x 101) = Е|[АйГк | = +. 


“rn zl i8 -tutcgrable w.r.t. Fg. Since AF is locally integrable ('Theore 
t 1 1 is 
8), take stopping times T, 1 +оо such that for each п АЎ. — AD is 
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ийерге. Then 
Е[Аз„ — А) = ийй, Taj = er 00 4D = E[A5. - Ар] < +. 


This meani А is locally integr | | 
usakama: Assume khat А is locally integrabil: Put 


B. = Ап. Br = E [Agl Fa] E = Ü. 


š , p Go wt 
5 їз guuerated rodictable increase process ВР. 

Obviously, и їз gouer by р | г 
tiet n = @ (otherwise wc deal with А — Ap). An E ids 

sco of the sufficiency in 1), one can sow that Qd F) = pm d 3 
А finit. Bi um on (£2, Z), and abealutely onrinnous wbt, P. The 
MET a 5.11 and 5.13 pr is generated by a prediotiahle 1ncteasmg 
process. 口 


Theorem 5.20 hints as to define dual progectirns of increasiny processen 
as follows. 


5.21 Definition. Let A be a prelocally i eei 
p be 1: measure on F x ВЕ.) generated by А, sn w lim 
iection of p. By Theorem 5-70 there existis a unique apt d 
E A? such that ро а= generated by A". А" 1 called the dua aj ip 
е b А [note that by Theorem 5.9 the optional projection че "i 
Serena but 24 is no longer an mucreseimg process iu peus 2. 2 
а lacally integrable inereasing process, j be the рои А esa 
таси by 4, and p? he the predictable projection ^ т 
530 tnra пи чна ре атаме а ааты 
ATi E unl p › Í у 
E sa am Tatah Viae PA of A algo ciata, Lut FA is 
т пас L toores їп general). E 
i pir je ы ие! prelocally (zesp. locally] interzable peni 
К ее dieconipesed au the diference of two preloenily Eu rin 
erable increasing processes Ау and Ад Celine А = A (А Е 
АР E AP — AB). lt ip easy to see that А (resp. AT] = 84 
on the БИЕ decomposition. A7 [resp. AP) E called the hana ай ias 
[esp predictable] projection of A. Dual predictable prajec 
called compenaaitars. 


5,22 Theorem. 1) Let А be a proocss ait. prelocally integrable vare 
ation, For every optional process Н we have 


B| f q ete s E| f, nd. 223) 
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ЯРА А be G process wilh locally integrable variation. For every pre- 
dictüble mrocess H we hauc 


[f vnde] seff iaa]. (22.2) 
Mmi d 
Prof We only show 13, the proof of 2) is nimdlar. Put 


+ 1 / E ab ` 
š -a| |0,2] HAM + A]. ^. . | As: 


Then А = At — А-, А+ and A` are prelocally integrable incrcasing 
ргосеғзез, Sinee 342 = ( AF3 — (A72, we have 


E| 要 laa] < E| s асан] + El Í. а, 
= E| f ear] + z | [tn] 


ш Е[{ а.а]. c 


5.23 Theorem. 1) Лер А be a process wiih ргенч integrnble tari- 
зоп, and H be am optional process such that Н.А isa process wath pre- 
"асау ittegrable uuriation. Then H.A” is am mdapied process wiih finite 
arfafion, and [H.A = H.A*. 

2] Let A be а proreas with incaity integrale гато, and H be ú pre- 


iictnble process such ikat Н.А is a process with locally integruMe variation. 
Then H.AP зя q predictable process with finite аманет, end (А.А)? = 
TELA 


Proof. We only show 1]. 
Lumes with T, 十 十 cm such that 


E| f Ionio AL] = E| Jan Pets < +S. 


There exists ы sequenee (74) of stopping 


Ey [22.1] we know that H iz integrable w.r.t, 4°. Then F.A" ix adapted 
by "Theorem 3.46.1). Without kia of genrerality, wa may assume that A is 


an iurreaning process and FH is Don-negativc. Then for every non-ucgative 
Luunded measurable preregs X we have 


Uie Ap [X] = efr CX) = ug AX) = дах) 
= gal" (H X)] = eS EX) = pal HX) = pr ae (X ]. 


This implies [F.A] = FA o 


5.24 Corollary. 1} Let A Be m process with ртейзсайш (resp. юса} 


иеге varialion, Then for every stopping time T ue have [AT]. = 
[327 (resp. (ATP = (Arj7), 


pgredicinble іле T ae kaw (AT 
Атр. |- 


H be а пилите process hawina прот 
process with prelocatly inkegruble wariahron. 
A, and (H.A)* = (H)-A. 


14% 


$2. Poal ProsertiuuE of [nercasing Processes 


2i Lei А be g protes wiih ipcaliy бтрт іс narwatian. Then for everü 
-y» = (АР U, where A = Amp + 


Proof  Purtiug FE = Дыл] (resp. H = Дол) Ш Тіертеш 5.23 gives 11 


(resp. 21). H 


adapted proess with finrir эгїї, 
ртайЕпЁ йт such Шай H.A 8 п 
Then °Н is integrable uL. 


5.25 Theorem. 1) Let À be an 


2) Let A be a predictable ртобезя with йл wüririion, H he à mea- 
aurahle process having presctabir projection much that H.A тз ой process 
with locally zmtegrable variation. Then PH is уетше w.r.t- A. und 


{Н A)" = (HT).A. 
Proof, We only show 1). 


with 7T, | +ë such that E| 

jp. ^ 
E °H dA, < s| Í ^u ldA. 
[L rad] s s| ft 


e E| f. p nt BERI, 


A. А. We may Nue that A 1s an 


ative. Then for every non-megatiye 
"HAI 一 


There existe a sequence [Tp] of зіоррі times 


WT: have 





Consequently, “H iB integrable w.r 

increasing proces and J ig non-mep 

bounded measurable process А we have {noting that дд = Б: 

i H'A} = ек| 
B ae LX) = ag. UM) = pal HOX) = pal HX) = ран.А(Х). 

This implics {Н.А} = НА. O 

E.2 and 5.25 ran be unified in the fok 


lowing more general assertion. Let À be w process with prelocally (resp- 
locally] integrable variatian and H be а measurable process such that Н.А 
із а proces wiih prekycally (resp. locally) integrable variation. Then there 
exists an options] (resp- predictable) process K such that (H. A)? = K.A” 
(resp. (Н.А = KAP) In adition, we have Ko Б. [Н] irer 


K = Е„,|Н|Р|\. 
"We deal with the prelncaily integrable сане only, Observe blat pya is 
absolutely contiunons w-1.t. HA ON = ВН - -= Н. Bestneted 
HA 
finite. Hence H 15 a-miegrable w-r.t. 


Remark. In fact, Theorems 


ou the optional r-Beld C, е.а in g- 
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{2 and |ual. The Radon-Ni 
à : an-Nilewty m: dorivative of 

H ёш д Wt, . 
Пн a Ba 6n C is 

mnte F — E | "Isa 
E BA em A) = K де M | | 
vr À is ada i р , зилет; ИН | и 
| с.а |-а "ms and H has optional projection, itis вазу LO s їн E ies 
A[&-&. Lheurerns 5.23 nnd 0.25 follow immediately. њ K = "H. 





|; = Ee LAO]. 


5.28 Theorem. 
8 < T Me Buo st esa еу ayu iniegrnhie increasing process 
» ud en for ere А : ° 
process X haring uptienal projertion we sa non-negalws memsurgüle 


Eff ° |-5[j 
[f "Хал, |е = = | E | = Е| [m "X dA? |]. 


]z.T| 
B] Le . ‚ 7 
sie ee Ee a Maia Datel gti eneen 8 ЕЛ c кел 
НЕ 125 en fer even non- ; e Wei m it- 
projection we hane | To meusurabie А haring predictable 
Fs.]. 


к [ PX dA; re] = E] Í NM. 
(26.2) 


Proof. Tt ів corn Hr 
pletely similar to that of T А 
the remarks, similar to that after Theorem B 0 











Fs-] = a пу ТАР 
IST " 





The following theore E 
m prox i : 
хай ee ides the eornputing method for jumps af 


5.27 Theurem 1) Let А 
. hr п process wiih ; 
dog. T. predica arab : 
P ien. Then АА has optional jmajection; "(A4) = PRA 5 іє van 
stopping iiime T s A7, £ E. for етеу 
a 
" ПЕ : " LA т. a] = E[A Ат бт [т] m.g.. (au Li 
ud E з nroress weh ичүү int w | 
edicta lam amen. y integrable marigi 
Ее aree RA 
AAF _ : ше 
— Afro = EA Ar ireal Fr |] ma.. (27.9) 
ышы ша ыш. е, aad asaume that A is an increasing process, By 
has optional prajecti that A bas optional projection. Sinee А. £ A. A. 
pane Т. A ATE Ji d tou. Henee sn does A.A. Then for e а Кп 
а ттс] 13 -integrable wrt. Fr. and А very etapptuag 
шау p. and for every P C J> we 
ЕГА АРД 
i те) = E| f ДУА) = | 
| кы [72127 4 Е| n Ire gia, 


= E[A Ar тс Eg]. 
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iœ, (27.1) boki. O 


А be a process miih prrlocalIy iriegnebic mit- 
[AA is baumded, so tš AAT. 
IF À аз cete 


5.28 Corollary. 1) Let 
nion. If А ія contmuows, so is A", 

2) Lei А be ú procen with locally ielegrabie variation. 
manus, 50 is AF. If AA 18 bounded, so із AAT. 
33 Let А be an adapted locally iniegrable incrégatmg process. AF эл 
continuus if and only if À is quiasi-Inft- eóntinticts [se Debnitio 4.271. 

We give two simple examples of dual projections in the next theorem. 

5.20 Thearem. 1) Lel T be a atopping fime, amd š be a теді T.w., 
А = Ет] 79 a process nith preiecally vafegruble variation if and oniy if 
fires F a-iniegrahie wrt Fr. In this case, Ehr duai aplional prüjectimm 
nf A ія 

A? = Е[ Етар 


23 Let T bea predictable time, and £ be a real ran, А = Gier] 
is & pruceas with locally iniegruble variation if amd only d Eles Ë ©” 
inLegmubie wri Fr- In Dus case, the dual predietabln pngediion af A 


ГЕУ 
АР = Eres Pr praet. 


Proof. We only show 1]. HNeeeseity. There їй в seguents |In] dí 
stopping Limes with T, doo auch that [or euch n, E[Az, - йг, >v] < +=, 
Note that Ат, Ji sy = SI moe Take Р [D = x] [Ta > T} € Рг. 

` Then F. T f and for each т, Elipa] ip, = Am, Th is üntegraDle_ 
Hence Ёрге 08 m-integrable wet- Fr. 

Buafücienry. We may aame thal Ё 
шеявше generated by 4. For ewery DON- 
Dimrrsae X we bave 


pal х) = ЕРТЕ гс] = EAr iTe Ет ПТТ) 


is non-megalive, Let aa be the 
педаг bounded measurable: 


E Xy Ip ce Blt Fr) = Р(Х 
жетс Н = ЕЕ тегс Gince П is adapted, by Theoren 5.23 
and Detinnion 5.21 we knew that 4 is predocally integrable aud B = Л", 


LI 


lI 


лау, we prove a very useful rent. 


B.30 Theorem. Let Á amd H be neo processor with Tntegruhle mitra- 


вот. 
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1] A and H have th 
= aame duni : flan 7 
ever; stopping fime T 6 амаг optional projection if and only if fur 
E - š 
prowwvefon]. Iu md dnd = eR B fusa) laus ihe same upiional 
Же ma y m ы r F A and E are adapted, them A and Hog 
2) A nad Н have ih only if for every stopping time Т (30.1) his i 
e фе some duat predictable projertion sf and only if 


ЕА] = ERIA 
aTa Jor eurry stopping line T [ cl n] A-t., (39.2) 
ЕА. — Ат] = ЕВ, — Вт] iin 


(sa, (As. - Az) and í 

: fh | 

egtitalenrtiy Pi) have the same optional projection), or 
КАЛ] = ЕВ as. 

EN _ | 
— Ms АЈ] = БВ, Вук] ax x06 PA 
ubie šf and kde "iin aga: тү аби, then А and Ë are indistiuguiah 
mritalentiy, (30.4) holda. Jer every mopping time T (30.3) Aolds, or 

Г 
mk "i p 1 un be the measures generated by A and B nx 
ата "Fig the терке, РАЦ, oof) = aat [Ty cof) for every huele 
Put = [Fr = 上 Ti tris trivial We are going to show the меой i 
(Не орош a ü da Ты B imej. Phan is w-class and aa 
By (30.1 (Theoren 3.17). In addition, П x m, = 2. le 
"^w Ps Ka and ug arc identical on C. Then na £u ир ders Г É. 
cptional ee a A RE А пй ka ditiis 
2) (30133 rends: ud T and В have the same dual optional projection, 
und (30.2) is ip dde D wl e do у el every stopping time T, 
Fut € = [0.1]: Al[Ur]] = ug Erf for every ' 
2-clasn w. m 4 Ко mef T іна stopping tiae }, Thon c i s 
E бык ий x мА, able r-field (Тхе 3.21), In th 
Ein EANA г AE identical an C, so are an P. es у "e £ ga 
> ME predictahle projection if and only if d kai B buyn 
we Posi ler y i£ (30.2) and (30.3) hold. 
с" = ' ; 
eni oap: ipea] А = Fot LI {Bx]t, rol: E = Bt 0} 
И ін ғаву L : š 
ыйык n y Lo eee that (30.4) is also a mwessary and suificienl 
5-31 Corollary 
vuriahon, and H be ; "was А фе а (iesp. adapted) proceas with integrable 
| Cable procems with бт ерте vanati. [in 





Hum —————— — 
— MA— — — - 


一 一 - 一 一 


order that B бе the duti prudictabie p 
sufficient thai Bg = Elo Fal and 


Hence 1) is established. 


hand. 4? 一 А” = 
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+3. Applications WI Stopping Times am) Processcs 


rojeclion of À ЯЕ is neccssau and 
ud = Brem À — B) 5: a unifurmiy 


nie, there “А is the рён! projection of А. 


| б ? T m o 
T 2) jt e ртосевх wiih iwniegrable veritit- Then "А — А ып 
uniformly iniegrubie мес and "ES — Y 


Proof. 1) For all t > Ü, 


оцу if Ha = Е\А Fo] amd far ah + > ñ 


a B; = ВА. – В|] ағ. 


A^ - (Ае) ін aln a uniformly integrab 


Hence an із 24 — А”. 口 


83. Applications to Sippping Times and Processes 


heorem. Let А be an adopted inorogaing process, and M be 


5.32 T 
a non.megabiwe umiformity in£egmable cadilag martingale. Then for eueey 
topping time T we haue 
stopping - 


El } 5 Md A = EIMrAr]. 


Гој. Put X = Mripr]- Eee ЕМ 7] = МАТ, і = о, шы the 
optional projection of Mp. Hence "X = MT Ig = Моту. Thus 


E[MyAr] = E| L. ХА) = E| É. "XA = E| м мал} о 


А ba пи adapted increasing proccis- Suppose 
Then A is predictable if and only sf far every 
M апі 2 0 


5.33 Theorem. L) Lei 
for ad t > Ü А, тз inicgrahie. ; 
татыса ое bounded спад "пагана 


Е| а M.dA,] = Kl Иа! 


Y) Let A be em üdapted inkap 
table if and only if for every tum- 


E| а Mds} = Е| f Г М,-ЧА,]. 


negative bounded endiag martingale M 


fre і 5.13. because the pre- 
"he necessity comes from Theorem o 1 Ls 
Aa aq : iz М Лоар. We are poing 10 show the suffi- 


dictable projection of МД à | 
ciency, At first, suppose A 18 integrable. Tut 
C—=1F х [Hä]: t> 0.F € РЇ. 


[43.1] 


rable increasing process, Then А їз predic- 


(33.2) 
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Then C ін а w-class and (0) = Ж х 
C] = SRi) Let С = Fr Or 
iris the сафар modification af (E[eLAD. hen To 2 uf н 
2 = м. оң. Dy wdaptednea; of А and (22.1) was obtain | ud 
al Te) = nale) = patot, 
where ka ia thu measure generated by А Pul 


The i ; 
bi еы с and C C Z. Hence 6G —c(C) Fx BUR), Le, ша is 
ү v. "nuscquently, by Theoretg 5.13 А ia predictahle, Eur general 
s H WE consider A" = (Aul. Since А" is integrable, it is ahoen abc 

at ^ ia predictable, At last, À ia predictahle | j 

2) It AM isa non-negative bounded | 
tatlar martingral ; 

ар + Му р By (32.2) we have СЯ 


ZI М.А, E[M CAS А] 


= E[ » т МЧА.) = Е| L. M; dA, (38.3) 


= E| T MA + EIMAG — A. 
Substracting EAR А — AN fra | 
tbe t 。 
(331) Dy H A ie ош. иу ET two nides of (33.3), ww obtain 
Аз nn application af Theorem | 
predictable times. SAT, we obtain д characterization fnr 


2.314 Theorem. Lei T be a siang; | 
pping fime o Then Тү ic 
лит guis tf for 0070 Ao rn-negsciise bosnded сабад Sii Жыт чш i 
Ej] = Ему]. 
€ [he necessity follows Fom; Theorem 4.41. We are to show {һе 
eiumcy, Put À = dire- Then A ін az adapted integrable increasin | 
process, and for every non-negative bounded саар martingale M ids 


= 1, a АА) = ED eal = E|Me- Rp] = Е| P M, A, 
б.з 


(note that A, — M.) By Theorem 5.33 А ін predictable, und so is T. 


The ocx Leoren id "EN 口 
ЕЕ аи provides à useful chararterization for totally irc. 


rl URN Let T' > Ü Pra 3foppma lime. Then T js totztis 
ye if und only i there prints a uniformly imfegnaMe martfinsale 
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M with Ma = anch that M їз continzons cuiaide [7] end A Mz = 1 on 
[T = ec]. 

Proof. Kecensicy. Let T ben totally inucxxessible time, and А = rz 
Then А is quasi-lefi-contimaens. and the dnal predictable projection АР 
of А зе coutinmous. (CoroBary 5383). Put M = À — AF. Then M is 
a uuiformby integreble martingale and Ma = @ (Corollary 5.3L1)), and 


aatinfies the nequimments. 
Sufficiency. Suppose there exists а uniformly jutegrable martingale M 


satiniving the requirements, Then far any predictable tune E owe have 
AM = PM ec] == ANMzIT+=5<se] = Insee: 
By Theorem 1.41 РТ = 5 < a = E[AMs]- 0. Henne T is otosally 
inaccessible. O 
The tollowing theren provides à characterizatior for quasi left -coniài- 
munus liltrations (see Definition 2.29). 


5.38 Theorem. А fitrution F = (Z+) is güuai-left-continugus sf 
and only if al unifermly iniegrabie спо F -maniinyales ure quinai-left. 
continuus. 

Proof, Mecesuty, Assume (F 16 quasi-Ieft-continots. Let M lea 
aniform)y integrable rndlag martingale, Then for any predictable tume 
T > Ü 

Емре) = MT_Treoc] 0-8-5 
Rut Fr = Гг and Mr aa] © Fr, во AMI = Ü 25. Les, M is 


guiasi-]eft-eontipwons. 
Hufficienry. Assume that [7,) is not quasi-Ieft-cotim unus. Then ther? 


pxiuts a predictable time T auch that PUT < oe) > U and Fr FT 
Take a set H € Fr Fr-. Ре М = {14 — EU gl r- Mp Mia 
viniforzly integrable eadlag martingale (sec Problem 5.3), but not quasi 


]eft-contimiagus. 19 


5.31 Definition. A Шат F = (Х,) ia said to be completely con- 
nunus if for any mopping time T Fr = Fr-. Obviously, the complete 
coprimity oa Bltration iraplies the quasi left-contimiity. 


5.48 Theorem. The ЈеПсалетыр tuia stulemenks are Рахіт, 


1) АП stopping tunes are predictable. 
23 AN атро integrabie cadiag martingales arr тешти. 


And ёп this case, ОРГ їл completely cnn, 


Pmof 1) = 2) At Bm. we kncw by Thearem 3440 that ҮЛҮ, in 
stoppiug time Г and unifnrmly integrable 


quasi-leít-cuntinuons. For алу 
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санг martingale M. 
‚ we have by Theorem 5.36 Mr = i 
Pina Hence M із indintinguishable пен M. i WDR aida 
[ip iip contunnty of {Жү ig trivial in thig е 
= L) comes from Theorem 5.54 immexliately. d 


1 Á 1 
г 15 continous. 


T AČ] ча evattescen i 
' à Tl ou d i D D ` 
ea ni only if A'[T] тө exanescent, A še called ihe 


Рт]. Lot. T he a predictable time. Since 


n 
| atire = ЕЁ arire] as 
it i& not hard tn see | m 


WAT тс = 
i Гај =Ü as. < (T | 
Marw, ( Aline) =й an.. 


AIT] 1 
du) i evanencenk а=» (Talr ines] = Фан. 
vwnesocnt < [La] ie = (ян. 

== PATAT] = Ü us. 


Hence A[T] is е 
vànescpnt > А' Г] i ii 
fiia EI раа косты dus rear ын Ары uniqueurez comes 


5.40 Lemma. Lel 
: t An € Fx BUR) and A | 
ef A | айй A, Be Pe pred 
J Annal Then the prediciabir support of |} A, is Ú A sctabie support 
"n т- 


Proof. Immediately tion of pn 
: mmediately folus from the definition of predictable support 


5.41 Lemma. Lef A hen] . 
the ici п Юлау mnéegrubie itr: ] ' 
i Mn able support of [AA Z 0] is [AAP £ 0] — m Then 
f ыта nroiecion of d. н where АР is the dual 
Proof For any 5 : 
AA трое cc ае Т АА геч = BIA Arha] Fr 
AG. «=> [АДР x DET] is te hd = 0 ан. e AAT До = 
. : mt. ， 
the predictable support o£ [AA z üJ. ~ predictable set [A АР Z ü] is 


Mds Theorem. The i 
š prerlirtabie au T 
Р прі a e all af anp Мит set ёз the union 
is 5 of Lumma 3.4D, we uber only to show the i 
а ierat ere T > Ü is a stopping time. Put À = J шша E 
É incressi I " 
mcTeasing process. By Lemma 5.41 the predictable Hiis 
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. 一 一 :一 一 = 一 
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14, Deoh-Meyer Decompositios Theorem 
„^з | | | | 
T] JAA £035 (A А? = 0]. Obrivaaby, [ААР Z 9 j the паташ 0 
of = | | г 
e ef в seqnence ої predictable times. 


Пагу Le a d E 1 Е: ta 
| - 2 


E ie {mes 
| икт af predictab " 
i PAi d en A C AS fn ihis case, А сап be represenked пә 
d іт Чат. E 


the union of graphs Df a seguente: of accessible limes. 
i 


54. Dionb-Meyer Decomposition Themen 


i i 1 
i f all atnpiug thusa. 2 
Diefiniti pet T be the collection o s 
ai i ss gaid to be of class (D), E {RTT oc] : T< T) 
AALT = ; 
i i ot ry.. | H 
ed pude a jr it ia not hard to see that all е 
iden х edis or non-negative right-e cad lag su 
tegrable cadiag pales losd 
gales sre of class (D). 


EXE able 1niegrable {тїптї 
. Let А = А) be u predicta mie. iai 
ss "x т amd Z = {Дүр be thu optional paraad A a Еа 
mk a т potentiui of class [D], агї А ts umupiely detern 
by A. M И 
Ë ү i адн that rhe optional geom ipi f 
hc СА озна: од of the martingale (ЕТА). Hence z 18 € 
{ 
ала Z, = E[AS Fil Ar +a- For s = t PIN 
EZ |F] = E[A«I*- – ЕА E E|Ax 17.1 = de 
ies Z ig в nun-negative supermartingale. On the olhe з 
B luu E[Z] = Em Elda 一 A] = 0 ; dus 
Ë ска —n diin - P" 
i i inally, Z, < ЕА Л a5. t № 
Pepper : his s ica by А. pa is finite, nalii) = ü 
(D]. Let pa à 3 
e stopping tire aia) 
pxl for нету uat]3. «b = F| A. 一 As] БЕ Elzsl|- | E : 
|t is clear that, being restricted on P, ua š p d T 
it А ia prodietable, во 4 i» uniquely determines by Й МР 
"Theorem 5.45 ú is natural ta ask if any m саа 
i i hy a predictable integrable наи proci е 
uffirmatiye lu fact. (45.1) is the key tn eolving this probier. 
uw Ё 


and H € C thorc exists K € C such that Ж 
BUT) < BK) + =. To this end, we may suppose jZ has the form ]5. T], 
5 £T and 8 < T on [5 < so. Put 


"We hara S, 
rime, T. > T, lim 

dt 
15,75] «15. 7]. 


Take » huge erongh such that ЕДД. 
Ё. c)n Ta]. Then K satisües the requi 


shue thu a-additivity of и, 
For any given = — D. 
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Let C be the беј generated by 


05]: Ее УН): SZ T оше stopping times}, 


Flen C generates P and each element H оғ C has the form [йг] 
LU I. Vi] where F € Zo and Ma VL i = 1... m, are stoppitg Eines. 


Let 5; be the debut of HAJH ao[ T, 5e the debut of HS. mp S: be 
the debut of qr] 77, eof, TE be the debut of H*"ni]ss, =o[. and so nn, Then 
H can hae aiqriely represented as 


H = foU n]U- Up Т], 
where F E Л. 1 "Tt, BIO Shopping times, aud S, < T ал 
[5; = re]. 3 = Lus uoa Aii] un [1% < ex], i= N-un-i. Thiz 
Tepian iaon of IT is said to be cunonienl Demare 


F= BAUS I Ta]. 


5.46 Lemma. Let Z = {2:) ба а уммет of class (D), and Z4, = n. 
Let H E C with canonical Teprcsenlatinn 


H = loe EEP Tı] Lh - . LES. T4]. 


(46.1) 
Defne 


НН) = Els, ~ En] ++ E[Zg, — Zy,]- 
Then и 19 а nike mensure en Č. 
Proof Fitst of all, we ahi 


(46.3) 


the folowing faci: for BI piven є > Ü 
c H, K n |o] = # aud 


я 1: 
S7 deser S= Теза. 
n T A Шу = hm 5, Ald бы > S on 


JS < x]. At the same 
T. zm T. and T = I. [ч L5, 


x co]. Thus for esch n. 
Since Z is right-contimious and oF class (DY. 


f- L! 1 
Es, —35 Ду, ET, — Er and lim E[Z. — Zr. | = Е|х, = zp]. 


- En] > F[Zs; — ev] — 2, and 
ramunias, 

Thi liniteness and finite additivity of и are evident. What remains in to 

or equivalently. H, єс H. 1 $ = ALES) 1 0. 

take K. <€ C such that R ñ [Q] = ü, КАС Ez. and 
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н) = ШКА) +227", Pu En = КПК. Then for all л. L4 € C. 
шш MEI S щы) k e. (16.31 
Ch tha other land, La | B. Denote hy Da the debut of Ta. Then [2] = 
L. and D. Її +оо. Hecanna Ea c], x. 
alLa) = ni] Dy зо]! = 120 – 25] = E[£ v. ]. 

Noting that Zn, $ n (Z ien potential of class (22). k irs lim uL Is) = 
0. In view ol (38.3), lim ail Ha] = z, Lettiug s | О gres lim pL Hn) = 0. 
口 


5.47. Theorem. Let Z be a potenlial uf class (DY. Them there 
crisis m unique predictable integrable increasing process А such that Z 15 
aled by A. 
P ren [^ wnigseness has been марія) im Theorem 5.45. Only the 
ee to be proved. The finite measur: j£ on C деби by ai 
be uniquely extended onto the predictable c-füeld Р, aud wc stil. 
rds it by p- podes not charge апу evanescenti sek. lu fact, for ans 
aypana. set H its debit Dg = oc вв. 8а predictable time, and 
Н c [бр] бк. el 
where F = [Dp < cç] € Fu. Sie P(TF3 = D. Dp = nme а, we hawe 
цн) = | 
For every non-negative bounded neemutrable brens X deine 
gi X) = ш). (47.1) 
Then Y is a finite measure on хх ВЕ). uud does not charge any — 
cent set, Becanae р із thu extensin of pe, ісу (47.1) элт know mx = д: ; 
ir. gis predictable. Ву Theorems 5.11 and 5.13 there exista а unie 
huwa de integrable uicre&aing proces A Buch that и ie the measure 
generated by А. Ао] = ВИО) = ut [DD = 9. thue Ay = 0 às... Further- 
more, hy (46.2) for any stepping time 5 
E[A.., — As] = Ш. f} = EA. | 
Tui means Z is the optional prujeetion of [As 一 А,). е. the potential 
generated by А. 0 


As An importan applicatim of Theorem 5.47, we obtain Dool-Mexer 
decomposition theorem for aupermartangalen oÍ class (B) 


5,48 Theorem, Let X be a right-conitnumus supermartinugale af efess 
(JJ). Them X ram be uniquely decampased тд; 
X = M — À. [48.1] 
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B їз п uniformly EnlegruMe martingale, end À ir a predictabla in- 
TULE тыстан procesa hth Aq = B. (48.1) is aa! 
decomposition af X. нала ршн Hn Kaul 


Proof, Existence. Put 


A = X, — ВХ... 
Then Z = (Z,) із a potential of cars (Бу, By 


- Theorem 5.47 the f 
a predictable intezrab[e itczemsing procesan 4 such that here cita 


e£ == E|A..12;] Th A. 


Punt Af. = ДХ + A. |: š = I 

本 Р x > vox ec|- £r]. Thea Y = M — A rn thc Doaob-Meyer deca - 
Vniqueness, Let X = Mf — A be another Donb-1* 

of X. Then A -A = M — M {з a predictable marti 

vanabon, By Curollary 5.31 A- À = fl, 3 = А and 


"yer decomposition 
ще with integrable 
Af = M, 口 

2.48 LDeünitun. 


Let X be a uniformly inte Р 
tingale. X аз said ta y integrable сафа supermar. 


be remuar, if for any predictable time T > Ü 
E[Xz-] = EUCH, 
pr вашеш, Aus = E AX 1 1 А 
о: | LXriFr.-] (sime X. > Rr Fr] hy The 
It ів easy to вее that guasi- leFt-rorntinuorsz 


Supermartingales and uniformiy inieerable cadlag martingales are regular 
and Tegular predictable uniformly integrable саар Bupermatrtingales "i 
rontinungs, The follewing theorem is also evident, | 


хм ау ае рел ыен йыр rapermartingale of class (D), апа 
алт оту X ia regular, iiid mposition, Then 4 is pemiintuous if 


uniformly intemralie саар 


85. Filtrations of Discrete Type 


5.51 Definition. Suppose 


有 [Sa ]»>а m a filtration with discrete parameter, 


li (Tasso ig a strictly increasing sequenec of rw., ie (TRA Ü T. = 
' x r п 


e = Ta = Tak with 75 — ü and Th f де. 


її] Yn I.T. in G,-measurable. 


$5. Fitrations of KRacreke Typa lb 
Liebe 
Y (g. n [T] = t = Таны) 
n-li 
=£ Ú As [Z5 £a Tara]: An = б.т 2 Ө}. 1 >= U, (51.1! 
т—0 


nnd denote i| by Jı. M. ia easy to Bee that for cach Ё 2 0. TF, Is a m-ficld. 
and Жу = ба. We will show that F = (Fi) is a zighi-continuous filtration. 
and is caled a fitratzon of disernete tupa. It ЗБ the object we deal with in 


thin paragraph. 
5 K2 Theorem, 1] F = [Zx] is п righi- comiinuous Ятт. 
2] Vr z 1, Tx is um F-stoppmg irme. 
D (g! т, here АГ is the 
3 HG = 0, v М, Flo О Тн), where, 
naŭ | 
@-Беїй generated by ali P -muil sets, F' (FI) ів the usua augmentation 
af F. l 
Pronf. Let а < z, А £ >, and А = „ЛАТ x= xs Tay]. € Gk- 
Then 


Аһ Z t = Tagal 
- [UO am < а < naj u (an s JM n, < t< Tal 
* 此 一口 
E UM Гі [In = 1 sl Тан 


Hence А £ Ту. Consequently, Z, C Fe We are gung in show Fi = 
Гы Tuas bet h de (Гь Fap )memeurable. Then far each a > 1 


m 1 (n! 
h E MP Ig ere denar k Eie, 


Put hg = Yung ns AU, Far е ш € [Ie X £ =< Тыз] there exista am 
integer z, Such that 
1 。 la] Е Е 
пу, — ш £ |» Sito = Tl =+ Riwi = hi lw} = hpku). 
Evidently, hk & G4. Hence 
2D 
h = 22 P n eu t Fi 
This implies Fr = Јр. 
Fa allm l, #20 
ж 
[Т = i] = |) [7 = t < Tk. | E Fa 
k=" 


Therefore, Tz, із a stopping time. 
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The third claim is apparent, O 


5.53 Theorem. T = Ga if and aniy qf for cach m Lj 


En O TU wal = Ga N [Tap = ne]. (53.1) 
Proof. As pual, Fy =: V Fraud Gu = V Gs. Übviongly 
3 >й i 


| i E Eo C Wa. 
Sufficiency. Let А € Gn. Fur each £ > П 


А[ = dq = Ш Аъ £ t < Ti) E Z, C Z... 
[Ry the : blair | 
MGR WILY, Wt о Єз с р.) Hence A[T,, = со] € Zo. On the "€ 


А ы = = ў 1 y 
[Ta = rl 出 A < oo, Ty = col. (53.2) 


Er (53.1). АГ = oo == Ag [T = 


со i Е 
Ak Ши = | C Fu Thus h Ass бър. We have shown 


A[T, Au “xy. Ту = x] = 


By [53.2) we kave A[7, 
uud Cc T 
Necessity. Fur t Паш À € F, 


A, PF. a = m", = бє] £ >=... 
= od] ë Ум. in consequence, À € F... Ga C Z 


n—i 
A = ж] = о а SE <А. рт = оо], 


Ар E Ср. 


[Т == nol. Then 


Ün 门 [Ei = cel = EG ri +1 = cg г 7 [T = о], 
{53.1} hold, o 


_ The theoren: illustrates that in order to guarantee Ж =G thea in- 
м e "M Mar EO behind T. In order to #atisfy (51.1) it ДЕ ен ic 
amplae Ga DOE = aal) U [бып Hau = i ili 

9. ppoperly Qn the ather hand, it iñ desirable uy _ “түн 


S e this end (53.2] is necessary, ns wv will Bee later, Hence in the 
enhuunders of this paragraph we always suppose Жы = Qs. 


5.54 Theorem. T > 0 rs д 


i stopping їйлє sf and oniy i 
Here niis JL ë Gn Such that f y ifjor mach = > 0 


Tir dl = (Ra lm, eT (54.1) 
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or eguivaleniy, any ene of Ше following conditiona holda: 

т< Тал — R. = Гом T2 Ты = Ft. > Th +1- [54.2) 

Ra = Ты) = T Н ann R. > Гон == T > Түз. [54.3] 

T Tup = Hana =Т= Ra- (54.4) 

ТАТЫ = Ra ñ Таза. (54.5] 


Pra f. The equivalence at (51.1]-{54.5] can be proved directly, ad ite 
proof is left tm renrlere. 
Sufficiency. For all t > ü 


[T = = Ur < 17. Ste ha = Mas. ненен 


ишсе ош UP, < £ =< Tayal T d = Т < Tar = T = Fa, and Иш Z 
ta R. < Ты — R, = T. Because Fa € On: we bave [T £ i] £ Ze 
and Lenge T is s stopping timc. 
Meceamny. For all z > ü, t > 0 and А £ Z, we have 
AM < = Ü АШ, Z t < Ty+4] € Zx П Ë = Tii]. {54.6) 
к=з 


where As É Gu, k =й Ше Fr = [r< Tapih r € Qy Duc to (54.6). 
there exints Gr É 0, роси that 

(T < JE. — GF. [54 7) 
We may suppose (бг € Qa) 15 monorone їпєгеваїпр. Im fact, when 
sc r, we have Fy D Fr. and 

Gom Ge Fa P, = [E < тг. РУ rl < = беЕ,. 
Тин IT < rJ = ( U GV b. 
FET 


П uacexsary, G- may be replaced by M Go- Now define 


П.) = mir e 9:066). 
i = (С. E Gn, bene Я. € бы. 
Obwiously. FK, > 0. Fort > 0, [Ra = t] u 


^: ghow that (54.4) ше. E [54.4] daea not hold, 让 mmat be that ке 
ol T(u) mud Rale) 1н snaller than Таш], and T(w] Z Нш). s 
this tie, we may take f < Търт) such that Tiaj > t> Бы д 
It ta) > t > Tü). In the Brsk паде, take r € Qu, such that т ~ к 
u € G,. Then w [Г < т] but wt G,E,, unitradicting (54. Е. 
the second case, take r Є Q such that Т) < r < t and w € Gr. вл 


im the other hand, if 4 € Z, there ig 


If 
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м GP buta € [T < |У... contradicting (54.7) sumilarly. [n a ward 
(54.4] must hd, П | 


ud Theorem. 1) X = [X,) is opitona! if and only if for each n > D 
there cria noproress ЖЇЗЇ E mox БІБ. such that 
ma 
x- [M XU Tual- (55.13 


2) X is predictable sf and only 


sf for cach m D there ena prcs, 
XU € Ga x BiR} such ihal = 


aco 
X = Хој E XH Ie, na p (55.2) 


Proof Sine Ga C Fr. 


tho suÉicieney із apparent. Only the necesgit. 
needs te be verified. i à 


1] By the monctone class argent it sufliven po verify (55.1) ют X = 
fira], where T is w sopping time, Suppose € = inti 
(4 8l Pu. ppeose AH. Us. m 之 Ü, satiafy 

yim] 一 Па. ae] 
Then Xl?! e & x BR and on [Ih = t = Ta A| T rc Ну = L, ie 


Х.Т, 1 一 XT m тар 
[53.1] КШота imauedistely, 


2] By the morotone class argument it suffices ta verify (33-2) for X = 
Ito Tp. where T із a topping time. Now put 


xm = 了 na 


Similarly we have X! є Z, x B(R,). an [f et E Ta] T «tcs 
К. = (ев T < t — T < t £ Tap — T — F, < t), and 


Хт, тар = AR nue 
155.2) follews inumedintely. — L1 


5.35 Theoren. Let T bh slüpping He, Them for each n > ü 
FrN [Ta € T < Taa] = G, n [Ta = Toma] 

Proof, Непчиве б. C Уу , we have Gaf [I = T] C Fr and 
бп S€ T < fu] п m = T < Tni]. 


{56.1} 


nh an rptional mroccaa X = 
у^ xmi Дт, 


E Tapi uch that Јар = Xr Frau. X20, x НН). 
tn [Ta = T = Ti. si]. fa = xi fas XP, thum 


А[Т„ + T = Tatal = [к = [т ы T = +2], (56.2) 
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1 n 54, Since IX a, = 1| E€ Qn. 
is determined ns in Theorem v- 
where Hn E Са 18 


by (56.2) we know u 
т п [7 E T Т co, 0T zT 了 nm-1， 


Hence (56.1) hoalds. O 


5.57 Corollary. 
Fr cR t2 (1. 
Бу = ба -1 че ZE 


Proof. For each n 2 0 
Fan Un = ж] = Fr, [Ту ss 7n41l i | 
= Z, A n = Th < Tapi] = б ПШ «el 


By [53-1] -— 
= zr Т = >] = б [Ta = 06 n 
тите с | — бы). Башев [Th = a É Ўт, бы, WË 


[Ta = ea] 


[here we шав the assumption Foo 


> | " г Е - HT] 
= R—1 n ч ] 
m—1 т. ч 


LU puni 
АП = Tal = IT A@ [Tk = 1 = Tid. A, Е Hk. Qm F < wk 
к=п | 
aOve[Tn o 
Therefore Alt « Т] € бы -1 veli] and Fr,- Cai 
lele, e, F srlisfües the їн 


is DOT ! 
5.58 Theorem. Suppose Gg i5 iin Jf and andy af for cash n > 0 


conditions. À stopping imme T is predictab 
ihere exista PF. E Gn auch thas 


тета а] = Up eraut (58.1] 
pr валет, uny ene af the. fuloming condiitens holds, - 
TaiT — R. = T and T > Tapi = n+tt- ке 
: R, =T and F, Tha = T > Inel (5. 
R, = Ta == a 


R. «Ты TE T, = T = K. 4 
а гес 
Proof. The equivaleuce of (58.137 [58.4] саш be proved directly ал 


d he IT | | == ıl 一 


: s T. 
Bv Theorem 5.55.2) process А is predictable. and sn 15 


Tos 
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Nevxesity. Let T be а prediciahle time. There ig a sequence (5) of 
stopping timen forctelling T. Le, 8, 1 T and un [T > 0] S, = T for all К. 
Let Urn Е РИ snch that Dkn A Tut = Ë А Tk 11. Put 


Di —= max U „В = mi. 
KS T шл (90 ча = QUEM Mg 


E 
P. == LI LEN hi Uiel 
i=l 


Ba = Un 十 天 rsol- 
It is easy to seu Ra C Ge. We show that (58.23 holds. 

Assume T = Тыз, к> Ir T = Ü. then Кү ай k. SL = 0. Cune 
quently, P, 4 = ñ. Ua = Ü, US = D, Ж, — Ü, and AQ = T, IE P >й, 
then for all K, S, < Тн. Ix must ba Sk = Us. Since Sy t Т, we have 
Din = а = Т. Woting that 8, < Т, Ta =й, we obtain Rp = l. = T 

Assume TC. (then T > 0). For suFicienrly large K. S, > Tui; 
then Un = Tap Un > Ты. И Те = U. (r, > UY. z Tari: M,- Ua > 
Tesi- Iip =l Un Таз. R, = 0, Ут D 


Remark. In the theorem thc sulficiency docs not. need tle complete- 


Besa of the filtration, and the "ecessity holds for any Foretcllabke stopping 
lime, 


3.50 Corollary. Suppose for some k >= ü, T £ fp, T > Pe and 
Tk = ос — Ty < Т, Then T' iq n Predieiabie Hsc, 


Proof. Put 
к, o0, x K. 
T n> E. 
Clearly, R. € Ga- Tt sufice һа Show (58.2). When n > &. [55.2] is 
irivial, since Je, = Т, When n « EK, HQ = co, T' = Тин = Л € 
ceo = з > Tair. It remains to verify T £ Tap — T = Hu. When 
T = зо, it is trivial. Гап [T < sc Y € Ту} = B. ID fact if n £1 < Ё, 


then 了 по and T < Tn are impossible, nince T > Ik- W t + 1 = k, 
КОЖ De = T — Tx, Лы < so -— Лу < T. 口 


9-80 Corollary. Suppose Ug 29 Complete. For ang n > 1, T. is 
predictable sf and only if Th € б, -1- 


Proof. Applying Thenrem 5.58 ta То yields the Decesalty: there i 
Ra, E Gu a anh that T. = FE. 1. The suÍÑir'ipmey comes [rom Corollary 


5.99 by taking T = T and ë= n - 1. 0 


t.1 T'heorúm., Let T be a foreicllnMe atepping iiine. Them for each 


ц? 
ŠB. Fikratiens of Discrete Турн 


n = Ü 
Froni < T Тн. T < оо] = g, [T < T E 1 < ос]. (61.1) 
Proof. Siner Gn Pr. Ja ns = T] £ FT- 
g OTa ed Tt Fr- n [Ta < T £ Тан]. 


co 
Let À € Fro- There ia a predictable praness d x Eam mans. I 十 
Ху оу such that Xr Eras] = Tairas] XU) g G, x ЕА). Неше 


: a T <= adl. 
A[T, < T = Ti T < pe] = [NR fim, сос) =i < T = Tug T 1 
Fp п, <T £ Ta Г < ac] C G, O [Ts = T Eau = ax], 
where Ra € Ga E determined iu 'Pheorem 5.58. Theu (01.1) Follows. — I7 


5.52 Thaorem. А stepping irme T i toially пилові sf and ordy 
j пои | 
[т] с UE x]. [82.17 

ъ= 


where TÀ is the totally inaeceanible part of Tn- | | 
"Proof. The gnflicieney із валу: for апу predictable time 5 


css i 
РТ = 8 < oo) < È Р(Т = 8 < оо) = 0, 
p= 


TL remains to show the nocessity. First, jor esrh a >= 0, T ja foretellable 
an [Ta = T £ Tagil- ш fact, ете exista Ha € Fr, šatistying (31.2), Pun 
Sk = Th N [Bs — , k = 1. Then S, z T, ind Sp € Tr. so 5. 15 只 
stopping time. On [T5 < T < Tu], Se € T = Л, > 1. aml S, 1% 
Tence if T ія totally inaccessible, i iust be Р. < T < Taşi) 一 由 
r > Ü. On tho other hand, PUT = T$ < x] = f n > 1. (62.1) follows. O 


5.53 Theutem. А shopping fme T ia tolalln inneeranthe af und aniy 
y 

i) fov all n > 0, PU, = < Тоны) = ü, 

ii] For alin 2 Ú amd rv. НЕ Fr, PIT = Тн = F. < a) = Ü | 

Proof Месснышу. i) has heen proved in the previous theorem. similarly. 
it сап be nhown that T 15 [oretellable on |T = Taji = R < cx] То this 

: js n I 

end, it auffices to take Sy = Tx V |E — i Timu SE] (етее T m 
Ir -Tai = R. < a]. Hence PiT = Tanp = Ё w} = ü, | | | 

Sufficiency, Suppose there exists 8 sécuence (Sy) ef stoppirg times 

| | T 3 : 1. ' 
such that P(A) > 0. where А 一 (г 5% Z Т) n [Se T T < ei Bx 
i) PLA) = Жиз PALT = ы < pl) there is some т > Ü much rhat 
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PLAT = Tapi < oo] >й. For 
à Рат Ё > | thorc cxi p 
з 3, : T rz cxiats Jt, c Fn much 


= Sk = i Put R = irg Hy є 

— ES T,. Өң AIT = 
Tr. = >], В = lime ine ПА — lim, S> = T, Pes A[2' =; Г 
АТ = dei = H < сю], Henge Pi Afr = Tu = R < 


Tai < o] C 
ij. Sa T is totally inaccessible. O 


эю] > 0 contradicts 
5.64 Theorem, Suppose Go is co nu | . 

- ü mplete. (X Я 

Сатый oniy if P iF] s quasi-Izfi-contnuots 
H) fer enc v > 1, 


3 


" JT if predictable, where TT is fhe accessiMe part nf 


п} for each n m1, Fm = Fo. 


Proof, The Decesaity is obvio, We will show the aufficiency. Let T 
be a predictasle tine, amd А E Fr. "urn 


A= (АГ = pu( Ü A= T < sl)u( Ü A, < € Topl) ах 
Evidently, A[T = по] ë Fr, АР = е Fr. Fwa > 1 
A[Ts =T = ne] € Fr [Tu = T < со] = Fra n [T 一 T < =o] 
= Fr- ПТ = T < oc] = Fron [Pe = T < оо], 
iens that [72 = P < ao] € Fro, we have ATE = T < so] £ Fy. 
ы КЫП ҮР «Tu d м T... In order to show À E Fr it remains 
[T € T.i] = [T < ex] V [Ти = T' < =<]. 
Hua £ T < >| = [ТД], < T < ss] Ea < T < =e] 
= [T] <T g оо] Г, Z T =< a 


Ee. 1] 


5,65 Theorem. 5 KD тё сїр | 
| ЗАР te. Е 
эша 3f ünd only i? iplete. [.7,) ія cempleichy cumin. 


1] fne пей n > 1, T? üz predictuble, 
H] for each à > 1, Q. = Ып V oiT -ı Ta }- 
Proof. Necesalty. i) in evident. By Corollary 5.57 for each n > | 


UG. = Fa, = Fip- = Dai V vi, 


HB) follows by ийип. 


Sufficiency. By ii] and Corollary 5.57 wa have Хт. = Fr, immedi- 
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ately. 
Ху N TË = oo] = Fr Oia = Ta < ac] = Fr D [TË — Th < o] 
-7r AJT! =T, < 0] = Fm OMES x]. 
Clearly. Fpa [T2 = x] = Fre- Те = гю] amd EP < ac] € Хто. Bn же 


ultain Ута = fT. Similarly, Jr, = Fn. | 
Ler T be a totally iuaccesaible time and A ë Рр П [T = e] Dy 


Theorem 5.62 А = T (A[T = gd © x=] ag, Forn = 1. APU = т = 
1 


d B - 
xj e Fu п < æ] = Fri- п = Т < оо] = Fra ПГ = Ta < ©]. Шш 
order to abtain 4 € Fr- 16 вий сев to check [T = Tx, «up eT. : 


[T = Tš « ex] = [Ti < T = T = =] € Fr- 


Hence it dollaws thui Fr = fT. | | 
By tlie previous theorem we laye known that (7) a quasi-Irft-contanu- 
gus. Pur auy miuppiug time Т, T^ i predictable, and 


ЖУГАТ? < oo] = Fpa.. П[Т® < ос]. 
Іо consequence, 
Z= n [T < ><] = (Fr п |T? = зо] (Жу n Ë" = сс) 
= {Fp NTA eon rf" = oo] 
= Fr- [T = ос]. 
Finally. we have Fr = Уг. D 


Һ.66 Lemma. Lel M b u sub-z-fela, and £ br an inlegrübie T-t- 
Then for alt A ë .F and H € H 


_{ ERO ТА 
AH aii (Ж ЕПА 


Рюкю Put G = [Е[ТА[И] + 0]. Then G € + and 
P(AG°) = n Eli dp = 0 
Henne the integrand on the right-hand side of (06.1) makes sense, Now 


ЕЕ АН O _ ЕГА] ЕК АН], aP 
" ЕН d= ане El] d [m Era |H] » 


ü fra Pep = frt E fa Ans m 
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5.87 Theorem. «t W 一 (m, 


x ) Be а Бенина menanrible process. 


"W, s y anglen] 
à ЕП, oal Fn] Mazee Tay] 167.1) 


Moreeuer, suppose бу ii emmplete, Then 


nma 
PH = ИЛ ag, -0| + ЕП, Leg lGa] 

Pral For each m > Ü it is not diffic 
measurnble versions of (ЕРЕ, 
orem 5.55 PW defined 
stopping Брю T 


nit to cheese Q, x ЁТ )- 
m г> 16а) nad (Ef 18019]. By The- 
by (67.1) is optional. It suffices to Јиау for any 
E[B Rz. uu = EF Wr. 


Let Ra E Ga such that T < In 


== W. = 2 : 
Lemma 5.66, we have +1 dag: — Т Tin. Usiag 


ЕТИ E Z ra Са: 
PETET eol iL ЕИ, rer, ull =E ЕРЕ, Ier, cn, il] 
z i» EÍ Els. Ir, en al] 1 
T=] Elf, „ъл 16] 6л. ы] 
_ 2 [PUSH >ы] |n 
ae Emacs] jm B. анал} 
ба "=, 
= 2, EPWR, hi ea enl = £ ЕРИ, 
= E[lW dici]. 
(87.2) гап be proved in a similar "ay. LU 


Tena 


5.88 Corallary. Let £ be ая торбе rn. und T ben stopping fime. 


a Ej lEn] 
Б || 一 = а> 
区 | T] EN Elf... n]. Tes mags ual T Eit Fs ru BA.. 


Marreover, iF T is predictabe and Go is complete, un |T < sol 


= T= 器 Ёт. >ні@ь] [751.41 1I.3,, 


НАЕ e 0 Herm esie x modii паа е incrrasihg procesa. Then for 
cntion B af (ELA; 16, ]} ang u medi 


` = т T. 
Mation C™ of [А] TUUS] rue hot ВӘ ¿nd Cn) aN are integrable 
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ineremsimg processes, Amd ue hate 


T (Su di 
^a dd: IT, zac T. а] t > 0, 
Ap [pu] > PL, > shn] E 


acil 


+ : x 一 一 一 —— rr i 
Аў = E[AU]-t а 0 РЕТ. > 554] 


nel 


pn (69.21 


uo "ré take 
f, We only deal with the predictable case. For every r ад 

| F 证 ! ing, J'i 

id C. nf EJAY |] euch that Ст] pco, i5 increasing 

a wer т 


CP = ift imm tr EQ. fzU 


Т "E. ° 1 i 


H 
uegailve Ga x Bi R. )-meanurahle prucesz 


ARM (69.4) 
s| f. Fm] -E| S | 


negative measurable process H we can 


At the sume time, for every non- (He) of (Е[Н ||), and 


take a Gn к ЕО.) measurable wersinn Н = 


in. Т. "n |, 
E| | | HUC: | Е i i | [ 3 3 


gu — [F such that FË") = gx, t > 0. 


(In fact, i£ we take a filtration Ci) is the 


then the predictable a-ficlà cf Ex is just E em and 
dual predictable projection of А li w.T- : 

Пешие Hy Guida] the оптова! di& 
Calls, ос) = Ema lu] Pun Sn 
[hon 54 £ Gy and 


PIA Sa] = E[G,(5.. el) = (l. 


i.F.. Tapi = Ba L- a. P А 
Jgn > Ü аж. оп t+] 
кз aud is н predictable increasing proces, 


Let H he a non-negative predictable process: 


T gin! , H g G, x BUR). 
H = Hua PEH Tr 32a] 


tribution of Tati word. ба: 
= infft > 0 : Galt ac] = 0}. 


š : = б Lm ] = E Ir... —5, |]; 
Ep Moa eir ЭП od by 189.2) makes 
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Then 
0 т 
E| f Hal) = E[HoAd + E E H HP AT 
.=o[ п-=П Tinsi] 


= E]HoE[A,| Ze] + T Е| 大 a PIT at] coy teo ay 


ЖНА + y: ef. HP eee gc 


naft Calfa, ос] 


(by (69.4) and qot =) 


{+ [lao] 
E [/ rit An ' 
[0% 


Therefore, A? ia the dual predictable projection of А, O 


5.70 Example. Let T > 0 be a c.v, und 5 = {T} YA. Let 
АЧНА Qu +> D. 
Then (7,) is une of the &unplest complete Bltratiuns of discrete Lype, We 
“Тап | 

1) S > O is в tipping time if und only if there is a constent C [may 
be +оо} such that Sem 一 Сусе] 8.5. 

2) A stopping time $ in predictable if and only if there is n constant 
C (may be +o) such that Зет = Cun a-s. In particular, T is 
predictable if am? only if T ign E. à constant. 

nT- Ires. T^ = Tirem. where E = [6 > D: PIT = b) > ü]. 

i] Á stopping time $ is totally ircceamble if and only if 5 = Trea] 
i.s. where 4 £ ВН) and АС Б In particulnz, T is totally inacccssthle 
iland only if the distribution of T is continioss on |ü. of. 

5) (Fil s quam-Ieft continuos if and only if there i3 n constant £7 ray 
he ac) such that РГ > C) = Ü and th= distribution of T m Continuous 
vn |1, £T. In this сам: LA} isa ај coniplctely continens. 

1) and 2) follow directly from Theorems 5.54 aud 5.58 Taperctively. The 
tatal inaecessibility of Т? follows from Theorem 3.03, The accessibility of 
7" ik пъукице, Then 4) follows from Theorem 5.62 and 3). In order to 
deduce 5] from Theorems 5.64 and 5.65 Hñ ваа. to &how that T is 
predictable if and only il 8 = Bor B = [CY and PIT > C) = ü. I: 
E = Й,Т“ — cu is predictable пау Ë f = |C} and PiT > C = 0, 
T* = Түрү satisfies Ше requirement in 2), and ав predictable. Conversely, 
IF Z is predictable, there 15 д constant C satisfying the requirement in 
ZI. MK Ç = 2o, then T < so — T < T aa, it ug be E = W. I; 
C < ос, and b € B, thm P(T = Б) > (ü, T = b => Т = T > G 
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. b = L... 1220. 
"t — C consequently. Hence : 
ине T «б =» < T”) and T” piy Beant = Куз 
жуй On the other hand, if T > C, T* теср = 96 F 
P(T > G) = 0. 


Problems and Complements 


I 1 nS Put x — 
1 1 d É pe ar. integruble Т... : 
н br à sopping tune, ап | Аа 
ЁТ Е Ebo P. EEF Hgt Ther X and V have the same ори 
іг] ар 
шр T be a stopping tue, aud £ be an integrable: "s. — 
D The optiunal projection of X = jorg in b — жын xd H 
1 15 [] = rik tT. 
4 1 le prajertion of Y = £Ip, тр 15 š 1 
Soy S pers maa time, and £ be ап imtegrable Fr тазаа 
rw x = ЕМГ їн я martingale 1f and only if 
B | =ù. 
Ет Mp 
i à for any 
5.4 Let X be a uniformly integrate cadlag diss o ШИ 
predictable time T, S Хуго TE: uniformly interpr n im 
5.5 Let N = (N) be a Poisson process with param 
N'-cM, "MIN. tzo. h X aud К 
; hat bota А an 
able process such i 
Dt Let X bea bounded шел 
. Then 
anc cadiasg РХ у (2X)... , 
; and œ > й. Put Y; = 
Б.т Let X ba à bounded rmeasarabin wow че 
оке аш, t > 0. Then Му = m — | (0, — Xs t > 
s: | сані 
a c» X he a non-negative accesible process. If the prodictab 
ies i t. then sao із X. u 
pe. Phe ани process with Bnite variation, and м чк? 
D w ка iutegrahle wrt. А. Then af js iiegrsble wr.t. Л. 
progressive | 
апа ("ЕГА = Н.А. | m Pr 
5.1] Let Н be an adapted measurabie pra Then 
"E LE cote d | mE | 
"RE ira totally imaccessible titne, 0 < Tax À IT.X[ 
h p. is exponentially distributed with rate 1. — 
I pina X be а cadlag supermartingale. Then icis Kn сате 
; | id 
(Ta) of stopping tics with T, [ oo such that for each r 


um. 


174 Uhapiter V — Projectiogs of Pruücenses 


5.13 Let X bea De tiegn саа snpermartingale, and 
E, —inf(t 0: X, > n). no. 
Then X is of class (D) if and only i£ 
aii, E[X n, Па сы] = 0. 

5.14 Let, А be a predictable integrale increasing process wiil Ар = 0, 

amd Z be the potential generated by A. Then 
EIA | = Ef (2, +Z,- MAJ. 
ü 


EJA] ig ralled the energy of A or Z.) 
5.15 Let 4 nnd B be two 


F mad Z Һе the potentials gen 
i hen 


Predictable increasing processes null gt. |}, 
erated by À and B respectively HF = Z, 


EJAZ] s EBE]. 
Bl Le, X he а potential, and T > 0 be a stopping tine. Then 
LE[XT4 IE] ia a potential of c]nsa {ТУ}, 
5.17 Let T > һе a r,v, with distribution m. and А = fra Put 
Же (nB = Тус үд v {THN s} tt 
Then the dual predictable projection of À is 


f Pigs) 
ат] Fs, лој} 

5.181 he a non-negative Forel fiction un Hy. Then the Iollcwing 
statements arc cqnivalent: 

1) For апу stopping time T defined on ату probability space with а 
Aültrution, iT} zs still a stopping time, 

2) "There exists C € E, such that 


=н, if tC 
«el Жей кч. 


5.13 Let T, he the n-th jump time of Prisson process X “Tha for 
nc T 


0—1 = es35np4 5 -.7 js an F(X -atopping time and S =< T]. in 
particular, if S is ap FX -stoppiug time and S = Ti. then 5 = ñ as. 


5.20 Let T be an accessible time, and D be the debut of tha prediccanble 
support of [T]. Put 


А= {1 Sina mopping inne, Š < T and 5T on 上 > nf]. 


Theu D = anun А, 


- — 一 一 一 一 一 


Chapter VI 


Martingales with Integrable Variation 
and Square Integraple Martingales 


v al 
15 ehapt develop inodern shenry б 
ИИ ito tins c er, we slart to | i; 
р. че Е, Unless othermisc atated, ова пан 
а: always а complete probability apace {m E.P) nh 
рош Bout y вре 
F = (Feo вашу the uzunl boe aM 
Tuuemefer we use tbe following mo A "T 
н he collection uf all lepite] procesa with перап 
— the ca \ $ i | 
pa -the collection of all adapted занан ra UAE Кы 
V—thr collection of all adapted processes wit u : 
y1- the collietion of ali adapted Quim. E 
M —the collection of all uniformity integrá m dcs T 
Wi atres that, all the elementa of Af im supposed 
i ingales always mean саар m ingalkes. EM 
e erm lasa с processus we denote hy Da the sub-elann ig pie 
decem af T with null initial values, б... Ws is the collec 
| ied 1 hich П at тте, 
2 ll uniformly integrable ur&rkingeleg w аге E я Ta x waa 
ak adapted process with Ipeally integrable var d pages 
Wes Бе Д the dual przedictalle projyectrmi or reyroyarusgtase 
LEE Lr ' Eh L ) | 
procesa А – À is ealled the compessütion of А 


5&1. Martingales with Iniegrable Variation 


finition. X = (Xr) ін called a татарите wilh сн 
ib 5 ith 1 VAT , 
diii МАКА шт эк p LIT айуу it- 
' ti e wich ерта i E | е 
сее e A bx W the collection ef all miartinpales wi 
tegrable rm: i 1 F | 
intcgrable variation., Hence. MV = Аг А 
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From Corollary 5.31 we kuow that for every Ав А 4 Ag УМ, The 
next theorem illustrates that this ig the Eeuera] Form of all elementa of 
VH. 


6.2 Theorem. Le Af ira mariingafe with integrable warintiott Lu 
En = > АЉ, I = D. 
LEE- 
Then A 43 an mdapted process wiih гафт Е paridlion Auming сатты 
#or2pernaaior A, and 


М = Mo + A 4. 


(21) 
AMoreourr, for uny predirtatls prucas H = (Howe Aque 
E| f qli] < 2g8| >: рдм]. 22) 
0. БЕТ 


Proof. Fut Р. = М, — My, Ё > Ü, Then Д1 = (X) £ Mp and 
D = D" + — Dr + A. 
Beransa D € Aip by Corollary 5.31 we koos that A = — 


T: Hente, 4 
їн cantinucens, and (2,13 holda 


(2.2) can be easily deduced from Theorem 
5323) n 
6.8 Theorem. 1) AN predictable Веча iniegralic "marfinguies ano 
roniimnuous. 


2) IF M. is a predictable martingale with intezrabl; PEGET, 
Ado- 


Proof. 1) Let M € Ad. ИМ is predictable, then fnr any predictable 
time T, Mpe Fr- &nd by Theorem 4.41, 


Mp = Ер] Mr. 
Lu. M and M. are indistinguishahla. 

2) IE AM isa predictable imartingsle 
Corallazy BHI], af = M, Му = My. u 


The following theorem is the key rezult 
integrable variation. 


them M, = 


Бо M is coulinuus. 
with iategrahle variation, then hy 


concerning martingnles witli 


5.£ Theorem. Lei M bea 


martingale wiih infeonable variatiun. Then 
for any bounded mürüngue N 


we Ruve 

ЕМ... = Elah} + ip» AM,AN,]. 
Ра addition, (Г) = (M.N, — 
ЯТЫР. 


[4.1] 
x` AMAN n a uniformly integrable mar. 
же 


—Y .- —— -—.....p 


i — E n 
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Proof. Since № ів the optional projection ol №, 
riz X dM | = E J м.м. 
FIM N.) = E| - М] = E .- | 


On tlic other hand. M, = Ms. 
F| f N, 4M = El Í N. ФМ] = El Mo Rl. 
LEM Д0; 


А г = MAN. 
EM = ЕА = в] ы А^ам.) = Е[ у А 1 


: E ， 
Ler T Ie à stopping Ота". Ápplying (4.1) to (N^. vickils 
„АМ, 
Ему) = ЕМ Ns) = ElMoNo) + Е| PE | 


ie, E|Lr]- Efko]. By Theorem 4.40 we know EA. ПП 
The next Cheorein iluminates the &pecial rale of predictshle processen 
in ве theory ol stochastic integrals. 


8.5 Theorem. Геі M bu a martingale unti integrabile variatwn, aud 
H Ье u predictable praezas much that 


gj, pana] < on 


Then Н.М is a horiengale with integrabile variation. 
Proof. By Theorem 5.23.2) we tave 
(H.M) = H.M = HgMy- 


Hence HM — LAM) HM- НМЕ Wa, H.M EW. Ü 


$2. Square Integrahle Martingales 


iti пра]е Af ів called a square suiegmbie mar- 
£a V no zIM/ proe d A4? the collection of al square 
hngals, if sup E[M7] < "x Denote by 
t 


1 1 рЫ 
integrable martingales. By Theorem 1.7.2], МЎ C M. 
8.7 Theorem. Let M ie & square integrable martingale. Then for 
шу A > Ü we here 


P( sop |M > А) = a. 


<= sup ЕМ |. (ТЛ) 


Jensen's inequality, we have 


This implies M € М2, (81 


ikera eris a suh 
г М) ауа 


oo. By Гея inequality we have 


Гв Chapier V] 


Proof, Let ft, t... 
313 те Bave fh. di | be a countable dense set of RE, 


Martingalcs with lütegrabla Vari&tion und Others 
Hy Corollary 
Pjs š 

(sue as - A) 5 sz =up ЕМ, 


Bince | sup м > A] = Ü [sup |w, | > А aud {| 


чир. | М, | > al) 5 
Tolane increasing, m 


nyl 


l 
P( sup |] => А) ез za up E(MP. 


| < 5 (7.3) 
Пер1їзсїпє À by À — = in (7.25 and letting = FO give {гл GG 
[7.15 i5 called Jologareu fnéguality as usual. 
6.8 Theorem. 1} Lei M £ AA. qm 
EME] ос. fm this Cue. we hare "oes Ue A old ow 
ais. 
EM? | = вур E[M?]. (8.1) 


2) м, endowed unih inner 
3puce, womorphic to LIR, Fa 
Proof. 1) Let. M & A42, 


product (Af, N) = Мы Мы], isa üben 
P) by Ue mapping: M m M... 
By Fatou's lemma we haw 
ЕМ? < 4 

[м] = vu мт (5-2} 


Conversely, let Af E ДА aud ЕМ | < со. Sinre Af, 


Mf < E[M I]. Then 
sup EM] < ЕМ? |. 


= E[MLE iy 


(8.3) 
) follows froz (8.3 

it аа 71 (8.2) and (8.3). 
8.8 Theorem. Let (459)... C M*, мє м2, Н 

Lm [мю 一 = mik 

Jm, [MS А | = um (EARS — Myr = 0, 
cCQuence (MIA, k > 1) seh that Jor aimost all w, 
Fgnuerges to Mor) uniformi in E. 
Proof. Take a sulsequence (А je>] Buch that 5“ [ara — М |» = 

к= | т = 
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E| x aup | MPE 一 Mall == E [рім = Mal 
k=1 * = 
«gregi n" 
s Tt 一 z L ia X. 
«2 3 {Емш Mall} xx 


In particulas. > sap]M75 - М. oes Thus implies tial for almost 
k=l L _ | 
all ш, (МГ Ee) vonverges to Mf.) uniformly int, O 


6.10 Corollary. Dense by АА?" the coliectinn uf ali can tinuoun 
square integrable matingales. Then ААТ" in m clused subspace of At. 


6.11 Theorem. 1) Let M € M7. Then for any stopping time T. 

MT e MË. Furthermore, ij (T, api 15 à sequence of stopping limes ui^. 
La 

T. | pe as, then Mr, — Ma | 

2) Let М) & MF, M z МЗ. РРА 3 ela —+1%, hen for any 
sopping time T, | fr: 一 Min |o — 0. I 

Proaf. 1) At ürst, by Theorem 4.33 we know MT £ AA. On the other 
hand à І 

E|ME] < Е|(кир]М:|) | = tsup E| M) < ос, 
t 


bv Theorem 6.8.1] we nbtain МГЕ М, 
Let [T,) be в sequence of stopping lunes with Ta 1 œ њ.я.. Бу 
Daab's stopping theorem, (Мт, ny1 is ^ square integrable martingalr 
» 
wat. (Fg ise By Corollary 220, Mr, = Му. 
5) Sinre (M? М) is a submartingale, we have 


ENMI - Mr] < EM May. 
Then 2) follows irumediateiy. — 


6.12 Definition. Let M and N be two square integrable martingales. 
We алу that АЁ and N are mutually orthogonal if Mog = Ü а.н. aud tor 
every shopping time T, E[MrNr] = 0, ami denote it by ЫМ, The 
mutation M L N is remerved fut orthogonality heriwten М ний № аң two 
elements in the Hilbert apare М2, і.е., ЕМ, №] = 0. In order £o distin- 
guish the two kimle of artbognunlity, we call the latter speak хинд 


H.l3 Theorem. Let M,N € А? and МЫМ, — Ü, Then M anl N are 
mutually от рота if and oniy if MN ix a martingale. 


Ihi means NT & JL, Oa the 
E[ 4. M, | = 0. Comequently, f, N E 
subspace. So is LT] = (X41). 

"ave MT E€ FUE) and NT 


Furthermore, for every À £ J we hava Ta МТ 
рен, taking T = Ü, we obtain АЛ, 


ahabi: subepaces, and АЙ | АМ, 
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Proof The песи 


can be ded i 
wc sac khe &utficiencw, t ше] directly Éom Theorem dAn [Мол 


Let MN bre a martingale. Because зир | àt | = Д? 


Aud M 2 t 

тир! wil € E^, wa have зир [MNE EI. Hence MN isa жай}. 
tegrable martingale. For a Sor Ium | 
Hoe fla Q y siopping time T, EJA A| = EtM NY] = 


B.14 'Phenrem. Lai д с Л? and {Ж he бун | 
closed line 
genemted hy А. Le! N E M? JN IL, then N LEG). е 


Proaf. It ів obyinus that М Сд" j 
N ; Where £(.Y] is the linear subspaece 
ман һу Y. Dat M € LLY), Take (M^) C ELE such that | — 
1 TU tj, B й " = ч E T 
да А Е : : died 8.11, for any stopping time Т, МЛ Lx and 
| ТЕТЕ Ct HPTDVT. fence Mas = 0 ac. and | =й, 
l'hereture, NULY] o Ы "oma БАЛ = 0, ie, МДА, 


8.15 Definiti і 
"s еШ. A family of авва Бе Processes А” is said to be 
i) for every stopping time T, M € Y — MT ey 
пр fur every A É fp, M £ V — TAM c X. 
Stable closed tiasar subspaces 


m. nf А4 are imply called авад aybapares 


8.16 Theorem. Ler € C A47. fxi siable, Ken A and CTA are 


stable subapacea, und A ww), Were 


xXL= IM € M* VN c Y. AM 1 N). 
Proof Let N p œt 


«€ | M € V. For every sbtnpping rime T, WT € y. 


Е.А] = EM, Nr = EIM NH = EMI NA] = 0. 


other hand, if А € Jy, khen 74M. = АЁ, und 


Yl, Therefore, T+ js а atabe 
"ow let M £ £X) and N E Yl. For every shopping time T we 
© ÆI, Theu EM Nn] = EMINI] = D. 
E L(Y], ENa Mr Nr] = ü. 
= Ü &.s.. This means МИЛ. 


8.17 Corollary, Lel MIS = (ме) Then A Ze and Аё ara 


| "T 18] 
$3. "Tha Structure o£ Martingalen iu АЯ 


6.18 Definition. The elementa o£ M? are called purely асты" 


square integruble martingales. 
let M e M^, Tt is evident that My = 10 as " 
Lei M & MU. By Corollary 6.17, M can bec uniquely decomposed a5 


Mac M = Mer MI + MT, 


E Кш А rd J d с = 1 ` ы 


Е Let M £ А and Т be а stopping бше. Сусау, we have 


T Te. diT 
(MTy (мер, (UT) — Ly. 


$3. The Structure of Purely Discontinuous Square 
Integrable Martingules 


5.19 Lemma. Let A € At, Thon 
ЕА] < AES, 


Proof Let N = (№) be the саар mediücatien of the martingale 
raf. N = i 

y ; "wd uality 
(КА „РЬ NS = sup [MeV By Doubs unuality, 


Ej | < AE[NS,| = ЕА: 


[zase А À € AA. we have _ 
A.- А, = ЕА. - А7] = № — E|A..17.]. 


Then by Theorem 5.13. : и 
T r WES E E|À S [F; 19А, | 
"— n L, 


= E|] (А-А. + N, da 
fal 


8 ae cen у. МА.) 


= E[A „А 4 № Al- 





m i 1 2.4 is nad For the espace nf all 
hak in many literature Ji^ ks rm ЫТ 
PES ке Шем шла. йш ait pe with initia! values M Ar imikbia values 
ix 1 : 3L mul. 
ol purely dieeentiniaug square кювета ЕЕ watinga ее] m 
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But 
E[A А ' = E D Аал, = fi г r" 
44 = E| а аА Е| 12-945] < EINS A.L]. 


Heuce we have 


FJAR] < ZEIN, Ax] < PERENG | ЕГА ДҮ? £ 1Е[АЗ |, u 


8.20 Lemma. Let Àf Е A47. Then fer every stopping time T, 
ЕТА мт) < i6£E[M? ]. 
Proof. Put. А = sup |А. By Doob's incquality 


ERMI] € 4E[MT] < ao, 
Since Алу. Z PM. ЕАМ = ЕМ? o 
Mame we start tn Study the structure 
iutegrable martingalen. 
Let T Ú he s stoppinz time. Fut 
мМ = {М € Ac [Ам ы ü| с EL. 
Ouviously, AA2[T] iz a stable сабра, 


of purely discontimunus динге 


8.21 Theorem. LstT 0 beny totally inaccexsihle fime ur predictahie 
me. 


1) Ме МТ] — M — A — A where À = ffr. ep E € LH Fr]. 
2) Let M = ААГ). For l М z АЛ? we have 
ЕМ ым | = E|AMpEAN. (21.1) 
| 3] Let M & А2 The [orthogonal projecting Gf Af unio MËTT ia 
N= A - À, were A= ААЙ a. | 
Prof 1 Sefficiency, Let £ = І fy, А = Um ор. By Lerma 5.19, 
A- À € MT WT is а ичайу inaccessible time, then А js rontinnona 
(Comnllary 5.28.3)]. H T is а predictable time, ther 4 = Ef Fr Viral 
Theorem 5.25.23). In both cames, À — A in cemtinucnz otsida [Г]. What 
remaing is tn аон á — À c A435 Let N =€ ММ? Put 
Ты = infft 2 0; || > n]. 
Then Th. > 1, are stopping times. end T, f +оо. For each n, MT^ ha 
hounded contimuons martingale. By Theorem 8.4. 
FRA АМ] = аа Aja NT*| = n, 


Њу Theorem 6.11.1), Е[(А — Ауд] = D. This means 4 À £ м2“, 
Hence А— A £ Аг]. 


HL 9 


— FF 


$3. The Structure of Магія іп А24 193 

Меге у. Let МЕ м? ш. Put А = AMTT oh Ан иһ biis 
A- Á 8 Ат]. Then M — (A— À) € M"[T]. On the other hand, жи à 
totally jnaccensible tire, À i£ continmous, and А{А—А}т = AA; = di 
TT is a predictable time, А = Е[АМті7т- pr t =i ыш - . 
and А{А— Ajr = AMr. This means М — (А — А} = м". Hente 
M — (À — Aj o B. ie, M = À 4. f | 

" Let NUS be the cadlag modification of bounded martingale Е[ №. 
Tn. |120) By Theorem 6.4, 


вім. = E[AMrA NT]. 


L? 
Since NË = Nf] ien] Nas Ва n — ла, by Lemma 620,4 NI 一 
A Nz ano oo. Letting n — 00 in (21.2) yields (21.1). | | 
3) From 1) we know that N = 4—84 Є AC[T] and M — А күү 
оп [7]. Ey 2, M — М1 人 [了 This implies that W is the projection a 
Af opto MÜ[T]. O 
The lowing theorem describes tlic Rirueture ol purely diseuntinucus 


sguare integrable martinga es. 


un 


6.22 Theorem. 1) Let M € M’. Then 
E M+ E[| Y4AM.P| = ЕМА. (22.1) 
24 
Egquolity holds in (22.1) if and only if M Mo c М. 
2) tet M € M? and (Ta )a>1 be a atan 
exhanusting the jumpa of M (sec Theorem 4, 
tion of M enta А.) (їс, M" is he comprnsa 
"an А 3 
Then ta orthogonal arrira $. MT. conuerges Hà M in М. 
n=1 
4: Let M € А24, М has а unique decomposition ал follows: 
M = MP + M, 
hem А = MDS һал only accesible jumps, and М Е 
tertally ланат jumpa. 
Proof. 1) Let (Th ny be ан 
baustine the шири of М. Put 
k 
_ ал _ jn 上 一 y". 
А" = 5М лар М А" А", Не i 
Then M — Mu — H* has по jump en [TY]: - 
HE ів weakly orthogonal to H^. But M?,- 


dard sequentes of sipping firmes 
21). Denate by M^ the projec- 
lion. of AM, үт e: 


AAST has он 


tandard sequence of stopping tunes cX- 


шты]. By (21.1), M — Ma - 
-MFE nrc mataally weakly 
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orthogonal, 
Ери] = ЕМ] + ЕГ НЗ} + Eti, — M. - HEY] 


E 
= E[Mj] + 22 FILMS I+ EM. — M. над. 
Бу (221) EM] = ЕҢ А М. Y]. hence 


k 
ЕМ | = E[M$] + Ёз) ENA мт }%] + Ем — a, — HE Y (2222) 


In багай TEN 
n particular, the nrthagonnl serien LM converges tn an eleinent. H in 


-7 А " " 
A , Е A E ж, Moareovar, by T'henrein By 77 Aud A have the same 
ps. ns — H ia a cuoutinnoux in i 
ш square integrable mnrii 
М“ = H, M° = M — Му R. By (22.2) vo hare asses: 


' i. 7m 
ЕМ] = ЕМ} + E EKAM] + E[A 2 
= ВМ + ЕУ (Ам, + км. 
Hence (22.1) holds, and equali ; | 
M - Mi у : "m equality holds in (22 13 if and only if M" — 0, Le. 
a) Let Qr.) Рева included in the above proof 1) 
D "h Th n1 be n standard немеп P: of ato : Я 
ы m ip 上 › t 
the jumps of M. Put N. = (n : T, š predictable]. N, = awa ү. 
totally зовем ЫЕ, ax] N # = тт. n [5 
Ape _ y M^, ма Y м" 
_ nen TEN 
о. їн the compensation of Му. fr, а: Ву "Theorem 8.9 we know 
umpe nr 2) xd e M aj eds М has only totally inscecwsible 
нхо in W= HAS, The uni . 
Hiton 15 paay to prore (вее the proof of Thoorem 425). p kasa; 


B.23 Theorem. 1] Let M. N € M?, Then 


E |a N. | MZ] Igi] 
мл] + ELE IAM,AN,] < y EME], EINST (23.1) 
2) Let М ë MP, Then For any N c Adi 
E(M.N.]— Е | Y AMAN, [23.2] 


Mareaver, = [MN 一 1 I 
| CL.) = {М,М, B AMAN ign uniformly iniceralle mar- 
angale. " 

DAN Eo M, 


— 
— T=- ... 


(umdratie Variatkm 
Proof. 1; Hy Schwarz Eauality wc Шале 


EMN + E| X: АМАА] (23.3) 


` 7 
(БМ EX LAMP ELNI rE EIAN} 


123.1) follows from [23.31] and (22.1). 


ч # 6.22.1). 
7| At Rrst we assume Ww € MTS. By Theorem 


EMN] = HELM + NY] ~ МЫ ~ ЕМА) 


r z TAN 
B| EIAM + AN. УЛАМ, -El y] 


= Еу АМ,АМ |. | 
| ] > Det NU be 
i 21 Now авншпе М Е MT. 1н 
' olds fur N € АМ, ; л, 
puce ор чае martingale part of ^ Then № 


Ем „ы = ELM NA] = в[ ама, 


| ў Г T and N* yields 
(23.2) holds I ime. Applying (23.2) to M^ ап à 
he it img Elrnr, PAYE z А da: 
Iet T í — 4.40. (L) ња iniformiy integrable ma um | 
E. wid M2 пу). By Theorem 6.4, Юг any bounded martingal 
3, 7 п А 


N we Пам БМ Nal = EJE AMAN,|. [23.4] 


п 


г 2 
| ЕМ? by (23.1) we know that (23.4) holds for all АЕ Mi 
[М = V £I. ; à 
* parücular, taking № = M. we hart 
ElM2] = E| YA M) I 
2d 口 
Noting that Mg = 0, by Theorem B.22.11 we know M E АЙ 
£4, Quadratic Variation 
's inejuality we know Mi = 
8.24 Definitiun. Let M € At, By Doob's таццау 08 


à In. 
Hence M? is а submartingale of class (D) 


itinn (heorem, there exists а unique pred 
(M, M) or simply (M), 


7 
gup|M;| € E- 
н 


Мехмет decormpos 
increasing preens, dence by 


ickmie integrable 
Buch that M* 一 
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(M) E Alo LM ia caled the predictabla дайтай varieti or the angle 
bracket process of M. 
Let M, N £ M?. Put 


1 
(М.м) = SIM + N) — (y - (му, 
Tt is called the predictable ghüdmic covariation of M and N. 
Remark. Let M £ M? Than {Му = ü i and only # М = 0 By 


Theorem 5.5Ú we know that 证 M is quasi-dleft-continnous, then {М i 
пси. 


6.25 Example. Suppes M = [M,) is а process with independent 
increments and El] = a in a contant. Then Af із а martingalo. 
Puilhenunre, suppose M isa Bquare integrable martingale. Vhen by 
Theorem 2.69, M? -- (ME + B[M2J — ЕТМ) € Mo Hence (Af — 
АЙ + E MË] — EIE] n particulaz, if Mo = а, then (M, = E[M?] is 
non-random. 


Remark. If Mí € A47, then M has orthogonal incrementa: for fj < 
Pe Dig 
F|, = Mi, А, — Mi, IF] 
= (Ma =" My, E, = №, | Fel = ü LS., 
EA бы ЛАСА, =: Ma 1] = {, 
The following theorem Hives a chgraeterizakinn for iM, NT. 
5.28 Theorem. Let M, N E M, Then UM, Му da the unique predir- 
Hape process mith imicprable чад such thai MN — (Mr. M) € А, 
Prof We have 
1 с 
MN — M, NY = ; [M + NP (M FN) MIHIM- N + сму]. 


Heme MN — UM, NY c Алл The uniqueness can be баяу deduced From 
.heürem (3.2) mT 


An mmuriare ennsermenee of this theorepa іч that (M, IN ig л sym- 
клей bilineur fori of M and M. 


6.27 DeBnition, Let M, V & A42. Put 
[M,N] = MaMa + (MT, А), F M 加 上 Ду М, i = 0, (27.1) 
ac 


whera M and. N^ are the continuous martingale parts of M and N re 
spectively. "Then [M, N] is an adapted preecess with integrable variation 
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B4, Quadrat Wariatkan 
i 1 AM], and il i an 
Themen 0.23. — EM. M] ж also denoted simply by [ аз LE 
k Sees Tobi procesg. [M] is called Lhe quadnatic Сао 
.OM, J in caled the quadrgtac Счотт 
ar square bracket process ul АГ. M. 
of M and N., 


heorermn. Let M, N € М“, | 

vede is the ипие adapted printad unih inieyrable variatinm such 
that MN - |M, N] € Ма га e sira m К 

: jV ds he dual yredichahte pro? MN]. : 

E = M — M. + M= + М. We have MŠN = [MEN] € Mo 
(Tbearem 6.23.21). меме ММ А), and | 

мем - [M*, N] = ММ | M*N* + M*NT -. QW АЗ) € Ма. 

Herre o m 
М [А А] = Ma MN + MEN МА NI [MT NT) € Mo. 
AM, N] Е AMAN із obvigus. The uriqueuess Efullews hom ‘Theorem 


5.3.2]. 
23 follors from 1) and Theorem 6.26. С 


It is also саву to s from Theorem 6.38.1) that ; M, N] iñ а symmetric 
bilinear form o£ Af and №. 


6.29 Corollary, Lut M,N € М?. The JFoltouing üsaertiomns ere pri- 
valent: 

1) MLN, 

2) Li, N] £ Alu. 

3) LM, № = Ü. 


; . —] 
6.30 Corollary. Let M,N <€ M. The following nsscriions are egu 


pales: 

1} fM, N] = 0, | — 

MUN and AMAN = (he, M amd IN hove 

p 1) = 2) Let [M X] = 0. By Cornllary 6.29. MILN. At the 
same time, AMAN = A[M, N] = D. | _ 

1) m Let MALAM and AMAN = ü, By Corollary 6.29, pe . 
ГАГ, А) is a predictable martingale with integrable variation, nus 9 
ere. Hence IM, N] = ü (Theorem 632 H 


B.31 Theorem, Let А, N E АА? and T be б stepping fime. Then 
(MNT) = lM. NY, (31.1) 


[M. NT] = [M. NT". (31.3 
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Proof, Since (M NOT — Lf, NY isa i 
^ 8 LM, martingale iT henrem 4, i 
order 16 juntity (31.1) 1 зт ен by Theorem 6.3.2) to аш [tur a 
iM, М ! 5 a о ШшнгйшЕн е, But MNT — (ap NTy тад rnartingale, what 
тенип m toshow (hat (Af AT амт ina martingale: | 
Pe Му) = El - M NH EHE) 

= (Мт — Mir) Arx] = EAE, - MONDIALE] 

= [Mr – МА [r= = {Aar — Aar. 
Since (44*, [NT] -- MENOT ре NoT 
and the definition of A AN]. j i н кыш ii 


8.32 Lemma. Let M,N € MTS Then š 
E е n or almost @ шл, for alf D) = 


ИМ, Nun — 141, А) toy] 


= ТМ) — Ud) Аш) — Самбор, 
dM. Nhu) 一 PE №.) 


S eiw) — [M] Go PP [DN Tri] — IN] ius) L2, 


Truaf We ouly show 432.1). The proof of 
lor gin Ü < x < £c со, Ёк all rationals А 


ui 十 ANY – (M + AN, =Ü as. 
Denote (M, NT — (M, NT, hy (M, ММ Then 
(MIS + BALAT, INT + ANY эб, as. 
RM, NH S (ANEH N uu 


Eerauge CM. CN and CM, А) ате all 
ш. [82.1] holds For alt D = s= < пж), 


(32.1) 


(32.2) 
[32.2] із quite the same. 


Tis ht-continmous, then for almost al 
Li 


Combíéniutr Leinma 8.22 and "Геп 


U ш 1.45, we obtain | š ^ 
айланды КУЫ Qatana я iunii: : їп mediately the 


6.35 Theorem. / 
wants Then 


d ESI Jt. мы 
ut f... нм). "ТЫ ы. каму, kë t. ML, 


des „КМ, л) 


et MN c АА? and Н, К be Boo mesatrgbie ptu- 


(13.1) 
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Problema and Caomplemtuta 
і Mus „А. (33.2) 
= (U нм] (L. P1) i 


: "T TET M. 
Ta "ujugile imdaces, LU. 
u . Let p.q be a pair of кот à | 
еей s і - 1. Under the assimplions af Theorem 8.32 ше 
x. | < g xm oux. "iae 
have 
Elf FE MUS NM 
k [ax | 
—— 
j 


f. | | [34.11 
* | Y „мм E Ku dee. 
F| Í nar + 
[Пих] 


š | J£... an, Jf, an]. — 


ülder's inequality (E[£nl] = 
; Theorem 6.32 and Hülder в нт 
Proof. H. follows from 
i£ elm). — 




















Р 


Problema and Complemoenis 


i S and 
i 1 wmtegrnble martingale. w 
be a contiuuoms uniformly m d: 
T е iapun Б = T. П um e Se e i 
variation en [2{ы}, Toe) ^ (t V IPN [or each t > U, 
| una тА 2 
ui pep d pipi orthogonal stable snbepaecs of M 
B. ñ € 
ut м? = му LIU), 


i wett am. 
ahere Ён stands for tie dir - pa. (hen Af € Mg. 
_ rada AM, < сю, 
RA Let M EM ЕУ 2 


Е, A 42.2 
8.4 Let M € Wa. I F| CUA M.Y] < co, theu M € 3S" 
| Уш or M "C MU, and T > Q be а stopping time. 
a T "ek А A, where А = А Myigral- 
[AM 1 1 | 

SURE T i m skuppiug tmu £ E LUE). | | 

Ж = Герд : hrao = D, E |£ faz rast 天， | = Ü 

Me = ТАЛ, Meca. 
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1) мМ and A4? ure mutually orthagonn] stable subzpaccs. of AAt, 
M? = Ме p Aqua, 


2) Adds C ATA C (ld where {2da 


is the subapace of all purely 

discontinbons square integrah]e martingales having only accessible jmp. 

j) Let M & AA2. M c 425 iE and only if for all stopping time 5 
Afg E Fe. 


d] The Ёол aseertiora are equivalent: 
1) Fer all stopping times T and S. [E = S| £ z; _. 


u] A4? A 
ni] (75 is completely: coniainuous, ie., for all stopping thm 5 
Fs = f3. 


B.T let M & М? S and T be 
M? = MT i and only if {Мк = 


two stopping timeas, 5 = T. Then 
6.8 Let MN € A42. Then 


Mr. 


UM € NI + [UE 4 NJ £ (04) + [M]? к (му + [г]. 
4.9 Let M, A c MË Then 


| via - Vivi 


< lw - Nj, 
D - "X € VAM м), 





0.16 Let € = (F) be a filtration SA 
for each i > 0, Ge C Fi Then the 


1} Every square integrable G-martingale is an F-wartiugale; 
ü] For cech t > Ü, Fr and Ga m romditionally independent given ij: 
ii] For every Ge x Bi FEL measurable process А with integrale van- 
Aion and sg = Ü, the dual predictable projections o£ procese A wrt. (7 
and F are iudistinguishable 


In this case, for cvery Cr-stoppin time T, фр = TTD... 


tinfying the unual conditions, and 
folkrwing statements are equivalent: 


Chapter VII 
Local Martingales 


3. The Localization of Classes of Processes 


тізе class of 
Bpition. Let D bea class of protams. ү aaa eA a 
үсе. in Die is defined as Шоев: а росна жаы az 
Ds Hines if x € Ty nnd there exists а sequence { s wa np: 
е :. mach that for each n the stopped prooem, roux. di 
Ex ow к кй is called а lecalizing sequence or ; 
DC peg n 


D е Du if and only if foc cach X € D, Xo € Fo. 


Then 
Let D and D? be buo stable elasses of processes, 
eorem. 
Bad (pt N DJi = Die N Phe - 
Рпю Let X € Ui. n ph... (T4) be А localizing gequence 
пе. А 


1 =- tm Y j t T ñ! hen y 
W.T Г) nd 5 be ù localizing Em F "= m pL | - eig 
- «Li 1 a ( т) : 

the Баву nt L апа n Ë) (1 T.) 5 " a ! Е l 


1 _ The converse implication з 
Di 1202, Hece DL, n D$, C (D Р) 


trivial. O 
5, Then so 
'Theoreni. Let D te a stuble metor space nf prueenses. Cd 
T. i 
ise, and m 


(Dioc с = ке 


"erri, dure]. : 
. m à &erating the ipcalszation proce ‚ Бог simpli- 
fir, H | pua 13.1} needs to be proved. Let X E {Thelo Wr X pe 
, PY Xo = 0. Let [Tn] Бев localizing See ne 
titiy wÈ arceri for each т. For each n let (Ss plezi 
Тыс. іе. X E 


š we 
A Tj). къл ШЇ B seque 
т. а. TD, Puaarrange {Бык " ехкгү 
sequence "ijs E peo md XŠ g D for each л. Because for 
[5,]. Then пр: 


Р ing times, 
pair (5. T of dune _ xs L XT — (x5YT. 


д Chapter WH Taocal Martingale 
we have Да Z ту by induction. Hence [^ ..-vE рва lacalizing 
sequenre for X wit. T Le, X ЄТ. Ü 


Remark. For validity of (3.3) it асе to sasume that P 15 stable 
under stopping, Le., for cvery X £ D and stoppmg time T, XT £ D. Bin. 
Миз needs a somewhat longer proof. Theorem 7.3 ia enmigh for 1ts te nse 


Ihe following emma provides us а useful mielhnd tu get lormising 
requences, Tta proof is not difücult and left to renders. 


r.d Lemma. Let X = (Xi) be an adapted eudiag wrocess, Ры] 
fà = іе > D: [X 2 n] m1, [4.1] 
Then (TL) is а seguesce of sinppimg Himen tel Tu | css. 


T.5 Definition. Let D he the «Лала of all bounded processes. Then 
"Ach process of Doe ів said to be Хоса уутаа. 


T.G Theorem, Let Xa Procesa with Xa € Fo. Then X is locally 
побы if end only if there exists a sequence [Tn] of stopping trmes with, 
Tha [ 90 such that for each т, X Io. 7] 13 bounded. 

Praf Put Ж, = Dj gin]: Then 654) is a sequence of stoppire times 
zuch that S, T 2o and For each п, Хоз = Ахас 15 Вашей, 
If X їн locally bounded and Rn} ina localizing sequence for X, then 
Air gu] іа bounded for each s. Conversely, if (To) is a sequence of 
slopping times such that T, T со and X Inr. із hounded for each n, then 
(T. AS) isa localiximg sequence for X. U 


Remark. Theorem 7.6 previdee a more reasonable definition for Ie 
cally bounded processes, In làct, it 15 not natnral to requira Xo € Fn in 
the definition of locally bounded proca. Since all licalization procedurca 
аге applied to clases of adapted processes but not to the elass of bounded 
Pioocezses, we reserve the requirement X4 = Fo Ют tlic sake of unificalinn, 


The nert theorem. gives some frequently encountered examples of hr 
tally bounded processes, 


т.р Theorem, Let X Бе an adapted сафы} process. 

1)0X = (Xi) ma Тоб bounded predictable Ютюб, 

2) X s= locally bounded i and only if AX da locally bounded too. 

3) Hf X is predizinMe, then X js Incaliy batnded . 

Proof. 1) Let T, be dened ва in (4.1). I is obvious that | X _ 
т. Tims X_ dg locally bounded by Theorem 7.6. 

2] ia ап immediate consequence of 1) ал Theorem 7.5. 


т < 
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The proof of 3) іа quite Шит sau ns that of the second amertion iu 


Theorem 5.38, О 


Recall thai A (resp, AT) is the mullecticnr of all 
integrable variation (resp. jubegrable nicremung 
А) i the collection all adapted procrsecs 
(resp. ndapied lecalti iniegrable тъгата 
18, since we are сосет] 


7.8 Defluition. 
adapted processes with 
processes), Then Алас (resp. 
mith locally integrable тарыйт! 
processes) This coincides with Definilion 5. 
with adapted processes. 

For auy adapied cudlag process X = 
the supieran process uf X: 


X; == вр |.Х,|. t = U, 
чї 


[X,] we denote by X^ = (Ari 


Obviously. X" is au adapted ineregsing proces, and A(X*) E A X|. 
process with Бле mart- 


7.9 Theorem. Let А = (Ad W an adapted 
А is ipenldy bounded |, 


ation, if А ia loculip bounded (ar eguivnlently, A 


ет А € Арм. 
Proof. Let (S4) be a sequenee 
and Afos] i5 bounded fur each ts. Put 


E 
T, = inf(t 2 0: f kA njim n L. 


of stopping times seh that 5, T >° 


Then Ту] со, and for each R 
"In 
{ АА = P A+ Ar. Hrs < n [AAT Mir, sal 


зя bounded. Tieiefore À E Anc- p 


T.10 Kheorem. Le: A 
atien. Them the following assertions оге ерше: 

1) À € Аы. 

z) H = > АА„ = Ax... 


3 c- ix AAT E AL. 
am. 
Аъ AT € udi. 


Pref 1! p2]23) ів trivial. 
3124]. Because АЕС. A = 


bounded [Theorem 7,7.1)). and C E Ау. Then А? € AL. 


= ГА) Be == ndapted ртик wtih fele vett- 


A +|АА = Ar +C А is larally 
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di). Let (5,) be 
А SUP а Mh 4 neguence г at ; А 
aud AT — Аб is integrahle for раст. EI" "E times surb that 5, f oo 


T. = inf = Ч i 
tzo: f HA;J2 nA S, пэт, 


Then T, f os anc mor ewh n 


T. 
ода PAIS fug ta adn њаз, — А) 
I$ integrahle, Therefore А c Ашы H 


TIL Defnition. Нос 
- : al that A із the i 
T MENS * colle : 
ш, e martiugales, A proces M E Ain ia oni all uniformly 
- тшу, a local znnrtiigale is an adapted н: | ë iiid үз 
vadlag proces, ln the 


Remarka, Ii is easy to scm that 


1) а {савр} marti : 
rc ingale 这 z У 
н E е 18 2 local martingale (by taking fm ав à 


5 
) & predictable local martingale із rontinurnts (ee "'heoremn б.З. 1) 1; 


ЗР M is a predictable loca! ; 
tion, then AM, = My as. for al £ Se al г: А чыш aria- 


51 if М, = Mg € = 
Ф: dz = Mf, 1 
(улг) ва а localizing ре, t) is a local martmgale [by taking 


7.12 Theorem Let M 
| ‚еМ ; 
only 3f M is of dass FE), 6 a 10041 martingale. Then M & М if and 


ғ ү [н F - 


11). Then My is i 
т, mtegrsble. I£ (T,) is в localizi 
i E M for cach n. For n < р x: а guear for AT, (hen 


ELM F] = M, 
Since j ° : wa = Муму RR. | 
dure (Miar, juza is uniformly integvable and lim Mar = М и 
由 一 ec ч 2 ME, 
Рае ЕА, A] ^ EMIF] аап — ao 
(Ыр, т — po ip (12.1) yields i 
EIM: |F] = M, RE Н, . 


name 
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$1. Tha Locklizgticon of Ulama c£ Processes 
"This means Af ig & martingale. Then M € t. O 


7.13 Theorem. Pet M be a oca! martingale- Then AM has pre- 
icta iection, and КАЛМ = 0). 
人 Te los immediately from Theoren 4.4! and Theorem 5.9.2). 
a 


T.14 Thenrem. Let € А, and | 
A = А am ae an, ‚ 
i Me. 3 no 
I А, А# is the aecessible jump pu 
mco AC ds Ehe nomiuuous pari af : P5 
ul А ig the totally inaccessible jump part af А (see Theorem 4.25) 
Then p 


АЗ ; ; di ja es 
1j Аба in purely discontirunus, A | 
2) À is continuous if and only if АЧ is а local Siam, V 
3) À zs purely discontinuous if and only if Аш = ü and 
„= i Р 3) can be easily deduced Fom 1}- (huy 1] s 
he justified. Let (Ta) be a sequence of predietable мөр Eque ing 
jumps of 4%, Denote H = щт. Ey Theorem 5.22 we 


|| Ime onini] < Е| f. eb дА C] = 0, 
iaol 上 кү 
ic. Éor almost all w reame dA (ur) has na charge outside Ur ale] 
E discontinue. s | 
мааи er o lera M A? ів continuous by Corollary 
3293) m 


T5 Theoren, Fe M € Ws Pan 
A= AM,- 
az. 


Then А € Арс, А із continuous, and А 

А = Mg T Á = А. 
(Hence M is alin colled а campenaated sum of jumps.) 
І Moarcover, šf M hos only оссєлнђіе jumps, then 

M 一 Ма + z AM. 


Prosf. The first. part follow from Theorem 6 de TUAE has only prs 
hle "ips, no does A. Since A is continous, А = А is Lem Е 
hy Theorem 7.14.2]. Therefore А = 0, and AM = М + A. 
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52. The Decomposition of Local Мак пдиев 


Т.16 Lemma. Let M бе а local martinanule, 
А = >= AM ам, еј 
aX. 


ange > 0. Pu 


Then À E Аһ. 
Proof 16 is well known that A ig аш adapted process with firite 
variation. Let (54) he а localizing sequence for Af Put 
T, —inf[! > D; |А — Mol > m or 5 JAA] 2 nf A Sa 
ms" 

Then 7, | ж and 

|4,1 = JAM, | x n + |Mr, — Mol, 

2. АА, c X LAA] + [A Am, | = =i А4 | = 2n + г — Mol. 

sm UT. 


Sime Jam 5, we have FE, — M|] c оо. Hence A Cu. п 


The Following theorem ix the hundamental theorem for local martin- 
gabs. Tt plays an inportant role in the theory of local martingales. 

T.17 Theorem. Ie Mia don martingale. 
M can be decemposed os follows: 


M = My-EU + V, (17.1) 
urere Ul 3x u locally bounded maringal! with Ug = È and |[AU| = =, V 


is u бомаш martingale with locally iniegmMe varialim and To =N. Further- 
mom, f M ds guart епот, D and V. can be chosen quqsileF- 
cnnubinusvz, having no common jum. 


Franf "Without loas of generality we may assume Му = 0. Pu: 
a=. 


For any given e 7» 0, 


AME] 


Thea А £ Ap by Lemma T15, апд V = А- À c Maas r = M — V 8 
Ayna. For апу predietahle Lime T we have 


E[A Mr Ir. |] = 0, 


Arf... = EA ATI T Fr] = EAT — АМ) |р]. 
Hut 


I Ex Д ЕЕ E 
HAT — AMpM e| = [AMT ам < 

11 The clus of locally bogaded martingaks ів the locAlizod chus of the clans of 
Lempied martingnies, A 1 


really bounded martingale is а local ruartimngsl= which in 
Маса honnded st Ehe sama tina, 


$2. Тїн Decomposition of Local Martingales 107 
thus on [T < co] we have 
Airi 5 p мг | £ [&Mr — ААТ 18А: Se аа. 


Fur any totally inaccessible time T on [7 < col we have A A= = Ü AS., 
aud |AUz| = JA Mr — A Arl € 2 In à word, for any stopping time T. 


“77-та e£ 33 
ig, [AU] = 6. Hence (7 ws A tocaliy buunded martingale. 
Tf M 16 quasi-lcfk-contimsou, à6 ip А. Then À 15 continuous, U aud 
V are quag-keft-eontinucus. In addition, AV = AME, aM S AU = 


AM Haasin E and V have no common prup. O 


т.168 Corolary. Let M be a bral martingdle. Then tis supremum 
process М" Є Ay. 
T.i9 Theorem. If M ја beth a local martingale amd à provess with 
fimite variation, ihen M € Vy; Te 
АА OE = Wi. 
Proof. Let M & My it Y, and be decompoeed as in (17.13; 
M = Маж U + V, 
where V € Fiag mnd U in a locally bounded martingale with Wh = 0. 
Since U € V is locally bounded ,hy Theorem ТЛ we heve V £ Ур. At 
last, we have M = MA. O 


7.20 Corollary. Let € V. À € А.е if and only y there emisia п 
predictable process В € V such that À — H ia n oeat martingule. 


721 Пейиніон. Let M be a loca] martinpale. M is said tn be 
purely discontinua if. Mo — 1 and M ean be decompased as follows: 


M = U +V. 


where U c MIT and V € МА... We denote hy Mise the rallection nf 


loc 
all purely discontinuous local martingale. And the collection of all con- 


tinucus ]осай martingale in denoted by Aig,- If we denote by MU the 
сюйюп of all continuons uniformly integrable martingale, then AME. in 
exactly the localized class of МЇ. Cmviotsky, we have Mi, = Mr. Tt is 


natural to define M = A п Mi. 


T.22 Lomma. Let M be ú loal martingale. If M is both contmtuous 
and purely discontinuous, Hen М = D. 


19g Local 
u Chapter ЪТ zu Marrings]es 
KO Since M € AM. M = I + YV, whare U € А14 y E Y. 
, np 


On the other hand 
7 Af Ë AME = Ај a. 


5.233) V & AST. Tr j 
intagrable А ] both continuuma and purely di d snch 
' inartinsale. Hence M2 = ñ for ӨЕ. n Cr Yaqa guare 

‚ &п = ü. Г! 


T.23 Corollary Lei 
- M d ` 
TRariingaies, and AM = A N. Thón M 1 purely discontinus local 


Vs. d k 


2.25]. Then V% i 
š Bor doe] = . - 
Prouj Wa have Therme, and V^ — - Th 


0 = V = yt. Vis + v 
[ +. 
(ut. by Theorem 7.14, Vds j 


8 purely di A DUX . 
It musi be that Vds — ñ ү disons and vus is continuum. 


° du. > 

ie. Иб С MA, Then уе = -ya pn 
F.35 Theorem. Let Af 

decomposed as follows: 


Where M* M = Mu + M° MÁS y re 

ете M^ & Mz ria i 

MR has P E ААЙ, has only accessible jw =s 
pt ке ii inaccessible jumps AMOUR 

` and Af — Anda ; i 

irrely dzsconte М-М ore called the continuous mart 

š continuous maringoie ран of M ringale pari and 

lare T we hane TeiDecifwelp For any stopping 


be a local margue. AT cmn he uniguriy 


(MT = try" nnd (MT 一 
Proof. Existence. Put PHP NC 


M = A#, + 1 
where [Т g АА? кы РУ, 
сш Amd] V oc Finen- 


following decoraposition: Ву Theurem 6.22.3), U has the 


= ие 0 ге, 


where DE = А42: rda 
= Mai Da E AES has | 
An lo. lus only sccesmible jumpa, aud [Г £ 


2 
А4 has ашу totally i ible j 
y inaecessihle jumps. Ву Lenma 7.24 
V =V°+ ys y vui | 
wiere pia ! 
агт E Уос» bas unly accessible Jupe, t + Vai Vs: 
znaccessible junpe. Put ° pes 


M" = 1 © __ da " 
. MI + 1. М — pp уус ра 
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Then M = Mo + M° + Mo + M їн the vequired decomposition. " 
Uniqueness, Let M = My M + M +M be another decomposition. 
satisfying thu requiremernia. Then by Lemme 7.22 M" = М. Thus id — 
_ NK _ MË has neither accessible nor totally inaccessible jump, 
De, MS - М“ i contimuouz, Again by Lemma 7.22. MÀ = M and 
Ar? m x | _ 
The last anacttion follows From the uuiqueness саву, (LI 


The next Theoret ів a supplement. ko Theorem 7.13, 


7.260 Theorem, Lei M be а purely Фасо оне local muurtingale. 
JF for al £ > 0, D [AM] < со AA, then М & Wha- 
asi 


Pruof. Put 
A = Y AM, 
nm 


Ву Theorem 7.17, we know A € Ay, Put N = A — À. Then N £ МА 
Ву Theorema 5.27.2) and 7.14, we have 
AA = РАА) = ҚАМ) = 0. 
Hence AM = AN. By Corollary 7,22, M = № and M € Уд. d 
Mow we start to define quadratic variation for loca! martinrales. 


T.2T Lemma. [et М be alo martingal. Them for alit > D, 
TAMY < оо a- 
put 


Prof Let M = Mat U V, where U € Мір and V € Wing- Let 
(T) be a localiziug sequence for M such that for each n, UT» Є M* and 
Тв c рр. Thea 

^M,Y x2 AU, + AV,Y 
о. M.) Bi | XA ! AU j 


zaf > (AU)! + [x aval] = p ав. O 


7.28 Lemma. 1) For ang M € АА Uere exista a зине predictable 
locully iniegrable imcrensimug process, denoted by (M, M) or simply (MI, 
such that M?— £M] € MP, s. 

23 Fur any M, N € MES here exists a unique predictable process wath 
LocaMg integnalile warcrtion, denoted by (M, N), auch that M N — (M. ne 
М? 0. 


z 
Proof 1) isa special case of 2j. We are to show 2). Lat MN £ Ар 


and (Th) be a common localiping sequence for M and №. For cach л 
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(M Moya, UN Л b wol defined, Now picec them together into 
a proce38; 


ox m _ aim 
(M, м) = момо + У (M — My (N — No) Hg, n 


where Пу = 0. Then it is not difficult. to verify that (AF, My) sxtisfies the 
requirements O 


Remark. Similarly to the remark after Definition 6.24, if М c АЁ 
їв quasi-leFt-contimious, then £M) is comntiniloue- 


7.29 DeBn!tlen. Le M asar N be twr kial martingales, AM anl 
М" be their continuons nartingale parts vesaprestively. Defe 


[M.N] = Мала t {М NT) + MAAF. A N.) (59.1) 
эш. 


DH, N] ig an adapted process with Bnúe жагар. In particular, |М. M] 
is an невр increasing proces. Tt ін abeo denoted simply by [M]. 

[M] is called the guadrotir wriatinn of M. Tt in ралу to Bee that 
M = D i£ and only i£ [M1 = , M £ MT, H and ому i£ [V] 3$ continuous. 
M E M. iE aud only if [M] i$ purely di&enntinuua. 

[AT] is called the quadratic covariation of M and М, E M.N € 
MË, by localization we know that [M, N] € Aw: and (M, №) is the dual 
predictable projection of [M, №], in particular, [M] € АЙ and (M3 in 
the dnuai predictable projection c£ [M]. In general, бог M. IN € Mi, if 
M.N] € A... we Пейпе (M, Му as the duel predictable projection. of 
[A£, V]. CH, INT) is abeo called Ehe predictable quadratic emanation oF local 
murinpgalcs M und W, and (M) (if M c ME she predictable quadnatic 
"ariation of M. 

Н is easy to see thuat [M,N] (esp. (ME, ЛГ}, easte) is symmetric and 
bilinpar im AM nnd МЇ, amd fer any Rtopping time T, 


[MTN] = [M. АЁ (esp. (М, NY = (M, МЕ 


T. Theorem. Lel M be Local 1nartingeie. Then „ТМ zs m {МГ 
integrable increasing process, 


Proof. Since 


.———.. 


we may xsaume Af, = ü. Le 


М= + v, 
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1 inequality 
Tiecansze Kunita-Wabanabe inen 
c MZ yand V € Уи. 
Aida for ia аеаве eovariatian of keal Immartingules, we have 


An < VU] VY ТТИ s УТО] + VV] 
— 1 1 
015 [EOW < + үл EIA 
Sino: 107 £ Ды ana E |А, € Ai. SIM] E А. E 


j лаек TREN 
. Let M and № be tus local mating ! н 
[M кү! em adapted process with. fuste vüriubion such Шаң MN 
[MN] € Меп and A[M, N] = АМАМ. —— керди 
Proof, At frt, we show that MN — (М, N] is в local martingale- Tn 
is end. it sufficas to desl with the сазе of M = M. We usay рео ачр 
ba Let. M = E + У, where U is a locally bounded martingsie 
Us 0 апа FẸ Voc d- We hare - 
м2 - [M] = £? — [U] 1 v? — [V] e 200 ~ E. V- (31. 
ч "V — [t^ V| E Misco 
Д Ë Lemma 7.25.1), und UV — (E, 
ER eiie sit P D the ferma of integrata by parts, we 
ni = V, dW- 
vi- i= VP- АЎ =? | W 


3v 
Since V is locally bounded, V? - [V] € Mii by the localized Theori 
Ë Б. aee by {31.1) we nbtaiu м? 一 wA AA- 
ú i jg trivial by definition. | 
Sis AE у руш: with finike variation such that 
Map Ата and АА 二 AMAN, Then À — LASTS contio 
"s * = ‚АГ. 
and A — [M.N] £ Woco. By Lemma 7,22, А [ar N] 


i | M e M” if and 
2.52 Theorem., Lei M be a ГЫ suurtimgele. Then 


ms sufficiency needs to be justified. Let [Ta] be а 


ing time T. 
localizing sequence for M? — [M]. Then for awy stopping time 
EMi] = EM lran Š EIM |... 

Пу Faton's lemma we have " 

Е| мге] = ЕМ). < оо. ( L 

: 7.12. n 

This implies thut M is of dass 12), and M age by e Арай 
by (32.1) we have sup E|] € x. ie. M € M. 
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7.33 Definition. Let M and N be two loca] martingales. If MN € 
ыо, ie, [M,N] = Vien. We say that M and MN are тиши ortho- 
gonali and denote it by мім, 

H M € MIL. N EME, then [M, N] = 0 by definition, ic., eYery 
purely dicontinnaus юса] Martingale ів orthogonal to every continuous 
local martingal. Below we will зһ that this property can be nned to 
characterize purely discantinnous or continuous Ика] martingales, 


T.34 Theorem Lat Af be 
Urthogonal ko euery. confisus 
Firmus. 

Pruc Let wf = M? + M, where М“ E Mico M cM Put 

Ta = infit > 0:|M*| > n). 
Then T, | So, and for each n, [ Af=YTS із а continuous bounded martingale. 
By Ыш sasurmptinn we have WT = MTS = [Af (M*)79] € Ао: 
Since ((M*)T*5 iu nop negative, it must be (ЛҒ) — n [see Problern 


T.G), Le, (M* 7 — 0. Hence M* = 0, and M = M is purely discontinu- 
(yb. ri 


& focal заштітырие with Ma = 0. ОМ ъз 
bounded martingale, M is purely discon- 


T.35 Theorem. eA be а ioca? martiugale, IF M is oriliagonal io 
curry purely discontituaya [oral mturiingule, M is continuous. 

Proof. Let M = My + M° МЧ, Then AF M = (Mot M*) M (мү, 
By the assumption, M M c M. р. But ( Ma + M^] M9 Е Ausus. Heuce 
"МЗ! = Miss. Tt must be ЫЯ — D. M = Муч M^ isconinmpous, D 


7.36 Theorem. Lei M Бе a loal martinpale. f Af is orthogonal jn 
every Gowtded martingule, Men M = 0. 


Proof Apparently, M; = ñ. Let (T4) be a localiziug sequence for M 
and N be a bounded martingale. Then by the assunptien we have 
[47*, N] = [м, Ne] є Miu, 
ie, MN € Mya. But MIN is of class (D), во M?- V E Ata and 
Elifi №..| = E| Ma No] = 0. 
Since Лт € Z, amd Ma шау he ашу bounded v 


have Mz, = 0 as. Hence MT^ = 0 for earh n. 
àM-ü. n 


-measurable r.y., we 
Letting m — co vields 


7.87 Examples. 1) Let W = [WA] be a standard Wiener process. 
Then W i n continuous weal martingsle. Hy Theorem 2.69 we know that 
(WZ — t) is a (locnl] martingale, therefrre 

IW. = Wy =, i126 
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2) Let P= (Pu) be a (hursoueneous) Poisson. process with parameter 


1. Since (P, — t) is a (local) martingale, the dual predi:tulic projection af 
P is 


Hence put 
M, = Р, t, Ё = i, 


N —(N,) is a martingale with locally integrable varintion: N Е УЛ. (А 
is also called a compensaled Poisson process), and 
[N = E CAN = V(ARP-ASAPIP Ё 0, 
at s az 


(Му, = [N| = b = +20. 
3) Put L — W + N, M = W N. Then L, M £ Mf p. ний 
[E.M] = W], - [Wk = Р 20, 
Le, [I.M] € Мьон ЬШ M. But 
Fr= M: =W, IH = N = —MSŠ. 
Тын illusies that oven though L and M аге mutuslly orthogonal, nej- 
ther L^ and М" nor ZŠ and М“ need be mutually orthogonal- 
T.98 Theorem. Lei М be a locui martingale, T he a stopping nae 
und É be a real Foy-raeaaunable r-t.. Then 
N - £M — M") 
is m local martingale, and for «ny loch martingale L, 
|, £] = 60м, д) — IM. EJ). 
Proof. At, first. wë gsanme that M je a aniformly integrable martingale 
and £ in bounded, Then for t > ü. 
ENa = БЕ {Мы 一 Mr = Б (Mo 一 Мт к i] 
= ЕМ, 一 MrMAE]- £ima MM 一 Мыр) = М. 


ie, N iz a uniformly integrable martingale, 
In the general cuac, without losa of generalizy we may assum My — б 
Let ГТ) be а localizing неццепсе Tor M, Put 


Sa = F. Тра 7 L. 
Then 5, Гос and [S,) їз а localizing sequence for №: [ur each ть, 
N9. = (М — MT = Eleje M — МТүп 
= ера) M77 — MIT) € м. 
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Finally, for алу local martingale L, put 
A — EM I — As, L|T 3. 
We have АА = ALMH, — [M, LT)  £A(M — MT)AL = ANAL and 
NL- A-£(M-HMT)E-£([M, |] [4 £.]T) 
= Мя [ME (ML [M.L] - EMrIg ut - L7) 


is a local martingale by Theorem 7.31. Again by Theorem 7.31 we conclude 
á s Ix. I. 口 


$3, "The Characterization of Jumps o£ Local Martingales 


T.38 Definition. Ап optional process X = [X42 1н said Lo be fin if 
[X 3 D| is a thin get. А typical example of shin process is the. jump AX 
of ап adapted сааш procesn Ж. 

For any thin process A = (Xo, if for all t > O, 


E |X|% as, 
а*.Ё 


we de&ne the этти от procesa DA of X ағ ЖОЇнуллы; 
EX— X, œ (EN = E An ®гф. 
az at 


TX їн an варі process with finite variation. In fact, T[X x 0] = ОТ]. 
where [Ta] iq а nequence of topping times with disjoint, graphs, thm 
XX = x A, Mtr, cal: 


In reality, we have already enecuntered the aurmmation procenses o£ thin 
processes for many times before. 


т.940 Theorem. Le M EMEL. 

1) Af = її if and only if ELAM є AT 

2) Af E Men if and only if Y.| A M| E Ау - 

Proof. 1) folles from tbe localized Theorem 6.22 and Theorem 7.32. 
2) follow: Їгола Теге 7.15 and 7.38. 0 


T.Àl Lemma. Lei H be a Hum process uilh Ho = 0. The following 
assertions are еше: 

1] A2 V EH? E ДА}, 

2) B = E( yag + 1н) € Ab, Por any b > D. 


— £ ааа 
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= Б. CAL. 
сат" |н| "^" 
4] D = X(1 — 1 + HY e At if H > —1. 
Proof. Smet 
н? 1+5 ИН? Ë... 
CBE (1 +} A eA T —& Pig ja 29 = [1 +i + pus 
we have 2])4—535 imiuediately, Noting that а y > —1, 





амтат VA 00 


we have two ronetantg F, > 0, Ку > Ú such that 
pg 2 
K — {l-I ty eK 
Therefore, if H 2 —1, 3р4). | 
2) = 1). Let (54) be a sequence of stopping Limes with 5, T eo such 
that E|Bs_] < сю, Then À E V*. In fact, for all £ > 0, E IH, cn 
Lu 


15 ошу а aum of a Hite number of terma, Put Th = mi[f > 0: À, > n]. 
We hawe T4 | oo and 
Ar a.s, Z n + Š Ат As, ЕЛ + [Ит as. S n + b + Bs... 


Hence Elän ns | < x. апа À £ AE. 

1) = 2) Let (54) be a sequence uf stopping times with 54 T ос auch 
that ElAg < œ- Then В € VT. In fact, for all E > ü, b РАНИТ 
is only в кшп of а Finite number of terms. Put Ta = infft > Ü : B, zn]. 
We harce Z4 T co and 

Вт s, = n + Alhan En F + As, 
Hence Жтт лз < co, and B € Ake ü 

The following theorem describes the characterisation for jumps of local 

martingales. lt is also a fundamenta] result of local martinpgales, and will 


play an important role iu tlie theory пЁ stochastic integrak. Lerma TAM 
provides à useful technique when this characterization із concerned. 


2 
2M E > 一 上 
url 


"AU Theorem. in order that a thin process H be the jump АМ af u 
local martingale M itis necessary and sufficient that 
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i) PH = 0, 
i) VEHI е At. 
Рт. The пеп ылу 


ЃоНоъг kom T heure 
SuBicieney, AE Brat, "m remm T.13 and 7.30). 


了 i we assume X? Е A+ 
ЗЕР Еде positive Stepping limes with disjoint 
Ur] and each 


i side be а sequence af 
ямәрріш graphe such that [/7 z f| — 
I, ia either prexlctable nr totally inarcesaihlz. ы | 


А" = Hr. Tt, xp М" ЗЕ. A" = An. 


os às in пы proof of Theorem 6.22, we know Lhat the orthogonal seri 
770m A nonverzes to an elemeur Af t ATH and H = AA С 
` Now we нашия BA? € АР, Ler topti 
with T, T se such that (En ys 


М" бє MS ach that АА" 


{Ta} be a sequence ni stopping ti 

prung times 
= Hina. By Corollare 7.23 we have 
(мүк = М", n > 1. 


Then (M")551 сап he Faeced together inta a procesg 


MI > A таф ГТ, = (n, 


Qiyinusiy, M € (ME ы = Mi and AM -= Н. 
H EU] € AT... then M = EH (ре Wine and 


AM = HH = H. 


Mow we are in в position {о deal with the general ease. Put 
Е ? | 
4 = EH?» К = Ніра H" = A —R, H' = H н" B = X|&] 
It із not difficult Lu вее that F!” um | 
: > H” aud ZI arc thin pro nr H” 
147] = 0, Since VERT < 4 4 ү nin 
р, v = A, by Theorem 7.10 we have B c At- On the 


БРЕ £ ENIKI) S È e At. 

Thercinre УА" = Az. А 
„ Ther exists Ag" d | " 

Became | HP]? = 2(|5]2 + | € "Mti. Such that AM" = gr, 


Ер), EUT? £ pt Sings pr = Ú 
I” = H _ E | 
L= f - R +I = Яры Ауыра || = 2. 


Hence EUF c A. amd there exists. M" 


Z 
Then Af = H't M ig € My. such that AM = gp, 


the required lica] їшат пка]е, 口 


Кр Let H be п ihin process. syeh that PH = ñ 
ere frrats M G Aq гру A 424 | 
бера HHT E AT (resp, AF). Мер. Ай) euch баб Н = АМ if und 


—————— d ————— " 
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2) There eriste Af £ Wo prop. Wico)! sech fhet H ~ AM if and andy 
УН |е At (resp. AL X, 


Problems and Complements 


7.1 Let P be a stahile vector apare nf ndupted »rnceases such that iË £ ie 
я bounded Fo-measurable г-у. and X, = £, then X = (Xo) € D. X E TA. 
if and ошу if there exists an increasing sequenec (77,1 of stopping times 
with T, | ос such that for each n, XT*£ so € D. 

T.3 Lot А be a prafictable process with Guile variation, and a Z 0. 
H [АА = —a] їн ап evanescent set, then — ш в lacnllv. bosurled 
pTrezgess. 

7.3 Let M be а local martingale. H Af > and ЕЛ] < ос, then Af 
is а supermartiugAle. 

T.4 Let M be a local martingale IÉ AM > 0, M ie quaai-left- 
EKD tarius. 

TH Let. ЛГ be s continuous local martingale, und T be a atapiriug tire. 
Then fer almost all w Є [T < cc] either there ыхівіз g > ü such that M (4) 
ie eonataut ou [T (ar), Tio) e], g tere exist two sequences (i) and (54) 
with ta | Tia) and s, | T (uw such that for all z, Spic EÉna4] € Sn € lu, 
Mi, (a) = Мт y [ura > oM. (22). 

T.8 IF Af € А.о ind M > Q, then А = d. 

T.T Each cadlug supermartingale X can be uniquely decomposed as: 

X edi — A. 
where M is a local martingale, and А is a predictable increasing proecac 
with Ав = 0. Moreover, if Ж > 0, then A їн integrable. 

T.M Lei M C MEL. M 2 Ü and шщ. M, = Ú. Thun far any a > 0. 
М 
ч” 


Pisup|M; > а | = 1^ 
z 


7.8 Let W һе a standard Wiener process and P be a Poisson proresa 
with parameter 1, Put 
M,-W—BR-u >Ú. 
L= МЎ, $ = inf[z 2 Ü: |M,] > 2). 
Then Z із a bounded martingale, but LE ан not 3 bounded martingale. 


T.10 Let M he a kealy bounded matingale. Then for any local 
martingale A (M, А existan. 
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T-11 Let M be a local martingale and T ben aluppitg tima, Seb 
Gi = Fryn Mi= Мт, тер t> 0. 
Thon 
ly = (WI) isa {9 -local шағіыра[е, 
2) [M]: = (мере. — [Mim + М үсе, 
3) М, = (Мт, = ты. м; = г РА aw MF Mirea] 
where [M], M^ and M are all defined w rt (£8: ). 
T2 Let MN € Му, 5 = ift > 0 : [M|], > 0] and T = inf[! > 


: DEN], > 01, Then [M w]? = [M][.N] if and anly if there exist (wo rv 
5 & Ys Bnd g € Jr such that IST = ec] = [S = Tag and | 
£ #0, ҥж®ї, £M. gN — n nH [5 VT « x]. 

T.13 let M.N € ME S —infft > p. n '= j 
0: (9); 3 0) loc inffi 2 ОМ 0) and T infit 
ИМ, NYE - (MN then there exists a rv, £ E Z. 
| j Y, 3 [resp. y é fp 
such that [E = 0](resp. [n з ay2isvTzxp- [S= T = ac] El ' 
ЕМ -- м = 0 ( map- Af 一 ny = (n “п [8 v Tc exi]. 
2) F there exista д rwy. É € Fe (resp mc T 
| : m. ; = FT) auch that 1 ü 
"resp. Br # 0]) = [9 v T < oo] [8 = T < ox] and dl 
£M – N =й (np M-N = 0) оп [S v T' = >], 
then (M, N}? = (MHN). 
7.14 Let М be а local mantingale, and F be an optional set, Then 
the following two maertiona ape equrvalezus: 


: 11 M = М+М? where MI, М? g Als, AMT = O and AMI, = 


2 PCAM Eg] = 0. 


-= —=——`. ü9M4 — —— —À 


Chapter VIII 
Semimartingales and Quasimartingales 


31. Semimartingales and Special Semimartingales 


8.1 Definition. А procesa А = (Xi) is called à semimarézngquie, H А 
сан be decaompoee as follows: 

X = M+ À, [1.1) 
where M is а local martingsle, aud А is ап adapted procesa with finite 
analion. Apparently, & semimartingale is mti adapted сайн т 
The class of all semimartingales is denoted by 5. Obvioualy. S i stable 
vector apare. In addition, ЇЇ X із a seuatnartingale and T i: а stoppbing 
timc, Меп 

3X4" = Xipri 十 Хт- Tre] = XT - AXrIfpr ai 
is also ú seramaartingnla. | : 
Bv the (undamentsl thenrem for local martinggles (Theorem T.17] wc 
kanwa ЖЫ in the decomposilion (1.1) of а ветпітбагіїидађе A we may аз- 
mme (hat M ів а orally bounded martingale {суба the jump mn íi M 5 
bounded), Bus he ceninncas martingale part АТ" nd doc not depen 
ot the decamposition (1.1), and is uniquely determined by X (Lemma 
T.22) We denote ib by X", X" [к also called the бліны marl ingil 
ЖР nf ветпипаг1йда]е X., It ів easy to see for any stopping tire T 
! - п cy 
(XTy = Unt, (xT- y = (К, 


8,2 Definition. Let X and Y be two semimartingales. Detne 
IX. Y], = Хо  (X*.Y + TIAX AY. ? > 0. 


[Х.У] is ап adapted proccss with nite тагай, aad is called the rem 
tir roveriaiion of X and Y. In fact, by Lemma 7.27 and (1.1) we know 
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that for any nemimartingale X and ё > ü 
(АХ, ) cos as., 
а= 


[X. X], also denoted simply by [X], ів an adapted incrensing process, and is 
vallet the quadratic varinfium of X. Tt ls ceay to see that for amy stopping, 
time T' 

У уў", YT] = [x Yj, 


F [XY] = A, ite dus predictable projection is denoted by CX, Y), 
is called the predictable guadratic eoturintion ot X and У. In this cuse 
we say that LX, Y) exists. In particular, i£ [X] € AL. its dual predictable 


рес юл ki denoted Ly (X), and is called predictable quedratic variation 
o X. 


гані 


It easy to see that Kunita-Watanahe inequalrty holds 


а Sa umimartit- 
gales. 


8.3 Theorem. Lej X and Y be tusa demimgrtingales, H und K be ruo 
regsureahile processes, p and g beg pas of лийде indices, Then 


aTi y 1 AE 3 à ë т E. 1, 
NS: la x, Y], = "n" Н.Х] | „К )U* as. (3.1) 


E| - а.к.а, | jua HAT. X "m | at , 


(3.2) 


Hemark. If (X5, (YY and (X, Y sll exist, we have the rorregpouring 
К unita-Watanabe inequatity- 








8.4 Definition, А sermimartingale X is called a Speezg! seniurmariin- 
mule, 3f it can be decomposed as follows: 


A cM + А, 


where M is а Iocal martingale, and A ë an adapted process with locally 
integrable variation. If the special seminm&rtingale X has another decom- 
posin: X = MN + OB, where N Ласа шаг пас and ° is an adapted 
proress with linite variation, then E must he an Adapted procera with 
kwally integrable variation, tno. [fu fact, H — 4 = M — N isa luwal 
martingale with linite vuriation. Пу Theorem 7.19, FB- AE VV. and 
hence P € Ao. The class of ail apecial sermimartingsies is denoted br, 
Urriousdy, Sy ін а stable vector apace, 


B.5 Theorem. Every special sernmimarimgal: X can be uniquely dc- 
composed qa follows: 
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X = M + À, (5.1) 


: i ih frale vari- 
i ingale, À is a predictable process im 
zh ылы iA jdn ше call this decormpostiton the соттаса 
aliu = ü, 
iun of X. Ж 
eodd Let X = N + В, where Noe Mio and EB € Акел. Putting 
A-B and М=М+В— Б. we obtain ihe required deconmprsition (5.17. 
= = " i | 9 
The uniqnuenens follewg fram Remark 3] after Definition T.11 


The following theoren gurea several масі eharacterizations for special 
semamartingales, 


В.В Theorem. Le! X іт о semimartingale. Then the follaunng state- 
menia are equivalent: 
1) X ds a specia! semimartingale, | I 
2} vix] is p locally integrate increasimg process, И 
3j X* = (X?) is a Госайу integrable increasing dire "— 
Proof. 1)=22). Let X be & special c poe t s 
һе jte canonical decomposition. By Kunita-Watanab« Ineq 


Дх] s [мї + A] e [МА] = м1 Vial. 
Because TM] є Ak. (Theorem 7.30] and МА = VAAT z g|AA| € 


Д ] a 十 

AL, we have x E Батат | i ‚ - 

уз). Let y [A] E Аш. Since (AXI € JE(AXE £ VIRI Es 

(AX) + (X_)', and X. ів locally bounded (Theorem TYTN, we 

K- € Ato mm 

1] = Here M £ АТ: rz En 

2l) Let X* € Aj, end X = M + À, W : 

a ы e A. (Corollary ТЛА), we hava А? € Ae. Furthermore, bs 

Theorem 7.10 we know À Є Ape- Hence K € p- 


irnata pain їз п speceu[ sew- 
T Corglary. А lomlly bounded semina | 
= ho In or а semimartingale mitih bounded jump ar a prt 
i ' - - 
dictable seviirrartingale is a special semamartingale. 


Б.Я "Theorem. Let X bea apéctal semimartingale, and X - il p 
be нз canonice! decornposttion, Jf there егіяія n БЕ "Sa 
for any predictable time T> ü, AX] E C as, then А | > - 
Prouf. Let T > 0 be a predictable tiig. Hy Theorem 7.13 we 
ААт = БААТ] = E[& Xr 一 A MrlFr] = ElAXrIFr- ] +- 


13 
"Thus [A Ar| ж C а-в. But AA із predictable. Therefore LA А| = E- 


v = (Vi] їн an adapted proccas with finite variation 
К" = XT- — FT js a samimarti 
Неке each (X - V 
A = V itself ів а speci 


semimartingale Heuce Sy. = S. 


change of time. 


Mg = D, and A is an [2 
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8.9 Corollary. Let X фе а quaai-lefi-confuota [resp. continnpus) 
special remimnrüngale amd X = M + À be ita ennonical Üccornpastlium. 
Then A is continuous ottd M is quasi-Ieft- comtinunus (resp. ronbirubts). 


58.10 Theorexa. S and S, arc stable under localization, ie, Sy, = Б 
and (Spline = Sp- | 
Prof Let X є (Selis, and (T,! be а localizing sequence fur X. 


Without loss of generality we шау asume Xj = 0. Then each X^ ыя 
zpecial semimartingale, Let 


xT == M? + А" 


be шя сапошыш decomposition. By ine un 


e iqueness ы canonical dec 
sition we have d 


[Arn yi = M", [Am lys = 4". 
Put 


тау ач) 
М = qi = à 
E» МЭЛ, тур ма а лл (26-0). 


Then M is a keal martingale, А ів a predictable poces with finite varin- 
tion, and X = M +A, ie, X iB a special semimartingale, Hence (S, = 


ee 
T o let X E Sy, and (74) be a localizing sequence for X. Since each 
А" € S, X is an adapted са ар process, Put 


M = АХ Ë >= Ü. 
E Ë, m^ [ р = Ü 


. Then each (X 一 
^ ngale, and its jump ia bounded by t. 
" is в apain] semitartingale (Cnrellury 8,7) and 
al semimartingale. Fmaly X = IX — V +V ina 
LI 


Finally, we ahow that the semimar:ngale property ks stable unter 


8.11 Tbeorem.  jissume that X ita semimarizngale Let T 一 


x 4 change nf time, and for each + = Ü, r gx. Put m 


Yi = Xa Ú = Fp, F > 0. 


Then Y = (Ye) dà a semimartingale wri 一 (6). 


Fmaf. Let X = M А where M is an {Ж} юса] martingale with 
jarlapted process with finite variation. Then 


Y=N +B, N= М, В = А, i28 


¿us a. 
wui- == 
—— 
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| | ite varimtion. Ti 
Drocews with fipite varin 
ишу, B = (80) ie a (Gi-mdapted prosas with nite Уны a 
maie 6b show that А = (№) із в ачинна. а те 
же ча equeuce for M, i-t- iut earh n, M^ is а пшнш 
localizung, н : pde 
[F -martingale. Put 
T, =intlt > U: t >T. nx 


= Ü. each Tea iS А 
Since fur ewh £ = nm Ж t] = n > ТЫ] € fa Gy, ы 
[Gr -stopping time, and Ta t 2с. Pu 


М = MI = Mami Ü. 


n 1 Hormly mt- 
Dooh's stopping theorein wë knew that M" d oe eR ч 
= mis 
с бе (ga martingale, Furthermere, we have [Га > 4 


_ oe au ПЁ. ы 
Nar 7 Maan Дый” Mala = Pr eur 
ши] : ! 
7 = WeT + Мур, 
NI = Nto nA + Мет = Nga + Nr ra 
一 NA + (NT. m МР Mp, sa: 


N is n (Get 
This megmk ла dg a (G: )-seumimartinmalo- By Theorem А.Ц гу i & (08) 
semiuartingule, — Li 


$2. Quasimartingales and Their Rao DecomposiLions 


z Thfüzütion. Let X be zn adapted cadlag ргбпгенн. X is called a 
ош Н for all t > Ü, Хе integrahir- and 
qu ^ 


Му = sap ( S! EX, — ЕХ ЛЇЇ + EX] «aoo (RD 
did i 1 i= 


= coo = ta < Fen p В finile japonun q. 

е e ГЕЙ over the set of all Bnita: partitions nt 10, nel. s 

ш слон calag process X ia noi а quagdmariüigale, we de 
an adap 

Yarl X) = А00. 
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Let X be а uniformly integrable martingale. Then 


Маг) = нар ЕХ, = EAn l] < oo, 
: 
and X 18 в quasimartingale. 
Lel X be a nom-neynitive cacllag supermartingale. Then 
and hence X їч а quasimartingale, too, 


Obvirusiy, if X and Y are two quasimartimngnlea, sn is X L Y, In 
addition, we have 


Yari X 4 Y) Z Vari Xj + Vari Y (12.2) 
The following thwarern is called Ran" decomposition theorem for quasi- 
miurtingeles. 


5.13 '"Fhenorem. Lat X he an adapied cndlag process, Then X ša 
а quasimarüingale if and only 


17 Х i the diference of hua non- пера Ёре 
cadiay supermartnoales. fn ihis гахе X cam be uniquely decompose as 
іо: 


X = X'— x". (13.1) 
"here X" amd X" nre Pun non-uegnlite апда rupermartngales such that 
Var( X) = ЕХ + X7]. 
[13.1] is called the Bao decomposition оў gnassmartingaie X. 
Proof. The suffiriency is trivial Wa are to show the neccaaily, Let 


Х be а quasimartingale, and z :+= < à «o cd. < оо be a Bite 
Partition of ft, s; [. Put 


(13.2) 


n-li 


Viir) = E| E (X. – ва ре + хал], 


(ту = [5 (Xn = Ехо |У xs]. 
For i < š < u €i ye bave 
(Aa 7 E ТАЛ” = (X, - BINA] в. [5] — E[X.|F.])* 
< (X. - BIX,[7,]* + (E[X, ~ E[X A ]IF;])* 
= (X,- ELXAN + (E[X, - ЕХ.) 


Fenr 
ЕХ, T EX. ANIA] < 
ЕХ, ~ E[X,17,]]* F] + EX — EIXE IA]. 
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In the ваше wiy we have 4 
i EX |] = EG. ELX LEE + ЕГА. 
Therefore, il partition r! is а refinement of Partition т, 
Urin € Urs Пт} 0 (T). 
i iti of [t 3x1. 
But for any finite partition 7 к | 
| Ет} 5 Мах. Ej) € МАЦА). 


iei [ [t. oo] 
f all finite partitzons ti d 
= 4i t purtly ardered sat 1 А г вй U 
Then ш the s xd in FJ. Their limits are denoted ыс йг 
Уут) and Ur (79 converge Шо, Ее) and UP = евз зр {т}. 
respectively [In Ist, U, = papap t 


а = t. 


EONA = BUE (x, - ED РА) + 24, TA 


全 一 1 + XV 
一 EX, Mull + As 
=< EX. 一 E[X4*.]* + iU. EKA na. 
= LHF] = Е. nu 
' ha 
wher Fis a hnite partition of Is oo], Thus we hawe 
ELIA] & С. 63 Е 
| hé ввше reason, 10 

Ln n ive aupermartingale. By t Me е 
у п шы too. Ву Ет” шийи there 


[or alust 
В г d LX? auch that 

I artingales (XI) Bn 

non-negative саар sperm 

all ш we have 


А а € lua Ur ian 


ior all f 2 0. Since for any finite partition т uf |6, ec]. 
X, eH 17) 54 ун 
= Ur — U" as- By the rughs-consinuity uf км We | 
xc ат. T the right-contimity cf X, X' and X" we c 
aikaa ha kom X' — X". Moreover, 


ы : r й] 
Масх) = тїр кт) + Ug? 1 = к\т + Us 


= . һ 
лє! +8010 


= Var X^) + Var( X”), 
Dv virtue of (12.27. (13.2) ПЕ, 


vadlag superrrnrtinzale 
theorem we know im 


Mogale wrt. (35). Hence Y шд quasimarling 


By [12.1] we have 
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What remaina is to show 

AX! and XË are two nor-negative cadiag supermartingales such thar 
Var(X) = E|X! + XE 

For a < t. 


МЕА, = EX] - X15] вх? хау < FXI- Xe, 
Whencr it ja easy to deduce 

U SXG ЕНДЕШЕ] < Fix! — Xj]. 
H^ is a nun-negative supermartiugule, and ХІ X^ i А non. 
negative сафа supermartingale. By the same reason, X? — X? ja а nbn- 
negative vadiag supermartengale, too, Hy the asumption, E[Xj + XZ] = 
Vaa X) = ЫХ + X$]. hus X1 一 Xi = X$- Xy = Ü ан. Furthermore 
or all i > Ú, XE — Ху WE - Xj = ü as. Then X! = X' and X? — Y". 
О 


Hence X! 


8.14 Theorem. Assume that X ise 


quasimaurtugale. Бейт = in] w 
& change of hme, and for each t = Ü, т 


=< 50. Ры 
Үт= Xa, =, ЕР 


Then Y = (Fi) is a guasimarfingale wrt. (g). 


Proaf. By Theorem 8.13 we inay a&cume that 


{wrt (253)- In thi cese, 
mediately that F in a non- 


A ів а Dou-negative 
by Dooba stopping 
перАїгле radlag supermar- 


Ме тті. (4). oO 
The quaaimartingale 


property 15 stable not ouly unrlor change of time 
1и also under ceductian 


of filtratina. 
8.15 Theorem. Lel 


(Gi) be a filtration satisfying the usual conditions 
such that fov ench t 2 4. 
and (96 -adapted 


[м C Fa- Suppose X ту шл {Ту} -quaatmurtingaie 


Them X iag (б, )-quasirartingnis. 
Pref For ü н =< £ = пыз, 


ЕХ, -ЕБХ, | = ПЕ, - хых, |0, 
s E[E[X, 一 Х| = ЕХ, — Ex... 


Yar[X)(9;) < Vart X)07,) = oo, 


1s, X in д (Gr-qussimartingale. O 


the uniqneness. Let Y = X! X?. арн 
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8.16 Definition. B C $ x R із тей а set af їлїєгрї Ippe Ш һе 
к а non-negpative z-v. T euch that fnr each w the section. B, 3s |0. TA 
ar 10, Tie] and H, # ñ. 


nal set of interval type if end oniy if 


8.17 Theorem. H itant opta 
(17.1) 


In = | 十 Лот 


F £ Ху and Tg > 0. 


when: T' 15 a stopping time, 
aj We want to show the necessity. Put 


Proof. The sulficieucy is triv 


T(w) = infit : [u ty В, i7 
F = fr; Ti X. iw, Tiy) € Н". [17.31 
= 1, we have 


ime, Sime Ip = 1 —= ГВ T Te] 


Then T is a stepping t 
口 


Foe Fr- Now it is easy to verify (17.11 
8.18 Theurem. The jollnnng statements ате equivalent: 
13 B isa predictable set of inderual type. 
3) Ја = Erg rg t ir отр where T ira mopping time, F E Fr- anc 
Tp > Ü is a predictaMe tire. 
3 B = 110.74, wher: [Ta 
times (gb is called а fundamental seguevtee fer B). 
Proof. 1)-22). Let T and F be deüned by (17.2) and (17.3). Зтое E 
in predictable, we have Р Є fı- “ine [Tr] = [оТ п B* is predictable. 


Ту is a predictable time- 
2)23). We may suppose Ec [T ce]. Orçherwise, we ny repluce F 


by FIT < cx], and (17,1) remain true. Let (8,3 he a sequenec of FtopmuE 
times foretelling Tr. Put Т. = 8, АТ. Then it is stealghtlorwand to check 
E = Ei, Tat. 
Ti 
中 = 二 is омий. 口 

Let B be an optional set of interval type, шкі X be 
n procegs defined on B (i.e, X Im i an ordinary process). Ш there ілін 
an iucreasinr sevpuer: C PP. of atepping times with T, 1 T (T is the debut. 
of H7) and а nequeuce of seruimartingales (X7) euch that 

110.712 HB aad (X Ig)" = UC ay. (19.1) 


is ап inpreasimg #sequertee af alepping 


B19 Definltion. 


X в called я semimuriingsle on Ё, aud [Tz X") in called a furiiarmerial 
coupled 3sequenac fer X. The collection of all semitaartingnles an П із ue 
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noted by SE ID» t] 
(Мм 8. CA), V... we бап define (5,7. (Aiae), (Adr, 9 


3.20 Thearerm. Le 
- UR be п 
Let m. Let H be аң optional set of i 
5 феа slopming (tre such ikal [o s] pd а Ne and Y = ФЕ. 
' : en t7 oca 


Pra л n] ың 1 . 
- [ I р 
т | ят, eus 


Since | JEF, >- S] = S 
Ul = 5] = ü п Í Кк Kis easy ta see from (10,1) th 
i aL 


ҳу = XS T 
= fT 
Неше X e &.—s n LX") ES, 


Remark. The then 


M e rem holds for any clas D? (e.g, (A; ]9 tS.) 


h when i 
ever D ix stable under louslizarion: Dia = D 
5.21 ИУ 
Б; Theorem. Let B obe n prediclale aet 
ES бойле on B. Then the юн d 
l Xes”, MN 
2) Fa : : 
ien Fen : lime B aatisfinng [0, S] C B. X^ ES 
"6s паштета sequences (Th) far Ë such that А 
е w Өг eur, 
"Ee did Peer. er. Ern B.20. 2)—-3) it trivial, 3 i 
| ee h X ^) їз а Enndamentai coupled seq onam 
пеше for 


of Мег fpe aud X be 
latements are арий; 


8.22 Theorgrn. + 
T a cl H ч 
e process defined on B. FF x qnn set of interval Буре, and X be 


fiu al = E F then the 1 ы 
ni dp . type B D B and X = 58 seh fh рс y Mice Qu af 
aricfiaon ef. X он Л. H Хїв = A 15, $b, Y р ihe 


Proof Let (T4, Xv 
тл b t 
айана SI AP ҚА v а fundamental vonpled sequence for Ж. and T 


А, = [7i zur 
оол... x =], # = [i = T < m, Th < T], k>? 
he Ж/Е їн à sequence of disioint sets, Defin | 
. Define 
X = ХІ T ХА 
пт + T 
[2.7 кл TTA, тр. 


1 I 1 


Ті jx! 
(X Пат + ЖЫт repro] кы (xyz 


zu 
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Ят 一 [TI ny D Xia rl 
= iX H nmm + Жї {Xipri + AE Ian (rest 
= Хі" LX" Чыт w [X p p?" 
+ ХАК Дт, eres] 7 Ir, Tes Tl 


- x^ „үрнә ВР pastus, 
X Ë e 58 = 
Thus fir each n. X77 € S, and X e S7, where В ute. 1 


Remark. The theorem holds for amy class DH whenever P is stahle 


in | | ч = 1 b 
р 8.22 and 8.21 open а way б їпуенЕ не gemimartin galcs, 
local martingnles .-. an an optional set af interval] trpe- As ап example, 
o A 


wc nincusa the decomposition uf local martingales. 
onal sek of internal type and М € 


8.23 Theorem. Let B be zn opt 
ГАК). Then M cnn be uniquely decomposed a3 


M = Mo + M + M, 


< E: ME B gnd Mc (Mi. o. 
„= SURE. show the existence, by T 
a ler Ë as а predictable set of interval type. Let 
вецшепое for B. For each т, 

MT = Mp E^ + А, 


ш !queness ol decomposition 
where L” E МЕ р and N* € AE. Ву the шпа 


ordre = Т^, {чүт = MN. 


hegre H.22 we may Hin- 
{Tn} be = fundamental 


Then it 19 ensy bu see 
TE and М = T N" «m, a Ts1 (Ty = 0) 

M* = LE Tr rah си z n—1. 
autisty all ihe течиітешетів. 
We want to show tbe un 


the Karrie Lye 


igenes, TH M bas алоб decompesition cl 


М = Mot M* + MS. 

Mr d Irdi Rz 
By Theorem 8.22 wc may consider M^ and MY (тезр. M is iiem 
continuoun (reap. purely discontinua) local usartingalea TER a4 c 
pet of interval type В > B. Then N = (Ме + М%у-([( 


22D Chapinr VITI Semimarkingnhes nnd Clunsimart|rgalen 


(Мп) 3. аш! МЕ. =й. Let (Ta) bea fi vence for B 
.L tuadsrnental 
Т he the debut of B^, For each E "i kiku 
Ta _ nr 
М" = Мит, aTe тс] Е ME 


Hence 0 = [NT* " = {лү СА, Therefore, MFg = МЫ. and 
bhe uniqueness ja established, £ D 


8.24 Rexanrk. Tt is odd enough that а loca! martingale ор an optional 

пе ul [nteTya type E with contincuoug trajectories оп B need not be x 
rontinaous local martingale on П. Fur 2xample, let T > ü be a ыа 
пассегше time with PIT < oo) = D, and B — [PTI Put A= fr. i 
ч PE ut 1. | 


1 = ` ' 
Web = Alm тр. Then M E CAM, JP, and all the írajeriurieg Of Af are 
Tonnrucus on. Н. But M ix not a continuous Inca] таптак ^n E. 


By thc same argument used ід the 
| | proet of Theorem 8.23 
show the following theorems. The detaili are left £o readers. С 


8.25 Theorem. Let B be an apiimnal set f Р 
1 иеа? буре, ama M, № 
[Ariy F. Then Here eriaty а uni 9J sniertat type, a: p E 
tque process | M, NT e y? "з 
[М.М] € (Aka) and A|M.N] — жее, s such that MN 


3.26 Theorem. Lei Р f 
(&,)P. Then X has the Pine "nu upiinnai acl uf infera] бре, шш X è 
n unigue ramnemical decomposition 
Xx = M +A, 


where M £ САЛ and А = {А Н ; 
ИТЕ келу] 13 predicighie Д.а, - _ 
ME of n nrediclabe proress on B (i£. A ü the re 


_ dn particular, for Eng А E А)” there etits a amigue Prrdictiahbie 


л- 


АЕ (4, suck that A — À € ¿AA 5 | 
ш. À 
predictable projection ev compenaetor i iv also called the dual 


34. Convergence Thearems for emirmartingales 


9.27 Defnitlen. Let X 一 (Хаер be an adapted presa, Denote 
[А —] = [u: Um Au existe and ja nite. }. 


lt is natural to define Au = m AX, on [X —]. 


5.23 Theorem. Let Y = M + p, where M € Мыл and Н є AF 


i zH 
$4. Convergence ‘Theorctne [or Seimimartingalca 


If fov every 3igppimg HME T, Eli A [AXT preo] © °=: » 
= jap X xo ss 
jM lB —] = IX 1 = [up [Ха] < ос) = up X 


Proof. Clearly, we bave | 
` ч г . a | ju x = ды j 
iM sj cix —] СПАН < >] C mi^ 


Pu S. = inf[t 20: X, 之 п}. Then S, > О апи | 
X e 4 [XE ^ [A35.) Ш. 7 Un: 
here V, 2 0 and Elin] < ос. Let yin) pe a uniformly integrable mat- 
w here i34 Z n XS. 
tingale виє thal ph = Б, аз. Then 
gi yh- X^ >й. 


I i izi e (TK) for M and B. e, 
tion there exists а localizing sequence" {2 
> КЕМ py and НТЕ c At. Thus {тү жа ае арт й 
w а) : ! А"! is a 
But Ez" = оо, by means of Fatou s lemma we kucw thal 
non-native: gupermartingale, and 
piz'™® —]) = 1. 


Since P(Y P? —]) = 1, we obtain рух 1 = 1. 
Oinnuusly. we have 


ras. 
lsup X, < ecl C 18 = сүс X ha | 
É T 
"nce B = ü. "PT Ер — 
Applying rhe above argument bi pii — yim — М*" > ü yiekla КР 
[sp K, < ос] cu. = ax) С |M — aa. (28, 
Ё п 
Combining (28.3) with (28.2) sives 
{зар X, < 09] C px —] —1= М lB =] #3- 
L 


Hence (28.1) holds, O 


6.29 Theorem Lt X = M + В, where M da а Joc ai ie 
ünd B is oa predictable сг process amth By = ü. lf X = Ú s 
1X. nod 
Een [B =] = [X м 一 ] ак (29.1) 
1 i d 
Proof. Put Ту, = шї {= Ü: А, > т}. Thon Ta > О іа predictable, an 
yu) Мт + Xa = В" — xT- + Же Xon Xo- 


ir ш emhew li 
‚ fer clmaat ail ш eibhe а. Мос) 


Moreover, if for every stopping time T, Е[ 


Then 7, is predictable, and Af7*— 
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Since Y l7] is a local martingale and for every at 
pres] < SS, applying "Theorem 8,28 cg y (n) yiclda 
Рм —J) = Р( sap[— M7--) < co] = 1. 
t E 
Clearly, we have 
[E —]c ш = >] C [M =j =a 


[B ^] c [M —][X —] as. 
The reverse impliration in trivial. Hence (23.1) holds. O 
B. Corollary, 


process Then 
1) f, < oc] C [Ei = оо]. 
Z) If fur every stopping time T, E[A Вт сое] = 00, (heu 


Cet B he пт adapted Гао р integrale increusing 


[Ex < ol = [Bo < oj. 
н bei $ xe ya ой generality, we шау amme у = B = 0, Since 
= } QA — B — H = Амр applying Theorem 8,23 i 
| "i 28 ю E 
ànd applying Theorem 5,28 leads ta 23. D di 


9.51 Corollary. Let M be 


| q local Hiar?itzzgalg, 
ame Т, E[TMr| ^ [A Mr. 


ell = бю, Hen 
[M 一 ] — Бир М < сю] = [int Ah > =o) as, 


Tf for Brera alo pping 


«гіз? and is Hnie, or we hawe 


buih шарр Mio) = +o and lim inf М ш} = сс, 


Proof. We may assume Mo = 0. Then 


ia 
5.28 to M and — Af (B = 9) re jively Q il andfiees to apply Thenrem 


5.32 Theorem. Lef Л] Be a Llora ly square integmble muuriingale. Than 
ПМ} - Pc M ор as. 
A Mr) га) < oo, fhen 
Јем} 一 ] = [As] —] = M =]. D.A, 


dreak We may вабив My = 0, Put 
1. = infít > р: iMh >y}. 


їв а local martingale. Berausa 
(M27) = MT < a, 


Sominuartingalrs nnd Quasiniartingalus 


opping time T, БҮЛ! 


pieme 122 
чуед and ган nta aiT- ү) — 1 ипе 
МЇ" ja а square integrabke maringal, and PHI =]. 

"B 
uM 9] c Um. = |C [M 一] as. | 
x » Coraltary 
If for every Bboppinug ture T. ELAM Ems] © © by 
MY | Fut 
: | = [M] —] a 
8.30, liM) \ m. = if? > O: А >т}. 
ч М" = п + [A Ms. Mis е: 


1 = МЗ € 06 n... 
МЗ" їз a square integrable martingale, and (Ms, = | - 


tet [M үс} = x] < КА) =a, D 


M + H, where M. it a Local mnrtingale and 
š 1i AX is bounded, then 


heorem. Lei X = 
H s "р? orans e ы Ес 
= [м [В =| = К: 

кы Es Ec Li Ma = Во = 0. By Theorem n R we know that 

AB b; bounded, and so із AM. Hen dm 
ingale, By Theorema В.78 and 8.32 we 
E [X = = м —][8 一 ] = ЦМ) + Ë 一 | аз 
| = [M] -21M. B] + [B], [5] в pr 


On the other hand. [X] Р А 


(А.М). В іна local martingale ([M. 
"ME (X) = AY +18]. 


„ < оо. and [Bla 
Evidently, on [8 =] $ AB, = B | 


(IM) B= X) B cj аа. D 


and semimartingale defined on stochastic sets 
in the previdus paragraph. 


Problems and Complements 


process j etna 
adapied . TÉ there exigts a seanence 
daret a nce (Xy of seurimartingales 


mes with Fh 1 ос amd a seque 


i | ingale. 
gia- (XC. hen X isa nerüimugrtinpa 


at stopping ti 
such that for each 6 


cm AM ia a locally square intcgrable 


„актай, |М, B] = 
= P( AMB = U). 


= x° ган, | = x, 
ай 
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8.2 Let X be a special semimartingale and Т he a stopping time. Thn 
AA TËT. da -integrable writ Fr. 

8.3 Denote by D the collection o all optional processes of tlass (Dy, 
Then 5р = 45 r Ph- 

8-4 X ia a predietahl: scmiinartingale H and only if X = M + A. where 
Af в н continneus local martingale and А is я predictable process зи] 
hnite viution. 

B. Lek X £ S. If F [|x =] x ос, then. X £ PS In additinn, H 
X = M + А is {һе саптпіса] decomposition of X then M с ДА? 

B.6 Ры S" = (X E S: X = Àí + À, А É МЕА E Ml. 1) Let 
A ES Then X € 5* H aur only if for each # > D. 37 [AX,] « o, аж. 27 

E: 


кос" ii there exists а sequence [Ta] o£ stupping Bis with T, | оо and a 
~ quence (XI) of alementa iu S” such tkat for each n, Ah- = (xinh. 
[n particular, [57], = &*, 

B.T Let X be an adapted integrable increasing process. Then X із а 
'piasimartingale. Find на Rao decotpositinu. 

B.R Let X be a eadlag aupermartingals, Then X iaa quasiniartingale 
if aud only if чар FX; | < со, and Va X) = EX] + 2mp ELX]. 

F 


B.B Let X һе an adapted cadiag protem, 

l) MES > T ara two stopping times, then Var( X7) > Wa XT). 

2) Ш) ÉE а sequence oF stopping бшен auch that T, Í 3o, then 
Var(.X) = sup Var(.X7*), 

Ta 

B10 Let 7; be the collection of all bounded stopmng times. Let A he 
ип optional prucwss. Put [jM]. = sH Elir]: ГЕТ). E [М], m >, 
ve Бау that M ts bounded їп £1. 

Let M be н local martingale, Then M ina quasimartingale if und only 
H M is bounded in LY, Tn this case, Vari M] = |М. 

8.11 Let X be an adapted cadlag process. Then X in B quasimartingale 
it and only i£ X = 3⁄4 + À, where Af is a local martingale, bounded] in F, 
and А ія a predictable process with inkegrable variation and Ар = Ü. In 
aidrtion, aach decomposition of a quasanartngale is unimue, 

8.12 Dynore by 9 the class nf ali quasimartingales. Then S, = Qing. 

S.I3 Let Af be n local martingalo, bounded in F), Then M can 
b: unique decomposed аз follows: = M' 一 M", where M^ апа M" 
are non-negative local martingales and | = FAM]: + MP р. [Гк 
decomposition is called Krickeberg-IKazamaki deceruposition ) 

8.14 Let M be a local martingale, bounded in L/. Lat (6) he a 
filtration satisfying the nsnall conditiang such that for each t 7 0 Z, C TE, 
If M is (G )-adlapted, then M is ао a (G )- local martingale, bounded in 
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і. 

B.15 Let X be a local martingale. Let {7} be a veontinuons change of 
time snch that for each Ё x (U, ry © v0 Pur Y = Xn Q sS Iu й. 
Then Y = (Y) is a (Gc -loccnd martingale. 

8.16 Let В be a predictable sex uf interval type, and M һе local 
martingale ou B. Thea there existe à fupdamental sequence (£0) [07 H 
such that [or each ть, MT іва итогу iniegralde martingale. 

BLT Let [Th] be а Bequence af stopping tunes, sup Te = T. and 
be à process defined on цо, TE 1 for cach n, М is а local mürtnugale on 

po, 15 |. ther M is a locs) rusrtiug8le on [0.11 

вв X = М + B, where M їн н loea] martingale and B m a 
predictable procesa with tinite variation and Bo = б. T X > ü and 
Е|Ха] < ою, then [8+ =] = [X ЦА —1[5 -4]. 

B.1B Let X = M + B, where M ds x lorma ixartingnle uud D is A 
predictable process with fite variation and By = D. KE AX is bounded, 
then [M —, H* «B^ =] = {шї X, > [8 = Вар X: = —a|[Ë- —]. 

B20 Let X € 5 and N = Mox d ben deconiposition of X. where 
M € My &nd A € V. Set 

(М.А) = E |: А (V IMs + ha Man] + кар ЕП A |& Misa 


ahere T runs through the net of adi встр tnnes, 
[X lsa = ini, Los 
uipositinns of A. вий 


М 


where пшнш; 18 taken over all deco 
rx 
(xls = E 271. 


Then 1) 8 with d(X,Y] = [К — Үе із a complete metric space (rhe 
topology mduced һу this metric is called Emery topology} 

2) Let Х®,Х Ç S. M there evista a seqnence (Ті) of sloppin times 
with T, 1 oo нш! that for each k (X^ Ху, - Zn then |х Х 15 一 小 


sy Let X7.X € 5. H | X" – Х [ks — ñ, then there existe a &ubscquence 
1 сє much that for 


x n and à sequence T.) of stopping times with Tk 
cach k, (ХХ) 0 


Chapter IX 
Stochastic Integrals 


The sinchastic im: 
tegralé we will define 
аге of the form fi H 
[a.d dX, Dr 


t 
HdA, wire ho i 
b h th thu integrand (7 tegr. 
га sed һгагё®вев. In 1044, К. Ite. fish el с Miri 
af ad&pted messurable Drucesses rt on 


al a 
Firmus p com Tucinl stap in develeping modern t 
5 С. 了 iaare Dad 
Slurhastir i e and P. À. M ; . 
кн И ше инк Ды сү кейЫ sioe yeri. l 
or Bemimartingalen. Їп 1976, P, A. Meyer sasa p "4 
| І = the 


J, Jacod found the 
reasonable way to define the atorhastic integrals of 


nczn-rnmded А 

"inda i n ае Wl. semümartngales. In this cha 

абса 830 In Ge nra n ы P OPE ш: ur a 

АШ by шезпв of it stud т the very useful Lenglart's ineq die 

сы ipee r j LL. of stochastir integrals w ге 

Pa тз а ш шысы чырыш ws ы 

. 1 t 

16 we introduce local times of semimartin шыр. а, d Б 

n ni Itn 


formula. In 87 a short di 
Wer uu t discussion on st ic di 
using Métivier-Pellaumai?s approach cp a differentia] equations, by 


heary. ol stochastic 
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ві. Stochastic Integrale of Predictable Ртосеззев with 
Respect to Local Martingales 


In this paragraph, we will define (indefinite) zbochaatic integrals of pre- 
dictable processes w.r-t. local martingalcs кле} that the resulted integrada 
ame still юса martingales. At first, for elementary predictable processes 
we can define stocbantie integrals in a natyral manner. And ЇЇ i» easy 10 
Gud the characterization fur this kind of stechasric integrals. Then, baned 
on the characterizattun, the: definitia of stochastic intergals for general 
predictable processes iB given. 

Let 8 and T be & pair of stopping tima, and S € T. Let £ be a real 
Fs-mesaurabie rv.. Put H = hs- Them H is a predictable process. 
Let M be в local martingale. The stochastic integral of H wert. M, 
denoted aleo by H. М, should be defined reasonably ва 


(H.M h = Алт — Mis) t> U, 


By Theorem 7.38 we know that Т.М in à ocul nartiwgale, &nd jor every 
local martingale № we have 


|H.M, N] = &lM, NY - [M, NY E Н.м. NI. 
where HAM, N] is an indefinite Stieltjes integral. In addition, by Thenrrn 
T31 we koor that HOM, defined nbuve, p the unique local martingale L 
such that for every local martingale M, 


[EN] = H .[M. N]. {1-1} 
Enlightened by thin example, wc introduec the fellewing нома of 
Stochastic integrals. 


ал Definition. Let M be а local martingale, and H be в predictable 
process, Н there exista a beal martingale L much thut (1.1) holds for 
every local martingale № (this tmcitly impiis that H ік integrabke w.r.L. 
ле, N). then we нву tha: H i integrable wri. M in the domain of local 
mardngales (or виру, integrable], and L (3t iw uniquely determined by 
Theorem 7.31] in called the siochastte integra! af Н w.r.t. M. and denoted 
by H.M. The collection of all predictable processes which are integrable 
жог. M ie denoted hy DUM. 


Now it i 
it їн easy to see that (2.1) holds for every N = 
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Tihe followin : 
g theorem gives the inti 
Lal M). ! characterization for ТЕН indie 


9.2 Theorem. Let M 
1 ` һе n eeni martin : 
HESSE ya H £ La M) if and aniy if p TI] c A: E 
Proof. Necessity, Putting N = М in [1.1] yields = 


[HM] = н.м, R.M] = E [Mf]. 


mee H.A є A4 
i lac, hy The 
hy Theorem 7.30 y HEM] = IE MI є Ag. 


бо гізу. 

y. It suffices to sh 

d . tz that ther ier ГЇ 

Mit. aur] that tar Cyepy NE Ad + exist E c M Ca and L" = 
' 


[E'N] = нА N], (a 
A] 


Е", N] = HM", NT. "- 
2 


Then L Mlh + + t" i 
+ 6” ig the require А 
Пу Theorem 7. Сага] local martingale. 
Auch that A F” 一 = кш] lary 7.23, there exiets а nnique E" £ AA 
= HAM, Hep: (2,3) hoida. = bc 


We want to show the existence of L'. At irasi, we 
ғ 99 ABUNE 
и EHH” [A] o] < ec. 
y Runta- Warenabe inequality (Theorem 8.33), for every N € A^ 
: * 0 


Е « > 
[人 нм", Ny] < Ce Í нїам“|,) (ку? 


Ths (Ху = p| [^ zd 
"ФМ, №], x : 
the Hilbert space M | а bounded linear functional оп 


. By HR Оз { 
"nique F! £ мї" dC NE NA tabu theorem, there exista а 


such that for all А е АД2©, 


ЕП, N|... = EJL жее [ EM 
[ GT al к! f Н.А, N)]. 


Za 

[et Th E ime | 
еа stopping time. Replacing N hy NT in [2 3, 
"Hg 


I yields 
EIN = EI ^ H,d[M*, N],|. 

By Theorem 4 U 
em 4.40 we knew А = [EN] — E [M* 


crm] LIN adapted : 1 N) £ AA. Hut. A 1 
Drotcregs with fini н. E 
62:2) 4 — 0, Le. Bnite variation and Ap = 0. By Theorem 


2, N] a нім, А]. 


Ms. 
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Cenerally, we have a sequence (T, of stopping ties euch өзү e 
and for each я, ЕНТМ] < oo. Applying the rest ne : E 
lo each local martingal (M*)T*, we have LU g Ай such thut tor 

о е 


МЄ Ач А "i 
pim) N] = НМ, NT". 
n" 1n — 1] - Cape 

In wieg nf the uniqueness, SOT each n, ЫТ Ит = x . By vien 
together”, w: Dave L'e AMI ond (2.1) bolda for All N € Mau 

The Еос theorcin anamar the fundamental properties of sto- 
chastic integrala. 

9.3 Theorem. Let M ie à local mortingote, H, K € ЕМ. sui 

1 L.L UM) = ГАГ) r Lm CT М) = Ho Ma, (HA) <= il à 
[H.M y: = Н.М". 

2) A(H.M] = HAM. 

s) H + F Ë Lal MY, and (H + КҮМ = HM + d -— 

4j Let H' be a predsetmble process. Then H' € La [ H.M) 
i (HH € La (M). Ра this ense, we lave 


H'ULM) = GP HM. 
5) Let T beu stopping tine, Then 
(H.MY = Н.М = (Hip 1] M. 
Proof. 1) and Z) have been included im the proof ol T heure 5,2. 3)-5, 
are apparet. O Е 
As usual, we aleo use the following notations for stochastic integrals 
lor t > KF. 
f H,dM, = (H.M, 
10. 


Í нам, = |, HM, = (LH Ras М 
U 4] 
The concept uf stochastic integral will be generalized below, but, we always 
use the same notations for gicehantic integrals. 
9.4 Examples, 1) Let M bea оса] martmgale. and А be a predictable 
process with finite variation. Then АА Є La |M) and 
(A AY M = |M. A] — МА. (4.1) 


thus М.М exists, and АН. M) 
UT. MS Aruj Ha Ë 


kaler, and (H.M = HM, = 


Then Š, Гоо and foreach n, E| у: EAM, 
acm. 
^q. and 2) follows from 1). С 
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In fact, ^A is locally bounded (Iheorem T.T), AA ix integrahle wrt. 
[^£, IV] for all N € ru. On the other hund, we have already илт that 
IM, А] — Man iz u local martingale (see tht proof of Theoretu 8 Xi, It 
i5 Easy io see fnr all y Ee Adr TA 
[A4, А] т Або Ap. №] = EN AMAAAN) = (A ANIN, NN]. 
By Deñnitšuu 9-2, (4.1) holds, 
This result. is гаред Yururp's emma, 


2) Let M bc a local martingale, and T > Ñ 


ip be a predictable. time. 


Дт.М = AMT af 


In fart, it is well known that A 


AL E Ал. [AMT] А = " 


Å MTANT iT aj = рр (М, А), 


жа Theorem. Let M be а local maringake wth lenis integrable 
патент, and H be a prediriable proeeas. 


D FF| HA M| AL, Wen H € EUM] and 


(Н. Ms) = J. | 
where the nig hand side af (5.1) is a Stieltjes 
бнт, we denote S by НАГ sometimes. 

РУ IHAMIE V* and He Б МГ), then (5.1) holds ае weil 
Proof 1] Since E TA M| = Аф. by Theorem 6 2 the “Лей [ен integra] 
Half exists, and НАМ € AA... by Theorem 6.5, Or the olber hami, 


y Et [M] = Y [FAM є AP. 


(5.1) 
intero. For fhe wake af 


= HAM = A(H.M). Becunge H.M — 
- (Hi Mjo are all purely discontinuous local! mattin- 


ЬМ), we have H. M = Fig 
2] Let (Tr be a sequence nf a y 


topping tires such that T, 
tach m, E| | = HiÀM;| < ш, Ри са 


Sa = ат > 0 : > [H,AM,| > nt A ТА, 
s= 


[| € z. Hence C | FAM | ë 
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Theorem B.S illustrates that aur prediciable stochastic integrals (1.5. 
the integrals of predictable processes) are juat Stieltjes integrals when in- 
tegrators аге loca martingales with finite variation and the corresponding 
eitieltjes Integraln exist. This is another rcason which juntifies ош defini- 
tion of stochastic imtegrals. 


£2. Compensated Stochastic Integrals of Progressive 
Processes with Respect to Local Martingales 


We will extend the rins of integramds Lo progressive тосе, 


9.6 Lemma. Lel M be a сотта local martingale, and H F ú 
progressive process. Then there exists L £ Mus such ifa: [1.1) holds for 
all N € Aux Š and omy if HILM e V*. Pa ihia cast, there етініз c 
predictable process K Е Fa ÉM) such that К.М = L. We suy thot H t 
stegrable ш.г.®. M. and Lis called the stacharac iniegrud of H wr! M. 
dencird by H. M. 

Proof The necessity ip еаву (putting N = ^ in {11}]. New a 
mume Н? |М] € У. Let “H be the optimal projectian of H- We have 
CHYM] = H° [M] (refer te Problem 5.8). Br Theorem 3.20 there exists 
a predictable process K such that |К ў “Ніз a thin ва. Thun we haws 
к?м] = (9) [М] = H?|M|. Put L= К.М. Then for all N E М 
we hawe 

[2.9] = КА, N| = "H.[M, Nj = H.[M, N). GB 


5.7 Defünition. Let M be а purely discontinuous bral martingale. 
and H be a progressive prucem. H НАМ has predictable projection. ни 
there exista & purely dhüeoantinuous local martingale L such that AL = 
HAM — HAM), we call L the спирта! stechastic infegr af H 
uri M, and denote L = НАМ. 

It is casy to вес that if H 18 predictable, Definition d.7 coincides with 
Definition 9.1. Tn general, the predictable projection of НА М. (if exista] t= 
not zero. We have no longer AHM) = HAM, bat A(HLM)— HAM- 
AHAM) The following is а typical exampke of compensated яка» 
integrals. 


9.8 Lemma. Let M be а puriy discondinuows local martingale. Put 


Pai pud c Mae. ТУР have "Tw —P[AA) 
rine ‚ НАМ охівів. Ac the aane tane, F 一 
(B) 207), kiku sa 
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ff = ү 
[hara]. Thren bhe r 
exiis, and H.A = М. E CUmpensüled slochaas 


Proof. We have HA 
M = М 
M = Н.м D And PFAM] = 0. Then by definition 


tir fm бәт] nf Hf wri А 


9.9 Definition, Let M 
id I i he a local martingale 
pious. H H* [M7] & yt, P(H ^ M) exista ingre, and H be: а progressive 


ТАНАМ MHAM)? є А}, 


Лей" 


Н.М = Болу + HM Н.М? 


НУМ ш call 
та жы khe compensated stochastir inier of H wr. 

к y, the compensated stochastic i jue 
Ihe predictable гога. integral in Defini а 
nbove, for the existence uf cuampansatexd 
generg] ones, but 


i Ета! is a gentralizatim of 
юп 9.1. The conditions, given 


Ойна}: integrale 
they are hard to be verified. Бешдев нича 
í ур nna 


rncLerizntion fnr crum 
pensated stochaatic i 
rentes these t integralna. The follewing theorem 
compensated и defecta to some extent. In fnct, it is thre dl EM 
stochastic integrals given first by Р n M eünition of 
1 Tg тег. 


910 Theorem. Let 
: M be a focal i 

Ян proteas, PF H7 [Mf] ra martingale, md H be w progre. 
bad iic D ach iar bmi an анаи а б ком 
нм, N] € Mien. r every bounded martingale N, [EN] — 

Prga 

f. Without kea of generality. we may mme Af, = (y P 
y — U. ul 


W 一 
HAM наму, UI НАМ унд м<. 


= ALA). Sinee НАМ = 


BIU Stu) zYAQ < BP. 


Put Z= HAM — THA M). Then 


BIZ’) = 2{ ҥ? [ar] | (ПАМ?) 


= 2{ [an + EPR YE | зуму}, 


viz Е 4t Dn 
.一 ac- A the i 
HM exists. v other hand. H*[M*| £ H? [M] € Y+. Hence 
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Now lek № bc & bounded maningele Пу umita Watanabe inequality 
we know 
v —[H,M,N] - H.[M.N] € Aer- 
Evidently, AV = —"HHAM)AN. "Thus АЫ) — AV) = 0, pe VF 
js à continuous ргосева with finite variation Since V^ = [H.Af^, N] - 
H[M*.N'| = Ú, V = ХАУ) is a purely discontinuous prrcess with Hnite 
variation шили only sceessihile jump (note that "LH. AM pis a predictable 
thin process). By Theorem 1141) V? should be a purely Дане: иели 
process with ünite алайса. Hence, X mut be VP = 0, 15, V E Mao 
Finally, by Theorem 7.36 the local martingale satisfying this requirement 
isumique. O 
Fterarks. 1) In Ibe theorem, if H? in integrable wr.t. [A then the 
condition y HT [M] € AK. іе also necessary {ог the existence of H 4M. 
Te details are left to the reader. 
2] Hereinafter compensated atohaatic integrals are alsu called aply 
Aochastic integrale, smd the notation H +M is replaced bv Н.М. 
To conchide thin paragraph. we expound how to define the stochastic 
integrals of adapted measurable process w.r.i. а class of continuous kical 
martingales. They generalise 1да stochastic integrals wert. s Brownian 


puit jon. 


9.14 Theorem. Let M be a coricinmatus loca! martingale wih Ma = 0, 
and a = [шу] beu Сотты ин {non-random function such that 
fer almasi all w, dM & da, Det H be an adapted measurable proccse- 
Then there exists L E Лог such that (1.1) holda far ali М € Mp if ond 
only if H7.|M] € Vr. In this case, there exiis a predictable process K 
such that K G La (M ard К.М = L. L is called the alpchastic intera 
af Huri M. and denoted by H. M. 

Proof, Ошу the suÉiciency ів required to be proved. Lei H be an 
optional modiicaticu of H (ie. E in optional and Yi & Ry H, = Hi a-t 
refe: to Problem 5.10). Since d[M] is absolutely continuons шут. da. by 
T'ubini's theorem we know 

z^ [Mi HUM] 
Tn fact, её (To) be в sequence af stopping times such that T. T оо And 


F| [^ Hd[M,| eo, — Yn zl 
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Then for every stopping time Т, k; 


TAY. Р 

к] / нга) = P E| H iatan] 1м} da, 
TER 

d ET heraa РЕ на, 


N" | D Far. 


By Le i 


E.M, N] = 再 Pr = нм, N), 


when: the second ali 
equality Поюз from Kunita- Wutanabe imequality aud 


Gf - HY (Mj i 
ЛА = 0 (again by Fubini' 
fallow directly from Lemma 4, z 8 theorem). The other ansertions 


ЕЗ, Бї i 
— Integrals of Predictable Propreases wi 
espect to Semimartingales un 


9.12 Lemtna, Lei 
X be i 
ma. Pat X = M + À ил ыда and H be а frredzctablr 


where Af, c | IV + В be {шө decomposits 
пы oR. Mu. amd A Boc Y. FHE LA UM ү nns of X, 
gi ernst Hen ‚Ге Аг, Над and 


H.M + IA = HOM + Fi; B. 
Prosf Since M-N = H— À £ W, 
HAE- A} ie, (121) holds; D — 5 


(12.1) 
by Theorem Q 5.3) F.L Af Ар 


Вале on Lemma 
3.12, we may give the talking definition 


0.13 Lefinitiun L 
EL D be В semiton š 
proces. If the i Arlingale, and # be ‚ 
А = Va, висһ (жүс en X = M +A, where Ө 
: Emi M) and НА exists, we Bay that Fr i oam 
EH t le 
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wrt Xin the domain of pernimartingales (or ximiply H ін X integrale), 
and X = M + À ж sn H-decoimmonttion of X. At thin time, put, 
HX = Н.М + HA. (13.1) 


Н.Х is independent of Н -decompesitious of X , aad is called the stochastic 


ттш of H wr-t. X. 


4.14 Hamarks. 1) Let X bea smimartinguie and X = M + À he a 
decomposition of X, where M € Mu and À Є Ya. Then for any locally 
bonnded predictable proces: H, H їн X-integrable, and X = M Ais ап 
H-decompocition af X. 

2) Definition B.13 of atochastic integrals of predictable processes wr. 
aemimartiugale is а natural generalization of Definition 9-1 of atachastic 
integrals uf predictasbis processes ыг. local martingales. 1u fart, if M is 
a local martingale, Ë in à predictable proeesa, aod В is integrable wrt- 
M in the domain of local martingales, then H is albo imtegrable wr. 
M in iha domain of semimartingales, and the stochastic integrals in the 
twou Benwes coancide. But Ш H 25 integrable w.rt. M in the domain uf 
aemimarüngnalc, in general we cannot assert that Н.М is still a local 

martingale, i.e., H need nct be integrable w.r.t. M in the domain af local 
martingales. For example. let M E Wieg аш H bea predictable process. 
if the StielLies integral НМ exists, but HM @ Ar, then Hg LiM) 

The next theorem summarizes the fondamental proprertics ol stochastic 
integrals of prechetakle procesacs wat. senmimartingales. Its proof i$ enn. 
Hereforth we denote by L(A] the collection of mM predictable procesees 
whirh are integrable w-r-t, + scmimartingale А. 


4.15 Thaorem. Let X 5e m sermimartingale, and H c LU). 
DiH.Xy = HAS, A(H.X) 一 НАХ, (H. X je = Hoto 
2| For any stopping ime T, 

(HAGE = Н.Х" = (Hipy (HX = HXT. 


3) Fur ung semimartingale Y. 
[H.X, Y] = HIX.Y!. 


4| HY ic semimurtingule and H € LIY} hen H € LCX + Y) und 


НАХ +Y) = Н.Х + НҮ. 


5) Jf K isa predroiable process and |K| £ |H], then K € L(X) 
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н beo 
Best ni Let X be 8 Special semimariingale, aad X = M 
U"W Pccomposdion. Assume H € LIX) The HXi i 
ç "fid ša dien g 


Bpecial seiuimnringale Т pny X —M + À š 
Lm TH 


er X, an H-decosposition 


Proof + i ki trivi 
"o A р. жогы ы trivial. We are to shor the necessity. Ler 
er vcre free of X, whem № c ML. and Bc F 
Theorem 5.23.2) H inj dre ай H.B € Аы. Бы A < B. ty 
23. 1а Integrabla wrt. and HA = іН. We ive DE 


үн Дм] үн х] + HT] < VIE.X] + Y: FAA] 


se (Thooremn 8.0), y HFM] є At, i 
In a word, X - M Азан H-deconoosiian КЫ О М) 


H 
ea 


ME, [s (алар U) n 
' 0, # | 
for each t > 0. Put ] 1 |p, d. contains at most a finite number nf points 


A, = Y AX. F. aen 
даан Z= X A, t> 0. 
N + В nf the 


Proof, U . 
талир and Aa аа шо of the theorems, ihe definition of (4) is 
ali step functions, Hence H i with finite variation whose trajectories аге 
bab Ж, Ёш Мыны ы E integrable wrt A, and thus integrable 
Z and Н.7 are special sa |&z] < 1, 1A.2) = [HAZ] « 1. Thus 
decomposition Z = N adip m By Theorem 5.16 the c ic 

HB inn H-decompoaition SZ n amouicat 


Remark. In the t ， 
X-N (BLA a gs F = [WAX| S Lor [AX| > i], sas 
АМ < 2 (si oenmposition of X, where N | 
= z {аше | =l) sa isa 和 ae е Art... But 
martinmale, 


Below we continue to i : 
: D luvertigate the i : 


ga Theerem. Let X фед semimartingale 
) HE € LX) — H +K e L(X). | 
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2) Let H € L[X) and É be а predictable prucess. Then K € АНХ) 


if ond only i KH £ LX). Im this case, um hote KIHX)=IKHYX. 


Proof. 1) In Theorem 9.17 put uU = !|HAX| > 1 ur [KR AXI > 1 or 
[A X| > 1. Then X = K + LA + R) 让 both au H-üecomposition and a 
K-decmnposaltion, So it is ЯП (Н + K decomposition, ie, H+K E LLX) 

2) The necessity 18 easy. We want to how the suífliciucy, Let AH € 
L(X). In Tihase 9.17 put кз НАХ > 3 a IKHANI > 1 or 
JAX} > Dj. Then X = N + À + П} is both an H-deeompozsition and 
an Н K -deceanpaadtion. This implies that Н.Х = H.N + Н {л + Th iz a 
K-decunpoeition of Л.Х. Hence K £ Н.Х and 


K.H.X) 二 KHN) E KU CA - BY) 
-2QKH)NAG(QKHYAA B) = (RK H)-X. 0 


9.19 Theorem. Let X bea sewimarlingale und H be a predictable 
procesa. [Í here Errsts d següenne (T4) af stopping times such that Ty 1 2С 
and H € MXT} for each n, then. H € ЫХ). 

Proof. Since H*[XY = [H.X ^], F^ 4X| is an increasing process, 
Put 

A= (AX iaar от laxpih Z = X — A. 
Then А is à process with Huite variation whose trajectories шге all step 
[unctions. Hence H.A existe. lt remains to prove НЕХ) let Z = N+ 
H ba the canonical decomposition of Z Є Зр. For ench n, т 一 NT + B?" 
in the raronical decormpesition of Z7". Since АН. — | B AZTS | = 1. 


HET e$, Bv Theorem 9.10, Н.М" and Н.Б exist. Therefore HN 


und H.B exit, i, HELZ) O 


$4. Lenglart/s Ine«quality and Convergence Theorems for 
&tochastic Integrals 


Iu this paragraph wa first intraduce Lenglarzs imequsliy, then ly 
inte- 


means of ib we study the çoutimity of stochastic integrals w.r.t- 
етапі», 


8.20 Definition. Let X he ап optional prucers, and А Ix: an Adapied 
is said that X im dorninateg by A if lor suy bounded 


increasing process. Ш 


Replacing C hy C — z in 


S Sinee 
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stopping time T, 
Ех] = ЕА. 


In this г и" 
газе, (20.1 holds also for any finite stopping tine Т 


9.21 Examples. 1) Let 
j M bea кка : 
Then М"; i AUY guare integrable ， 
ін dominated hy [Ar] ( " кыЛ (Т, 1 їййгїтпї AdE. 


sequence for M, fx апу bonnded mopping time T Ты} ка localizing 


ET: = 
i [Mian] = Еа] = E[ MY. ]. 
CHAMBER m m 121.1) yields bs Fato lerma 
3 Е | 
l E[M7] < Elir] = ЕМ]. 
2) Lot A he an adapted localiy integrata 


and it - : " increasi | 
н dual predirtable ptojectiun À are dominated x. е Then A 
| each nther. 


{21,13 


Ч.22 Lemma 
me эйр Le! X be cu mapteri cudigg process, daminated by 
Е 9 procezs А. Then for any constani (7 EL 
lius 5 ше hane uni C7 > Ü and Sippping 


PU > C) = LE|Agl 
Moreater, if S is тейин, we kaye 


(22.1) 


Р(Х; Z C) = SEAs-. 
Pra. Put T = шг >ü: 


(22.8) 
IX C1A SA n. Then 
E[As| > ElAr] > E[X 
> 1> f | 
m= Ja se ТЕР POPA > C). 


fnn 


Letring m oc yivida 


Р(Х > бух! 
) £ (8148 22.8) 


(22.3) atd letting е | Ü, we Bind [23.1]. 


ЇР S 29 predicta] 
e, take 
= веет {бр} of stenping nimes farctelling 


PIX: 1 
[ =. > С) < p Ets. 


р(х} F 
(Xš. > C) € S E[As.]. 


in the samo manner we can obtain (222). п 
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9.25 Theorem. Let X he ut adapten «айцу piocess, dominated hy ar, 
adupied increasimq process À. Then fer ürbitrary constants C > Ü, d. 
stopping time T and magsurable set H we hate 

Pii п[х 2 C) s SElAr A (4+ (e e por N lAr 2 dp. (28.1) 
Moreover, if A із predictable, we have 
рунтүхф > Ср < фалла PAN ED (232) 


(23.1) or (23.2) is called Lenglarí'a inequality. _ 
Prosf. Put 5 = infit 2 0: А 2 d). Then Ag < d АА, As = 
А ^ {E+ (A Ay.) and 


нп|х > C| C [х > C]u ¿H ñ [8 < acp) 
c (x; z lU (E n [As 2 9). 
By Lemme 9.22 wc have 
PHAR > O z Р(Х z €)+ РН г HA xad 
< zEjAsl y PUFO [Аш 2 d 


< LEjA ^ (a HAAR) 4 PUZ n As > A) 
б (23.3] 
Replacing X and À by XT and AT respectively yielda (23.1). 
If A is predictable, so is 3. Similarly. w£ have 
нох z G] c [X$ > C] u Ur P [Ass 2 zl 
рнхр >С] РОХ 2 C)+ PIH ПА > dl) 
z LPlAs-] * Р{Н DAS 2 d] 
< ЕА ^ d] + PIH n As. > di 
Replacing X amd A by ХТ aud AT venpectively yields (231.2) O 


0,24 Corollary. irt X be uu mdapted euding process, dominated hg ағ 
adapted increasing process А, IF| A| = a [eonatanty tor A wš predictable]. 
then for arbitrary constants C > D, d > 0, stopping time T and тешз ас 
set H, 


porn С) «S3 + Po Ar > d) 


dme, 
Predictable processes. If far 
bounded and pemvergent £o Flu) on |0, 


Chapler IX Stochastic Integcals 


" d 
PU пр li ° + PUr [Ат > ар) 


9.25 Corollary. For вагі 
Goiningied Бу n рте с im 


т fet XL Be an adapted сайта process, 
hme and H den thea sarafWe 


neasg pruocss Alm) 
авї, Hf Ig ADS £ Ü, Een 
Proof. Пу Corallary 9.24 for = > Q and ñ > D 


Let T be g stopping 
Ip aup 5n, 
t< 
T * Š 
PUT XU > ер < сз P(H [AE > ajy 


«o ande O consecutively in 
Ше required assertinn, o 


| ко. 1) 
Lettiug h 


(35.1]. wc nbtain immediately 


Ow we уги £o study the contin 
Бе а docaily square integrale mart 
Eras г» Н.М їн а locally square integrable maringake, Since 

- i w # ит p have (H.M) = APIA, Thu LEM? ia domi- 
Dute AM. By Сог 8.2 I i 
md. ary 3.23 we obtam ihe fullowing theorem 


i uity of stochastie integrale. Let Af 
ugale, and H be à predictable pro- 


3.26 Theorem, 


а Let М Бе а locally aquare inÉegrulie martingale, T be 
ч PH bme, and B be a reasuraMe пеў Assume Н, Hi^] = pr tar 
">l, amd (H 一 HUM є AMT n> L Jf | 


I — Hiha, E 
Ju (Н, нуч di M), + ü, 
һе 


Ig sup (A. MP, (H0 f| 0. 


The next theorem i thun 
à ЄШ 15 à convergence theoren in it 1 
ы. ШЕ ырын ' F sionhunstte паев 


В. 27 Г 
Theorem. fet x he a 3emuamarizngule T he a fne xopping 


and IT, HÜO a > р Be aE locally bounded 
што! а ш е B, (ep, i8 щи {тг 
Тиз], then 


азар Г. A (EX h] Зо. 


Ë be a mersurghie е, 


(274) 
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| Pro artingale End 

= M + A, where M is a locally bounded m 
А a ан process with Rnite variation. Under the amnunpüon ol 

яп 

е theorem, bv Lebesgue dominated convergence ibheoreun we have 

Ta f (nt = HUM) =Ü gas. 
ЮТ] 


Then by Theorem 9.26 : 
Fg sup |( £599 My — (E.M) 79. 
ET 


е Lhenrem we have 


Араш by Lebrague dominated convergeuc 
一 Bia — 0 ans. 


Г 
it] 
їввир HU Ah — (Н.А < In Í ні 
eT 


Thus (27.1) follow 口 u 
BE an application af Theorem B. ZT we olain Riemann-Stiehjes 1p 
proximalions for a class ol stochastic integrale. 


nite atppping time, and (Гаара be 
an incrensing sequence of stopping times with Ty = 0 und mte 一 
We aay that r : = Ту < Т сів stochastic рант ој edi 
jo, T], i£ for айпон& al ш, the sequence (Tu[u]) їн stationary am ues 
скінів a пагиги number n(w) such thet Тыш = Tip) when n > М ы (e 
other words, for almost АЙ a. (Tatery} forma в байс partition 


jo. T (ur). Put 


0.28 Definition. Let T be x ñ 


Sir) = eup [Тувы 一 T}. 
j 
S(r) i5 a finite T-Y., and is called the mesh of partition 7. 


9.20 Theorem. Let X 


or [eft-continuous process, and т № 
“а=” «Ti e... n 21, 


bz a gernimartimaale, 
a finite rioppimg fune, Let 


he a sequener of sipchasiv 
a.s... Then 

вар | £ Hpo Жүке a 一 qi*a 一 
iT í C + 

Proof. Tut IF) 一 Hali +}; Н anti дү 


bounded predictable process and 


(HW) x), = E Huan. 一 деш] + HyXo. 
1 a a 


H be аһ adapted cadiug 


partitions of D, T] such thoi lim (т!) = 0 


L н, dX, ^0. в— со. (29.1) 
Ü 
Then H9 is a locally 
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Since АГ. (а) is bounded on the finite i 
| nterva] [0, Тш. (нї n>] 1 
untiormly bennded on JD, T (223. Һа addition, for almost, all ш we m i 


Ji, Hi" (ш) = Mela) 
fir all t = (0, T ()]. (29.1) Follows from Theorem 837, (n 


" iem Т Эга. Let X be a еттеп, H e LX], КЇЗ} and 
predictubée processes strh hei IK] = HZ. E] = [HL Let B = 

F ul be п finite stopping fime. IF for almost ad " c л we ha 

um Ki шу = Kia for alite {0, Tian], then Ë 


f [nt m r 
n Sup LET X — (CX 0, а — ос, (30.1) 


Proof. МИЙ езү; loas of generality we May a&some Xg =Ü. Put 
A — FAX Rmax or ах). 2 = X - A, 


L = i 

с. hi + F he the canonical decomposition nf 2 = Sy By Theorem 
$ed = N + (Ë + A) is вп H-decompositinn of X. Besides, wo have 
las] = 1, |ACR. Zy = ITAZ| < 1. By Theorem З.В we knew |A N| = > 
n | 2. In particular, №, А € A o Ву the "ты 

"IS JAL 1| £ ||, thus КЇЗ my pm ec ы? 
一 3 L 1 1 € M - Thu ] 
the procf are similar Lo that of Theorim 927. E" Я 
u Remark. Tat X be à semumazüupmle, F € [үлү Put His] — 
тъ Then by the theorem we know for all £ > ü 


вир HK grin xn, — (Я.Х), ) E Ü, r фо. 


Pi I 
К imally, we nhonld pant out that the atochantic integrala of predictable 
prouesses wrt an adapted process with Anite variation in the domain af 


semimartingales nee ко. 
result. шы. integral; But we have the Rolling 


B.B ] Fs 
ut cs . Let А be a predictable р wiih mie uarialion, 
eiu г i prediclaMe рема. if His aniegruble wrt Ain the domain of 
Temumartnggies, then in ihe yenge af Mielies zeta H ja also ini hie 
ori A, ard ihe tus kinds of integrals enincide, I 
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Proof. Put Hi! = Hz Evidenuy, the conclusion of the theorem 
4 valid for each. H"), In particular. each H), A g a predictable semi- 
martingale. By Theorem 9.30 Hf. А ів also а predictable Beumimarüngale, 
thus it ів н росам acmimartingale {Corollary R.T), Then the coc hist 


ul the theorem бе fram Theorein 8.15. п 


55. По Formula and Doléans-Dade Exponential Formula 
їп thin paragraph we will establish the change of variables formula [or 
semimariingasles, that ig, ihe fumous Т0 formula. Tt is the most powerful 
lani in stochastic calculus. Ав ПЕ applicatione, we show the stroug law of 
large number [or semirnartingales sud Dolóans-Dade expenential Iocmula- 


Let M be а locally bounded martingale, and А {фет 


paz Lemma. 
Then МА {МА іа lwnl 


predicinble prnoess with finite тапайотп. 
maris. 

Рт. By localizatian we may supp 
and А is &prelictuble process wish inbe 
(A.A. By Theorems 5.37 and 5.33 we know that 
T, Ely] = 0. Then by Тћеотеш 4.40, b c м. D 


0.33 Theorem. ei X ond Y he a puir af semimrting 


t 
х= f xav. s ] УХ, +, Yie t> ü. 
ü Ф 


parta. 
25.1] far the case of X = Y, 


onc that M is а bounded martingale 
erable variation. Put L=MA— 
[or any atopping time 


ales. Then 
(33.1) 


(33.1) is called the formula nt integration by 
Proof. By polarization 1 guHices to prove [ 


E 
x?-3iX. X — 2X3 + [А]. 
Чо this end, put À = x? 


А їз an increasing process and АА 
ж ted e frere x царе 


= (AX). Let t> О end 


be a sequence of finite partitious of [D. i] with 517 
x -x e Оф, - xb. 
= зуха 7 Xo) XXn, 7n r. 


23.3) 


— (X ).X + 2Xq. First, we want to ghow that 


п) tending to zero. Then 


214 
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Y Theorem 9.20 we know | 
A = XË + P- li 
g T.F Qum Le, — Am É. T.A. 3.3) 


In particular, b 
ld 13.21 41 Ius = 
ат ( 1 3 19 an Incressing nrocess. Ву the definition of А 


АА = Ar(x2) _ 
ab (X^) -23X.AX —(X. | AXY-X'—2x AX {Ах р 
n er to show ; р i | 
жшн s (33.2) we first asume that X i bounded. [ы this 
Mmaertingale. Lel X = M + À he in canonical Eie 


positium, where ÀZ ig в locally 
: ally bounded martingale 
process wilh finite variation arid Ал = ü. Put "ads райын 


H= 
IN ХЕХ) +2X8 - iX] = A — [x] 
ps shown 1 | 
ш cr, порте that B in а continous ргогевв with 8 i jati 
| w „йк Xy= Mh, лысын mte variation and 
H = (M + А] | Í 
Ç d l—2(M- € A.M + A) + 2M — [M + 4] 
— [M] -2(M..M — Мм + 20354 FA 
—24 M — 2[M, AJ. B 
Here we have mada к 
as use of the formuja of ; i 
Ки Ж A ОТ тпїңтгаїйїгїү pirts i 
Mri эч em ls Ву Lemmas 9,4 and 9.32 А Кш P i. 
inks sca martingale, Hence H is n local i si Dn. 
y, li mast be F = D, ie, (33.2) hoida е 
u general cases, put T: — in ! | 
з = t> 0: T: 
a bounded semimaztingale, and (2 0: [Ж] > п}. Then К fir yol ів 


Xy 2 
(Xn = (CTS- = gy- үт,- -2Xj + [X T+] 
à "т 
_ =[ЭХ_х—эү? Ta— 
илсе T. | со, (35.2) renais valid a kia ab 
Remar 
k. In the abora Proof we have shown for 2 > ü 
Xt УХ ~ Na S [хүр 
This 1 | 
1% why we call [X] the quadratic variation of X 
9.24 Curollary. 
- Let X de ] 
proas wiih Émile variation. ma engan b 


L J-A- ХА. 
iiia 134.1] 


— nma. 
+ —— = 


—. u — Y ' 
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Proof Let X = Xo M + B, M € Мьс B © Yu Hy Yups 
lemma (Example 98.4.1] we have 
[X,.4] = Xa Ada — [W.A] + 18. 4] 
= Xa An + (А.А + [A AB 


= Хдо r [A ATA. [33.25 


Then (34.1) Зоот from 133.1] and (34.2). Ч 
XS te semintuzlingalcs, and F be z pm. 


al derivaliues of the first ord 
(Xa) ia adea called on d- 


9.35 Theorem. Let 区 
function on Н [ie F has сотта parti 
the second orders], Pat X; = (X1. XD { 
dimensia! 3emiuuartingatej. Then 


d t Р 
F(G) - Роху E f. D,PUG-MXI E F) + ALE), (351) 





ere 

u ; 
ПЕ) = К(Х„)— FiXa У. DPN 18 X1, (35.2) 
Ja 
п р 
АЦ) = XE Í Dj ELX dC X?Y'. (X Fie (35.34) 
ij=1 l 
ar GF | : 
DF = Bn DoF = Bia, and ihe series юлы is absplutely 
roni gent. 
(35.1) iF the famosa Fid formaal! 

how 


Proof. We adopt the Bine af C. Dellacherie and Р, А. Meyer tr 


[sà formula. starting from the femia of integration by parts. 
We mey ятррове all Хі. X? are buunded: [X7] g C. $2 3:7. 


where C > Uis a coustant. Сегаль, 
or |X2| o 5s от |; 
9,33. Ш (35.1) holds for vach Xm, - frr, d 
T, | oo. Under the boundedneas assumption we can 
nf polynomials à 
ta F PF and IN F. iq = 1.-' 
bolda for each Fh- then try Theorem 9.30. 
we may suppose F iaa poly ucmial on R. 


11] ы nnxy 10 see Chat. F may be a cnm plex-valined Functina im [к formulae 


d, 
pu T, = infit z Ü IX > w 
4| > n), and deal with xT- Лу» agn Theorem 
then (35.13 holda for X, ншке 
chocwe а aquence (Fx) 
n FE such that FL, DF and DE, uniformly canverge 


. 4. on [-C,C]E respectively. Ш (35.1) 
(35.1) holds for F as well. Hence 
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If Fizl e ud] = ri 
` 4 Ë = zx, [35.1] теј - ' 

suire= u : nées tn (3311 Пу ind - 

Pas pi Зо the following statement: if (35.1) holde "Cen 

-theu (35.1) holds also for G(zt,. z?) = 33 PI E Me 

I iñ occ F]. Binee 


MG) = GOG) - GUG y 3* рух DA X) 
4 m l 
— Хіт ғу АХА F(X)J, 


and (X* Yi 
(X?) ie loenily bounded, thu неміеа Y z (C) is аро] 
Bent. In addition, we havs Л dn ad 


1 É 
Dair ld yd as aps. р 
5 ] si Ki qA G+ у. f DF(X, ilt КЇ, (Xy 
l gt i 
=; Í <: AAt E XT) {к с à 
x ü ЕХЭ) АТХ), (35.4) 


E f EX, juxia y f xi 
| Д DOE f ALDE. X. (355 
Then from (33.1), (35.4) and [35.5] i um T 
GL.) - = Xj 
_ к | Gi X9) = US 一 Xp FEQ) 
| Xi dX) + { FUG aX [X*, ОХ — XŠP(XQ) 


d 
E [ Do мхі E о) аа) 
ie, (35.1) old буз gg | 
The next theorem is : 
um 18 a refinement of There 2.35, iis proof ja co 
m- 


pletely analogia, and ig omitted 


9.36 Theorem. f 
* er X! "i. к" . 
XT bo adapt CUSAT Be semimartingales, and X 
TiXolom an ннн With fmite naréation, Let P aa uiii s 
C wrt the lost. f class C wrt ће frat n variables and en 
Yl Off m Puriables fis may бе т = und of class 
[X], XP* 1. Then = Ü or ra = 03 Put X, = 


F(X)- вх $7 f° 
j) - {ху = pi Í D,FUX, MXj E (Р) 
Dar 


PES n l} 
3, РЭД f PGFUG,. dt XT. (xX2y9.. 





— 


— — mm 
— —Á —À 
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55. Io Formula sod Гк Dede Exponential Formula 
1 i nd А b= о predietable 
heorem. Let X bea semünartingal: 4 | 
с d X) piis nmd ts 
E 


тистин process urth Ам 7 ce og. if jm. 1s À 
finite àt, fien Р. 
im — = Ü 2.5. 
ба а. 
1 š == X (Theorem .1%,2]1 
1 —.— X. Then (bo AJY 
Proof Put Y uod 

and | 


+ A)Y = (1+ ALY + (A А = Y +{Ү—}.А — Ап 


by Clorollury 9.34. Tims 
[d Yahi 
Xi з; Yi Ла + J 


the second term on the right band side їн u Stieltyea integral. 
| any £ > Ü there exists 1.1) euch that 


1 


Por almak all ul and 
Тш) Y | Z s. tz t. lu). 


Then бог £ > i, we have 


| Í Yi- Ed 
1 + A Дол] I 
L. { = і Y,- — 1144, 
< tL mete fur Y. |+ W, 


гу A, 204 
1+4) l+ A: 
Letting i — x anil e LÜ 


— Í [y — Y,-)dA, — Ü, í — x 
1 + À, p. 











ommseculively, we lind 


ri 2 tl ҮН т 
Evidently Ya + A| < Fallt Al L p, to om. 
1+ ЖМ as 1+4 
Hence Xi А Xi =й as. O 


Ti А, 0 [em do A 


гга: 


9.38 Corollary. Let M beu locally square integrnhle mantingale with 


{М} en aut. Then 


M, 
JE. ZR. = Su 
да тм, 
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Proof. Since 


T4 "Giga y (an y s 1 


hy Theorerm 4 32 lim { — 1 i 
эй н NS i i+ {му M), Cxisis and js finite a 3, Now Apply- 
eureüni fh37 to Ај and (A) lads to the maguro] assertion — D 
Theorem 5.37 is the stia 


nE law of large . Я 
the general form, піве number for semimartiiga]les ia 


ТЁ is : quM 
by parta a МЫ: биа оГ the formula of Integration 
站 "anta. BJ | à 
i Jal formua. 


9.5 
I Theorem, Lety ben semimrizwpaie, Puy 


Fi = (1 + AX, рах 

A, a} [Ta = 1). (39.1) 
Then for nhuasi all ы ihe i 

ларе conmeryznt for all t > Ü, and V — (уе Hirn AF 38.1) 
TsrORLRq 08 procesa wiih Гб Жы 1 sn adapted purely 


一 p — 1 c 
Ж = expl X, — x, — 3 UC] ID ae Ax рез. (39.2) 


Drac 


Th = (Ai ] 
еп X LER] їл the untque semimarimoale Bülatfng {Ле Jolinmuntag 


TÉDCAaatie фет онай 


I 
£j =1 «f Z, LX. 
a- Aa 4 " 
Proof. Ful Ë ч I 
L - 1 
š JH t TÉ з) Г-НЫ og i 
ы" = l | 
t cdl + Malax I-AA у РЕ 
"=y 


упау, the риш efiniug V/ is of a бш mrmber of Le 3 
Ub temes. Sinee 


1 - 
Sz еті" qupd 


p 


= WW. agai Š 
: : t", HI by Ito 
discontinuos brocess with finite variation, 


241) 
la 

К Faponentlal Fur 

_ d Dolians- Dade 
It Formula &n 


85. 1 wg- PEV) 
— y and K = X — Xo- 5, UC). Then рене 
Demote 2 p^ Noting =, = Z—1 + AX.1. by 
E " АА = 7 
апі Кб = X", 
3e have 


E: E di R^ 
pF 224 -一 
ELEME AE m Tu 
We e 9 


+ D (AB. Z АКЫ e 0 AY) 


Ше ae E 
t 
= 1 +Í E, dX, 
u 
š = inr a8 3]. 
ie., 2 satiphes So (Y) às another Bernirunrtibgle satisfying ( 
— "ge ame khat Y = e & Put 
Dun АЎ =Y AX, (XS YS „ы Кез (39.4) 
Then E VM 
W == 


W, = 1 mud 
i cando QA ay, eL f wax 
$ Eg ar. E ть 
weis [ako f 2 Jn 


[ы Н AW, + W,-AX, ш. 
erar дш. 
ü 


Ke- ДҮ 


_ АА. 
=з E е^ [I + Á K), 


59.3) Wi = WA. 
Um the other эш: "^ j^" + AX) — 1]. 
‚ = MAS 


P Д LI ғ А » 
FUL i тч. process aith TH 
di T inc 
H r 1 [à : ү. 


. with fuik 

dixcoptinnous prücess _ L 

mcans H i am "-— d satisfies tbe ваше cation. Pu 
v = the homogeneous eet 


This і Ка 
ао, Of Gone, ° 
iie W. Then FT вака - 
u = -MW. 
Л] - | ФА. 
| | b is шай 
' Aal- Making usc ni tbe formula of integration DY 
Put H, = n j Aal- 


j abow 
hy indurtion. it is not difficult. to 


l uu (39.8) 
Í (B, 4B, $ — LB) 
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By iterating (39.5) and iurtuction, from (29.6) we obtain 
1 
KAES CIUMB. |u,_|< арво“, a € [5 d. 


Hence ГД = Ü as. for each £ > 0. Consequently, Er = Ü, H^ — V sud 
YV = =" pr = =KV = z, LI 


galo, resp. an adnpted procesa with Bpite variakjor], so js CUX). Besides, 
ENIS [X - Xa) and far ашу sopping ume T, EX jT — ELT), 
It ia emay to check that if Y is a standard Broemniun moti, then 
E(X] = exp iX — 11), ADd if X is а Poisaon process, then ELY), = dr 
А process Z is valed an ePipsnenilal semimartingale i then Cuists 


В semimartingale X such that Z = ELER be, Z ds the unhque senii- 
Yunrtinga]a satisfying 


F 
Z, = Z, +f Za dX, 
ü 
Wi want, to ehiraeteriz: the class of exponectial semimartinenles. 


7.40 Lemma. Ler X be a semimarlinsale Pur 
T 一 inf [t > й. AX = -l 


S = infit > ü : ЕХ) = 0 ог £CXh.. = ü). 
Ihen Y' = S ga. 
Proof, IF T< бю, theu A YR = -]. By the exponential tnrienls 


Hence S < T'as On the otler hand, if z = T, fron the Proof of Theoren 
7,38 De сап sea W = Ü and V = ü. But V" and V" are always positive. 
Thus £(X)y, = PV ete 2 ay E(X h- = Ww Feet- x n, and T = дн. 
Therfon, 5 =T as.. O 


9.41 Theorem. Let Z be n Semimarfingaic, and T = Шш: > 0. Z, — 
UorZ 204 Thn Z an erponeutsa! semimariingale if and oniy if 
Ка Каат COTifiona are anbafe- 

11 # = отр. 

1 "p: 
2) H = z Jz p ЇЗ dmiegrnbje wri Z: 
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EB. Local Times of Somme pe 


Proof. Neceasity, Let z = B(X) X € 5. On |Zo = 0] we ir 
Z=0= Zar Ün [Za > 0] we bave T = int > 0: АХ = -1p яп 
ELX Mirel p, By Lerarna 9.40, agan w: get Z = Ser — 

Obviounly, |HZ.| € ). HZ. € LUX) and Z_ € LX). He e 
9.1322] НЕЕ Хр Ви Z = Ze riZ-).X -- ZnXp. во ч € E 

&ufficiency. Put X = H.Z. Then ZgXo 一 Eria = Да, ай 


[Z А = (HZ) = hg -过 
Fut R = Tigr. =na<T=<l' R ів a predictable time, because it ia [uretold 
" T. —H. 3 | 
by Hn = inf С sp;te T. AM = =} An. Now 
Де. 0-2 = (т + hn + то) 
= Zylp-ul + дар. 2 
一 A Z gin = (dme in 0 4 21) 
Hence Z = 4Z L.X = Ze + (£X — Zon = ЭХ} E 


66. Local Times of Semimnartingales 


£.42 Lemma, Let X bea semimiartingnle, f be d rovdinueus nane 
гета on R. and F be iis left derveatitre. Then РА) is G semimartin- 


gale and 
i 
их = Fab + f, -ax 
xci БАО) = ДХ, = РО ЛАХ T Ce 132.1) 


шАеге C = (£4) їз a continuum adapted increcsing pporiers with Co 一 ia 
Proof, lame ы nou-nagatsee “upakuna л € CUR) such that |—2. 


"E 
la > U) dr its Support and f visis = 1, Fuk 
а А " 
fte n f^ u + spends - Fi eem 
Then falt} is CONVER. n ec C^ [R) and as n — nc we have 
FU PD. 
gn о рбет РО 


[.f'[2) is Ipfi -contimanus and monotont Increaring). 
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Apply hå formula to f, and AX, 


L 
fU) = nio) «f FAUX, aX, + pi 
т ^ f F 
where 


pin =s 一 

(Cad I 7 ROS Y OG Vo 1 f pix, tx, 

is an adapted increasing : 
We may SDT X 

X. where T, = inf[t 


(42.3) 


process in view of the convexity of f. 
Eni їй bounded. Otherwise, we may deal with 
| zü: | X,|> n). Sinee fi i 
NAI Дыш р, HORAE T ін bounded ou each Anilo 


FO) = Fc) | Рох, )ах, + B 


[or all t 0. B; = Plin B where B — (лп, 
process with F = 0 and | 


Am = AHX) - PUG AX, 
Let 47 


) Is ап adapted lnrpeasing 


| = FUERO РХ) 一 PIX, YA X, > 0. 
br the cuntinueons part of E. Then (42.0) follows O 
8.43 Theorem. Le X Bea srmmartingaie anda Rm. Then 
CX, - ny* = (Ху 一 а + f: 

[ o Ts- ха] Я, + nd > UX, = а] 


1 
+ dix, <a X; — ej*| +s UX), (43,1) 
- _ 1 
(Xr -a = [Xp - a) = fx, X, wt sal Xs ~ a1 


+ h — „ү 1 

Wa- аа — ау + саб), Т 

Aere F2[X ) isa i f А Fr) (3.2) 
т; ji conina adapted increasins nroceas with ИХ) = 
t ds ea ed the local tima of X ata, (43.1) or (43.2) is called Т, n Я 
Лоттар. ' aakri- Meier 
Proof. Let f(x = (z — шу, Then 


f im EX, Z'x = F, vr And 


Дф) 一 fix — Flirty— гу = | ium). M zoa, 


mI (y — att, irza 
Applying (42.1) to [T ~ alt, wa have 


É 
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$6. Local Times of Serin artingalkcs "T" an 
«OX р, ъа + iix, ea] Rs — 22 
рази T 


2 r, wth C, = Я. 
. increasing prora W 
БЕТ minum adapted i 
where (Lt) is & co 


E Lave 
Similarly, applying [42.1] to [z 2}. 8 


f dX 
E is 5 
[Eu al = (An — a) f [Ya Sal X, ar haqa Dh. [43.41 
T {Дх su Xs — aY” + Дх, а 
+ ic >" ; 一 
uma adapted increasing process whth Erit 


1 i nma 
here (Th) is also B com en 
Ë Sutaracting (43.4) from [43.3) yiel 


ш c - + dX. + C — Л. 
(X, -ayt - (X c a)” = (Xa c = OG Í 


i . m q - Ü - 9 ha - (43.1) 


and (43.2). 0 
Let X be 
p.44 Theorem. А U 
alanat all ш the messune dE (X u) does пої с 


inier i: Жш) = er : s = T. П 
ены н be two stopping tnnt. and ы : 4. “w 
c Ur < e], then [S.T[C [X < а} мй JS, T] < 1А = 
]s.TIc [Х- < а} 


(43:1) we know on [T < X] 


* 
u semimartingale and a € RH. ся m 
harge ihe se! [f : Ж.) 


1 1 paix „и. [33.11 
(Xy —a)* + spt) 一 3780) а-л.) 


(Хт у - (Xs - eY* — (44.2) 


IBEX) LEX) ace pus 
Büunilarly. i£ 15. Te X- = а], then ]5.Т{С [X = au, : 
|X- = aj. {44,1} and (44-3) E гие. 
let r > О ba & ratinmal, - T" 
E | ме if Ar- > z, 
Tir) = ашни > S(r): х. > a]: 


HT = LJ Jsir). Т{г\[. 
TH] 


| . Fran 
1 interior of ЈЕ: A. is] < a] 
жү + dLS(K Mu) does not churge HH. 
i (X Mur) does am 


dion Hu 
44.2) we know that for almost ali unos all ы dL? 
uselogonsy. ї con be showu that fer a пу, Ets Xade) < а} 
ie terior of (1: Жү Дш] > a]. Apparently, 
charge the miero 
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and {t : Xi [22 > al diffur ога their interiors by at must mountable sets. 
Thus fcr almost all у, EX ar] doce not. charge (1: X, (а) zx тр. Now 


ptit 
г, Ё X. = u, 
Vr) = | | 
eu, df X. Z z. 
Vir} = аа > U(r): X. aj, 
W = Ыг), Viri. 


For each w the section FA, 1н the interinr nf ft: Ар) = а}. Bv the 
Same argument, for alinoat alf w, eii Xu) does not chare Wa D 


Integrating fix. =a| and fixen] Wrtb the two sides of ( "131, we obtain 
the folowing ten formulaa for local timca. 


8.45 Corallary. Lef X bea Semimarhhngals und z £ R. Thea 


t 
АХ) = 9 [j Tix, ma] A, -at — 22, f -a]i X. -uj i 


Ё 
0) =] Í Fx, sapi X, — ay* — „Б os а.а. 


Below we will give another expression for (C) in (42,1) by means of 
local tires, and obtain a Eetreralization of hå Formula, 


3.46 Theorem. Ler X ben wemirartingale, f bc a continuous CER 
junclien om Ft, and T be ия Poft derivative. Then 


К) = fO) f roc ax, 


+E FAA- (x) Po ax] +1 f NC LOS 


0-58 
(46.1) 
where p Úe lhe шекл order derivative of F in ihe sense pf genemlized 
fanchons (p is a Radon тиейкыге |. 

Proof. First asume that the базите pod faite amd Шан compart 
support. Put {т} =f (®- а} (аә), Then f and g have che sale aec 
end order derivative, and hence ffx) — a + hz об) a, be R. Evidently. 
[46.1] holds für f(z) = a+ hz, Hence we may assume fiz) = yir). Thus 
{т} = ”td Since Fix, sa] – 可 一 Fiy, а(х, – ayt = 
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X,— 0) —(Au- — a]* — Ix ap (46.1) Edes by integrating the 
sides of (43,1) w.r.t. p[da) on LE ge 
For au srbiLraTy comvex funetion ў. pu 
fin) + f'ile snmh 27 
fna} = fiz). — rt < r < ñ, 
fn) Рен) ст 

T, = шце 20: Xd >з or X12 nh "P 
Then p. (di) = £j s Ode da) and CX] = FIX Y on [бы]. 
when |а| zor we have Dp CX) =Й. Thus 


| " n T.. 
F га(Хур. (do) = f” мода), t< 


一 
[ 1 4I ] 


ith the 
9.45 we need to deal wi 

ihe roof o "Theorem x — Ms horem 
Rem ki s^ enm parameters amd ihe results at а (el. 
stochastic Mein are ordinmry, mud the dekadg arc om: 

type. The trestmenta 

Stricker and Yor!!l). 


ue 
9.47 Corollary., Let X be a aemimartingaie, and y be z ee 
am кешед Hare] Friction, Ther 


А 
[aan = [ГС O05048. ат) 
Тац f ë M Comparing (46.1) with ТӨЗ [nr mula, we obtain 
"u : S == LHX f" lade. (47.2) 
' pi apr, = f. roc Мао, f u: 
^ s | ， asa ягештепі, O 
Then (47.1) Follows from (47.2) by the manutone e 
Remark. Let, А be & Bore] set m Ё. From (47-1) we get 
BAR š | 
Е АЖ), = Í L2( X )da. 48.1) 
f ГАХ) i 


i i ing di X^; 
havc the following interpretatio for local kia pm e 
чийе af the "imtrmsic' time of X, [48.1] means Ti Ph 
! 1 munt d. 
" ea post чанае Dccupation time o£ X at a up to meo 
denaity © У : 


Thus we get (49.1), because £in? 242. (£a + ба — nb) 


M Be u toare fuiegrable martingale. 
Aluppirur time T we hane 


IF M is arcessible, we take д sequence (S. ) of 
«аро. graph such Lhat ЫА] > 

We mar further wame Sa < Tan 
Зл hy (S, 
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37. Stochastic Differential Emuntinns: 
Métivier-Pellaumail's Method 


In this paragraph we wil] vestigate зинае differential equartous 
hy using Métisier-Pellaumall'a method. This method is based on a ntoppaed 
Генік inbquality (81.13, due to M, Métivier and J. Реала. 


9.43 Lamrng. Lef (OE, P) be a АД space and G be u aub- 
T-Held of F. Assume thal А £ Ж und X iag 


v {A} -menstiratie mune 
integmMe rs. such ihal ЕКЕ] 20. Then 


EI X7] = ENa Ере]. 
Here Gv [A] stands 


(49.1) 
fur the z field generiert y Gu [A]. 
Froot Put 


а= E[4[g], 5- Elralgl. 


Then ab — 1. Since X can be expressed BE EJ 4 --nZLa- with £,n E L IGS, 
we have a£ + bz = 0, and 


ЕА ЕА] = Еде + TH = E[t*s? 十 хац, 
ЕПА Х = Eln26] = Eh Ha + бу] = Еру + дгар. 

=й t 
3.50 Lemma. Leo 


Fer any 


ENEJA Mr рр EKA ут |. 


Proof [L М js quaeret continens, then 


(50.1) 


FED MET DP) < ЕАМ) = ЕА 
= ЕАУ = Ерм |. 


predietable tires with 
in the accessible Part of 


[Sa < 20], otherwise we nan rnplavce 
Де, s7) Uuder this nasumptinn we get 


[7^] whem Т= 


(E[A мт [y = (BlA Mr ns | г 


= ХАМ IT. ру пва] = ЕТА Ms, Дн 5р 
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$7. Sic i n 
Since FAIT = S.) = Fea- IT = 39] = ias = Bn 
a fs. v {= Sal} = Fs- V 118. < T|}, we i , | 
БАМ Fr- lps] = EAM 7а V {[S < TIH Hr=srl 
| Sn - == 


Е А rz E[AMs, Ta, ш EIS < T]. | 
- ra, Dy 
5 AM, Tess = 0. we have KA = sn Therefore, b 
eua Lc d ru MIN. 1 
2.49 | 
B рты] = EERTE Sal = Б\БЇХ Же, -lisan | 
£ EUEjAM2 Ms, -]Hs n] = ELAM ie I e 


етсе И 
I ЕАМ] E EJAM s s, 5 ERA- 
Тїн we have proved (50.1) fot the qe 
weressible саве. For general cues, bet M 
da (ape Theorem 8.22.3)), 
le cà part) of T. Then (50.1) folles from 
OMS = MS) + LAT) and "D 
| җы ] = LEJA Мт г Т Ero] + UEM M Fr r=7al 
| B = z 口 
= АМН) + (EIA Ме|Рт—])*. 


9.51 Theorem. Let M be а square inbegrable maritngait- 


any sinppimg kime T we have (51.1) 


de 
E[t < AE[(M)r- + [Mrl 
Pronf, Pu " | 
M -M-LAME- EAMH Fr- ÜM мё } 
-Then Åf isa square integrable tepida eun 
cides with M on [0. TT. By Dooh s ined ешю а 
EM = БМ | š ІМ < AEIMT] = Ф007 
m 7 
= AE[M]r - (AM + СЕТАМ? ]V]. 
which together with (50.1) given (51.1), unaq T 
E[Mi (ам) = El|M*]r- + AM 


(Mi = Me + M* + MY), nnd 


El = ЕМ] = ЕКМт-]. О 


left-contimucus cause and the 
Mat M* + M and. М = 


: Lutally inarcessjble part 
T (resp, T=} be the totally the facts that. 


Then for 


(зге Problem 5.3) and M con- 
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The following theonm, due to M. Métivier and 1. Pellaura sal again, is 
esgentia] for studying stochastic differential ruations. 


9.52 Theorem. Lai X ben semamariingale. There ensis an adapted 
Татти айр process A thich controls X in tte following sense: fot any 
sfphping linc T and any hounded predictabMe process FE. 

EEX] S E[Ar (H7, Ar]. (52.1) 

Proof. If X iban адар process with Bnia variation, then X is 
топтой by its variatinni proceaa A: A 一 п | [Ж „|. En £t, by Schwarz 

[0.4 
inequality we Hawk: 
(H. XJ = ЦА. АЖ < Ar (Н? Ar. 


H X E a locally square integrable martingale, then bv Therem 9.51 we 
have 


ЕЦ Н.Х? | = ЕН? Bjr], 


where B = [X] + (Xj). Let А = V2B, then А controls X, because 
dB < ARA. 


ЕТЫ. | S EU AL Ayr. ] < Аг 12. Aym], 
Finally, for а semimartingale XY, let Y = M +V, M ЕМ and V € Vy. 
Put A ~ f |dV,i-- 4([M] (M 5, then it is easy to see that A controla 
Lh 


X. In fart, H À" controls X' and А” controls X", then CBA + am 
coutrolg X" p X" ш 


Hemark. Métivier- Рената inequality [57.1] indeed gives n cha- 
rarícrizatien fnr semimartingsles (see Problem 9.29). 
Now we аге in a position to study tbe following stochastic diferentia] 


aquation: 


X = H + Y [E.X).Zi, (53.1) 
i=] 


whem Z = (Z1,..., Z) is an n-dimensinnal semim=rtingnleca with Z5 = 
Ü. FF = ОУ... H”) is an m-dimensional сафар adapted process (ie. 
cach companent Hi is а самая widapted process) and Fi,1 < i < m, are 
IDappings Eom the sot of аЙ m-dimensicnal radlag adapted processes to 
the set of all n-dinienaional а bounded predictahle prbocesmes such 
that for each stopping time Т, F (XT 3 coincides with #Х en]ü, T]. x- 
[X1,..., Xm ia the илј process, For instance, let fifa a, тт, ID 
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be en n-dimernsional measurable function on 0 х F x В" such o z 
fixed Ij- Tm 900 5. Хі. ваші Zm? ЇН T,measurable, 2) for К. 
all w aud for Bxed zi, rn fiume Xm] 1 1Meft-pontiunotis Е 
right limits: 3) for almost all w and ай a. fec.) E шрны i 
fF, N = flw p rasa Xm). Then Fi; mets the above s z. 
Chbviously, the exponential equation (39.3) is a special case et 152.1). 


2.53 Theorem. ÍF each Fi sctisfies the following Lipsehitz крй 
ERX - КУУШ] СЕ| P - Үш, (53.2) 


where C is а constant, then брадат (53.1) has a wnigue seturten. 

PFrosf. For the uiLarional simplicity we only prove the акыш ior the 
caue = mo = l, Let Abe am adapted increasing process with Ар = f) such 
that А controls Ше seinimartingale Z. Put Tj = ü and dechre а засе 
{T} of tapping tures as follows: 


oaza 
Taai = inf Í+ > Ta : At AR, 3c ' 


Then T4 L +œ. and AŽ - АЁ = == сп Hf» = бс]. 1n. order to 
prove the theorem 1 mfc to врме that if equation (53.1) has А 
solution on [0, Ты], it siso bas а unique galutiuu oa [0, Tail To t с. i 
at (X)y- HAIFA). Amme that Х ія a solution nf (53.1) on [t^ h : 
and X is unique up ta Tn. Let Y and W be toa сайр adapted proresšta 
such that Y Tr = Hi 一 Xi. We have 


ЕЕ (ФУ) ФИ), Y] = ЕРУ - FW|LZEK..,l 
< Е|Ат„ы- hs AFP Fwyzaa,] 
- FW gA, 
= Blann Í. 1 {КҮ үза] 


E Arap- LAT, 11 m Ar, YEY = Үгү? ] 


Tari- 


UA 


l^ 


guy - Wk. -P. 


Thon by the бх point theorem there existé E ceding adapted N 
Y such that Ym = X" and pyje = 7, Morerver, Suc 
process Y is uniqne un [Tapii Port 


F = y T+" + LAHT, 1 + [FEY т, а тонь pua 


26) 


| lI | | ij 


9.54 Corollary, Let W 一 ЕА. 
Чата Wiener procos je, Wl. 
processes, È he шп n-dirmenmona 
T= Lom, ў =1,.- 


| BW] he am n-dimensional stan- 
СОЙ" are independent standard W'igner 
[ Fy-measumbie ru, Let bt x), eii, т}, 
711%, be тїрїлє functions an fh. x FU^ such that 


Ea) ые) + es E е 06,2) — ed (t, gl 


s c( ы-у)”, 


[54.13 
= [oe ate È È eie т) (1+ 5 p 
1—1 11521 м T t= mi ) f 
where C > Ü im n eonatunt. Then ihe gouation 
Ё 
Ж ed | 
| T^ | bío, X,)ds + n els, X, MW,.t > 0, (54.3) 
"3 G итүне Cumibtuous хој, where bif T3 — 6M X 
{Жогу = (ай, z), ( Ij [^ (Ea. {E a) 
Usually, equatzon (543) £r called an Н» equation. 
Proof. IL suffices to deal with the equation 
t 
X =£ + I L \ f 
— А (5 Xo 0 ois X,-)aW,, t > 0. (54.4) 


E я (94.2] guarantees that bit, X.) and ©(#, X: ) are localiy 
E = г Theorem 9.53 [544] Һан a unique solution, which 
:3 continrons, 54.3 D i i i 

ИГ иса (54.3) has the same nnne contgueus olution as 


9.55 Exemple. Lat W be a Wi 
Iener preeesz. : f | 
1-v, and e > U. Hen the equation P DE be an Za mea«ralik: 


É 
X, = в -a f Х,а + M (n0 
- ü p 
Las л unique sotntion 


E 
x =e f eurn 
ü 


m ы) 15 the amous Langevin's equation, and its solution 
[35.2] is сеч en Ornatein- Uhlenbeck process, which i& used to model 
the velocity process of а Brownian motion, i 


Indeed 


Problems and Complemeuts t 


Problems and Cumplements 


9.1 Let M be a oral martingale, and H be н progreseuve process. 

1) H 22, [M] € A*t, then НМ is the nnique L € M? such that far all 
Ke M? E[UL[M, NT) = E[L. N |. 

2) I HPM) E AL, then НАМ € M. 

9.2 Let M be а quasi-lelt-continuous local martingale, and H Hae à 
progressive process auch tha) JHT[M] € Ale Then lor all N € Miu wr 
huer: [Нм = HAM.N| and AHA) = HAM. 

p-a Let X be a semimartingale, gud Af be a local mariingsle. The 
compensated Bbochastic intagral (AX), M exists iE and only i LX.M, 
existé. In this case we have [AX]; M = [|X. M] - (X. MT. 

9.4 Let M be а local martingale, and Н be a progresse process. I 
H, M exists and H? [M € V*, then HEIM] € Aie 

9.5 Let 1 be a closed subspaee of ААТ, H is stable if and only if tor 
any M € H aud predictable process H with ЕПН? Ms) = сю we have 
H.M € H. 

0,£ Let M.N & ME. Then thure exists а predictable preecas H and 
LEM. such that N = E.M + E, and LIN. 

p.T Let X бе a aemimartingalo, and H he а predictable process, IN- 
tegralie wrt. X. Lot X — M + À, where M € А. and A E Vo. This 
decomposition іє an H-decompesition of X iL and only if H € ZUM) and 
fur each 0 УНАА, < со a6.. 

it 


п 

9.8 Lek М be a loca] martingale and Не LIM). Tf E.M in a spenial 
semimartingale, then H € EUM |}. 

O.P Le. X be à semitartiugale gud Н € LIX). Then the process 
Н.Х — HX is predictable 

алб Lot X be a саар adapted process, donated by à predictable 
iuriessing procos 4. "Then [AS < ac] [Кд < сој ms. amd [or every 
stopping time T, [Ат = 0| C [Xp = аз. 

p.11 Lel X aud Y be & pair of euinartingekes. Let T be а hnita 
stopping time, anil Ta : Ü = TW = JP xo bea sequence of stochastic 
partitions of 10. T] with та) tending to zero, Then 

sup Ут er 一 Agra МЎ nt T Yrs) XuYo 一 Ix. Y] Zn. 

tr i 

9.12 Le M and M be a pair of coniimaus hx! martingales with 
М» = Na = 0. М and N are independent, then (M, N} = 0. 
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еи С "1X Stochaalic Гата 
à н айп F be à pai I 1 
"oe hl Dair of semimartingales. Let z > D and 


у | min = Ё be a s i iti 
with ёт.) tending to zero. Show that Hp. аеры ы 


ail 
fat) 三 ^ 3 Ye + Ye MAG. Xe 


= f' 1 
Í Y.-4X, + SUX, Yle- Хок), 


Unnnte the limit Бате 
ui | In 5 (9 TX, and call it the Straton Ich i 
Jt. X. Find the chang of iin P 


1 ш 


Ё 
иаи, = 1 рулы n f 
Í M "-2/ М1 


SE g=- 
E З Дид aad M; = Wi ~ 4, 4 > D, then HM = W 
"i * ^^ Dé а Poisson process end Ty bao its ntn tin 
à bounded predictable мы" iib 
process, Then lim | Eds exi i 
finite aa. H wnd only if Em Í ну ьш sud a im 
та | Ti 
сазе, the two limita are identical кн | 
Фа ree ¿ime average” in iiine 
| 9.16 Let X and Y be a pair of semimartingak 
IR Cyaneacent, X/Y ia a semimartingale i 
FIT Let X ] 
oo rY ë S. Then СОНУ) = E(X +Y + [X 
2 t X €. H E(XY=l,th=m X —ü PR 
" : Let X.Y c & H £( X) = £(Y') and iz x 
sss tan Се Yanay ыш (X)- 


А 239 ү, S€ Spa and X = M + A 

н Be 18 an évanescent set. then , 

GOD «c eje Cas я there exista N E Auro Buch that 
(921 Let Х,У € S, It [AY 

RUE Z € Sa meh that £X +Y} 

V^ € Sy such that £(Y)e(y*) = | 


z Я 
Eee € Š he сопшюйпк. Then the unique solutio 


exista and ія finite ns Iu this 


This i I 
: PURIS ш Called "Psion 


H [Y =й Y. = üj 


对 із an evanescent 


be ita canonical decomposition, Tf 


- l| їз am evanescent sat 
: (5, then t 
= {ДҮ Y and there e 


exists & unique 


AX; = ё 
z Hir f Хх, ш, i Ü 


1 
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ig given Dy 
х, = EG ne f etnia - 18.20), 
4.23 Tat X £ Фу. Suppose AX ix bonded, and there exis к > 0 
sach that for each А €], el £(AX) € Mis Then X € АМ. 


5.24 Let X be а complex semimpriiugale, i£, X = X'+ ХХ" where 
X' amd. X" вте сеа] sezaimartingales. Then 


Z = exp [Xs 一 Хұ 一 ; 07) Па HAX, )е 


Ft 


is the mique complex semimartingale qatisfyinys 
epic 上 Z—¿X,. 


у я Н xm. 
s= (UE) — (EY 4 4 — + нн 
шер z T А " iV be a continuous complex gernimarkingale auch 
that 1х |= ьш f be an analytic metion. Then 


f 1 Ё r 
a) = да+ [ ru, el f 1204205 
i Е š X amd Y ате 
i 1 i Tirana motion, i... А ёп 

Tn. particular, i Z із в complex | nod | 

independent Ftandard Brownian motions, then f(Z) | f ac 
а ах" 

E B Lel X be u sein artingak- Then for all t > А |X.. ] 

9. 1 i = ü. TI 
е 27 Let X be а rontinupus kcal martingake with Ap à * а 
|Х| - M r LX} where M in & continuous local martingale wi : p 

d LEX) = sup, (7 Mi). Moreover, X ean standard Wiener process, 
ВШ Жы: E an. 
an 1e M. | 

9.25 Let X be а nemimartingale. Denote 

х) = O+ AN se & 


1) For any continuous canvex function f on FE 
д} = Ra) + f PX ax, 
1 е fs 1 Я 
ьул АХАУ f 000640) 
б-т ляй 


i ized 
here p is the second order derivative of f im the sense of generali 
w 
[unctions. | | Р | 
ет ІХ) gb 0, then for all 8 € (0,13, [X17 1s not à serimar ngale 
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3] Assume that f is a попе Шера eontinnous convex funcion on R 


and fizi = 0 t= Put P = jut + Juj wbem fi and f^ are the 
right aud teft derivatives of. f respectively. Then 


= š = 
ПЛОХИ = РЧО fix, etx, — E hx. cx] + оорго) 


3.29 Let X be an adapted cadlag process. If there exists ап adapted 
increasing prosess À such that (52.1) bolda for any Бап elementary 
n-1 
predictable proces H (і.е. Н = У Gm, qp where Zu m Ty =... < a 
1—0 
art stonning times and £ Е Ыт. = O... n d) theu Y ds а semi- 
martingale. 


8.30 Let X, F Е 5, We have the following formulae: 


і 
LIX NYJ Xt- r*+ f fx edL (Y), 
as 


LC Yy = Í haah X) - f endi. 


i Í ftx. =v,_ 06: [Xt — Y*) 
DX v YY + h [X AYJ = AX) t L (Y), 
E LIX — Y) = ü then 


E t 
LX v yy = Ї Iy, <a dB X) + Í fix, ed Dur YY. 

9.31 Let X € S and f be the difference of two continuous CONVEX 

functions on Я. For any a € F we set 
Bia) = [z : fiz} = a [Fx] + Hie] > 0], 
where f; (resp. ff) staüds foe the right (resp. left) derivative of F, Then 
(д) is at mest rramtable and we have 
БЕГ {ту = p |)! UD + Hx) £4 *t-X3. 
т Г 


9,32 Let W he a Wiener process and а > 0. Then X, - e "Eye, 
t > Ü. ts an Ometuin- Uhlenbyerk Diores. 


Chapter X 
Martingale Spaces Н! and BMO 


"The contenta of this chapter belong ta the üne and diliculi parta ol 
modern martingale theory. The terms, spaces H! and BAD, are borrawed 
from modera analysis, H comes тош Hardy and AA 19 the abbreviation 
nj hende mean cacillation". 


£1. 4'-Mariingales and HAAD-Martingales 


10,1 DeBnltion. Let M be a local martingale. Put 


[Мө = El [M] 1 (1.1) 


Denete 
H! = [M € My Па < сб}. 

i ns]. HL is a li 
Each element of 74! 15 caked po Н) -martingale Саса, H* is a linear 
space 


| ] 
10.2 Remark. 1) Tt is essy to check ||- |a із а norm an H. In 


: = 0. theu Af — 0. 
particular, il [Мт SH Theorem T.M) "we konw 


2] Let Af E АА and Ej| Mol] < 2c. Then by 


that there exists а sequcuce (Tn) of stopping times with T, T oo such that 


for each n, M77 E H! ра 
3) Let M & м, Since ЕДМ] ] 5 АЛЕМ], < So, we have M EUH 


and || 1] 1 = | 56] алт. 
И Iud + CAM < Mas: |A M.I. 
8 ú 


4j Lex M € W. Since М, = y 


же have M € TË and Мм. < MT = Ef h, NL 


TP WTH 
5) Let M € HI- Then for any stopping time T we have М € H ати! 


| A£T Ws = ШАМ. 
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Wu ei. ie їн & refinement of the fundamental theorem for 
marangales (Theorem 7.17). By means of it 

PER | ,Oduary problems con. 

deir local martingales vun be reduced tn ones for bounded martingale 

and the Ponipensataons ol single step processes with етан variation 

iken sdving thene Drobletus is simplifies greatly. | 


10.3 Lemma. Lel M ba a laal marhngnle with My = 0, Pat 
4A—PEIAMIAu. V= A- Á U—M-V (3.1) 


ад ап localizing "éguenee (Ta) for М such thut for each n, In 
ts n hounded mariingale amd V^ ig thu sum of a finte number af om- 
pensutions o, naáapled sigh step srocesses with integrable verietion. Here 
тас од н of forin prs] single sten procesaes. 
- Let 5; = 6 > ü : АА > 1 
inductimar as йт: n. fy аиа his ы 
+ = imf{t = Бы: [AAT = i} 
Then each Sh is à stopping time and 5 
In additiou, we have EL Pan B Du Pit dd 


(xm 
= Š AMa Tes, o 


By ЕШ Ў.1Ў there in а Iocalizinm seszucnee (Ra) for Af such that for 
each т, U^ is n bounded martingale and AP is a process with integrable 
varation. Put T, = X, A R,. Then Ta fx and 


т, c re | 
al = E As, Кв, стз, ло], ът == AT " Am. 
Еш 
п 
Fi 
x | Ad = "m JAM s, ы сту. 


AM s, Дъ, хт.) 1н integrable and Z. | 
: XT. S Imeasurabie, ie., A MS Hr I 
is an adapted single step ридала with integrable манас 1 < k Š m. 


10.4 Lemma. Let M c Ml and Ты) be aa rur P 
: 8: ^ apence of stlappina times 
auch ihat m T. = ос. Then Jan | M — MET la = ü. 
Proof. Since En = ЙМ М = MT, [М], — D and ё, < 
T) [M]... we have EE] 一 Ü, is, jim | hf = М" |а =Ü. 0 








10.5 Theorem. The гос H ha _ 
Bg MUN in йетяе dn H1. fom of a uzdet martingale { denoted 


$1. Hl.Martingales aud 8AA4C.Martingales 
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Proof. Since Ad^? ix dense in MA? and the norm of Ad? ін stronger than 


the norm of НТ, it suffices to show that А2 is dense in H°. 


Let M € JO. We want to shew that there is (4470) C M? such that 
|| Mi) - Mis — 0. Obvicusly, we may assume that Mp = О snd M is 
the exnpensation of а single step process Hy Lemmas 10.3 and 10.4. 

Let 1*0 be a topping time вай £ £ Fy be an integrable r.v.. Pnt 


A= тод. M = А-А. 
Аб) = ¿hasa t МЇ} = A™ - At), 
Then М) є A4? and by Remark 10.2.4) we hase 
| ff^! — мм. ДАУ — Mika = 2040" — Ala 2 дд] — 0. 


where the seeond inequality follows From Theorem 52223, D 


10.8 Defnition. Let M Һе а square integrable martingale. Put. 


El Ma — Mr- Isa 
mua ue em DEZ, 6.1) 


; Ü А 
where T is the collection of all stepping times aud "in D by convention. 


Put. 
BAD = IM € MP : |M [вм < со}. [5.21 


Each element гї ЙАА? is ealed a EAMO-martiupale, Iiis easy to cherk chat 
EA ig a linear space, ||- lauo їн а noru on AVE? and [LM | s = EM aee 


fur M Е.М. 
10.7 Lemma. Let M c АА? Then for any stopping fme T 
El Mas — Mr_ Irsa Ar] 
= EJM] AFA – 1м) + MT rog (AMT) аз. 
Pronf, We have 
E[( Ma — Ma Irsa РЫ) = Мы — Mr_ + Могу IF] 
— E[MZ|Fr] 4 (Mz - М тщ — 2Mr Mr 
— БМ? — MET] + MA laqa + (Mr) 
~ E[M], — [М] |] + MR (9 MTY. as. 9 


10.8 Lemma. Let M E М?. Then M Е BMO f and owy $ Herr 


etala а Conalani e c D much heb for any abepping bime T 
Eli MH — Mr. iry YF Ze as. 


(7.1) 


(8.1) 


OH Chapter X Martingale Spares M! aad Bad 
Praof. Mecewuity, Let M € HA" = 
ы and t = |А. Then for any 
EAM, — Mr рм | < 2 PUT < oo). (8.2) 
Lel A € Fr. Replacing T by T4 in (8.9) yields 
EM — Mr nra < APIAN [T = ]) € e* PLAY. 
Hence (8.1] follows. 
Suflhciency. Бесальѕе (8.1) holds for any stopp tine: TP. we have 
Elm- - Mi Isa Er] = EM — Mr Ira Жтт eo 
| = CET ak.8.. (3.1) 
"Taking cxpectaticurs in 18.3], we obtain (8 2). Then M e БАЖ D 
10.9 Theorem. Let М be inse. 7 | 
u e t п focal marinaer. Then ihe olloning 
1) Af = Ам, 
2) There crist conslanis c Co > Ü ich f 
uny sopping bme T, [АМ | ч Ю.А. ме PERI азза аш = 
E([M],, — [Mhr] < 2 P(T < оо), (9.1) 
3) There erist constante er cs > 0 gueh 1А 
G ! mi || < = 
any Hopping ime T, LAM, Z =; сл. qnd ев й 
ЕМ – fy е ae (9.2) 
Я} There exinta conatünts 
seus 1 "+ Cr 2 > Ü auch Ehat |М € сү on, là M| = 
| БМ [M], S сй na, (9.1) 
ln particular, НАЯ martingales ne focaily bounded martingales, 
Proof, 1123) can be scen {гош Lemmas 10.7 and 10.8. The ртооѓ of 
)j—3) is Simular to that of Lemma 10.8. 3] = 4) ia trivial. 1l remalus ta 
€ 4]-+3). Let (X) bc the епа modification of (ЕМ р). Then 
y [8.1) and the rigkt-continuity of X . [A2]. for аши» all ш we have 
Ades) — [Мы] < e$ 
ит all £ > D. In particular, for all stopping {нле T 
Ат -[Мур< e$ as. 
Le. (0.2) holds. O 


E; А y Theorem 10.9. ; 
Прадо < M [leo and || Мамл < [М гу. hi 2) we hava 
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І 
bean а.в. bounded r.v.. Denote by |= the as. r m 
бо be seen from Lemmas 10.7 and 10.8 that tur M € 
a . | (` 


т] 
ые = sup ЕМ = UM]r_ ral 
\м фе = зир! | 
= sup | EMH- — Mr- fresa Vra 
TET 
In particular, ly Lemma 10.7 foc M € BA, Ms < MIB as and 
parli P 


‚үм = 
ААМ € Шм алах I M E Ati and M g BAAG, we define {М |a 
T. 


Below we give some useful exemples oi BAR? martingales- 


Mee = A ML e 
ing Hue T 
Proof. Let с = |0... Then бт any stopping sue 
IMgl = ЕМА € с эв, 
ac 
ЕМ — Mr_ Trso EEN Se ва. 
Heuce Afaa S 2с. O 
3 Die баттатар 
Theorem, Lel А = {A be an adapted integra | 
rep е = [Mi] be the саад тишет SEPA gea 
- Я с, гь 
соз p > (Ü such hat = M — A — se] = c, Шен E ВАЁ 
ПА чао < Зе. 


- i 3 "ing 
了 -. Then "= X 25 тары] in any stopping 
Proof, Lat X = M -AJar 
tirue T 


z Fpl 
一 和 -十 人 和 > 于 

- Mg lies Lr] < ЕПА — Ar- Her 
тилеш < ҚА = Arc fpes Fr] te аз. (17)) 


For any increasing function {пу] and # > Ü we Bayu 
"dg, 2 Ëf ma da, 
аа. p е. = Lee » [Ls | = |а| 


le> 一 n,- 12 = zf бе — a, ty. 
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Noting that í X.) is the optional projertion of (A... — Hi Fas. we get 


El AS ~ Ат De ER = 2E[ Í... tm — А. Hsu HAE] 


= zE[ ГА ХАТАР] S 2e8[A,. — Ar- fe uz] 
= [Mr ~ Ар дг < 20 
Пешо, by (12.1] we Hud 


Ам... 


E[ Mo — Mr. бт [Лг] < 3⁄2 Mb., 


and therefore by Itemark 10.10,2] we have Mau EVA n 


10.13 Theorem. Lc 4 = (A) be a predictable integrable imere- 
aing process wilh As = D, and Af = [Мз] be ihe rudiag srmnedeÑeaison gf 
ЕА EFI Jf there is п comatinE с > 0 such that for all t > iJ, WA < = 
s fhen M € BMAD and Мл < 523. 

Proof. Let Y = M-A. Thm 
and Y = M + (—4] ix ita cann 
have 0 < AA < г. Hence, 


U = Y < т. Y inaáüperial semimartingale 
ucal desemposition. By Theorem 8.8 we 
М-А а= M-A = Y + AA ze. 

Dy "Tueorem 10.12 we know M € АГУ and Miu zi n 


19.14 Theorem. Let M є A47, В 


and L = (B... M, If for all t > о), 
Тк < 2. 


Proof Let T hoa steppidng Lime, биче 
of integration by parts we have 


бе mn adapted inerersing proerag 
M| = 1 пз, Меп Lz BAWO ang 


[E] = 8?.[M]. by the formula 
Els lr nm f, 51 aa, 


一 J. tD. a [M]. ya z + (М. = [M |. MERE fria [14.1] 


Eecause [Af] — M? c AT. {[az] 


— [M], and (Af2, — M2) have the same 
optional projection. Br Theorem 


5.16.1) we obtain 


E| (an, ~ 1м),)а я] = к 
< EUW (BL — Bf frr] 
SI1-E[MI|FrBR Boo, as. 


| LO - М2) 01) 


[14.21 


2T1 
#1. H'-Martingales and НАЛЕ Masrtmgales 
Op the other hand, ! 
E ы — М1 1B Tira n - 
ШЕ? a [M] JL Ez] Дт + Tous Tissu] 
= E[MZ. - МРЕВ Irsa, АМ Вр. [7-0] 
= ЕМ APT] BE- Tr 一 МВт ya 
ALME. + M2 382 [тъш | 
= ЕМ ЕВЗ Tr + МБХ + Mi.. Bi- - 
< E[MELFr]B3- гъ + 3. 
By (14.1)—{14.3] we get 
EID — 12e Ime, 7] € 1. аз- 
Honce L £ BAAO and Eilat 2 H 
rolary з and H be predictable pnoceas, If 
pawaq и B such ihat |EM| < 1 and 
ihere exisks Q 


. M mao < 2. 
< B, then H. M є EM! and |Н ld 
PI Let L = B.M. "Then for any stoppiug time T 


| н. M], — TH. Ма Дт = J... Hzd[M], 


< | ва dM]; = IL). ~ Што. 
[Tal 


| Sine L € EMO, we know E. M € BAAO вид |Н. Milius S {Амо < 2. 
. 1 | | 
Finally. we conclude thus parngraph with an interesting property of 

BAAT-martingalen. 
1 | I 
| 10.16 Theorem Let М € ВАЁ. Then fer any siopmmg time " 
| MT jano s Mee. [M -MT lao < fia. Q8. 

Moreover, if stopping times Ту, | 22 a5., \ М“ вла T Hja- 

Proof, Let 5 be a stopping time. 
1M7] — [M7]. Tie = (Iul. 一 [M s. Tis Msi 
s [M]4 — [M] 715a. 
| [M - MT, — [M — M*]s- iss] 
e 

| = [м]. – [M Ja. Tp, — Mr [MT 18-15 
| = [M] — LM]s fissa: 


Thus (16.1) holds. 
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lí stoppiag times Т T co 8-g., for any stopping tite 5 
МТ] 一 [MT*],- Tia Т [ML — |M]; Teal 
Hy Remark 10.10.2] it is easy to see [M T^ aun | IM ала. E 


Hemark. We have | — MT | 1. But it need not be || M. — 
мт | алат L D in general. In fact, Dallacherie, Meyer and Yo] showed 
that if A47" £ HA, then AA is neither a closed set пог a dense set in 
БАЖ? 


$2. Fefferman's Inenuality 


Fellerrnan s imequality, given in tke folowing thenrem, ія the most 
important zemlt concerning Hl- and HM martinzalez. Tt is muck deeper 
than Kun:ta- Watanabe memnality- 


180.17 Theorem. Let M and N be z ра of local martingales, aud 17 
бе a progresaiue process. Then 


2 12), = 
E| f a AM, r1] < мев [( Í a ME) ао. ann 
In particular, putting U = 1, me have 
Еу tas. NL] < vla ns (17.2) 
Proof. We may saune that tha rigbt-hand side of (17.1) is finite. Pur 
G=] 272 - 
Ë a a d[ M], 
We define two non-negative optional Dreecases FT and K as follows: 
и? 
М p L „р aoip AF = Су, 
М ства OU Үе 
Thus 
НРК? 2 енг, 


and by the formula nf int&zraticn by parto 


dt^, 
£ fü] 


— s a со, 


£2, Feffermaa's Incquality 


Since (by Kurits-Watangbe inexpuality ) 
* 
Í IE Mie, ld M. МЫ 5 ( | m Tie, [M], ) 
In.ee[ 


1 173 ME us = ü, AB- 
- (алено) 


we have 


L d[M, NI | 
= — Е Í |: 2. 01075 || 5 
El f, „е А], va | 10| ^ 


17.2) 
< z] f ін, N],] < V Ph v En. ( 
EMT LT 


V? au]. 012 


where 


E, = E| 六 Ba s El Í. dC, я 
= E[ €] = E|t {1991 | 


E: = E| Í ко]. = 如 | ГА кш E [N], )а4К?). (17.4) 
Bocause the баш projection of (£N],, —[N), ) is (ЕСМ, 7—1) 
uid the latter is bounded by IN Ау» uni 10, æf зге " Р 

Ез = E| f (E|[N] F4] — IN], ЈАЗ € Re E[V Cu]. йт. 
| Š; 


y from (17.3) (17.5). O 
Fhen (17.1) follows ин 
The jollearing theorem is a strengthened form oi ЁеЖеттпап'в meg 


i 1 p 


дү? . 81) 
Е| Í м.т] < YE 人 Г Мем: Q 
[T ==: 


2 ч F N HUE: 
Ef... va, vns s VEEL LN Ua My Fe IAN о 
Proof, Перасіпе L Бу Ерт in (17.1) Ds (18.1), For any À € Fr, 
replacing T by T4 in (18.1) gives (18.2). —— 
As an xpplicaGon o£ Peiterman's inequality we wil s 
martiugales are uniformly integrable martingnles. 


10. и Е 
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Proof. First of all, asepe that Àf зы the sam of a bnounded tnartingale 
end à martingale with integrable variation. Thon far any bounded mar- 


tingale AF by Theorem 6.4, Theorem 5.28.1) and Fejforman sa inequality 
the inequality 


А] — HIM, NT] E REM I [ау 
S ОЗМ s IIS Dos, 
cores. from Thecrem 10.11. Putting M, = акп My; in (19.2) yields 
IMÁ Ji = 2А, 

= 1, –] while z >, z = ñ er z < ñ, 

For ап arbitrary Af € H! there exists а seguence (5, of abuppiing 
times such that 3, T oo and lor each n, = uu the sum of a bounded 
mlartinrale and a martingale with integrable varintion. Then 

IMs, — Ms, | < 2/2] MSS дрен. (19.3) 

Since ||M?" — Ml — ü aa a — со, (I9.3] means that {Afg ] аң 
fundamental seqnener іп 21. Hence Mg. ©те € EU. Let (£) be the endlag 
modification of ( E'|e| J). For any given m 

лз = BHE Fras] = L'- lin F[Ms Finga] = Mag, 
Thus [or ай ё > Ü. Af = 


= бав. [n particular, Af is à uniformly integrable 
martingale and Af,, = £ as. In addition, we have 


[Mas], = Дип. [Ms |1 = 2/2 lim |. Mr) |. = 2v] Mf... D 


(19.25 


where впие 


B... 


$33. The Dual Space af 2⁄1 


First of all, we give a useful characterization for DART martingles. 


10.20 Theorem, Lef N € M*, Then NE BAWD df and only if there 
bà contani r > U such that for ай M c А? 11 


VEM, N] | = «ЙМ. (20.1) 


^n this ease, Улда, 


Proof. The necessity comes directly from Fefferrman'n inequality by 


taking c = Аы, We want to sho tlc sufficiency. 


amm 


11 It is wasy tu mee that this 


їз aquivaleub in that (20.1] holds for алу bemnded 
швагра M, 
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First of all, we are ta show |М < eas. Let B = [uva |] > с]. Suppoac 
uM, 1 . 
P(B) > 0. Put £ = "ET UE Then | = pigs. Pli = 1. Put 
M, = t, > D. Then M € M, || = ЕЦ] = 1. and 
- = La Har — eh APA 
|E|M, М] = E[MoNa] = E [Se TT i > c= Ма. 
This contradicts the assumption. Hence, it muet be P LB) = 0. 
Seenndly, we wunt to show [BN | = Ze, Let T be à predirkabl: tane or 
totally inaceessiblu time, and T > (. Suppose РАМ 2c] > 0. Put 
_ ВАМ 
РАДАМ > 2с]) 
Then £ Є Afr, mud Ег] = U- Put M = Elfa (ETT sp. Then 
Af ë AA2 and unly at T, МЇ has ú jump: 
£— Е Fr-h WT us predictable. 
А Мү = | 
if T is totally inaccessible- 
At the sune time, we have ША ||. < [Ма = 2178г А € 21 = 2. 
Decause E[ANr|Fr-] = 0 for predictable T, in any газе by Theorem 5.28 
we have 
км, N],] = EMMTANT] = ЕАМ] 
_ gri rans pad]. as с 
E ERAN A) z. mA > 2e > МЇ. 
This contradicts khe assumptim, Hente, it must be Р{\АМт| > 2c) = D, 
i.e, | 点 rr| < 2e а-в.. Therefore, [or all stopping timc T. |ANT| Z 2c aa.. 
Finally, Let T be a stopping time, M = N - N = [Мы — [Nr 
Then M Е МЇ? and IAM], = [M Njo = & Hy the assumptiou we have 
Eig = E[M. N]. £ Ма = СЕА] = СЕ т] 
< «ЕРТ < 22), 
ЕА]. -rl = El РТ < по). 
Now by Theorem L0.9 we know ™ € FAC and 


ЙМ [вле € сї tuve 0 
Now wa are ready to show the dual space of Ң{' is ВА. Mora pre- 
cisely, we Нама 


ДАзт|>24- 


1 


10.71 Theorem. Let М1)" be the Banach кушж formed by aH bounded 
linear functionels on M fie, HUY is the dual space nj н!) Ек № E 


BAAO. Pul 
АМ) = ЕМ, N| Me. 2.4 
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T Ar w. d ` 1 


is hell denotes ihe norm Uf hounded liner [нтс 

m ратна ; x 

у о 的 norm j|: |а їз а Banach space. 
Prop : E МАО, Hy Fofferman's inequality 


" PEDE = ГЕМ, NI] < VEIN gelda, M 8 HL 
А ин E ч Ж Meril = IE lm. 
pw = U, ing account oí the fact th BAKI 
T EEN ee] = шн(№) = D an Ñ = n. Thus ан ^3 id a 
o Оне linear wappiug from BAW inte (7: 3* (linaarity im dd i. 
> vin |. 


It remains to show the i 
| X mage і 
М] дул © Мәх. Не of єр is the whale spar (Mis amd 


Let 2 € ГЪЫН)" Sine 
iH J~ Sime A42 с түй and PT S M dus. far al] Af g 447 


SCA 2 Ар = Mel] М] aas. 


This means that i 

了 ж, restricted on Hilbert = 2 - _ 
functional пп M. Hence, there exists a 1 Desc 5 bounded linear 
M = A4? пе jv Е АЯ sueh that for all 


та ei D IEE Noal = БМ, л dl fla 


0те, gy eoinéeulez with т 
H а on A4". But Ал? i ; 
НЫ), во wy y axe the seme cione of нту Hae Sr шшш 
(UY — feu: N € BM) 

ind EAT "ith Nr | = =m 1 

A м [| їн isomo hic to lj 

IN [avo are equivalent norms. Thus Bit i Y- By (21.2) [юу] and 
J BAO ñor || aas ія complete, 


Remark. HB 

| - By the theorem we know t 
tional D Hl рая khe feru af (21. = 
Tlheurem 10,21, we obtain im 


sach bounded linear. fum- 
1). Replacing M by AME in š г» 
| he proot 
mediskely the next сии i x 
10.22 Theorem. Ls N € ДАЯ, Put 
| юк М) = RUM. А.р. Me н}. 
Then "V — qx iv G Gne fo Due negr 
ir mapping from BAAC. onto (HEY 


1 
qa lenll S М» = viles |. 


Li 


T 


bih Davis Incqualitigs тт 
$4. Davis Inequalities 


10.23 Lemma, Let МЇ be a lacal martingale, and H 5e ú progresso 
prucess such ihai FE. M c Мі and 


s[( f... n) ^] e e 


Then jor any N € ААМ, [H. M.N] — H. |M. N] is a riartingal: with in- 
tegrable variaivin, fn particular, E[H. M, N] = E| а Н.ДА, №). 


Pmef Since N € EMO, N ima lnealy bounded martingale. Hy 
Thecmm 9.10 |E. M, N] — Н. [M.N] ie a local mariingale, Ру Felfernan's 


inequality we have 
E| f мїн. M, Mal] < VIF Mie INIo « oe 
[r.c 


PR eas 
F| f utan vo] (р Rajte) емо < e 


Hence |E- М. А] — H. м, 1] E Fko. EB 
The following theorem i& the first Davis inequality. In fact, Ire feriu 

given here is a generalization of ita ordinary one. 
10.24 Theorem. Lei M be a fecal martingale, H he a pregresatver 

process Suck that VE [M] та осоне integraMe. Then 
1⁄2 ! 
EH. мү. < 2 &us|( Á man |. (24.1) 
12) 
fu perlsewlar, ime har: 
Ел) = 2/6] М л. (24.21 
á FE | 

Рем. Evidernkly, we may assume El j. " Hi ДМ], | com. In 


this case (H. M jg is integrable. Thus w: may assume further H. M e. 
Otherwise, we may take a sequence [Tn] ol stopping tires with fn [o 
such. that fnr cach m, Н. Ла = (F. MY* e Hl. At the sume time, we 


have (EH. M?*35, 1 (H. M. 
Let S ће à non-negative finite z.v. and B = sgn(H. М) Let А 
be the dual optional projection nf H. Then bur any steprang time T 


к {ы IA, ||==] s Е| ы HBF 51 аз. 
Hence 


EAL - Araf Z 1, E[An 一 好- 了 al] S 1 as. 
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быгы ini and А” are the positive und negative variation paris of A re 
i dene y. ES W == (Лр be the ене modification nf {ЕГА FE]) By 
m 10.12 we know N Е НАФ and V see = 2⁄3. Е 

F = L " 
* L^ L= H.M eu Let (14) be a sequence of stopping times such 
n T co and for each n, NT» isa bounded martingale and L'h js (he 


Hum uf a bounded martingal - we 
Thus "E haya š ami š martingak. with integrabie variation. 


EDS; Lr] = E[L, |y, 一 EJE, М. (24.3) 
Ву Lemma 11.23 and Fefferman'a inequalibr we have 
E Lssp sal La 


E T. = т л 
Еу ш 4B,| = e| f, LT А] =®|{ Ly dA,] 
= Efta, Au] = Blir No] = Elin Ne] = EILAT] 
su PN нам. А). < VIE ы неам.) ш INT адас 
mr. 
s 2vag|( Í, е нм], |: (24.4) 


j 
The lant inequality balde, because J| Th 
геш 10,16). Он the other hand, Kul a 
Les, seai Ls) 一 Ies [ Aer, | + Er agni Ls), «uj. 


Em E(Le Bgn( L.s)] = Jum E[LZs|f:-n]- EL. 
By 024.4] we have 


E[|Ls|]  2/6E } 2 d : 
lí s, PHI) T. (245) 
Now Inr any given g > D put 507) = infq 
ш A E = £ 2>D:|L (a дт шр, 
Since F. = A and Lt «ooo ma. S > Ü takes on nite values. LO t 


r 


TT EAS. Applviug (21.5) to iL yield 
E[L]--:- E[s] < 2465 н? aD 
| lí L qy]. (24.6) 
Letting = | 0 in (24.6) gives (2431) H 


The next theoreu gi 
lity (24.2) л уен à strengthened foran of (hc fist Davis inequn- 
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10.25 Theorem. Let M Є H!. Then for any stopping time T 


EVA, — Mj Атоо € Ava y [Mha — [MI ira} Fr. (25,1) 


Рттяу]. Гпі M, ~ {Мт та Mi Jor ci ir eo and Gt = Хун. t => ü. 
Then M = (Ma) is a Olocal martingale (refer to Problem 7.14), and 
[21 |, = [М-н = IM] pal Негов Е) < oc ані M 16 an 
Н! -inartingnle ww. r... (t). Hy Davis inequality (24.2) 

EM] < WEEL [M] — Ha - Tall: 
Evideetly, MZ, = M, Му Ггъцр Thun 
E[M* — М т] < 28 E| А. 一 UM] r- Irsa]. (25.2) 
Per АЙ A E Fr, replacing T by Ta in (25,2; yields (05.1). 0 
The nex: theurezu in an easy gencrulization of Theorem 15.24. 

10.26 Thewen Let M be a Deal martingale nnd Н ben progressu 
process such Hat NIMI is Гаем integrable. For any stopping urne T 
we hue 

1 
ЕН. му] s 2vaB|( f... Hiat) и" (26.1) 


Proof. Since (H. М) = (H. MTh = (H отрм). (26.11 fhilows 
fom [24.1]. H 

As an applicstion of Theorem 10.26; we obtain the following couret- 
gence theorem for ataekastic integrals. 


10.27 Theorem. Let M be à local riartingute. Denote 
LYM) = EH : Н ds an optional process with JHM] e 
Let (T0 c. TW) E. = EP(M) ard T be a stopping time. 
n qp eC Í um - HMM) | (9, en 


E| sup AM) -{#. My|| — 6. 
«Т 
2) gf El{ f, UP — нурам) < оо, then 
апр L9 MT — (H. му. — 0, n.r. 


The following theorem is the second Davis inequality. 


Put His bounded and K € М, ao Kg Hs. 2 к 


JA) 
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Lei M be а loegi пътна. We owe 


[М [ш = (7 DEA 
= M]. 
Moreover, for any siopping imme T | =! dio 


E [M] — [Mfr 1. 
| М з (Ал АА £ (Т Av мыл. — pe 
TES. i | $ 
© may suppose E[M* | «co, First we dral with the case of 


Mfg = Í, F ге ы 1 = + M i T -— 
Dr E ú к 0 ри AT М Ё. Then 7x 2 ін 
= 5 7 


10.28 Theorem. 





Applying Coral z i E 
ullary IIS to (he bounded martingalo H, _ s| an 
аш adapted Lacréasing m Ar |>] 
and [Elano < procese Л, = M^. we know L =- [A = 
= 2. Hy ЕвНегпарп'н inenunlity = 04-8 є Suo 


E 
[ Ia (d, ANT = Varna [Elamo = 24/2/37]... (28.3) 


P ' = AP T 
ut A = MU -. ГА] = ZUM Pnp) M. Theu 


[K, Hp = HM. Doo), H| = 2100.-101, (A). gr] 


zd хр, L] [M,L 
and by (283) we have i 


E| f, dg, sl] х аара. (28.4) 


Now we assume M. E e HI. Let US.) be 3 ge 


ан ЕМ Бу. Too qud (CRY [he нав, quénce of stopping times 


= Afg- By (28.4) 
|E[E s, Hs. ]] = | E[K, АТ | < аА. 


"a m »Hg. Thus 
pU ge] = HEU HL] < ARE. 
ri 


d 





与] T - 
TI TE = Mi. we hove 


1 


ГАЯ], 
ке S E[X рау. 


ту 


By Schwarz inequality 
Iho = F| MI] < Сат (е0) j 
М 


E UE[M D) Е | + ар), 


i МЕНЕНЕ ШЕНЕ Ч 


| 281 
g5. Burkholder-Diavis-Guudy Inequality 


- c T 
Solving thin inequality, we gr as 
[Ma < (22 + з}ЕГМ (28.55) 
In order to relax the assumption that M. F eM. ие take а ө аг» 
! ! MU п =. Th 
iT, l a stopping tiru such that Ty T o aud M К" £ M 
(29.5) Е | 
SI š 2 ЗМ YL] (242 3) EMT | 
Letting n — oc, (28.5) remains valid Notiog that [М = [M]; + е”, 
tti — x i 
from (28.5) we have 
ПА мыл © (Мн < (22 + BIE Mel + e). 
Letting = | Ü yields | "- 
iM re < (23 + ЗЕМ]. (38.6) 
P ros i ; ype 
Finally, we relax the seumption Wy — 1. Put М = AM - М, P 
have (M'E € M* + ' Mol £ 2M? and by (28.0) 
pie = ЕДМ] = E|VIM'i + ME] S IIo + EUMT 
ы =: Т 4 E | 
< (2v + DEM Ya] + EIMS = (7 + 4 /2)E[MÇU. 
" ` Г. п 
The proof of (28.2) is similar to that of Theorem 10.25, 
Ав mn ішрогёвші consesuence of Davis Inequalitius, we have 
20 Theorem. Let M be a lucu martingale. Then M GH? sf and 
ш. š à 


& 1 LE in a ir; l і 
r= Alb: and | 1 >| L ut Hum Equi ET. 
oniy ij E M, Lu Cx. Further тые. | - ` Wir 
rr E K | In. [HH tenia. H iik TL TD | 3 i LIET Hu pucri E 
HLT ` : H T 


БЕ. Burkholder-Davis-Grundy Inequality 


analysis- Суше is the chamical 
Аі Brat, we give pwo reults from pure Ж ES еі 
Young inecguality, and another is concerning madera 


10,30 Definitioun. Let #[t) he & uon negative ppp e 
! Ú) = 0. Н і essy іо aee tha | 
бакс on Rh. and Fi | cade 
а right-rontinnous increasing [uncetion р ап f£, 
E т : | I 
ti j vei sids, We call y the right derivative af iP. Put 
= ] ы 
ü 30.1] 
ут — mis z cua) > t) 1 > ü. [ 


TEZ Chapter X Martingale Зрасен H! nud А2 
Then 4^ is also a non- 


uegative right-rontinuoun істеді 
Chlr: right-inverae Fai 


Е Function un R, 
nction of р, ыча Lenya 1.371. Eur 


vit] = - Vida, (30.2) 


monotone ipereasing convex funetinn on Ду} 
conver function of Ht). 


Theu vt) iza nD-negatr 
| And is called the EOF me 


10.31 Lemma. Let $(t] be a non-negative manna 
ver funcion on Ry with $6) = D, and ф 
function, Then fer ail us c f 


sme incrensing cun- 
(t) be Ил coniugate conver 
cue bhe follow Young лшеу 
kt = Фин) Fie. (31.1) 
Proof. We adopt the notations 


weh 


in Deñnition 10.310: 


Tul Ф) p^ HEITE "ыз 


If oiu) > x, then vis) € =, Пу Lebesgue's 
have (notine that Bupa : ys] < uj = eiu) 


(а) 十 更 [ay = wetu) — L u ets) + Í, 9с) 


= waju} 一 


leuma (Leia 1.381 we 


vs)da 
[е9 а} d n] o. nol 


2 а(н) 一 абы) - e) — tw. 


lf piu) € v, then 4r) 2 ou. (31.1] can be 


shown in. the sama manner. 
3 


10.32 Definitlon. Let (f) be a non-nega 
nonvex function Fé, with +O) 
了 et if Uere lé в CunBrinm 


Live monotone incpeaaing 
= 0. Hi) ia called a modereic сламе 
€ > Ü such that for all z > 0 

POM) < сф). 


Let Bit) be а moderate convex function sid v Le ts right. derivative. 
We irtrad'uee another Consbint үк 


utu] 
Й = кир —.. Jal) 
жт Fiu) i : 
The next lemma summarizes the main propertim of moderate гуру 
functions. 


7! IF imo] = ta < ten, Ehen Wt] = +o whan E Z= ta. Uonsequrntly, [lf = 七 Do 
when £ > fn, But it ip supnibi that Qin! < jem, In thum CB3m, Pii) is only left- 
Corina BE fn, . 


55. Burkholder-Daris-Gundy Inequality 283 


10.33 Lemma. Let Ф) br u moderate contiez Punch on R, ФП} 
be ils conjugate convex funchon, y amd y be ihe right дева нея f P яты 
TB respaectwely. Then 

Jeza 15356-1, 

2) fnralltizl uz M, tit < t". 

4) forala > 0. te) © fp — UG 

Proof. 1) We have 


du 
Pu) = Í amta < wote) S [чы 


= pi) — Hu) = (c —1]Ф([и}. 


Hence 1 < ро 1. In particular, * 2 & + 1 > 2. 
2) By the definition of p we know that for all a > Ü and а > U 


вшр{ аы) 
шр 7^ 
Then for all t > 1 ， 
„ЖЧ _ үне «f fds = plugi, 
Pu n) 1 Е 


Le, Pru) Z Plt]. | "PEN 
3) By Lebesgue's eoma we have (noting that aupfa : Wiaj < u} = 


vetu 
= ] = ui dz 
Ë. ө = jun да ы i 
Фед) Pe) = d asi isis + welu) — Á. akele) 


= woiu) X biu). 
Thus 3) Шов. O 
Making пяе of the above two lemmas, we сап show the following 
10.34 Lemma. Let be а туіне соот function on FL. he t 
righi derivative, Ё and 2р be a pair ef non-negalive т.т. If 
' 
E[e(£)) «o. EBEN Енш), (341, 
then | | 
EJDER < or 五 中 加 让 (34.21 
Proof. Lek P Pe: the conjugate convex function af Ф, aud 4 be its 
right derivative. Hy the convexity aol T and p > 1 w: have 


v (99) ç aiat 
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By Lemmas 10.31 and 10.35 we have 
walg) = pr E = d py) + s (£& 
n P 


a 01I 
< bin) ЕСФ (уу x eb) 7 Lote, 
From [34.1] wv: obtain i 


EISIEN < eget) 21 үшүү 
Thus (714.2) follows. o V 


Rermark. IÍ in ihe lemma Ti 一 


НАН ivcquality we кы Wil < p =< тє), then directly Fon 


Ernst) — Eipri] xw E AE АРЕ 
From (34.1) we havs 60) Р (Ерт), 


| Ее] x pP EB). (34.3) 
A is finer than the corresponding (34.2) (in this гаас P n] 

The following lemina {я called Сата "а femma, 

10.35 Lemma. fet А = rÀ be i ; 
ut m (Ar) be an adapted тегир process, É and 


Wilegrable r.v.. 
Ёзи Itu сотен hole: If £ 2 A... 1k, 5. 


a] £ € T. and for dny stopping lime T 
Ет] - Ap fir» = ЁЛ] a5, (25.1 
£ £ Zoe. А ia prediciabie, Ав = ü and for anu predictable tire T 


EEA - Ar < Eer] aa. [35.2 
Кез. dos alf > I| ше duas ini 


end one of ihe 


Ы 


Рите, ¿f ig -nepati i 
Fm eon Ru auth t = ed epee MIDTUUSSIS cares ferr- 
| E[9(2)] = Baete, (35.4) 
Where op iw the right deriuntine of Ф. 


P i i 

E r Pao iom бщ ps (35.3) and (85.4) ure equivalent. 
| Uer ш And qx = у ix; | LE) in (38.4] yi 3 

Cnavemely, integrating the two Rides of (35.3) “say ыр Ad 


+g ` 


эй 
i  BPwrkhokia-Davz-Gundy Inegnality 
Now wu биги to show (35.3). Assume first ey bolle, Put 
T = + 3 EN > А}. 


imc A| £ Fr. br 
Then Ат. p.i] © А. Since f£ > M — [D z aoa] L! = so, £ 7 (E Z+ 
(35.1) we have 


天 dP = iF. 
]. NC – Аар £ Á "T Ar- рэз) ns 


š ictable 
ae pa s T = іа: A; 2 А} = à predicta 
- h) holds., In this саве, T = in is š line 
dine and T > A Let {Ta} be à sequence of predictable times foretelling 
ипе “ы 
T. Ну [35.21 
Ег] — Ar, < ЕЕ] вв. 


Letting rt — oo, we Dbtuin (Corollary 2.19 and Theorem 3.4.11)) 
35.5 
ЕЕ] Ат. < ЕЯ] aa (35.5) 
< A, [85.3 
Since [E > A] = [T < oo U [T = oe, £ 2 À € Fr- and Ar- = А, (85.31 
follows from (35.5), O 


B ing of Garsias lemma and Lemma 10.34, we obtain er d 
tss inequality (or H-D-G inequality briefly) immedintuly. 


rtingale and Ф be a moderate 
5 heorerm Lei M be a beal ma | ш 
Ne odi on R, such that (MA) and (TM) are тымак 
Then 
p e + af e Ep TT] | | 
< EHM 5р2) Е ДУМ], (36.1) 
1 ed by (32.1). _ 
uio ~ кү == M: т) = 24 6 [M]... Dy о dem 
and karina 10.35 we beve ФЕ | = |011. Then hy Lem 
r E 
D Е|Ф{ | < Е]. 196.2, 
inequality 
Lemme 10.33 Pip) € (2. / Beti y [Ma]. Thus the кабай aeg 
ides 1] follows from (36.2). The lirst inequality of (36.1) can 
ü ; 
in the same manner. O 


ing i i „1 
Remark. Let *ít) = #{p > 1). The corresponding inequality (38.11) 
is usually called Hurkholder s inequality. 
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$6. Martingale Space HF, p>] 


10.37 Definition. Lot M bea lacal martingale, 1 < p < оо. Put 


Ate = (ЕХ сун]! = J TIT. T" 
HT T {М € My Мн» < оо. B 


Exch element of HP is vallet ан MP-mariingale. Obviously, HP in a linear 
краст". 


10.38 Theorem. е] с Pp = ca. Pul 
MP —dAM eM sello < 22]. 


Then HP = MP, M Iss, ПА lip алт Mlp аге a egutuqlena norms 
Proof. Firtly, be Burkholder's inequality we know that I M |ne and 
AME |l, are tus equivalent norms an HP. Secondly, by Doob's ineguality 
we know that Мы] aud ll MES [la are two eqüvalent narius on Ad. Heuce 
AP = MP, flo, MEI, and М, аге equivalent райына C 
10.39 'Theorom. Let (mq 
the dual space of NP. ia HI 
K= MN (А N| eut 
Proof. Bincw ihe dunl space of АР is L? and A is imumnorphic to F>. 


by Theorem 10.38 wa knew that the dual apace of ТҮР ia WT. Let. M = 077 
nnd M ct By Kunita-Watanahwe inequality we have 


E| f... MB мы) < мым < x. 


} be a pair ef COTMgule indices. Then 
Moreover, if M C HP and N Е H*, then 


Because Ks < ME NE, +f | NIE € D wK eo. D 
[0,20 


The next theorem is aimila 


r bo Theorem 10.24, Tt siye a sufficient 
ecndition for JF. M Ee HF. 


10.40 Theorem. Дай MW 
Upfinnnl process auch that 


Bf mta] <= 


ic a local marimgnle, n > 1] and H be sm 


Then 


йн. Mie x elf Á е нам) sp j (40.1) 


wenye ^ Eso л congiani depending on p aniy. 


HT. Jula-Niranbarg Inrqualitr 387 


Proof. Deuote L = H.M. For any bounded martingale Y, A = LN ~ 
Н. |M. N] is ъ local martingale. By Kunita-Watanabe inequality 


E| La |, dg M. Ny z (Eli ИК Pa] ^] ^ лье = 


where q is the conjugate index ef p (Le. L/pT L/g — 1J. By Theorem 18.24 
wr ако E[LZ] = лє. then Az. = LINZ Ў pM. F | £ L' and 
Lm н) 

K E AA. In particular, 


ЕБ Мы] = E| - Нм, 1), 


< (EL „таъ pens 


= СА (E [ ka. нам.) ]) (40.2) 


where £7, is à constant depending on p only. Because the collection of all 
bounded measnrahle functions is dense in L7, from (40,2) we conchide 


lll < (El( f, maa]. 


Whence £A(1] is deduced. O 


97. John-Nirenberg Inequality 


Tie following lemma is due to Strook[l]. 


= (X Y br an adapted cadlmg process, Assume 


10.41 LemumAa. Let X 
Elisis dnd їз fimile. JF there їл a non-negeltve 


that pm Ху = Хы mà 
поднебје тм £ such that for any sinpping time T 


ЕХ. Ат Дт] 5 Б Ут] ec (41.1) 


iken for aM А> 0, и> Ü we hate 


uP(X5 > K+ n) £ 2 tap. (41.2) 
IX e A] 


Pronf. Let ( < gu! < gn. Pul 


T= :I = || xu. 


Then T = 8. Ar тъш nd А and 


[XZ > A +u C [Х| > A+ r] ç [Xm] > А пх Хт Amal 2 el 
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Bacause |Y 一 Xr- Ir. ч m 一 Xr. Trl + [X — As], sn 


PTT D À + n фе. Ë 
#' Дхт|>х [Хз — Xr fe ale P 


1 
x LI 
— pl 1 | X4. — Kr fraud 


ue =— 
| — | x slap]. (41.3) 
Since [Xr > 4] € Fp, by (41.1) we have 
Í |o 一 AT 
E [T> arm = ч 
Пт 12 ^ 人 sf xg ^ 


Aiet e ; 
etenee 1ш X 1). = Xs, by Fatou"s lemma 
Xx — Xgpip 
ПАТ] 
= ша / - 
T TT antea PS "i MP € / ed p 
T|-4 

Hence, by (41.3) we obtain PX [24] 
РК > A+ up = 2 Jp s 
т I : [41.43 


Letting s | u in 141.4) yields (41.2). f) 


Hemark. Let A : Imi 
that fnr all À > Ü p > н Hating the proof af the theorem, we know 


АРХ, #А+штпАр< з [ 
Лр ana а (11.5) 


The next theorem їн called John- Virenberg inaguolity as usnal 


10.47 Th 
本 De É put Assume thor X — = X1] t8 an adapted сафад proteas, 
t c- Den бачара uud i5 finije If here js a, ботын c > di 


дий Hal fer any stopping time T 
Е || = Хт Гра] = {С 43. [42.1] 


ien for Ú x À с = we Rane 
Ë 


E pA = 一 S 
and for uny stopping Hye T 
Еау, -Xr < 6 аш. (42.3) 


Sr 


ёт, JIohn-hirenberg Inequality 289 
Proof. Ev Theorem 10.41 we bawe 
cP > dne) £ P(X, 2 Am — 1c]. z > 1. 
Thua à 
Р(Х] Z dac) m "чк Т. 
1 
When Ü £ À < —, 
йс 
ЕА] < Y еке) Plam Ху < kint) 
n=0 
. 1 1. А 
eade SR an 09 cA) _ му ас ба mn [42.4] 
m=i] 


1 
исе ға Z 1 — ^ Tor Ü = a = 3: bv (42.4) we obtain 


"s 
L 1 Zr б 
AX 示 十 53 二 __ -1 uS EN a, 
Ep ps eam а X c ST RUN 
Let À € Fu and P(A) > D. Making use ol (41.4). by the same argu- 
ment. wc can obtain 
= 5 

x= ——— PLA). 
Ele 14] < 4-75 PU 


ener wc hav 
AG. [42.5] 





МА, = 
Ее |Р € — 

Let T be a stopping time. Applying (42.5) to (Ir. (do e-adapted pro 
cess X4: 一 Xr-Taryol)rz6 yields 


6 
E | exp (Азыр DX — Хғ Hra rl стру 5 


In particular. [42.3] holds. 0 

The next theorem ik a John- Nirenberg type inequality for ДАС mar- 
пай, 

10.43 Theorem. Let M c BMO und |А || Ела =- 7- 

1] When À < zc. we hare 





2j When À =< =. for any stnppireg {ине T we hane 
тт 


m 
+ 


1 
Е|ехр MMi ГМ] Агат] = —— 


LAM (45.1) 


(43.1) 
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Pruaf. 1) Let T be a stripping time, By Jensen's inequality wo hac 
F 1 
А. Mp Ir РУ 一 Мор) Ep] < тл. 


Then (43.1) is deduced From Theorem 10.45. 


2] Consider the Increasing дуг 
н | Process А = [At]. Siche M c BAO [р 
АВ Е T те ауе E[A... 一 Ar Irsa [Fr] v ж sg. i " 
L emmy {Lemma 10.35), E[A | x Ет {п Аз 1] л>] T 
by induction we obtaiu za Hna 2 H. Тїн 


EAn mm s-013.. 
aru 
1 


Elexpíx 
іехрі А) т——. 





Then (33,2) сап be shown in the Sume way ан [42.3]. LI 


Remark. IF we do not use Guria lemma and apply directly Theorem 


:0.42 to [M], we can obtain the following weaker result: when X < — 
inr all stopping time T we have d 


Fl ls = [Myr ig sla] < ——5 
— im 


The foliowi i 
en | owing theoretu gives another chargeterizatson for BAAD- riar- 


1i eorem : 
Ë е Wai ү and Sob e % uniformly integrable martingale. Then 
WB malu y GTE 27 k CONSfant e > Ü such ihat far any 


E[ M. Мт гуд IF] Жоп (a (44.11 


E The necessity coner from Jonoa inequality. We waLt to sh 
the suHicioney, By Theorem 10.42, for À < 一. we have 
He 


Elexp( MM, — Mz. Im DE] < IDE 


Неше 
18 


EKo- My I dE = 
T (71) |F- A (1 QA 也. 与 - 


And therefore M E HA D 


HH 
Frobicus aud Complemanta 


Problems and Complementa 


Ч = sz". d 
10.1 Let M be a local martingale and Н be an optional process suc 
that H. M c АА?. Then for any stopping time T we hawe 


BIT м). – (н. MW Iz] s F| | НАМЫ] аз. 


10.2 Let M E ВА) and H be ап optional procens with |H | < 1. Thun 
kr a noq l H =H! ME. Art: all closed subspares 
y A Let Af £ ВАЙ. M AM > —1 +e, Eld, 1], then Z( AM) E M. 

10.5 Let M ÉE MT. о 


Е Flap M} < oo, theu ELM) є „М. А 

2) W Elexpl z (M jas] < se, r 1, then (М) € P p= ү. 

10.8 Let M : Mi and for any stopping time Т. ЕА Мт| геа < 
nd [M э]= Ara < 09] ах. | 

10.7 Let A € At, with А = oc and for any stopping time 7 
E[A Az Ireng] < oc. Then 


10,8 Let M € My. Let 


' АМ? 
B-UMT EO ТАМ 


and А he the d As] of H. 
< ool С [M —] a.s.. | | 
A з deor р time 1, EJA мт |та < omn. 


[Aa = | = [M 一 [| as. 


3y H ДА] < c, M М. , de 
in Let M be a martingale, and "up EM] < со, Le 


and [N] =; [M]. Then nimus. 


10.10 Let X € &, and p > 1. Sei | у 
IX Me =i [| + f. kA, X — M +a, 


wiih KUTIY: req рга з Hy $a n 


Chapter IX Martingale Space М! and BAGO 
M € Мы, Ay], 
S” — | X & £: ||X ras © с}. 
1) ST is a vector space, and ДР r з 
2) M? C 57. and for M ЄР. | | = | Mil ss. 
3) Fur each X e g 
<S ll = Cu] X ж, 
pending nn p only. 
und X = M + À be ita canonical decomposition. Then 
| — 
[Мы e f а < of + аяц. 
adl р 
Whence SP is a Banach Space. 
10.12 Let p > Tg 2 1. r> 1 and i + і 


1 
= с» Suppose X = ST and H 
їз а preslictable process with 55,1, = s= T 


where C^, is à constant de 
+) Let X c SP 


ben H is X-integrable, and 
MEX [he НЫШ X], 
(Н.Х. = CERES oll X The, 
where £7, із а "onsbant, depending ор r anh. 
10.12 Let X, Xi] = sv We sav that [xT] Dünvergea preleeally in 


SP to X i there exista u sequence (TC) of stopping times with Tk Í x 
:uch that for cach £ 


Jim, NA — хуй-ү = 0. 
The following two statements are equivalent: 
1) lim $37 ERXÓ хурд 1] = 0, 
z] Ber ai 3uhseqgnuenre of 


(Хеу pne can extract & suhsequeneo, 
to Х [sea Problem 9.20}. 


Chapter XI 


The Characteristics of Semimartingales 


In thin chapter we brel introduce random meaunres wluch are the mikel 
uneful tools to investigate the jumps uf &xsnimarttugales. Then by using 
jump measures we establish the integral representation of semimartir- 
gales, in connection with which the predictable characterigtica of semi- 
martingales are introduced. It i interesting that the classical Léwy-Itü 
decomposition for proces with independent incrementa is just m вре- 
rial form of the general representation of semimsartingsles. in the last 
paragraph we study another simplc but useful type of &enimaxtingalea— 
Step processes, which play an important role in applicd probability and 
statistics. 


51. Random Measures 


11.1 Delinitinn. Let (E, BCE) be а measurable space. Define 
9. Ру = (l x R. x E, Z x BU) x BL E), 
DÓ-OxB(E. P= P x BE) 

б (resp. P) is called opiional (resp. predirtabie) -feid im ib An О 
(resp. Pl-measursbie function defined on 0 is ralled an optional (resp. 
predictnbie| funicizon on ЇЙ, 

[E,B(E)) ix supposed to be a Lurin space, i.e, a Bord subepace of a 
compart metric space with its Bont feld. For example, (E. 5, £3) may 
be s discrete space, (В, СНУ) or Ыш z-dimensional space (R^, B( E"). 
Шш our book we discuss mhinly real stochastic processes. By convention, 
LE, BE) ia taken as (А. B( R), unless otherwise ntated. 


. 112 Lenma. Let W be an optional (resp. pretictahle) funetion on 
n (ив) be an optional [resp. predictehie) procrss, and T be a sispping 
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ime, Ther 
Wes Ter (al Mtr cs € Fr (resp, Хт_). (2.1) 
Proof. lt is easy to see that (2.1) holds when Wurst. zi Hw igir) 
1 1 


Js. f) € Chresp.P) and gir) € BUF). Thon fot 
: z Í FL 5 jn 
dictable) W {2.1} fullams hy а monotone сей cd hg ш e ads 


11.3 Definition. An extended rea] funti 
BLEY) is called а random mense if tion n defined on fr (BUR )x 


L} foc all w € ft рол, e) is a anite 

| З : "Uni? Ineaaure оп E( R) « E 

2) for all 8 € BV x BI E). n B) њагу. on un d Eb 
For any E € Z. define Nm 


AT, (IP) = P| P Bon ЕТАР dj]. 


Then Af, ів а measure on (0, 73, and i 

. i FI, B called the megs mit 

5 E = ы di dues 证 M, is а finite ineagure: M iS em ni 
| V8 Орои (resp. predictable) vini 1 , icti 

M, on О (reap. T] is a с-а egit THUS ы 

Clearly, the сери af random measure їч izatà 

. | | a generalization of iba cou- 

а of increasing process Let 4 = (4.0) be an inceng proces, 
E = {ган a set of ane point, ELE, = (d, E]. Then | 

piar, dt, dix) = BA, [ur] (dz) 
I5 & rudom measure, and 


ир, ?] x E) = A, 
It. should be stressed that iz енш far m 
' andom measure Ір, ғ 
13) шау be equal to inBnity identi : ш, А0, E] x 
MW cT thea wally for all t > 0 and B e Bí E). 
TENE HJ = Ë W (a, T, ht, di, dx, б E BRA) ч BR, (3.1) 


15 still a raudong ш re [3 1) la alic 
зр PASHTP. à denoted h = w = 
Lat W € F. If For every ё > 0 ДЕЕ вог dw = Fay. 


W 
LN ld = б, 
ws define W < pu = [W = pu) ая follows: 
We = Wap, ë > D. 


[D.t E 
O2vionsly, W s д is a procesa with finite variation. 


51. Пал Мевяптея = 


А randozn measure и ін amid to be apiicnal (гояр. nredirctablu), if for 
any optional (resp. predictable) function W such that VV * p exits, PP + n 
is ап optional (resp. predictable, process. 

li is evident that if for every £ 2 Ù, 1344 Z o0, then p is optional (resp. 
predictahle* if and ouly ii for every B £ BLE]. ln +p = (nf[0. 2] х Eso 
is opticnal (resp. predietabic). The following result ia ean ајы» be саву 
aht Ri mad. 


11.4 Lemmi. ейи be an cphional (resp. prsxciciabic] random mer- 
aure, uud И be an optional (resp. predictable} nan-nregatzwe real function. 
Then ы = Ид їз un opliunal (resp. predicatable) ratidom mesiu. 


11.5 Thore, Let и and r be Kee optional (resp. predictable) and 
eplionaülly (resp. predictably) a-integreble rendem measures. If the те. 
siriciions of Mf, and Mf, nm C) твар. PY are identical, then и = v, Lé, 
p шый p are müsstinguishabe: 

Pifu : 3B e BUR) x BUE) aueh thai alw, B) x viu. BY = 0. 

Proof Iet A, ë C (resp. Ë) such that An T T and M, CAS) = 
M (A4) < ix: for each n. Let D be а eountable x-class such that (77) = 
ЕТЕ}. For every tt and D e T? define 

Uc Ug Ini ep, VY = Ux In) жь, 


Then both U and V ar optional (resp. predictable) integrable increasing 
processen. For aey non-negative optional] [resp predictable) process Т 


wr have 
E f. на) = MS льн) = MU 0H] = Ef. нй), 
Неше Ü and F arm indistingaishable, Therefore 
fue dud — dldewt2ü, VP € T) = 1. 

Pifu: foti DLE р 
Tiv the uniqueness of the extention of mmeasnres we obtain 

Pio: f. 1; da = Ë l; dv YB e BSR) х Еур = 1. (51) 

E = Е À 

Letting n — co in {Б.1] leads to p = v. E 


12.8 Fheorem. Letra be a mensur on (13, F) euch that its restriction 
og 2D (resp. P) ix c-fnife. here enal: am opitome (resp. рта] 
rundum їйї ДЕЙ that om = Bf, und oniy if 

i] for any evangacent act N C їй} x Rr, miN x E) = D, 
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ii for any À € (D (reap. P) 


Nu with т А} < no and bounded тп waar a bir 


{Гу = "(^ AX1-] [esp тх) = "АХ. 


Pn Miis care, the optional [ resp. predictable) 


determined. ründem шаанга a ¿x uniquely 
Proa We deal with the apti m 
MUN = E) Е "р тон! TASE гу. Necessity, 1) 15 trivimnl: 


Ü tor any evauesceni &eb N. Nati 
i an 1 Н 7 аз MENU, lug that Y — f- 

Is optional integrable Incas, L А * F 
Process X we have пр process, for any bounded measurabie 


mH = MIS. gf ХУ -= ELE. "ui 


= Afa AXE} = пҲ). 
SnfBciency. At first, 


Wwe анешпе tr ів a finite - 
decamposed ав follows: * Шерше. Then n; сып be 


rr, dt, dz) = miar, а) ваа, dt, E) 
"here for every Boc B(E], ш, к, B) i | 
| rans е. BY is the Radon-Mikod маі: 
аў таей, dz, H ът. PH, dt, E) on O, and at the PEE ie 


рїї] 上 CO (Theore: 5.143- > 
mensure па B(E). m 5.14); for all бш, E. niwt. -) 3 а probahility 


А Applying Theorems 5.11 and 5.13 
і: RD optional integrable increasing 
пип-ие аШте measurable process X 


mX) = E Га ХАД). 


(9.1) 


to ml dur df, E), we koow that there 
proces 4 = (A,) sach that for алу 


(5.2) 
Put 
iles. di, Er) = nüu, t, Фла л). 
It i5 not difit to cheek t 
It (8.1) and (6.2), for 
we haye 


mX Ig) = m(9X rg) = Lu PX) murs, Ара, dt, En 


hat z is an optional inte 
Ernhie random measure 
аву 5 c SC E) and biounded measurable process X 


= E| Í „ција, е Вуду = E| h Хаф. Bye a] 


= ГАМЕТ dz) = MEL). 


81. Hando Measures i 


Now assume that m iH g-finile on ©, There is н sequenee (A...) ni 
disjoint sets in (2 such tbat £ = (JAn mà т{Ал] < oo for each n. 
Applying the result nhawn above Lo finite measure mW Fz ), there is ай 
ulio] integrable random twintire pm mih that mM) 一 MALUM] 
for any Wc +. Put 


т 


u=} Fy dn- 


Kr 


Then it ів Easy to see that різ an optional random measure and Tt = 4M п. 
The ungiucnese of a follows from Theorem 11.5, O 


11.7 Definition. Let i be à random measure. Ш there existe s 
predictable random mesanre i satisfying 

1) гін predictably o-integraul=. 

2) the restrictions of Mp snd M, on P are identical, 
then we ныу that ш har dual predictable projectien or coinpertsaior H, and 
v iu the dual predictale projection or carmmpensator 0f a. Qf courae. the 
бані predictable projection of a random: measure [if exists} is uniquely 
determined by Тиш 11.6. The dual predictable projertion of u is 
denoted alga by p” or р. 


Remark. We way define the dual optional projection o£ a rando 
шеаяњше. But we do not need it iu eur book. 


11.8 Theorem. А random measure p Ras dual predéciable projection 
if nd only if it i predictabiy a-iniegrabie. 
Proof. The necesay ia trivial. Оу the sufüciency is required ta he 
proved. 
For any bounded non-acgative tueasurable process X and bounded 
un-tiegative BE )-measurable function h put 
m[XA) 2 MEER) 


Since M, is c-finite m P, m van be uniquely extended to a measure on 
F. Obviously, m and Af, have the sarot restriction on Р, 16 ів елпу 
to аре that m satih tbe requirements in Theorem 11.6. Hence there 
ig а predictshle randumo 1neagure r auch that m = Ma- Thereitore r is 
predietally c-integrabhie, and r =u. Г 


11.8 Theorem. Jupyoses ЁАай rendom measure и has dual predictable 
projeelion. Let W £ FT tuch thet = Wp is a predictabhy 条 -YE 
random mezane. Then e has dual predrctabir projectzon: 


- 


p = p. 
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where U = МИР. 
Proof. By the saumption M, in g-i 5 
пе а x I GAamtegrable rin P. This 
а а Е н wort T. Thus 17 = М ГИР] s iiim p 
` & predic unction А = з 
ы on £3 such that МР, (А = M (РАИ) < зр, 


МЫН) = M,(BW) = M, (HU) = MH = M. UH). 
Неке = ўд. D i 


11. 
"S се Suppose fhat random measure р hns dual predictable 


müegrabie wariglon, Then X has i Т 
Se i 人 Tal predictable projertion: Y — T4 B. 


11.11 Theorem. Suppose ¿hat ronde 

` 2 == = Е TH megs Te ая d - ; 
projection B, W € P^, and T із predictable time. Thea о 

Ё WT, zit [T dz) то 


= Е 
ыт, адаја ] аа. (ил) 
" Proof. Let An £ P auch that A, ТЇЇ, MCA) < oo and W is baanded 
А for cach n. In this case, Xin) 一 (Wir уж p is an integrable 
татал peocess and bag dual arcdictable projection Xin) 一 (FF. Jeg 
з Ш 


"e n 
Hence AXI Fa = BAXE Re ER | ans, ie, 


[wr ais, (rni) asi... 


= pÍ ГА W(T.z)1ç (T, (07), dire ая. (3) 
Letting тз — =o in (11,2) vielda (1L1) п 


11.12 Defntion. А 
mndm measure if 

1) ш takes on values in fD, 1.3,--., Fue] 

2) for all £ x 0, pfft} x E) < 1, | 

А} ш ds optional and oplionalIv c-integrable. 


random measure u is айай an inftgrer-vgaluegd 


11.13 Theorem. ni i 
е YE. /4 14 ач inieger-valued rundom meure i ond only 


pdt, dz) = Fñ s, (UE, drola) (13.1) 


бу. Random Messurea zn 


where D ds a thin set (D is called the aupport of ш), Ë = (Pk) ts em optimal 


process. 
Proof. Sulliciency. It muffices ta justify that и is optional and optionally 
c-imtcgrahble. Let Т, bu w Ртг nf atopping tirucs with disjoint graphs 
such thai D = [Ta]; and W € 0 such that W э à makes sense Then 

f 


Wr PE WT тт, ар 


By Lemma 11.2 И s p ig optional]. Hence д із optional. Um the other 
band, putting A, = ( Ü [Ti] U DE) x E, we have А, є ©, A, 1 Ñ and 
k—1 


MAS) = n, be, B ів optionally z-integrable., 

Mecesity. Denote D = [(w,8) : alli] x E) = 1}. D ie a thin set. 
In facet, let A, Е C such thal An T YP and АТ (4) < ес dur cach л, 
Then Hi? = I; ж и is аш nptional integrable increasing pruecss, and 
D = АЛИ x 0] Assume D = LIT], where {Tp} із а sequence of 
ын ше times with Феро graphs. 

Since B(E) is countably generated and each ane-paint set in E ie mes- 
aurable, if Тыбыш} < c. there exists в real number p.466) such that 
iiw, Tu Gin Ёт = 1. Put 

B =} Pr, dira 
Then £13.13 holds. Finally, il remane te prove that 5 is optional. 1n fact. 
since for each H £ B( EY, 
[#т„ £ B, T; = oo] = [nt [Tu] x E) = 1, Tx < ос], 
and НҢ Ты} x BM, esi is tle jump size of opzenal process frr pg * Н 
ап time Ts, Ir Inr, 44 € FT- Therefore, Й is optional. О 


11.14 Theorem. Suppose thel integer-ealued random mensure p unti 
suppart D has Hue dun! predictaMe projection p, Put 


а= ar m = viit) Е), £ > D. (14.1) 
J= |a > 9j, (14.2) 
AK = [= = 1]. (14.3) 


Then a ie a ратай ан thin set, П X z = 1. J is the predictable support of 
D, and К i the largest predictaMre sei oontained i Прир to an zuaneseent 


set]. E IP _ 

Proof. Let À, € P such that А | Ñ апа Af.[A,.) < ос for each 

n. Then Вб) = 1i з ріл ап optional inicgrnhlo imereaming process, amd 
E 


has dual predictable projection 五 nl = Jy жь, Thus a = lim A BU is 
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predictable, Clearly, D = { [A Bin? z 0] and the predictable support of 27 
i ELI 
ШАБ #0] = [a > 0] = л 
Hence а ін а thin process. Pur any predictable time T 
аттыр = Ela {T} x Ет |178] as.. [14.4] 


ки Ки X Ej € 1. By the section thearem we Шале Ü < a < 1 
tiw nagurn«: that T i3 a predictable H ' rx 
Bani e une such that [T] — А = [a = 1]. 


ЕТ! x ЁЛ] = Еее = PUT < ca), 
Since 0 zu DP] x Ё) = L, we conchide that 
HT} x E) =1 as on [T < c=]. 
nus rn C b ra UM EE Kc D. 
a other i [ } 
n predictable time T нез [us WIE AE nO С s P ы 
by [14.43 we know атте] = теш] às, Le. [T] £ K, contradicting 


Tp cH. : i is i 
PI m um be HF C K. ie, Ж isthe largest predictuble at 


11.15 Theorem. Zet X = (X) be an adupied codiag proces 
D - [AX = 0). Then шна 


ИС, dz) = D &, ax (dt, depla) 


iq аһ mmieget-uafued random measure end has dual predicinbie projection 
P. u 各 Called бе Jump rmsuüsure of X, and p tke béty aystem of X. | 

| Proof. lt iz well-known that D = [AX = 0j in a thin st and AX 
i3 an optional Prox. By Theyre 11.13 上 їз an mteger-valucd random 
measure. [t is required to prove that АТ, ів 号 -finite on P, | 


For a 2 oput 
T mol "Gr 


Then Алы = [Ты] x ( ГЕ, ! J ы{0}] € P, U Anm = Ü and 
пн 


" "n n—i 
Л? {Ан zm n 





a" remainders of tlis paragraph WE BUppORE ¿r is а given integer- 
hn xi та having the dual predictable projection r, and 

u = 4, We continue to nan the notati i ) 

Т notations defined in (13.1) snd 


61. Нано Mewnstures Ба 


Qur goal ів to define the Btochastic integral af а prexictable functiau 
WW wrt. po — u, lr fact, f W + a Е Ас. then 


AM = W *=u — War 


is n. юса] martingale with locally integrable variation and Mg ~ 0, Беганас 
IU ear is the dual predictable projection of V +p- [t is natural to detine М 
as the stochastic integral of W акт, ig — r, and deuote M = F + (ji — 2). 
To 


АМ, -f Wit, aa 一 Í м). t28. 
E 
Tleucc it is natural to give the following definition of stochastic integrals 
w.r.L. andam measures in general. 
11.16 Definition. Denote 
&ídr)bma((thdz) f >D. 

If W і n predictable function and for all t > 0, L (й, aiit) < e, 
denote 

W= f wiet t2 0, 

E 
їй — оне ае) аа) 下 wd 


= Wt Apoi- 1 0. 


Clearly, W = (M) and W = {л are all Иша ртосеввея, aud W^ is pre- 
дісіліхе. Ву Theorem 11.11, we have РИ) = 0. Put 


gud = [we Pi vt > o f wit жрд! < oo and V EQ! є Ad]. 


Then by Theorem 7.42 for every W E Gig there existe н unique purely 
dicontinucus koral martingale M much that АМ = W. M is called the 
slochnalé integral of W wrt p — v, and denoted by W «(ui — v). or 


M, 二 Ws, rYYufda dz) — rids day), F > Ü. 
[na] x E 
lt ig esey Lu ser 


[M] = ГАМ} = £C. 


Obviously, if W E P and W » p € Дш, then W £ Giu) and W «(p - 
v] = W x p — Ww ve, аз pointed out above. 
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11.17 Theorem. Let W £ Q(u3 and M = W T 

V € Gip] suck tat M — V + (n ie sie СУ 
а= 1] c [P — 0. (17.1) 

Juch a V. is urtate up Lo un IM null set. 

Proef. By the definition of stochastic integrals, on Ü] we have 

AM = Hn у W Mee, 

Consequently, for апу versiun 17 af MAMIDI U = Ww WM ue 
IA, Tugwi| * Ha; = Ü ua, and herce Tuem- f rno = до. Put ü 


—. 


— т U 
T 一 Uu + pg ee 
Sinec Ë) = W — Wa = Wil- itl, we have 
Жа W= W + IF faza = HW == tin. ME qc, (17.2) 


F= W- Waa = Wa 
Noting that [a = 1] Р we obtain 
h Wit, Bop) — Wi ot — W. 
= И Mat) = W, = Wi, f = tk. 


Hence V € Gu) aud M = V < (n — uy. (17.1 йс 
RT di hum 17.5 i 
On tbe other hand, the definition of V does not Rus s 下 


la — 1] c [P — oj 


(173) 


UIT 


:hen hy (1 T.2] we bhava 
V = tE Mpi. 
The mmigaeness of V follows. o 
11.18 Lemma, Let H ben predictaWe process, Then 
ELHT n] € A. = E(HFHI ~ a) € А. {18.1} 


dn Es cam, EH IO — z]) ds the dual predictable projection af ELH T rg]. 
| NAE. Lat J = ШТ], where (Th) is a aequence nf predictable times 
with disjuint graphs. Ther we have 


ElE E Woa) = Y: Els р. (7), i] 


= 5 Ент, IU — en My cua] = E| E Ur = а], (18.2) 


$1. Daudom Measures aua ч 
{ š Chapter AL The C JEU p , . 

because ey, FI rr <=] = ЕШ), сајт, | 号 -EBD Hy, c Fm. „ИТ È A&racter iiim af Semimurtinzalen 

is а stopping tane anch that 11.20 Corellary. 


Ba) is a verlor apace, 


urd mal numbera G.D we hasa and for sny Н, М c Giu) 


T te s d if 


——— M E 
—— — ———— ——n 


E| у, Utiles] < x or E| улы 一 mi < ос, 


by replacing |F| with Ні іп 19.2] опе arrives at the conclusion of the 
lemma. П 


11.19 Theorem. Let W € T and for aH i> x. [WE арфа) < 
en. Pul 


W — Ww г? 
= —— ++) а (1 — ul]. 
L+ W - i TE 
H = (| — жщ [Ww ~ Will is БЕ 


HEW а WI. a Bo 0. 
Phen 
W egip) = 4 € AL, — B =e А}. (19.1) 
Proof. Siue. W in a thin process, we have 
kuni 
PR Um 
sert T 16] 
_ Wind) - Wa? 
azi 1 Wis S.) pin) — Wal 
Wa x) - WU f м2 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 da, dz + --———— Ire [3]. 
Iz 1+ Its, Th 一 i | Ë, Ll + U,| 
iv? 
L + Í| 


Ы} x E) 4 (1 — pills} x EB 





Hy Corollary 11.19 and Lemma 11.18. E ( ] _ Аў, — A £ AL. 


Fi y 


and in this case À ін the dual predietalsle projection ot 5, m 


By similar rumputation we have 
mr ТИТ " Ur. 

ZW ИТ EMT ы) Law йлн 

Ше Moe + (|W — WET, лем t IW — ИЛЛ» лы) 9 8 
and n " 

р _ 1 " 
EIH lea + 1 й) C A — E C ALL. 

In this casa, B іа the dus! predictable projection. of EVET ii + 
li | disg) Then (19.1) follows [тош Lemma 7.41. O 


Ia W^ + BH) x (n 一 u] = (Wisin — Py) + МИ + (i ир). 
11.21 Theorem. 1) айтп gi 


(uj. Ge ar Subapuces of (ul): 
Uu) = {Ие # ү} >0 wt 


z) ФЕ) < oo and. УЦ) e At. у, 


бд) = 4W e m: p W 

IW e vt 0 f [Wis 2 ас) < оо and Su e at }, 
HE => | Ра aj) 
Ir- 
DW £ Gau) = Ww —W 


1al А 
vI C Ads Ju thi COSE UN! Berne 


= А. += Кж ur e 
ЕДИН ap) e AP == Wat 


(We m Ww TW euch ay уу? 
the inst equality holds oniy iW кы єс AR. 

Proof H is easy: Y ИЗ V uoc d - __ 
The рн мау ао 8) БН ы ЕС) s уй 
Шамя ПИ) = | — ИР * orem, ILIB. in fact, we 

О 


YO, # XX oe) and TIE) = je — Wu 


te (Wt, 


11.22 Theorem. P» тет W c G 

FEE Du) such thar W = U +F. 
Proof. Dul M = Wa fy d À = | 

already knows 4 € Alo зе im “UMAK — 
U = [W -F = W 

[ Mum + WI giu 

V = (tr — W)? 
Then W = ff + V. Since 
AA, = АЛАА, гъ] 


E: Lows. T] = WEM ow ficis Ju ДЕ}, dri 一 Vs >з = utt] e E 


= J Ut mypat(r) an д 


[u) fhere exit TT ë Era) and 


Ie open t M nsu 


AESI 


the prediectahle pre actin ot f Ltt, туң = AA, + H is 

. tt ur) = E i 

u f E tf zi | MNT 
t. = f ЕЕ х) laz) = A À, + 

ў { z JE (г) Ad, Wii sa 
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P А – к) = А— А). Now that 
= A(AÀ — А), and U € Gu (p) (U * (a — v) н 
пр н t г Gli) амі ALV «(i Р) = V i= bounded by 4(V| = 
2) V «(u — v) € AAE and V € (p). D 
11.23 Theorem. Le W € Gíu) m м нд " М d и tut ge 
i Ы is interrable .tt i 
predictahe process. Then 
G(p). Ја this case, we hawr - 
H.M = LM) — r). [23. 
Proof, Dice m p 
Hz МЇ = KETAM’) = БНЗ? = ELHWY. 
Thr fact that H is integrable wrt, M,ie, НМ] £ АЁ. "pco 
to HW = Gg). Шш this case, we have ACH. M) = HAM = HW М I 
Hence (23.1) holds. O 


$7. The Integral Representation of Semimartingales 


11.24 Theorem. Геі X be m ярина semimartingalo, and 
X=M+A 
be ita canonical! decampasilinn, where МЇ is a don а E 
prodictable process with finite variation and Ag = б. Let uode dke pu 
measure of X, and v be its dual predictaMe projection. Then 
М = = w ln — x). (74.1) 
Proof. For any predictable time T we have 
ААтДүгс=д] = FAXT hrel” T-] 
T т—_|= Í aT] drre] 4s 
- E[ Í PEUT} 4088-1 = Í UT] deires 


Hence, AA is indistinguahable from ( J st m) 
d 
Í rpi It). dr) -| I d= 
i d ig jus т+{и—ь}. H 
Ву the defintion of storbastic integrala, Л is just z+ [p - 


11.25 Theorem. lei X be a semamaertinaale, p 上 its jump sensum, 
ued 17 bp ihe dual prediriable projection of i, Then 


5.1 
K. = Xo + а + X^ * (Дат) ^ {н = E + la 142211} * ш. (2 ) 
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where X^ is the contituons тма рат of X, доз а predictable proresy 
with finite tarialzon und op = i). Mirreower, we have 


оО} x E) = e( х 001) = 0, 


(25.2) 

[m ^ Її} ре Ad. (25,3) 

Аа = ( L. f (dz). (254) 

Proof Noting that (=й ш>») ж ш 一 (А Ахра). we know 

Y =X- Xo- {aae fü [25.5] 

Bà special seimimartingale [JAY] X 1). Denote its canoniea] decomposi- 
tion Te 

F= M +e. (25.6) 


where M іна local martingale with M; = ü and a [sa 


predictable proram 
with finite variation and р 一 D. Clearly, 


MV = V" = xz. 


the jump mcasure of Y ig Tyziziy- s, and its dua] 
Jls z, By Theoren 11.74 we have 


(25.7) 
predictable projection ia 


М = (2) * (p — u). (25.8) 
Then (25.1) folles from (25.5) [25.8]. 


(25.2) in trivial, (230.4) cames [rcm (24.2). Ошу (25.3) 


їз теццінчі ta 
be proved. Since 


(z^ Fais + и = EAX Pijar) = дуу 


am! pAr] < b Ilu) * € АЕ and ita dual predictable рро 
(2021211) "uc n. Он the other hand, 川 =| 2 ^ ji = AL. iR evident, 
hence Majay rr E At In a word, (z^l«weeAt г 

[25.13 ig called the integra! representatiom af semimartingale X. De 
шене J= [X The triplet fe., 


| 2, ) їз called the predhatqbie Chanteteris. 
ics (or predictable Eriniei, Or inel `harqrieristics) Uf semimartingale X. 


Predictahle triplet ig sa imporlant tool to investigate Seminar iugales. 


though à seuimartineale or ita Iaw ran Bot be nniquely determined by ts 
predictable characierintirs іп E^neral. 


11.28 Coroll 


| агу. А semimartingale X jau Special aemimariengale 
tf ind only if 


Ош» ға = У АХ |а € At.. 


#2. - The Integral ltepresentatkon of Semimartingxlea an 


Fui tus Case, [һе cononieat! decomposition af A. Ls 

X = (Xo 4 X° + е *{и + (a + Urges жу), [26.1) 
where u ds the Jump measure of X, r is ihe dual predictabe peogectini of 
ш. 

Proof. Hy the integral representation (25.11 we know that А is а spe 
cial semimartingale if and only if ец Е Аш or, equivalently, 
[rp aj) EE „А, because ca E „Ае. [int (2л) #1” is the dual pre- 
dictahle projection of dzijas} * 8. (26.1) folles directly from. (25.1). 
Li 


11.27 Corollary. Let X ha a semimartingale having integral represen- 
taion (25.1), and f be a bounded C^- function on Му. Then the cononical 
erumpat of special sermimarcngale f( X) is 

Ff(X)- M + À, (27.1] 
M = FR РКХ [FOX Fx) - fX eiu v), — (272) 
Ш 1 m 
а= (Хаж N-A 
+[f(X_ +) FE) EF CX Mq sn] * (27.3) 
In particular, te spacial serimartingale Y - giu fu £ R) has the follpw- 
ing canonica decomposition: 


Y = Yo + (YN (У), (27.4) 

M = z k'u th (27у) 
2 

Н = iun — 7B + (e — 1 їл) * z. (27.8) 


Proof. By making use of Itó formula, the integral representatian (25.1) 
and Theorem 11 23 we have 


FX) = Ху РОСО жара РХ X) 
-EUUO- RX-) - l'OC)AX) 
— fU) - P'UL a OC X" + (C Miei) 9 (8 à 
[eA C Ma яи + S7 CLA 
ерут арга 
= ДХ) Ое i PUC дае v (a= 2] + POL a 
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FP C8 E OC. ex) fiX) 


-EPUC Me) * и. 


e P bounded and ҚА), РХ.) їз locally bounded, (fix + z)- 
ie: i Ж-а) * n IB à purely discryttinupus process with finite 
Ра ае As шы junpe, and consejuently, betonga to Ae 
>. Nowitisstrightforwand to ob crea d c d CE Mijas 
(27.2) and (27.3), kapaka udi Lour PY 
| Ар ушр; [27.1], (27.2) and (37.3) ta the = — ait ы 

{27.4), (27.5) and [216]. C = nes OE Н ep dime 


11.28 Curollary. 
Tuücierisius (гу, e). 
Jer etety t Ü 


Let X be ü semimartingale with predirtabie shg- 

Then X is sbochasticaliy continuous i and only sf 

e(t] x E)-U ams. 
In this case, ск ds also storhasizrntly continuus, 

Prout. For every t > we have 

vift} x E] = 0. д.н. а= Е it) x Ej] 

= Ü = P'| A X, Z 0) = 
: АЛХ, Z 0) = 0, 
vit) x E) = P|A X, Z üL7;. |. 


The stochastre continuit j 
w inuity of X means just that РАХ, + 0) = 0 For ali 


IX is atachanticslIy continuous, so ів a by [25.4]. п 


11.29 Leroma. Let X bea 


E TR d . s = 
u > ü, = 13 2 semimartingale, then X tittel] ia g seinamarimgale, 


Proof. Let g be a € functinn on the complex plane such that 
(6%) = Шш. 


n adapted cmdlag process, If jor some real 


[^ut Th = Ü, and 
Ts = infit > Тула: |], Кр | > 


Then T;, Гое, and Fr each m > 1 
деа XIX, 


zt - 
ы?" noc], 
_ ш 

ui 1 j= BUY, — Жу, 1], Ta- = t< Ta. 
Now it is not difficult to verify directly that für each n > 1 


XZ mall l gfe 
HF) + [Ау — Xy. | ра X 
er п [ т Ты-1 426 d Tni дг, ag: 


— — — —— _ 
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where Y, = 52037-37777) ie a gemümartingsle. Hence for cach n 2 
1, XT» — X7T^— is a semimarüngale, Then X £ &,, 25, П 


11.30 Theorem. Suppase X is am adapted coding process. Let be 
a preriniabie process with finite mariaton ed œg = 0, ñ be an adapted 
потіти incneaainjg proeeas wilh Do = U, and v be a predictable runde 


measure such ¿hat 
i) fnr вала t > 0, (x? А Таж є бр. 
1) (= a < 1. = ін {|х ËJ), 
ii) ор E) - (М, x 0 = 0, 


iv] An = FN zt t). dz)). 


2 

Denote kafr) — e* — | — hrir me Hiu) = tti — Ea + {тїз r. 
Then the /allpuning sintements are egunnlent: 

1) X is a semimartingtle with predictable rharacterzsties (0.3, L], 

2) For any bounded function f € C^( RJ, ДХ) 一 f(Xo) - (X )—- 
SUC) ПА 2) = UC) 7 zPUC Mp] * v € Mien 

3) Fer eny real u, £O — pia 一 iN- (u) £ Adis n. 

Proof, 1)=-2)=3) have already shown in Corodlary 11-27. Tt remains 


to nhow 31-1]. 
Fire: of all, ei is a semimartingale. Them by Lemma 11.29 X itself 


is а oseinünartngale. Let (2.5, Z) be the predictable characteristics of X. 
Put i 
H (u) = tuk — "Йй + k. [z] * Z, 
Then Ж _ eo eW — Hu € Ар, gehe - (H (u) - Htu)) € А 
amd H(u) – H(u) € M, s. But H(u) — H(u) is à predictable process 
with &nite variation. Therefore, for each w. E (x) aod H(u) are indistin- 
guishgble Hoerause His) and Hw) ure enntinuoas in uw. we have 
Pija: veiw Hin) Вр) = 1. (30.1) 
Ву direct computation эл: kuow 
m- f Н i fi 

du) — Ta edu + ru) r = " T 

and il is tbe characteristic Iuncien of tac blowing measure 
Eun Е 


© цат) + f (1 — — euis. dz). 


Noting that (FEL x СШ) = О, by (360.1) we Enc thal F and Й, and i 
ar: indistinguishable respectively. Finally, so ате œ and n. LJ 


ez 1 — ач. da) 
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1 1.31 Theorem. Let X he a sermiruartingule with Predictable chara. 
teristics [m р}. Then the follouing sintements are emuttalent; 


„ы There exials а херес {Ta} of stopping mes such Mut Тл | > 


Е | aup |, — X, F 
| aup | е Хар] св (31.1) 
(їп ihia сизе, serimarlingale X ¿+ жий tp Br 
2) Fer єџету ё > Q и 2d 
x* en < шо. [31.2] 
. = Ауф Af + А. where M is a locally square inlegrabMe martingale 
anth Af -- ü, dau 4 dan рели process mith Erite аните and 
Ap = 0. | 
Jf if is ihe cuse, we haqe 
(M) = EI EL YA AJ (31.3) 
Proof 2)—3). Since for cach { > Wazi p < со, hy (31.2) we 
а НЕТ жя < оо for each # > 0. By Corollary 11.25 X ixa sperinl 
а Let X = X, + M + À be ita canonical decompnoalitinn, 
where M £ "Min and A E Аксо E predictable. From the prnof n£ 


Theoren 11.24 wc know АА, = (f ғи}. б), Then Y (AA,E 224 
L, š > П By 'l'haearerg 11.21 Ne д EA? and М аа - Е 
Miny Át е same time, ч | | 
IM) = (D Elaine) o ñ += кь Уулду, 
3)=1). Since М & М2, A = A + AA. d_i 
i š = 1 A. ia locally bonnded. 

E(AAJ? 18 а predirtahle increasing process and EAA? c е 
СИУ a wexjuence (Fa) of stopping times such that MFT E М? pus is 
bounded, and E | F GAL] < oo. Then (31.1) holds. 

1)32). Let 8, = inf(t > 0: E (AX, э} AT, Then S, Ї Se, and 
For each n a 


E| T ах, un 4E| sup | X. – Yal”) S P 
UI. | 


am, 
ie, ET = 2,0 X.) is а lacally 1 i 1 
= 3 了 tniegrable increasing proces. But ita 
doaf predictable projection ia rs г. Hence (31.2) holda. O 
11 -32 Corollary. Lc! M be a loceliy auare iniegrable miurgineale with 
prediclale chararteristica ба, 2,07) and My = Ü. Then 
{M = B+ z! жь, 


— —— rE 
— Amo 
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$3. Lévy Procezscs 
11.95 Theorem. Lei f be a non-random капи funcion Un R+- 
Then fis ü seminturiingale Ú amd only if f is 0 fatiction with fne vin- 
nium, Le. f haa Furle rarialipn on every female inferant | " 
Proof. The gufficimiey ig trivial. Only the necessity is reguired te à 
wet Айде that f is a semimartingale. Let f = fa + š: + vh н 
ie енй decompasilión. and (75) be a Incalizing arie" s tt е 
M^ l Р : distribution Tunctior. c 
МТ" є Mg aud А?" & Ад. Denote by Р (2) Che distribu 
Тм. Then we hav: 


= = taa Pu(da) = АГ. сю] + I Falda) 
fa + E[À.«7,| = Elfar] "i Ï + 
1 ao: 
АРАЙ, ool) = fa El Are, = / NIS 


із а funrtien with finite запасна. Fiw every Ёр > U, 
可 ee] = POS f)— 1. as n — no. 
; > Ú, Then f has finite 
' take т large enough Euch thal Fo. |) i 
л, тиз ЕЛЫ denis: Fio) 2 Р Пао. co]} > D. Thereofre f iR a 
[unction with finite variation. (0 


83. Lévy Processes 


Henceforth we always consider Lery processes (1... ntochastically Pus 
tinuous рачните with indepeiident incrementa) as еа]; jirenssen, owing 
k =ч" : 
10 Theorem 2.85. Hecall that fur à Lévy process X = (Xi 


prlu) = E[ 7S]. we R. 


is Cairns ай never Ti 
pile —Xpn1 


t > Ú. 
quiu) 


ZÁ (u) 一 


is a martingale. 


Z4 Theorem. Let X be a Lévy poris. IF X don о 
: 11. aliu € Вадім) ds a function with finite variation. Cenverse " 
vial uox pu] is u functimi wiih finite variation, then X ат 
i x 
nimartin gair. | тйл 
T Proof. Without lou of generality, we muy assume Xn | _ E S 
then for all s € Fe £ S. Since Zdu) > 0 апа Z, (e) £ Ü, шч 


312 Chapter XI The Characteriktica of SENimnarlitaralus 
L 
Zu € «S (refer to Problem 5.16). By Theorem 11.33 gfu} is а funetion 
with пў variation. 

Conversely, if for some ш F Ü, gfu] is a fanction with fuite varjaliun, 
then eX 一 Z [ulortu) £ S Hy Lemma 11.28 we haw X Ew o 


11.35 Corollary, Lei X he u бру process. There epíats rt Coeniinanus 
[non-ruzdom) function f Such thn£ X — f ds a яек тјса. 


Prünf. Take £ = arg( E eO oH to be a vontmuouxs function with 


fa = 0. Since Vel) Æ 0, this is prasible, X — F remains to he a Lévy 
process. [tut 


El А—Хау) == ТАРЕ XH] 


Ls а талоши decreaaiug funrtion. Hence, X — fe S. rr 


11.36 Theorem. fef X be n Siochustnally отура отр шў semimariiu- 


me. Then X ia q Déry process if and only if sex nredictnMe тїйє [is Л, 
-wonün-ründem, In this Dar, WE Ayre 


i) «x ¿v n ensures function with Anite varigiion and @р = 0, 
d) S 49 ш contranta Wionolone incrensino funelion with б = 0, 
Hr # 48 à c-Ühibe mensum өп (R. x E В, ) x HLE and for ali 
2 ü 
vx El = =I R, x {н = 0, 
Tn puyticklar, А iş VUimsi-Ieft- сун плиз. 


Proof Neensnitv. Wr EHpposme Xn = 0 for simplicity. Applying the 
Formula of integration by parts ta Y = gY yields 


(z* А Iz T а. 


Ё Ё 
Yr= Дир = 1 +} Ж, 4 H 2..0, 
Lu „й 


r { 1 
= 1 rj AdE, 7! 1. -—@л,„. 136.1) 
п n Wr 


Comparing [315.1] with (27.4) and noting || = 1, we haye 


o = араб É > d [36.21 


LA. Por each u Hu) is indistinguishahle from a non-ranidom аы ат, 
function. Dut FH (т | ів aluo continuous in ч, 80 бог almost all w (36.2) holds 
for all £ & H. and ú E А. We bave already seen iu the praef of Theorem 
11V that dee, f. v). tha predictable triplet of XX. із completely determined 
by {ши € NH]. Hence (cr, B. t ds nonrandom. Conditiona i), ii] and 
Uil Éullow from "Theorem 11.30 and Corollary 11.28 immediately. 


TEENS > 2 
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Butüciency. It wulfices ta вож for all a c А aud ü < & = tz, 
E[t] em Eje- ei] 
im, for any À c +, with PIAJ >Ù, 
E|I aA = Pt Api mU Ys] (36.3) 


Taking s to be a new origin and applying Corollary 11.27 to Тү = 
gA. Aed 4 > xz, wë have 


Ë... E f 
E = 1 + Í Y, .dN, «f Ран. i> s. 
i B A 


eno " I | 
un %-1- f Ў, ан, «24 f zi, 


a crux 





tu 
Í Y..dN, 








sup 
ткт 


ап бр i i ' Theorem 
i i Y -AN | i$ à martingale (T 
ІН, | is non-random, } ғ Class 
1} ин ( š 
7.12). Thu 


上 一 
Би» Í ҮЧ] = 0, 


Elt aY; = Ela] + ET. f 9n] = Ella] + Í Ela Јал. 


ЕШ 
Pulliug Je = s, we hne 


А = f Jr-dH,, 


1— He depend on д. Thus 
and hy the exponential form 


Eira  Eüah] _ кр 
PA! B P 


This is just (36.2), O 





triplet (о, A, m}. 
үе. We have shown above that 


(ешт 一 1 а 148, тү}. [47.1] 


l 25. 
pfu) = exp[iuar— fu 8 ҮЕ. 
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Thus fer all B < sg 





= erpi iuie - tip} 一 Lutig 一 名 1 


fur w ‚ 
+ ыз” = = tuaia gy vide, dr) }- 


The law nf a process with judependent increments is determined! by its 
ША Iaw fie the law of Хо) and the distributions of ali its incrementa. 


In our rage, Xa = ü. By (37.1) the law of Y is uniquely. determined br 
(ohe D 


11.38 Theorem. Lrt X be m procexs with Ka = 0. Then X isa 
normal Lévy process if und only sf Ehe following conditis шге жабары 


і) There Ёз 2 continumt (non-nindom) friction f such hat Y = x -了 
Lš < Confinuuus joen тате, 


jH) (V) is non-random, 

Proof. euificiency, Evidentiy, we may chowie fg = Yn = 0. The 
DPhrurlictab]e triplet of F ia (0. (Y), 0). [t ia non-raadom. By "Phenretn 
11.36 F 1з a Lévy process. By [37.1] 


| z 

Eesti Y) = exp - SU — 8), О<аєғ (38.1) 
Where H = {F}. Hence F bra пша] Lévy process, Obviously, su js 
Ж = Y + f. 


Necessity. Since X ina namal process, 


2 

{и} = Een = expiiuf, — в}. t n, 
where f, = E[X,], i$ = D[X.] By the stochantir continuky of X, f 
aad f нге rontimieus functinns. By the independence of incrementa 1 ix 
Iionotane increasing. Evidently, Y = x — J in stil a Lévy proeess, and 
128.1) remains true. Sine EY] = 0 V ia martnzale {Theorem 2.60]. 
Froan (38.1) se sæ that the predictabie triplet of F ja (0,8, й). Hence V 
i5 Н continuous martingale and YE) = f is non-random, O 

11-39 Corollary. A рти Д = (NS) nnih Ау = Ü is a standard 
Wiener proregs if and only if tke folleunng conditions are Clb eT 

H (Xi) da à cantmiouns local maringake, 

HB) (X? — t) i a лучы martingale, 

Proof. Ц sutlires to notice that Condition ii) is equivalent to {Ж}, = 


йыт. 


-—— 315 
aid (38.1) is reduced to 


2 
Ej = enpl— (p-s)h 05826 0 


Corollary 11.39 is well known as the martingale characterization [io 
Wiener process, Tt is elso called Lévy s theorem. Aa its &ret application. we 
will show an important relasion between Wiener process and continuous 
inca] martingales below. 


11.40 Lemma. Lel M be a coubinucus local martingale. Then far 
almost aH u, М) and (M о} have the same constancy setervals, Le., 
Jor ang à < b sf Moi) ds oeuetant on [eb], so із UM) Дш} and vice versa. 

Proof. For every rational r > Ü put 


T, =inffi 2 ri (MY {Му}. Se= infit 2 z : Mh E M, ]. 


Suce Up mp M) = Љам) = 0, feg = Ú. Similarly, we have 
egi rM) p | Then it not difficult: to see that for 
almost all w for each r, Trl) = 507), M. (uv) and (М). (0) are constant, 
ип [r, Туш }], consequently, M.fu) and (MY (ur) have the same consiancy 
interwáls, O 


11.41 Theorem. Let M hc a continuous local martingale wiih Mp = D 
und (Meg = со. Put 
Ti = tof {#4 : (M), > i], М = Ma, Hi = Fn, E > Ü. 


Then (M;) їз a standard. Wiener process wrt. (Gl nnd (My) is idisten- 
giishnble from (Nia). 

Proof. In fact. (тъ) is the chunge of time associated with (AM ) (Thenrem 
4.48]. Since (M), = ос, each 7, in Бање, Besides, w have T, = ce and 
Zx m Fue. Bima (M) із continuous, we have (Lemma 1.37] (М, = t,t > 
à. By Thansen 7.32 for cach t, [МТ Van € AT and (ME S C YM, Jaga 6 
М. By Особа stopping theorem, for all Ü x a < # 


EIN[G,| = E[M;:;, Fn] = Mi, = N. as. 
E[N? —t|@.] = км? - MS = MI - dM, = Ni-s nas 


ie, САА) and (N2 — t£) are iG- martingale. Evidently (Mt) is right- 
enntinuous and (A, ) = [Ma ) Since {Min = t = LM. by Lemma 
31.10 ([N, is indistinguishable from {Af} = [N,). Hence (Nr) s conti 
mucus, Then by Corollary 11.39 [MA 15 а standard Wieuer process wt. 
(2). Since (Ау, = (M3,, mguiu hy Lemma 11.40 (Mj) is imdistingui 
shable Eon (АЎ, ) = (Ni). H 
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11.42 Theorem, [рү he un adapted poing PTO06 38, js 
ET | 
X = 5-1 f 
21 |T.. zaf 


TM | . 
ln ва paqa *eguenee Of qEoppimg Hines such ¿hat T | сє: 
2 оо — Ta = k 
iwy sigiemenls are Siei = ні dnd ndi: 
1] X i 4 
] X яа Ёр process nnd Jor ailü c.c £, X, — X, haga Poisson 


. : np J i 


4] There is a continuons i Ë i 
loccl martingale, nuli at 0, анор ааай AP m 


P 
rosi 1|=-2). Denote A; = ЕХ]. Since for ail з < £, X, — X, > ü 


Ак = E[X,] = ЕХ] + Ех, 一 Х,| > E[X,| = А. 


і i i 
н monotone mcresnsing. By the stochastic continuity ot X 


А-а 
АНА. ЯЕ ла. = рыр аз Р в. Ü 
I 


t, d 1s continens Hy Theorem 2 
BB X — AE 
21=1), The jump mensure DX is ibid 


Hena: A 


нб] x BI—-AS&(B. AERE), 


19 PRE be I п в 1 1 


viny = А dd Р 
exp] iuA, * f uf — 1 — ERI dA (йг}} 
= expTA(ei* — тур 


Hence for all à — z. X, — i 
> Ai = А, han a Poigsrm law with parameter À, — A,. 


N 
Huw we Сори back to the релета] discussion nn Lévy Processes 


11.48 Thenrem Let XU 

R " Pec, Жа) 
тиине, null az g IF хб х йын Lévy processus &nd sci 
AX... дз} "Te [ : COT ў Y KE == legs "uen 


= - 
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Proof. First we deal with the case of n = 2. Ву tha SS 
с (yin, = "PU PE e „ш 
АХХЧАДХЇ = 0 and (XU y (Жүр = 0. Ler И! = CITED Ë 
1.2. It is casy {яу sec АРПА ДЇ} — D and 
» iu xin ë iu, X 
ле [лус — (Pe Еч TUE 


Thus |Z} z 2H] = 1. gH) EC xa martingale. Hence we slatan 


125 


уу, (xy = ü. 


[е X, | wg PN = Ej X, PH [еб]. (43.1) 
For any пу 2 10 = fg < H < c < fa, D y e E em 
An 14 = H, 3 == їз; Vi = i, k = ү, applyiug (43.1) in 
тп z a 
x uj XL, 7 И and 2- MEIRA ® AXIS, ug and letting B Ss 
171 = 
we obtain 


Ev 5 a [x 一 А sE v Xt 一 xb H 
= E|==f: E wX х) esp: x vui XE — x]. 


ie, XU and ХО?! are independent. 

Making use of the above argumeut, by induction, we arive at Ihe 
vonéelusien Por generab п. O 

Remark. The converge of Theorem 11.43 u aleo true. Wr leave it te 
Tender ай an exerpise. 


11.44 Lemma. Fai (£,] he а sequence of rA. eoncergtrag in probak Huy 
in агь Е. If für euch n £4 has а Poisson lu wiih parameter А, then 
М — À [А may be V or +>), und § has & Poisson iati uth panmneter 
A (when А = Ü or oo, this means £ zs as ideniical th 0 or jx 
respectiuely - 

Proof. By the annption for w € E 

Ele™"] = exp Ankle" — 1)]. 
ТГ there ів a subsequente An, — А and А is finite, then £ has a Poisscu law 
with parameter А. lf there is a subsequence An, — +92@. for ишу positive 
integer ! - 
Р < 1) = Hm Piin = D= Em E enn =ù, 


ie., PUE = +") = 1. [n a word, it must be An — А. AL the saine time, £ 
bhas a Puson law with parameter A. E 
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11.45 Theorem. Let Y be a Lévy process, Then 


X: = Xy + X, + i - Í 
ае T aquo 0 02) (aa) 


whae 1! x Ix a сот 
=. "in aon vb ud _ 
ung A = 0; аттиш 1 BE ui independenti ineremenufas 


2) z 19 ihe jump meusure ef X hamn 

; j ving Ehe feliouning properties: 

Head any E EB UIN BIE), 出 与) Aas G Роіяяап iaw, 
нй рут Z1 and disjvint sets By... Ñ, € BUR x BUE) MES 
| x a es sndepen ‚ Оер, š B; c]a.ca[x &, 3 — 1 | or 
A ue den (s Br ЕВ.) ia independent of P. - 

PE m dual predittahls projection Df n, is пт 
In xm dnd nr each pO | 
ERANA edch # > Q, (Нух {ip = > 

H Xa x Amd р are depender. 
In addition, we hauc 


rug, Дот 


-fHhüie moane 


[ft] x E) = n, 


seu] = exp iuf 一 Lata +(e 


there А > E[X, and 3, = HJ 
ig, fa = d = 0. 

še w s By Corollary 11,35 there is 
710—0 € 55. Lévy procem X — X. a: independ 

bas the same jump measure ms X. Hence ie X pium 


: we may suppe X c S. B+ 
Theorem 11.36 the Predictable triplet nf X (z P, i obra š 


— 1 ==, TU ааз) ч ml. 145.2} 


[X] are потезе, D Lt кит toz nerens- 


а continuous fünction g guch that 


X =+ XE + zd j 
H + i = 
E Гоа] f] zen] [0а] Le ca] m 
Pittig X = n ХС we obtain (45.13. 
X ів а continuons Betninyartinzale and 


is non-random. By Theorem 11.86 X in & 
IAS X da a normal 


For auy B £ BIR.) х B(E) 


EHB] = MUS) = MA д). 
Then 3) follows fram Theorem 11.36, 
Let BE нн, ух SLE) and wf Bi = ec, Punt 


A loissum process. For oach f > ü E 


*a 
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Ау. By Lemma 11.44 pif) = lin Y, hus а Poisson Yaw. lf si) = ос, by 


т-Ип1їетҥ®ч aul = and Lemana 11.44 TE still has n Роїввоч law. 

Let D. zr HA £ нЕ} x ВЕ) be disjoint. We want tà slew that 
Шу), -> ul Ha and A яе independent. OU "c may SR Hp 
(Bi) < om, pL Bí) < se. Put YU 一 Tg. +a ў dlo-a. We have 
kuewn thui YU) j = 1,-: m, are Poisson processes. Besides, AY 11AY 
= Dowleun j yk. Hence we have 


у Уо j= k, |У, Х] 0, ЕЕ 1л. 
Ey Theurean 11.43 үй... y and X are dependent. Since 8) — 
jum y, j= l--,m. we arrive нї ihe rcexjudred assertion. Furiliesiare. 
гы 


— i " 1] 
it В, C]s, oo[x Ё, ј = 1,'-. or sane л d, then MEEA = Jim iY 一 


yl = d.e. Thus Ву), ad Buy) ія mdependent ol 天 Now 
2) and 4) gre established. 
Finally, (45.2) follows from {45.1} and (37.1). D 


(45.1) ів the famous Lévy-/tà decomposition cob Lévy presaes We 
also call (f. B, v) im (45.2) the chamrteristics of Lévp preas X. And 
the law of Lévy process X is uniquely determined by ite uitia] law and 
ita chara&eterigtics. The mext two theorema illustrate the applicatinms ol 
Lévy-Itó decanposition. 


11.46 Theorem Let X b a Lévy process and Хе = Ü. | 

1] Ü X ёғ a semimartisgale and E||X,|] < o i 2 Ú. then X sx é 
apeczal semimnzPingnle. 

d' JF їз а aperia semimartnmiugnie, bett EX] = 2. £t > D. 

m IF X за a loea! martingale, then A zx i тыгат: рае, | 

Proof. 1) Since (X, — ETX,]) їн a martingale, EAX,] is a semimartingale- 
Henre [Ху] in à fuprtion witk Шие variation, und X, = (X; — E) + 
EX] is a special semimartingale. 

2) By Corollary 11.26 ETT NETTE жр е Ak. Thus {ifie +07 € Apc. 
Hence, Y = {хш} t ш — v] E Wa and 1° = (Yid € VV tur all 
з > Ü. By Theorem 11.21.3) 


italeg th 0 = epa t a 


Henr», z = еды) * in = r] = At. and 2° € M? faz abl s > Ú, 
Similarly, since (X°) = B. (XT u hoa € М2 for all s > 0, But we have 


X: = Хү+ Y, + Er + (т>) * ал. (40.1) 
s for all я > 41. ЕХ. < сс. 


ài 
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33 In this cage we hayr | 
aF the canonical Песи ч 
maTungale, O 


sition. Then for all БР тега 


€ AM, i... X E 


11.47 Theorem LX , 
т АЕ е a Ly 
for ü m 0 amd 0 < s < В LEH prote. ЭЗ Aud AX be hounded Th 


El|X, — X, < о, 
Proof. Without юын of generalitv, we m 


L. It «uflices 上 show ELY, BY Ruppese Ao = U and АХ] * 


[P] < ex fur all £50. We Dave 
eftt) = exp (ies 一 E + š ier "- 
2 [тЫ] s | cn] aliii: ы Ux digg. 


Por any роят шїедег f 


El Tm a i 
ПА") < so => al ro aiste and is finite 
Fr 
EXT [as i (esse = l- ае) ж ve) exists and is finite 
n prn Я 
аы 2 < Se. 
But 


dm 
— ^s щй” Be ко 
Tiu ERP zac. п ü 


04. Step Processes 


11.48 Definition A 
jeztories are endlag step 
In very finite İnterval, i 


Process X is called a miep processi) 
function having аЁ mont a. 
-6., X eun be axpresser] am: 

d 
А = Xg А Кырт, sol. [48.11 
where [| Th f oe: 2) for each 5 > D. T. 
Сеше пп}; 3] far cach n > 1 É. £0 


w < 29 = Tx < Tai (Ta = ñ by 
is Н m-th jump tune nF X- E Ú — T, = одо. In fact. бг n 21,7, 


x if all itn Era 
finite number af jumps 


Ta = inffi > Tnop: Жү Хт}, 
зы Ёк = А Xr, bp сш a" the n-&h jump size of X. 


—— 


ого], 





n 一 一 一 一 一 
Usually, x atep Priceaa in ашп 

-i I сай | 

титр proctea bs reserved {пр the j 1 a пир prora, Ht En 


thh bonk 
титр proce of x carding the terim 


Pros. 


Bí. Step Procesie 5 


It i; easy tb вее that step process X is ndapted iL and ашу Ш cach T; 
is a stopping time воі £, £ Fr,- 

Recall that the natural filtration E" (X) = (FP (Xy) is deliued ал 

FX) ==[X,.a = tl = m[X.. яф], t D. 
For earh n z Ú we have 
FOON [m £ t < Тыа] = ef Aant > ОРГ S #< он. 
becaune on [ы Ei < Taqa] Аал = Хат, Югай а > 0, Oe inus v. 
{Xana >й = s [Xo D Tasta д], nzl 

Denote Ga = rÍ Xa, i Ta fu Ent n > L. and Gr = є{ Ху}. Then 


}(ху= Ü (фп g t< Taal), (£29. 
== 
Clearly, we have 
Gu O [Гоча = on] = Ya n [Ты = 00], n = u, 
Hence, FIY) is a filtration nf discrete type discussed iu Chapter V $5. 
We wil utilize all resulta there. For ехашрје, by Theorem 5,56 we know 
that fur all FH X -stopping time T 
FMX) = {X aT 8 > Ú]- 

In the remainder: of this paragraph, the step procesa X 1н given and the 
relerence füitzatiou F = (25) i5 taken tc be the complete natural Filtration 
PPiX)ot X. F'(X) = (GU is simply denoted by F” = [Ff The 
jump measure of X ks denoted by u; 


пир 
pl dt, іт } v2 L Ber, En E [d*, die) т, un] š 
"nr 


Obvicnsly, 
A = KX: + z r. 


11.49% Theorem. For egek n 2 Ú Jet Guidi, dr) be the condtienal 


distribution of [Ta 41, £541) Wri Рр: 
C lt dz) = РИТ. £ di, £441 Є dir], 


amd 
Най) = Cr (d. Е) = PU E rtr, |. 
Then 
m (7100. dr) , 
vi, de) рар 87 WM 


ia Eie dunl predictabis projection of д. 


q: 时 
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Реп. First o all. we point аи. that 
let Sapi = infit: Ir. (F. бс] = n] Then 
Ú. Н, со] > D for + < Z, н. and 


Ри > бы] = ЕР, > 5 


" n 1577, || = E[R. (S, Ls, c1 = D. 
Thug Th} < Жыт ай, When z = T. i 
i = lart 8.5. either £ = du , H, #, ><] 
D, or = Sayi In the latier сне, i EF 5л, зо] = КҮЙ. w; ы 
dt EN hn = 


š _ п 3 E wn] el 
2) v is ë predictably random measnre, 7 well defined. By Thenrem 5,55 
In arder to show = = 


iz the duel predictable projeetien of fr 


(40.1) із meaningful. In fact, 
Supp Ë Za. Н... р = 


š i , I H = Ы од 
Herme, i box NRI BU sa [0, Thi =. H) = n. 
Ei Ш sulfa to prove for апу stopping time T and n > 0 


Elit. T A Faji] x 8j = EWE ^ Tugi] x Hj. 
[ut we have 


: IL 
PIIG T A a [| х B) = à Try cat IR Ту ^ T] x BJ 


and the sam expression for b. Now it зи е to prove 


ята Ты Tan AT] x ВУ = EU уул], Tia AT] x B) в о 


Ну Т | [dk 
т тайн 2.54 there i Ha € Fr mh that T ^ 了 n+ = HA 全 
"ÜU. |x ie j t D) spem Catat, B) 
" H, (it, oo]) Tn Ht a] 
ETTI р T, x T] х F)! 


E ag [Un Gulda, В 
Elimar sl Re I^] 


= Elric фе 人 
I T. uf. на) f Hips e] 


= ЕТ тєл ^ H. idt) UE F Ez tia, F) 
L А ja AES | 2 [s=] eni 





= Bir, E Gnids B), 
{ шєт}. em Bi oo йө ea) 


= (ten f. Tas n Gas, B)}. 
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Om the other hand, 
Er, ral] Tuas Tra ^T] => BJ} 


= {iment in- Tapi А. x HM 


= Е{ Imst n. FT... лв] 
E Elf, zr P lin > Тн. Enyi € |7. |} 


= Ejim er f hp, zaj Onda B) ]. 
Thus (49.2] folmes. 0 


11.50 Remarka. 1) (49.1) саш be deduced from Theorem 5.69. Due 
to 108 importance, we pive а detailed proof here. 

z) In (49.1) one may take Galdi, drj as (hic eonrhitionsl distribution 
ob [Tiri Enp] writ TR. Le, wc may consider the dual predictahle 
projection. » as ар A" -predictsble random measure, 

3) For any B £ B(E], C, (dt, B) чк Да), then 

Gnl, di, B) == Els ler, Ё, BH s, di, 
where th= Dadon-Nikodym derivative б. (а, t, BY of Galo dt, BY writ. 
Нш, dt] can be teken guch that for fixed [w, th. Galw, Ё, -) ig а probability 
masutt un B(É), amd for fixed B € B(E), Qu, B) is Fr, x ВЕЕ) 
urcasurable, ie, CH (n, E, tz) is a trarwation probability measure from (11x 
Н..Хт x BUR) to CE, SLE). Dn fact, on {Tny I = moj we hawe 
Qu Tui ' dz) = Pa c ат | B... (50.1) 
To see this, take E € B(E), D € B(H, ) und C € Fr, 


POT, +: € D. £a = HJ п e] z f eB 5 НЕ 
= f. Cf, Qni паа 
= f E Tht » BH, «о, ШР 


= Tai, BYP. 
— Qa Ta В) 
Hy Corollary 5.57 Fn- = Fr, v s IT h thos (30) follows. 
Pnt 
QU dr] = У ат), caer, 


Aldi) = vidt, Бү = 35 © 


наа ау ът 
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Then 

| vidt, dz) = Qt, du A (ut), (50.2) 
where A, = АЦО, = et, t] x E) is the dual predictable prnjectien 
nf eounting process и [бз] x E = E тыс, Qiu. t dr) is a transition 


probability measure frou [x RL P) io 
! E BLE)). ` 
has clear probabilistic meaning + per i The expreseinn (50.2) 
4) É A(dt) Q< dk (Lebesene mena EUN UH | 
dietable process (3,) such that P mensure), there iu а non-negative pre- 


A(dt) = Adi, 
[Ac) is called she intentar of che үр 
5 : enu nbi process 了 - In thi 
2 [Za Їп this case, 
vidt, dr) = ACE, ү. 
Alt, dz) = АО, Фк) ig also called the intensity of the step process X. 
11.581 Example. Let Y be R r 
| | axan . еЕШАг tempornily ho ч 
Маго chain with state space Z and í) = Üy be its density ш 
Ü < g = а= Y qq = ec. 
iA 
Let (ri;) be the transition matrix of ita jump chain: 
ү Б a 
"| re id 
Bis. if g = ü. 
Du [Ta < >o] we have for j 2 D 
Gaiti 131 = Xy. є Xr, Ы зар, Х.Ш 
and йт t > T, i — 
НП. cc]) = в T. п-т | 
Ty (49.1) for š 0, 
Lid, I3 3 
Bh = a PXT TX Fr, + Тулз 19) 
| = QX, охур [51.1) 
Let 1243) be a function deinet оп Z such that for all š 
D gunt) < ма. 
їн 

Ienute 


(ulii) = Хом). 
F 


бдр 
H4, Siep Processes 


Ву direct computation we have 


т.р u( Xa) = L !®- +z) — ub X, Hulda. ehe), 


because on [T4544 < x] 


tO) mene р Ое ni c utasa, 


On the гий hara, by (51.15 
| Ba X. + ar} uX peida, =Y 
MEETS 


= f F [u(X,- +j] o Kag, Lx, pa 
D уп 

= {| E хуу} ах, as ure 
u iXX. 


= f (оч yas = Í Quy xay, 


Hence we wet the Telling well-known regult; the proress 
: 一 
MXA- Or) = ахан = 7 Iu. + s) - nQG аы) 


is a local martingale. 
11.52 Definition. Let Jf bea probability measure on |0, ос. Deiine 
tg = infit: Hiji о]) = 0]. 
[tg] Шін < оо and FH[[tg]) n. 
[0, £grl, | otherwise, 
ego ffo Hem) 
у, 5 Ja Hijs, xp) ‚ 
Evidently, Fuit; in monotone juereasimg оп Ha, Faid) = 0. D t < Ep, 


b H) = | 


гь 
Iv 
= 


then ' Hida} 2 Нон) 
Frit} = Йй Hijs o = Hilt, ac]) сы 
Ні) 
АЕр = Hiji od] 


because Н]. тка] 2» 0. By Doiéans-Dade exponentis! formula 
НЕЕ sc] 2e HT — AF818) £e [0,4], 
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Henie 
1— e Pi lI (1 _ Ам], b dy, 
Hio. e]) = "ER 


k t> fy. 


Where КЇ) is the continuous part of Fyi). 
H H( fts D) > 0, 


(52.1) 


Hip) o —— 
uite} =: Hitap “ою. 


If iy & GO at the nane time, then 
Fin H) 
Арбір) = Wr = 1, 
Eyit) ES Fun], Ly. 
H Híilis)) = D hy [52,1] 
ü = Hifty])) =, Юн d TI {1 一 Аий з). 
Hu 
Then either FT (tg ~) = oq or [Joerg (l-A Fg(2)) = 0, iaz, AF) = 
„©“! 
сю. Iu а word, Falte) = co, and Fg) ос fort > н. 

11.52 Lemma. Let H апд FP be фыр probability measures on 0, ox]. 
If Fy(t) = Fut) Jor t € PHAS, then Н = z". 

Proof, W tr «hp, then Fat] = Fat) For к < Fa. In this сахв, 
PFuítg—) = Рн) < SO, Вр) = O and Ён € PD. Herre 
PRISE] = Fyltl for + E tg. Since £g < сю, à Fr (fa) = АРн) = 1 ard 
Is оер) = D. Taj tontradicts ig. ъл, Thua Ён s ins Es not тте. 
liy symmetry it must he їн = ip. Then by [52.1 JE= H' n 


11.54 Theorem. Let Р” i annther probabikty on FU such Hat 

i) Plr == P| rg. 

Hi) under E", L (taken us F'-prediciable] remains in be He dual prr- 
dacinMe projechon ef au. Them 

Plm = Pin. 

Proof Br induction ic Only needs to show if P = Ple - then 
e = Ties v inc TR = ri маз}, iF за: сек ro 
slow under both P and pr we have an, 

Gafi dr) = РТ үс Фазл € |79 | 


I— n r1 c dit, a+] E drf? | = C (dt, du]. (54.1) 


54. Быр Pnweeses 了 2 了 
Since FP... [TS = so] РА n [T = =o], it remains to show that (54.1) 
Бе on ££, = [Tn = oo]. First we will show an tx, 
ный = Gur х EY = GOES x E) T. 0). 

Wa adopt the folkewing abbreviated notations: 

нй, = НТ Th peo fro HT Ta Gp 

É 

ro ше TO-A miai 

T — infit: Л, ср d]. T" ач H'i[ ос | — 0]. 

p = ФЕН), t = kí F). 
Bv Theorem 5.35.2) there is а process Н E zz. x5 А, ) aud khat ler = B 
өп Ty, 7,44]. Denote C(t] = By pe- Bn tz 0, Thes 

P(O, n [Fi = Ct).£ E Tari — Inh = Piit- 
Noting thac F(*) and CHR) are 2}, -mensurahle. for any fixed t > 0 we 
Пат 
О = РДЕ x СЕ t Tip П) = Есер. з. 

Бит Н [+ сю]} > ü for £ € Ф, so 





РК S CA e E $] e = D. 154.2] 
Wire T is aeo £1 -measurabk. by the same gnrgument we have 
РОР) e Сг пе Ф] nig) = 0. 154.3] 


Пепо A = [Fii] = € (2) vé c 0] nifi. Then A € J? und 
ATIS c T 4 9 # Слет e ФР A CUPIT є BHO- 


Dy (52.2) and (54.23) we have Р[А! = Р) and PAJ = Pid) = 
Р] = Pin. 

нанне A Гр — Cut cows] iM. By the sane argomal 
we have PiA] = PHAN = PR) = Pih] and PLAAN = РЧАА) = 
Р] = P) Oa АА' ЕП = FU For all t £ Grid. By Lemma 
11.53 H = H', ip, Ha = Hi. 

For апу B E B(E) the result established above can be applied to 
Galla. t] x 83 and С ть, 5). Бапсе WEJ їз countably generated, 
Ц is тын difficult Lo see that (54.1) holds on fta under hoth F sud F”. 
D 


DLviously. а slep process A ps a зошита. and s predicrable 
Lriplet is Cr ea] se an). Theorem 11.54 means that tlie law of 8 ntep 
process is uniquely determined by its initial lg und Lévy ryste. 
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11.55 Definition. Let N = F. iy xp be а point proces, Le 
"=I Р RUN 


(Tniszi is am increasing sequence of ev. such that T, ] on and For each 
r. > Ü, Tx < QQ = T. = Ту! (Ta = uj. Let [Е }.>1 be &nother "equgenpoas 
ar r.v.. [Ta TE ig called à Hinrkod point process (or тма тілі point 
prozess). In fact, a marked poit process is not a process in ordinary sense. 
Ci when for each & > 1, T, — x = 一 0, (Tu. En rs] and the atep 


process X 一 i In ғ, оор can. be determined by each other. 
fur marked point. process (Т, Er we still define 


nn 
T= U (8. ГТ < £ < Tal), É > Ə, 
к= 


Ga = Tu ous nz, {en ka arbitrary), 


aad call Р" = (ZPY its natural fraton. Similarly by (48.1) we define its 
hunp measure s. [t in not hard to see that the two main thenrems LI dy 
амі 11.54 remain true for а marked point process, even the initial c-feld 
Q; may be arbitrary and need uot he trivial 


Prob!cms end Complementa 


11.5 Let p aud = be two optional (resp. predictable: and optionally 
(remp. predictably) s-integrable random measures. 

1) The following statements are equivalent: 

U Pifu : и{ы,-} x vins) = 1, 

H] M, ж Mon X, 

їп) AT. < M, on @ (resp. P3, 

jv; и = Wir, where W g + (resp. P+), 

2) The following statementa arc equivaleut- 

i) Pifu: phu, Loo, )]) = 1. 

ü) Af, LM, on O (resp. P), 

ш) MLM, on Ў. 

11.2 Let u he an iuteger-valued random шсанцге and v be ita compen- 
salor. If и із xpaari-left-conitinmcu, ic., the gupport uf үт i5 totally їпзссра- 
Tu) jm W Иж [i — u) in an ізошеёгіє mapping from LN, P, Ao) 
te n 

11.3 Let X be н semimartingale with predictable triplet (е, 8, v). 
Then X £ Adi. (resp. Adi | if and only £ Сыра) t e АЁ. (resp. 
2? аре Аб und а = — (fpa * 2- 
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11.4 Let X be a semimariingale with predictable triplet is 8, 1"). 
Then 1} X € V e ijel ^ 1) er € А} and d = 0: 2] X £ V^ == 
ia] A 1] xw € Afa = 0 (R, хоо.) = 0 and аё z (ядсан) sr 
where n is the contimuus part of a; 3) X Є Apr = |р = A вк] 
й = 0. 
11.5 Let X bc à seruumartingale. Then 
二 p = tk: MAX: # U) > 1] is at most à countable aet. | | 
J| X = X'+ X", where X" isa stochastically eontimeus semimartin- 
gile, аза Xy — E АХ, [the series; is absolutely convergent 1n pre- 
| РЕЗ 
bability )- | | 
11.6 Let X be a Lévy process, и bc Из jump measure and а be ila Lévy 
syatem Tet fit. r) bera Borel function on Ri x E. IE vt 7 rap eii < SQ 
ur Vi > 0 |Д s n < ces, then Y = fep is sbo a Lévy process, and 


үз 一 gtit) рыя, da) р 
Bir | = al } 

11.7 Let X be a Lévy process with rhuaracteriutics (f, 2r ]- 

1} X ë V* if amd only if 3 = 8, zf х] - 20.0) = Ú and vt > 
Ü ЫЧ. їл < no, f = f —(®шестец) * x5 monotoñe тостон. 
In thie ense, 

= ү? cT _ lud. 
o = арба fa 0 

2| X € V H and only if 3 = О > б |ы) * 7 f eC and 

h= fh- (арац) Ba function with finite variation. In this case, 


quiu! = expli fa 十 fit” 2 п}. 


Moreover, Y, = " 


É А 
Elet™ Yr- Yol. Z exeliu f 1e fil + Lam 


11.8 Let X be a Lévy procces and » he ita Lévy nystem. Then X ia 
step process if and oniy if VE riip, t] x E) < oc aud 


glu) = expl Last = ш. 


11.9 Suppose X is а continuous Lévy process and Хо = Ù. Then X i 
A ULMA] proteas. | | 

11.10 Let X be a Lévy process aud Хр = ü, Then X ін А Poisson 
process if and ouly if X isa peint proces. 


ld X, |, t > 0, 1н also а Lévy process, and 
e 


(iind _ 1а. 
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11.11 Let X be a point process and A be its oogrnpeuxzeadaar with A... = 
e. Let (n) be the change of time associated with A. Then ( X4] із а 
Poisson process with parameter L w.r.t. (2, }. 

11.12 Let a he an integer- valued random measure. Let rn be az c-5mte 
measure on [ ft, x E. SC F Y] auch that vi Ort [E] x E) = 0. IF veis the 
eompengnatnr pf re, than 

iim = Еи), 

ü) for each Ë e А.) x BE), pt B) has a Poisson law 

ii) for any disjoint E3.-.-,B, € ВН) x B( E) and В, Cla, [x E, 
T= lereh for erac 5, ni), e ul B.) and Z, are independent. 

11.18 Lor = (F he a atandard Brownian motion. Srt. 


ЁС чер O =: =l, 


Ё 一 B, 
W, = B, | Ж уве, 
ü 


1—a 
Then CH net їз аш (F ет -Brownian шил. ard 
t Т, 
Fi, = i Bi, ra= Í —— EEEN 
pl-s 


[ote that (H; — i Josel is a Brewman briulge.] 

11.14 An adapted continens d-dimensiunal prnéess W = (Ww, '.. 
7) isa d-dimensional standard Wiener process if and only if ¿Wi Wi), = 
št, > U. 


11.15 Let X — T TIT, == be a point proces; Then X ig a Poisson 
робо Ҥ and очу cere 15 a Ontinuous mmonetone incregsmng Punctin 
A, with Ag = О such that [ur All à > f) 

РТ € dtr fir su m 6m e cd As 

11.16 Let (6,]ы>1 be am rid. sequence of real г.у. with comiuna 
distribution funetiba F, amd Pr = [ЛА be & homngenenus Poisson process 
which ів independent of [Ёл] >21. Find the Lévy system for the following 
processes: 

X= tee tim, (A= when № = 01, + > ü, 

2) X; = rnaxifi. £4 - És, KK, = Ú when Аһ =], £z D. 


11.17 Let A — 5; Hm, 4 be а point proccss. Assume Ту, Ty 一 Г. 
n=] 


co, Tay — Th o ate hid. real rv. with сии dastrzibuben Мин 
F (Filh = 0). ie. X is а rencwal pruress. Find the Lévy system ol X. 

11.18 Let X he a atep process. [et Ў, т) be a Bnrel Bincrion 6n 
Ht x Е вза tontinyonsly differentiable in t Theon 


Мех) NOS Í feos Xs Y; IXa) — fis Xa) 
ü #75 аан 
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hain with 
lv hoinogeneous Markov к 
Let X be a regular temporalis 2 | 
муна e Z. Let Q = (aí) be Ihe density muttrix of X. Le 
"5 j) to be a function an Z x Z such thal fo, all i, ДЯ) = 


È . 
y 一 ] Хх. j da ш а 
УФА. coms Thon = ПХ. . X.) ] Yea 2 


x rtr 


j | | 
rro lu: a sten process, ний p be ita Lévy вуеш. Then X m 


а Max ov. peoeoss if and only if ы has the following Form: 
vidt, da) = Qi Xi- X + dz)A[X dt), 


i ility x F tu 
waere 15 Qt, z, dy) ia & transition probability measure from. Hr 


а 11 = ü; i 
= SC amica dade transition measure fram R to R+ with Ale: i 


iui R 
=. |, und there exist two scqnenons Lf.) and (ы) of и РР n 
gue that fr each x € R, R. can hc expressed as a union 
intervalna: 


R, = Ú [Faley, sla 


Tl 


and fer all t €]fa(r). 924 
Nos] fale) t) < со, Ат, G9) < 1. 


Chapter ХП 
Changes of Меняпгев 


In this chapter we will сыена the well-known. Giraapov's thecrems 
which deseribe how to tranaforrmu semimartingales and stochastic integrals 
under the change of measures. We wil als Eve Son applications nf 
izirsanov's thenrenis, including the characterisation for зешиингып gales, 


81. Local Absolute Continuity 


In the бте threc paragraphs of this chapter we make the folowing 
basie uemmptine. On the bazir space (t. 7] me are given: 

U a right-enntinnous Bltration F° = (Eso with 28. = ЖО, 

Ш) two prabability measures P and Р”. 

Бе 

P = (P P. 
Evidently, we have P a P and F & P un #0, Deñne 
Е = (К): RIQGD — FU VM t > D. 

where A ia the =-Beld generated by all P'-uull seta nF Fp = (nË, Hence- 
гота, we take F = [F7]? to be the refereuve filtration. Since we will deal 
with the two measures Р and. Р“ at the same tite, such a selection ie gat- 
ral amd] reasonable, "Thus stopping limes. optinnal prsceazes, heal mar- 
tingales, semimartingales, - --, mean always F-stopping times. F-optional 
ртабаяясы, Јоса] martingales, F'-serninartingadex, +, Teapectivelv, un- 
less otherwise stated. For any stopping time T we denote by Pr and Pp 
the restriction of F aud P on Fr respectively. E, E' and E denote the 
mathematical expectations under Р, E and P reBpectively. 


5]. Local Absolute Continuity али 


These basic nssuTptitums and notatione will be not repeated Inter, Int 
we empbanize that one should be careful with null sets and evanescent sis, 
VUnaally. null sete and evanescent sete mee Р-га] sets and P-evancscen 
acis respectively. nnless clarity dictat ober wise. 


12.1 Definition. We say tha! P" is iscally nbsalulely coniimmuans 
wri P, and denote it by Р р. jf for all £ > kB. ОР 


‚Ог 





+? 
equivalentiy, Р, & Pi. 

12.2 Theorem. Suppose ЁһцЁ Meve is п seguence (T4) of stopping 
umes puch that Ty | oo end for each n, Pp, E Pr. Thcn for every 
stopping time T with PHT = ou = 1 we have Py Ж Рт. du barticwlar:, 

Ми 
F €F- 

Proof- let AE Fr undi FP) = 0. inre A[T = Tal = тат. йт} 
PLAIT < T,|) < PLA) = Ü, we have РЧ АТ = TQ) = 0. Then 

PLA = P'(A[T > T, £ PIT > Ta). 
But Tim sup (T > T.) & РАТ = se) = 0. Whence РА! = 0. 0 
т +08: 
12.3 Lernrna. Suprise РЁ р. Let 8 and T be twa sioppimo Hrncs. 


Then 
у Pi < T)= 0 = Рз < Т) = Ë, in particular. Р(5 < sc) = 0 = 


PS < осу= 0, 
2) Pig = f' < se) = 0 = PS = f' < se] = 0. 
Proof 1) Notipg that Yt > Ü |8 = T'.S = ДЕУ, we have 


P(SxT)-U-VtS б P[S<T S Zt = b 
= 1 > 0 PS = T, 8 = t| = Ü = P(S < T) = 0. 
Proof 2} is similar- O 
12.4 Theorem. Suppose PUE р. Then there exists a unique adapied 


HT cadimg process Z (Уап nhan 
1} Zy = hm Z4 rris ЇР-п.з.. end 
m 


PUES: = оо) = Pimp 2, = a=) = ü. [4.1] 
T 
P'Z, = 0) = РОШ Z, = 0) = 0. 14.2] 
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d} for every stopping time T, whenever Pr a Pr, we have 


deg 
Er 1 TN 
. 二 PT Р H.h., {4.3} 
im TFI under P, [Z,) ira : | 
process uf PU anra P. jJ martingale. Z = {Жу is called the density 


"ar ^ (Ye) аша (YZ) be the cadlag modifications ot (REE) 
anl (EEEa) TPR Bek 


r= іб: =0} and r o-dnf[t: ⁄ = 0) 
Reall th | 
nt for! < T (resp. f = 7 Y; > 0 and Y. ire Saad 


Yn P> D), for t > + > S 
кн > r [map гр = [reem. Y, = ü) (Thec- ^m 262), 


Pir < x f 


TD 


үс ULP < oe) = f Y'4P-u 
Bed | [r' 2c] k ` 

y Lemma ТАЯ, Fir < sa) — J. Ther = ; 
eonsuler т = оо. Now define He PER. 3,383 — La, we may 


T 


Z, 2> Ü. 


mur 

А Y. 3 "шр 
pparently, Z = (Zeaq їй an adapted пой ive cal жвв. Аз 

кез «зї B RE -Hegalwe cadlag process. 


r 
Bi ран. 


Sino: F = iP Y aP 
| di 77 ap 
Fir. =ñ =f T n E 
; a уа Pl = 0) - f Yed = ü, 


ra =k 


we have РҮ! = Ya = D) = i 
en D) — Ú, іе, Zu = YL/Y. makes senses AL the 


"ame lare we obtain 
f£ = Y = P[YL > Fe = fi = ü 
F(a — 0) = РҮ! = 0) =й, 
{ . i 
Ai tbe other Land, becanse Z, іх bounded on every Bnite iulerval, sup Z, = 
DO — Za = s Un D = I | os 
| ею] we have mf Z, = 25, = 0, and ou 


[^ = бо] we have vE > Q 

: ' = М Zu > Ü, v > 0 кй > Ü d 

`r 2. r ^ - . And therefore 
d Zr = Ú <— Жш =, (4.1) and (42) are established. кызы 


— T 
. ——— — 
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Let T be a stopping time Bwb thal Pi Ртг. Then Pr~ P, and 
арр iPr (dT үррүр= 2р Pas. 


-— h 一 


dPr diri dPr 
In particular, Tar al f > Ú 


z = Pas. 14,47 
By (3.4) and rigbt-conrinuiy. д-р uniquely üctermimed. O 


Tgmark. H P ag P. u is unt necegexry to баои P. П can be 
replaced һу P simply. The reference Bitration F = (F4) сап be taken to 
be (FT) = (Ж). aud the density proves Z = (Z,) is junt the cadlag 

ар" 
modification of (Е ж]. | | 
From the above proof ane бап вее immediately the Впр 


12.5 Coroliary, jg PE P. then B = [W] ur [Z- > 0] is a predictable 
aet. of inkberval type, where Z is lhe density process. Pr fact, wc have 


5.] 
Ip = їо. в + Te- бю мз > с 
R = mt: = р {6:0 Rü) < со, Btw lw] = бү (22i 
oT 
В = pi, Бы]. 
i : nde 
нәш {кй |, nz ( 


We will contiuue to use all notations iu Corellary 12,8 in this chapter. 


12.6 Theorem. Suppose P'E Р. Let T be а sopping time. Then 

IMR < по] — Ü. | ed 

РТ = sx) = 1 = PI > Пр E | . 

Proof, 1) Мозг from Ње prouf af Theorem 124, smee Jf = D. We 
continue 40 usc the notations there. 


D = PT < oq] = LR уар «0 рер Par 


= ЁГ > RY = 1. 
Ohonsly, P'[T = ж) = 1 = P IT > !t) = 1. Сюштетне1у. ly Lera 12.3 
Pur > R) =1= P(T Пр = 0 == PIT < М) =ñ = ВТ > Hl = `. 
But P(A = so) = ios PAT = oo) = 1. Li 
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є 
12.7 Corollary. Suppose PEP. Let X be un uptions! process 
Then X ia P'-evaneacent if and only if X Ip i P-euunescent, 
Proof. Let T he the debut ot [X z 0]. Then 


X ia FP'aeunescent = F(T =j 


= PIT z h 一 1 — X ipag eneacent. O 


las 
12.8 Lemma. Suppose P р. bel X be an (EY -adapted process, 
whose frajeciortes P-n.s, are саба (resp. eandiuuesna. Ten there erists 


ün P-adented cadlag (resp. сотта) process X such ihai X is P. 
тта ай тилла frm X. 


Pref For each r Є Qu choose У, Є XP so that PIF, = X.) = 1. 
Wiile А, = [ur there exists x сайак finction F nn Жү such that fer all 


re[usg]n Q, Yi) = firth, £ > 0. Then A, € JF Gita proof is pnt tn 
thn end; Put 


Eu) -> inff: o g А}. 
Sitor А! is monotone increasing in t, for all { > ü 

[S < | дус [s = t), 

Bsd nA EFR =}. 


Неш 3 is an Е зфорріад time. By the assumption PIS = 2c) = 1. Hy 
Lemma 12.3 PS = ш] = 1. Therefore É(5 < со) = I, [5 < | € Fo 


Het 
hm Wu) ú 5 = no 
Xii) | Е Bui б] ' 


0, Ш Se) < o. 


Tien X is F-adapted and caciag, and P-indistingusihabie fram X. 
If the trajectories of X Pais. вте contitinons, put 
Tw) = intf£: ^X, = 0]. 
Thes T an F-stoppig kime and PIT < cc) = 0, Similarly. we have 
Fr [F < oc) =n, PUT 200] = ü aml [T < co] € Zç. Put 
x j = 
хы = Huh ІТ) = оо. 
D. ШТ) = оо. 
Theu X* is F-adapted, contimious, and F-indistinguisbable from X. 
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Finally, we show A, € >. For any positive Integer | dieliue by indue- 


= Yol), Ú lim Y (u) = Filet, 


Тиш} = 0, Zale) = P Ва 


1 
тышы) misi [s e Q, : > А) - Zia > ш} At 


no дш ааш) < t and 


ITE na 1862 m 
uin lm Y.) = Yr, ais 
Zinai = Er 
Toa, giherum a: 
We want to show Ыл и Ый | 
A= 0 U n Im. =. (8.1) 
[=L k= 1 п= 


k 
Evidently, the se on the right-hand side of (8.1) yd es E 
I | : eiu | 
i _ Amume Ё 8 fixed. TH 2.60) < ‚ then Zr | 
Tt pr Тл]. IE for all x z 1, Tisi) < t. then Tr Gs] T s = £, 


| i does not exist, Tms contra- 
enile) — 202) 2 g and ша Үш) 


| CLIE = Conversely, let w € 
dita ш E Apn Hence ш € P [Wl т Ый i " n 
= |p Pm [Гол = For í > 1 define E = шия: Паш) = and 
Пр i-a ecl la il. zd 


Zi alat]. a € [ae T abr: ng k -. 1, 
Ғів\ = 1 xe sE heht Eg 
Ü. g£ It,oc[. tg Qu. | 
Then f; i3 cadlng on E, and it is straightforward to verify 
l 
вир — [fiir — Yet] = PR 
se [nan Qt. 


1 
sup sup | fils) 一 ањ < gi 


wl ате 


Hence {A-1 wniforaly converges to F. f зз cadlag оп Rr and Юг al 


пе 10,1, 7) = Ye ie wE A. H 


€ Theorem. Support P'E P. Le X bean Ё-пайарїй precem 
e arr adlag (resp. СотытишоШЕ, resp. tighi- 


whose bujeciones Pac 





итү” ТЬЕ Qu. it e required only thak the liuit швы. 
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poH Ишкин їй, resp. rnighi-conlimuenws and urth finite variation]. 


Thren the trujectories of X Pes пле the same as Pans. 

Prof By Lemma 12.8 there із an sdapted cadiag (risp. пенш ] 
proesa X such that |X Z X] is P-evanescent. Hy Corollary 12.7 [X Æ 
X] is P'-vanescent, iie. the trajectories nf X Реан. are carla [res]. 
Conbumon |. 

H the trajectories of X Ран. are increasing, [for all a = 1, PL X, Z 
XQ = L, and consequently PIX, = X,) = 1. Iris Шешу kneown that 
ibn trajectorics of X P-an. are vadlag. Therefore the Lrajectories ob X 
P", gre increasing. 

lÍ the trajectaries of X P-aa, arc Functions with finite variation. then 
PIT < oo) = U, where T = iuf : Ла | Х„| = sol in а atopping time. 
zmilarly, PIT a c5) = 0, Li, the trajectories nf X F"-as. are [unctinns 
with fnite vanatiou- H 


82. Girsanov's Theorems for Local Martingales and 
Sembhnartingales 


Шш this paragraph we always suppose РЕР and Z = (Z in the 
density process of F wrt. P. 

The concepts of local martingale, semimartingale, --- are dependent 
Ən meaantes, 'Thereforo, we use notation Adi PY dor time chus; of all 
processes which are Ines] martingales under P, According to Lemmon 12.8 
and Theorem 12,8, for every X € ААР there exists en. F-adapual 
Cadlag process XF, F-indistinguishable from X. Hence we consider cach 
process of Adi, (2) to be F-adapted and сааш. The situations for ather 
сіазво» GF processes nre similar, and ux: do nat repeat the formations, 


12.10 Lemma. Lei 5 and T be fuo stepping times such thal P = 
Ps und Р. ж Рт. Let rau. £ E Гү and Е < so. Then 


КЕЛҮ] Уз] iser = Zs E' i FsHpsen Pas. (10.1) 
Proof Let D € Fo, Then DE = T] € Farr und 
Езел ті = Есту] = E' [Ipsi E'[£|.72]] 


= Ejlpiszz] Zs E" EFs]. 
Thus [15.1] is dednced. O 
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12.11 Lemma, Let X be пп adapted слер process und CIN) be an 
increasing sequemee of stopping tunes suc that lim Ts, > E F-us. and 
for each m, Хе E Мы (Р). Thea X € (hloc P1)7.. (The predictable 
хві of imierunl type. B. and stopping time R ere defined in (5,1) and (5.2) 
respec Еву. s 

Prog. We may suppost P (li Ta = н) — 1. Otherwise, T; enn he 
replaced by Т ^ И. Let T be a stopping time such that [0, T] он. We 
want to prove XT E My LP. Put 

Ta = (ahnem #= ПЕ, «|. 


It iz mot difficult to verify: 3) T5 [т] on D for all > 1, T = Tp = T' = H. 
and therefore T — F: Ш) on P for n large rmough T, > T and T7 = cx. 
Hence (TZ Ат] P-n.5. furetelis Am, аш Ep is predictable. 

Sine Z E Ml F], 

Zro ност) = F|Znofina <a alFRa-]| 20 P-a... 
Thus for P-almost dl ш € |Ap < со] [0, Tiwy] C 10, (0). But in tbe 
ahnve we know that on D! we have T = R. Hence it must be P(Ep < 
zc] = 0, and therefore PUT, [ оо) = 1. От Ше other hand, 
(x^y* = (x77 y" € MH. 

Sa XT c ААР} D 


Ramatk. ln fact, the lema is concerned ouly with the measure P 
and it holds not only Íor the class of local martingales bur. also for апу 
class nf processes whenever it is stable under the localisatian. 


12.12 Theorem. Let X бе am mdapied eih proceas. Then X € 
Mil F) if and enly i XZ € (Aha PE. 

Proof. Mince ouly local martingales are ronrerned, we may gssurue 
Хр = 1. 

Mecemsis. Let X € Af (P. There exists an increasing sequence 
(T, ) of stopping times such that Ty 十 ос Р-н... for each n, X17 € MiP? 
and Pr « Pr. The last requirement can be smtisñod by replacing Th 
with T, ^ zt. if necessary. Ву lemma 12.10 

Blix EIT, ЕАН = (КЖ, Tr TS P-aa.. 
But [X Z hr. ir, ed E A. In i würd. 
Elix УЛТ A] = (ХЕ, Pas. 
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Le, (X ZV є AALP). By Thenrem 12.6.2) Pilim T, > R) = 1. Then hy 
Lemm 12.11 XZ e (АЯ (P. 

Suficiency Let XZ є {ДА (Р), There exists an iuereasing se- 
quenet {Tn} nf atopping timen such that T T R P-s5, for each л, {x3 
E M(P] and P € Pr, On [t = Т] we have 

[W Zhar, = E[(X Ern А] = ZE [X |] Pas., 
E'Xr, [| = XT F-a g, 
hecauae under F”, Z never vanishes. But Х.т. = Fe за 
ЕХ 1] = Атлат. 有 
e, X** € MIPY, Since РУТ. | оо) = 1, X € Mi [P^]. 0 


12.13 Theorem. if X € Aj. PY and [X. Z] € (AL PYZ. then 
= 8, Z е AF. 


1 
Ax Ed X = zo EL c АА. at P", 
where LX, Z] and (X, ZY are dened under Р, 
| 1 
Proof. Write C = z Xn By Theorem 12.8 (X, Лу £ Ag P). 


I 
On [0, Н] we have Z. > = where Rn ів defined in (8:3). Thus СА є 
Apc PY. But PUR, | oe) = 1, na C € Ag EP). 

Since X Z — (X. ZY € [My ot PHF, for єнє n, (X £185 — дул £ 
Ay g( P1. Ou the other hand. by the formula of integratiou by parts and 
Yiomurp's lemma 

(CZ) — (X, хуз = Дул. ze 
= СЕ EAS + [CE gU E АА (ПР). 
Hence {Хе — (CZ]F- = [X Ey £ A LP. By Theorem. 12.12 
Хе MiLP' n 


Theorem 12,13 is called the tirsanou's theorem for local uartingales. 


12.14 Theorem. H X & S(P), {еп X £ SUF), and [XJ is 
P -dindistinguisftaMe fram [XN P). 

Proof. Decompose X as X = Xa M + À, where M € А.п), 
[AM] £ 1 and A € У). We bave [Af, ДР} € Aj CP) [Problem 7.10). 


Tr 
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1 
Ey Theorem 12.13 M' = M- CE Mia oli). where C = z M. Z)t 
yip. Then under P' X сап be decenmposed as Х = Xa + M" E (E + AJ. 
C+ A € VUE. Thus X £ 50Р"), 

Dur all ? > 0. P, = Pi Dy (he remark afer Dbearem 95353. | X Ji P) 
(resp. [X |a P^ 1) is the limit in Р (resp. Р | of sunt nf quadratic difference: 
of X on [Ut]. Hence 

IX|4P'1 = TA) Phan 
By thc righi-continnity of trajeciories [Tlen 12435 [Ер is Г" 
indistinguishable Fom [.X || PY. O 


1245 Corollary. If X Є ME UP). then X! = X - z 4.2 € 
МАР" and COUP] is P” -indistinguishable from ОХР. 

Proof. It follows immediately from Theurems 12.14 and 12.9. O 

12.16 Corollary. ff X £ MZ (P) asd [X, ZE] (АР, Шат 
X'= x – = AX. Z) e МР"). 

Proof. Ib яп сев to show that the P'-local martingale А” is pnrelv 
diseccutinnous. Write: C = z-4X. Z). Under F” 


ХР") = (ХР) = АХ), 
[&'| Py = [KICPY — 21. СЈО + |C P) 
= АХ? — 2XLAXAC] + EAC? — xi AX", 
this implies X' is purely discontinuous under P', 0 
12,17 Cuoraoliary, Ij X £ SIP) and X* is ihe continuus seartingnte 
pari oj X under P, then (X^ = X* - z 00 is he comnfrnanus 


mariugule part of X under F”. 


Proof Decompoae X mg X = XQ Af + А, where M € Mia Py 
1 
|AM| = | amd Ле WPJ Then X* = А7. [M'Y — M* — g M. = 


ғ , 1 T 
Mig, oL P^), (Му = м“ — EMT) € АТАР", 


. Р Р 1 
X = Xo + [MF  (M"] + [A + z 2). 
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Heare (XCF = (MFJ is the continuous marlimgele East of X under F”. 
LI 


12.18 Theorem. Let X he an айар rodlag process. Then 

1) X E VUP) e x € (V( P)8, 

3) X € S(P') «— X e (S(P3)", 

3) X £ S,LE"] — X € (S(P))Ë und X + =—[Х.®] e (SUP) 


4) X € Mi UP) — X € (SUP) and Xel. IX, Z] E (Ah, LP). 


3) X € Au (P em X € (VPE and Жы Ду, 2] € isi). 
үп Hu сазе, He dual predictable prajertium of A ndis E is P -indiain- 
swsshable from ihe dual predictable projection of. X + УЛ Z] under Р. 

Proof. Without loss of generality, we may asume Хо = Tl. 

i) Let X e УШ). Put T, = infft : f ixi > n] A fz... Then 

0 
Рт, Тю) = 1, T, 1 R) = 1. IF T, = oc, then (or all t > 0 
ў Х| & n. ГТ < се. Í HA € n + JAn] Hence XT. g ҮР, 
and therefore Xe (V( РР, 

Let X є (VPS (resp. (S(P))7). "Then for cach n, X^ € pIP) 
(resp. ЗАР), Xf» £ VEP’) (resp. SUPO) But PIR, | se) = U Во 
X E VULP) (гер. SiP Y). 

2] Let X £ Mj CP). Then für each n £X ZF є Ads PY, Chor 
Fr y) € CR?) such that Fir, y) = z/y for |y| 2 Lin. Then 

Y = F((XZ)"*,Z) e SUP). 
When £ < Ry we have I| z lin. Hence Үр. = Хол, |. Since 
Үн = ҮК YR ДБ, сорла cof E SUP), 
AS = Хр. + Хд, Tin, <= а. р Е & PI. 
This impies X є [S(P1)P. We have established X c SIP) > X c 
(S (8138, The cunversc implication has already been shown аре in 1]. 
J Let. X & БЫР”), Then under F X = NHA, where N € Adira nl Ë) 
s 1 
nid À € Vo P] is predictable, Put T, = inf L d |1А„| 2 n Am. Then 
0 
PUT, T fij = 1, X7* £ (Р), (84) є Mi Р] амі A77 е Р}. 
Зу thu formula of integration by parts, 
{NA +(Azy = (xz = X_ zT. Z_ XT. a XT Ж. 
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Ta 
i Ta i i AZ — ZA" € Ми (РЬ Z-.X " + 
Sure AT ін predictable and (AZ) | [1 "a rdi 
[XT 21 — 2--A™ € My PY). Sine Z- 2 = fi .In 
E Tn ana r Ta y! i 
ха Z x, z] - AT € Mya Pies АХ + у AXT ZLE 80Р) 


Hence X 十 = [X,2] € (5, UP) ly Lerma 127.11 aml its remark. 
: z : 


i 1 5 s En c 
Maw let X E (S( Pp? and X + seh zc iS, РҮҮ. Then ЖГ" € 
1 In) — AFSRI j gin! 
БОР}, and ҮЇ = X Po z R. Z] E 5,00) Let Y М! + 
be the ranonical decmpositian uf Y US, where Min] & Ati, É [| PF) and 
Ab) e VL P" is predictable, Sinee (Als Рр = А, then 


A= Y Ада, АДЕ УР". 
n=l 
1 \н 
and is predictable (Fg 一 0}. In fact, X + z- 8-8 — A E lAl P. 
T 1 En y 
Put N = X — A. Then М = XP - AT = Ml [А . £j. 


(NZ = NZ + ZNT + [м =, 2] 
NERA pa M) Xe ze [s fh. Z) 
= NZ p М) — AT, E| е МАР). 


Непев W E M {РУ X = N + А ъ the сатЛисСА1 decompositipu of X 
under P”. This means X € SP]. 
4) Follows from proof 3; wiih A = Ú. | 
ny Let X E Ag CP). Then X € viPinsg P). Hv 11 and 3) we 
1 i үр : 
lave X € (WFE and X + rx [x, Zi € (Sp 271)". Teue 


Xa 元 ,区 ,下 E Cy UP). 


1 n ; 
Convernely. let X Є Ру” аза Х+ zc [X. | c Viel . н * 
land 3) X € V(P') and X € 51Р"). Hence X € А12. Thy i 
agentivo follows from prouf 3), in which А is both the dual predictatus 
projection of X under P und the dual predictable projection of X 十 


z, Z|on F under P. O 
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12.19 Corollary. IF A € (A s (PY), than 


A C Aj EPI) e= [A 2] E LAL (Py, 
In this case, under P” we have 
ARP == АРГ + = (A2. 
where АТР and APT are the dual predictable projections of А under P 
[un BY and P respectively. 
Proof This is а comsequenee nf Theorem 12.18.3]. Under tle aasump- 
РА ИҢ И 
tiou, A & АР) — А+ 74.2] € (AP) — » ТА, Z] € 
CA CPP cm ГА, Z] £ (Ag, PY)”, and i 
PSO 1 r РР ] 
An” = [A + z Mz) =a", z- (AZ. n 
Theorems 12.14 and 12.18 нге irsanois theorem [or sernimartin- 
gals. The next theorem ia another Girannov's theorem for local martin- 


Eais, 
12.20 Theorem. Lef X £ My (P), Then 


1] X C SIE) and Af — X — —[X,Z] +Y = А 109, where Y ¿s 
ihe dual predictable projechon orf = AA pi вс, оо] under Р, 

2) X £ S P] «— [X Z] € LA. Р\#, and in this rase {Да cunonisal 
decmpasttion of X under P is 

É 1 1 
Х={к- z {E.Z} + = UZ 
3) X € Mc o P^) = [Х, Z] € (Mia P. 
É 


Рин}, I) Since Í [| = y [X]: Y = А.Р). EBecnusn А 
| I 
> 


А "^" 1 

X, Z| is .P'-indistingunhab.e 在 om 915.2], it. euffices to show 
тат ewh n, (Af Z] c Aloel), where M — X — 44 Y. 

(ZA) = ALET e E AS, 


t 
E.A =“, Trsa [X P7, Z] = [X^ Nr. 


Thus (ZAp- [А АР е Ati Ü P). We nave alen (z Y) — ze 
= FZP € АА (Р) and (ZX A» — [хя zJ e Му P). Heuce 


(М Лү — (X, z] - [x Po, z]R- iz v Fo m Ал, {Р}. (20.1) 


É 
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Noting ZgIpgeac| 一 Ü, vec have 
(ym g|- [Xm 25 +7. yha 
= AERA XÍF Hes ie + Fa- YR" Аны Цао] 
= AZR2XRI u — nec] ond 7 AZgAXnlg, esa noc] 7 U- 
gym M Fh. 
Tiy (2.1) we know (MEM = My P i i — 
2) Let X c SP). By Theorem 1218.3) X -+ > ^ jed п". 
s: Hn . B мАг x R. = Alia t f). 
шк] for each п, X97 + z* .Z| e SUP). Beca 


L [ХА Z] € Ani P] aud (xe, Z] € Ay, (P) Thus |X, Z] € 


we have = | 
CA t PIE. The another half ie just Theorem 12.14. 
3} Ву Theorem 12.18-41. 


1 " B 
X E My P) e X + = NR £ [Misc aL P1) 
BO uJ 
= zxz} є (My o PY «== [X,Z] € (Mini PT; 
(Р) and [X ZY € Ag (P. Ге 


Р, Н.Х erish (s.c. AI [X] 
= X — = x, my, Then 


12.21 Theorem. Suppose X ë Мис 
Н be n predictable process auch that under 


£ Apai Fh and [H-X.£] € Ap (P) Set Ж 
under P, HX! етіяія and 


: л! 
HX = Н.Х — z WX 2}. [21.11 


| l ; : deal wilh th: 
Гљоў Write M = HX, M" = M- zi н We 
comtinuous and purely dyerontinuona Солев separately р Е 
Firstly, asaume А Є АА oT Бу Copollary 11.1 Маш : 
and {ХР is P''indistinguishable from (X) (P). Since 2 о 
Аъ F) НЯ" € Ае") (Corollary 12.19). 5o under F, ít. 
exista. On the other hand, under P we have -— 
(M. HX) = HIM XT 一 НІМ.Х) = (MH. Xj = АХ, 


IM = (M) = H* AX), 


Н.Х = H* 4X") = НАХ). 
lh x ; X^) = ú, M' = HX. ( Evidently, in tlie abure (X. (M) 
"Thus рр = 0, 


and (M, X) аге defined under P.) 
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Secondly, assume X c AAE (P1. Ву Corollary 12.16 X' € Aq (E). 
At the same tunu, we have M € М (Ру and М! € АЙ UP). Since 


AX' - AX - 7-A(ULZ), 


АМ = HAX- E AUCI = HA X: 
under P", HA exista aod HOX'— MUS п 


12.22 Theorem. Suppose X E SUP) Let H be a prediclable process 
vach {һаї under ЇР, HN erista [denoted by HTX}, Then under P” H. X 
erisin (denoted by H7 X), und HU X. is P'-indistingushabe from HUX 

Proof. We may assume X; = 0. Let X = M + А bean H-decampo- 
sition of X under P, where Af С А п) and A £ УР). We may 
assume that АЛГ and HAM are bounded. Orberwine, wu may set 

E = HAM aup or rawh ÀN = CÇ — ë 
С is the conpenaator of C under Г}, and replace M and A hy М— А 
nnd Ж + А respestively, Thur [M,Z], [HY M, Z] e AL Pr). Pan, М! = 
M—— MB) A = A4 = (M, 2). Then by Theoren: 12.21 


n7 M = HËM- (HTM, Z) = Нм - =M. z). 


Оп the other hand, Н.А е V(P) «=> H.A € V(P), and (HTM, Z) c 
VUPI > 7-42) = T (GI M. 2) e VUP). Thus 


Н.А =H Ai {M,Z} e WP). 


Therefore, under P” X = М'+ А шап H-decomposition of X, and 
HUX = HÉM' AHA = HTM + H.A = Hx. с 
Theorems 12.21 aud 12.22 are the Cirsanew n thenrems for stochastic 
integrals. As а simple application cf Theorem 12.22, we show ihe local 


roperty od stochastic integrals in the целі theurem, which is concerned 
wily with the measure P 


12.23 Theorem. Assume that X and пуш acmimagrtingales, H gnd 
A ате prerlictuble processes such lhat Н, X and K.Y exist. Let À € F such 
Ша on А. X and V are indistinguinhahle, Н and K nm indistingnishakle, 
Then on À. PHL X and М.Ү ат tndésiinguishable as well 


т 
85. Giganov's Theorema tor Randam кісет ЯА 


2.1 PUNA) 
Proof We may assume Piaj >й. Put Pt5 = БГА) ‚ 


Р «Р, X (resp. H) is P^ indistingnishiable from Y [resp. EK. 
Thus HË X = K^ y. By Theorem 12.22 Н.Х (resp. К.У) Р- 


P 
iudigtinguishable from H^ X (resp. K- Y) Ие 
Hence HX is I" -indistinguishahle fron KY, on d НХ at 


are Piundistiugainhable. — 


83. CHirsunav's Theorems for Random Measures 


bo - - H - 
lu this paragraph we still кцрроне Р ж р. At the ваше Diac, we 
suppose и Їн ua integer-valued random measure: 


where d = (HÀ) is ап "€ process, ГЬ |0, ool їн the support af р. 


ш P (resp F”) the measure generated by g ів denoted by Mf, iresp. 
M... We suppose M, in c-finite on T. The dual predictable projection 


at a under P js denoted by u. 


12.24 Lemma. If = (iN) £ S, ane ЕМ] < ою, ther N ana = 
are -integrable w.r.i. P under М. (Note that here only the measure 


is róttam. } 
Proof. Let A, € P such that An T Ò and МА] < os. Then 


С") = PE яд AT. Put 
TU = 0. 7 = inflt > TA 
We have РЧ lm т ml ү = 1. By the азвттиміоп there js a seq en 
ПН. кың T oae timea such that SA? £ Т тт) :Pt lim lm SR = ю}= 1 
and N59 is nf class (D), Then 
M (INI soda) S E EMail < eo. 


Henee N їн o-integrahle w.r.t- P under Mp. Since Y E locally boumded. 


AN js also Cr-hutegsnRiic w.Y.t. P undar M,. O 


т , 
12.25 Theorem. Мм, inl M, are -Anite ат P. and Af. € M. 


on P. 
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Preof Take А, є T such that 


3 MCA, < co and А„ L Й. For all 
£ > and Ag E by Theorem 5.32 


MAS Hx £0) = ЕИ, эш] = E(Z,, дни = EIZE; Yen. 


Detling 2 — o0 and n — >< yields 


TEA = MQZIA, лє Р, (25.1) 
Зу Lema 12.24, Z w m.intcacabl: wr, P under Мы. Heure АТ, is 
7-finite он P. Denute hy the dual predictahle proje "sl ol æ under P. 

Under Р. R = fi +0 is the dual predictable projection of Ї +u. 
Put Тыз = ШЕР. gf 2 mj). Then Pt „Шу Iam = op] CL nd 


-* Srafnp: P Чн Ta wry 一 = fU = 1. псе Ap у: = 1. 


MCA, T] x EJ = ЕПН! Jamin 
]Heuce M, 15 -frite en P. 


Now we may assume М. [An] = (Аһ) < oo and М А) < co an 
welt. For all t > 0 вай À € P hy Theorem 5 33 


Mp AA [0,2] x E) = E[2 UT жий] = ERE, R.) + НЫ 
E vl- йолу ЕН x мг АА (0, паву 
Letting t — x; end n — xz yields 
Ма) = МДУ 1), AEP. (25.3) 


Under Т”, C™ = I. w p” ts the dua] predictable projection of Fi * Hu. 


Fut Бл = mH: : e ) = mm A r. Then P'i I lim. ыта = So! 一 L and 
Af. LALU. Sau] = E) Z m + L For all A € P 


МА. = [0,5] x EJ] = M. [AAS(QZ.. = 00, Sm] х EY 

=E[Zs. (7,52 aptis] ERE- anajg эп} * s.a ] = 0, 

wid therefore MELAI- = 0]) = 0. Conibining with (25.1 1, Wë obtain 
MAT Ми. su) -Mui Tag sq). 125.3) 

Pien M^, & МР, on P follows from (25.2) and (25.3). O 


12.28 Theorem, There etita п non-uegatius predictalie function Y 
on f3 such lat 
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1)w = Үл is the dual predictable projection af ы under P", and for 
P'-ahnast all es for alit > 0 


xw [tr EL [28.1] 
vi, (2) x E = 1 — urs {+} x Ey 1. [25.2] 


2j M£ [IPA = Z_Y. 
Proof. By Theoren 12.25 denute by Y the Rudeon-Nikodyni dermubiie 


of. М wet. М, on P, Then for all À € P 
MA) o MAYIA = МУ АТА]. 
This meaus i! — Ye is the duw predictable projection nf jr under Р”. 
Denote a, = c(t] x E) and a; = РОЦЕ x Ej. Put 
Y. Ма< 1,9 < 1, от = = 1, 
Y'= 
1. utherwase, 
Tn order to prave (26.1) and (26,2), il sufBces to prove that Y” and V are 
P''indistinguinhuble. We have already known that [a > 1] (remp. [a > Ц) 
i P'evanessent (resp. P-evanescent]. "lLherefore it 18 only required та 
prove that [а = 1 Z a] ig P-evanescent. Cuppese there is а precdictalle 
time T > ü euch that [7] Ç la = 15 e] and PUT = зс} > By 'Thegreru 
11.14 [7] \ £ is P'o[evapesouen, Le, Pid(T) = E) # 1. T <£ x) = Ü 
For all d > Ú we hava Püs([T] x E] £L T € ty = 0. and thenefore 
Р) x E) # 1. T E b = ñ, P'ini(T) x E) 2 1. T ос) = 9. 
ur dire ve: = Ещ х Ё} тсә 7-1 一 free Paus. 


ie., тт = 1 Pas gare] This contradicts (T] c lo" ж 1]. Hence 
[z = 1 g n] is P'-ovaneseent. 


By (25.1) nnd (25.2) for all A € P 
M LZ IA) = М'(ҮЈА) = Afilia- М! (ТА) = МХА]. 
(Thur 2) is estabiahed. О 
Remark. In fach, if Y is а nun negative predictable function on ү 


such that M AZIPI — Z Y.then Y. is the rom peneator of p under F, 
sinte for all A£ F 


Mia) = M (Z Ta) = М2. УТА] = MY 14] 一 y. Ua) 
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12.27 Lemma. Suppose M = W =! 
Р ME = W w la [Wer N €. 
V MAN |P] and [M, N] C Аш. Then QU). N € Mia 


(M, y = (VW) = >. 
( Nate Ibat bera only Phe measure P is eoncerned.) 
Proof. гис Н = (M, №). For any predictable time T > 0 
AH, = E[A[M. N|riresal Fir] = ЕА Mp ANT oF -i 
ЕПТ, Br {Г — АА BE Fr-] 
ETANTE IT, 893 [ға]. 
Observe that A Mp ANI III ua and WAND a are q-niegrable w.r.t. 


Fy, the 1 
Y. т en sa 18 АЛТИ, Sr Holt) Furthermore, i£ EAN HAT, iip) 
71] = >=, then for sey bonded predictable к: à 


aie 
[ANE ВОЉА = E|f Алхан] 


(27.1) 


= GUN WX Түрү) = АҒ [V HE rg; = MM X Тт) 
| = ERKVWYL Erin. x. 
Hence for awy predirtable time T 
Arr. = E[ANTWIT, SrMo(TWAr-] = (Worm ui аз. 
Therafore AH = (V H^. and Иш purely discontinuoum part of F is 
H? = RIAH) = EW] = (VW F) «v, 
"where J = {а > ü] is the predictable support uf D. 


Let i 
" 和 be а predirtah|e process such that A.[M, А] c A Noting that 
J is a thin веб and Гуе HT = 0 (by (27.97), we have 


Ej j канд = Е f; E ыру (н = | Í "к, (1н. 
= E| Í KL (tdi, NI] = b» KAMAN (S| 


= у; К (ВАЛ = MaCANWK Le 


(27.3) 


-一 M ғ 25 . x 
VW KL) = МУМКТН) = E| f КУГ), e a). 
Hence the continous part of H is " 
Не = (V WI ж 


| (27.3 
Then (27.1) оғ from (27.2) amd (27.3). 0 | 
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Remark. E im the lemma tue assumption 1м, М] е Аш н rcplacud 
һу [M,N] £ Ad. where А iBA predictable get of interval type, theu the 
dual predictable projection of [М.М on. A is (M. NY = (FW fa] ++. 


15.28 Theorem. “Suppose M = Ww {н — (W Е Giu, PY) ani 
IM, Z] € (Ay, PIS, Put A= [W (Y p jrr Then 
1) A ia P' -indšstungusshable froh = 4M. FAS 
23 W e Gim, P) and 
21 3 1 " _ 81 
Wu 0) M- z;- UM Zi = M А. (28.1) 
1 ғ - + 
Prof. Denote M' = M — 4 (M,Z) Ву пош 12.16 M i 
Ati UP). On the otber hand, hy Theorem 12.26 МАЛЯР = 22 
Ву Lemma 1227 (M, Z) = iz Wir - 1v. Thus under F. À = 
oan Ey. Furthermore, 


дм = Wit ву) - J Witt} de) 
=f Wit zyY t2) — ШЫ). da) 
L 
2 wu. mut) Ја) (0) dz), 


Hence W £ Giu, Р) and M^ = w^ tn -r D 


12.29 Theorem. Pf. із P in distingiishable from x, then 
зу G(u, P) C Gin Py. uad for oal W = Gip F) 


F 
indistinguishable from TA xr ry 
Proof We may take У = 1. 1) Follows immediately from Theorem 


12.35. Let W & Giu, P). By Theorem 11.19 
i Ww 
ышк e ан [| AE Ap -u)) e АР). 
L+ -W| |+ |] 
Since under P", y = v and a = a, W may be Uped for 五 ug well. Under 
P А js still а predictahle process with locally inlegrahle variatio. Apin 
by Üheorem 11.19 W € Giu. Р". 


Walp o as Р 
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Denote M = М (р — v) ant M' = W' k [n — u). Then X = M - 
M C SUP). But AX is F"-indistinguishable from жетп, so X € Sy P] 
and А € SAP. By Theorem 1230.2) [M, Z| € (Au CP))?. Then by 
Theorem 12.28 under P" we hav: M = M 0 


12.30 Theorem. Le! X £ SiP) and 
X = Xe + > X + iE) * н (еу а и) 


пе fs oniegral representation under P, where ц iç the jump mensure of X 
umi (e. 3007) as ihe predictaMe triplet of X under P, Then under P the 
nienral meptreseniaiion af X is 


X = Xpt a + (Ху + (дъ) * + (npa) 8 (и — n], 


1 

chere (Ky = X° — z X5. £3. [ol 8, 1] is the predictable triplet àf X 
under P" nhirk satisfies the fallounng conditions: 

1) #' = 8, 

Hi) 一 Fy, where V is a mot-neguhue predictable funciion deler- 
igmed as Hr Theorem 12.26. 

Proof, Write W = жер and M = Ши — v). Since |W] < 1 and 
АМ = 7, we have [M, Z] € Ay LP). Gy Theorem 12.28 


Wel- у = wrie- v) ФИСУ – уж, 
By Corollary 12.15 [XY € Ade. aP) and Ж — ОХ) Р”) = КНР) 


== f, p" = Y. v follows from Theorem 12.26. After rearrangement тл dhtajm 


immediately the integral representation 天 ander E” and the expression 
Fr m 


12.81 Theorem. Let X £ р), (a. 8, г} and (e, d il) be Ehe pre. 
eatable characteristics of X under P and P respectively. Then (a, i.i) 
ind. [3 6) are E" -ndistinguithnbiz if and only if the following cond 
оцу ure sasa sest: 

1) MAZ] = 0, 

Ш) (X*, Z) as FP'-indistinguishnbie from sero. 

Proof. Under M,F = B holds ulwayn. Hy Theorem 1L26 and its 
rsmark we know that the condition i} is equanmlert ta Y = 1, iv. r = 
s. Now by Theorem 12.30 and Corollary 12.7, œ = а under P! == 
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ES (XS, Zi = 0 under P 二 二 (x*, 2) = 0 under Р «== (X, Z! RI = 
ana Р == {X*. Z3 = Ü under P. The Int equivalence takes place. 


ance Z = Z" aud (X°. Z) is continuons, O 


54. The Characterization for Semimartingales 


ln ата 1 


probability space equipped with a filtration F=f 
пеша! couditions. Denote by L! and Ё? the spaces nt all ptesrabie £v. 
apd all bounded r.v. respectively. If C um] ЇЇ ате aubeta ot L н 
G—H-liz—u:rt t, y € HJ, and denote by G the closure od G in E. 


12.32 Theorem. Lei K be a conve set їй 17 and ü c R. Then lhe 


temenis gre кизил: a 
түге ire there «тїшїн c T> Ü such that en € K — ар 
2} For ali À € F wih PA) > 0 there enais ec 0 such ihat cla % 
R (pj. 
3] There exisis a ú E L' such that C > 0 n.r ond sup БЕ < ee. 


， І 
ahem {ДҮ} and [LY are the sets ajf nll non-megative elements of L 
and L™ терес НОРТ. | 
Proof. YY = 2yis trivial. 2] = 3) Let À € Z smi ка үм 
ihe mesumption there exists € > D such that ela g K — 00) : iwce 
K – {27ү i convex and L le the dual space of L1, by Aacoh-Mazar 
theorem there exists Ë Е L™ such that 


sup — E[fM£ — mi] < eE[57 a]. [32.1] 
£e REL Lo 
Putting £ = 0 and gq = 257,47 0, in (32.1) yields 
a El[87 Y] < =E|[81a]- (32.2) 


m 
Since (32.2) holds [or all а > 0. we have 0T = 0, aaa. 1л, P E LEFF. 


" 0 . 
Besides, it їн ubvious thet P'(8 > 0) > D, Replacing Ü ay ЕЙ il necessa y. 


we may assume E|] – 1. Tien by (32.1) we have 
sun E[8£] < г. 
EER 


¿id 
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Put Н = [ë € (17): EJA = 1 and mp E[G£] < cok. We have shown 
EK 


H is nonempty. Put C = [[8 = 0] : 8 £ H]. We want to prove that (C ix 
rinsed under countable intersections, Let (fn) C. H and е. = sup [8.4], 
fex 


nn = ||, |а. Choose а seuucrce (ha) of strictly positive reals ch that 
5б = l E ous ч ос, E di < co. 
n m n 
[et р — E 6,8. Evideutly, BE I7 anu [8 = 0] = [0 = 0]. This means C 
is close under countable intersections. Thus there exists € € H Buch that 
P(C = 4) = ief PP = 0) (n 


l; rumuins to prove ç > 0, ma. I£ PI = 00 > D. Write A = [с 2 0|]. Ву 
ihe result obtained іш bee above, there existe 8 E FF euch that (32.1) holds, 
Especially, we bave |9] > 0. This implies Р > 0| n e = 0] > 0. 
Hener P(|9 = D| ñ [t = 0) < PiE = a). However, [9 = ñ] n c = | e c. 
Г: enntradicts [32.3]. 

3) — 1). Suppose 1) ix not true. Then there exists q € (Lly+ тор 
aach that for gll s > 0 cg € K (ун, Fur cach n there existe £, c 
Куль € [LY and ё, Є Ll such that тл = £n — Ле — бу and Be < + 
Vie have €, > n5 + бы, and for any strictly positive r.v. С " 


sup ЁСЕ] 2 sup Elend = +o, 
ЕЕК 可 


Thin rontradicta 3). Thus 1) holda. D 


12.33 аа Lei R be a conver set їп Bl. I [әт any sequence 
[6] C К we hane E Zot, then there eriats C Ç Г aueh that č > ù 
m a. cmd sup E[rz] < ос. 

ык 


Proof. First of all, wu imay assume Ü € K. Dtherrise, wc шау take an 
arbitrary q C А and replace F by [r—:3::x € F]. Suppose the assertion 
-, in Theorem 12.12 does not hold. From proof 3) => 1) m Theorem 12.32 
wr know that there exist y Є (E'y* A TOT, (6) C É and (8, C F! such 
Ihat [nr each ат, Fó, |: = с and үң, > m + im Thie contradictz E =u 
Therefore the assertion 1) in Theorem 12.32 i true, and we arrive at the 
required eoneluiien by "Ehoorem 12:32, 口 


l" Ihis aaay ba see bhat (his condition is Sinirin facis ie for aes 


Diuen s > Ü there existe п > O awh that. for al £ £ X, E > n < z, 
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12.34 Definition. LDenote hy H the collection nf nl] bounded pre 
dictable processes of the following form: 


т 1 
ЇЇ = E Seu 


where Q = 1p = Hh = -- da EE Fr- E 14, Гети 1. 
Let X he а process, Бог every H € H define а process ЈОХ, HY вн follows: 


n—1 
ДАНЬ ES > £X UU Хана : > Ü. 
=й 


Qbivously, for every 1 tha mapping iX. H) — Ji X. Hy is bilinear- More- 
over, ii X is n semimartiupale, then JX, IH) = Н.Х. 
The followiug theorem characterizes eemimartingales. 


12.35 Theorem. Let X be an adapted cadlag process. In mder for X 
la be G semimartingale it ia necessary and sufficient that for every seguence 


1 a, F 
(H) C H and aH t > 0, ДХ, Hy эй. 
1 
Proof. Noveaity. let X Е S, (H) СН and £ > 0. Since |" = 
1/n, by Theorem 9.30 


F 


po 
EHA, gi = (7x) = t. 


&uffciency. We want to show for ab í > Ü, Xt = [XL pa € 8. 
Since X is cadlag, Xr = sup|X,| < эс. We may assume E[X7] < >. 
wet "b= 
Othberwise, we miy replace P by an equivalent prebability measure (thc 
assumption remains true in (his case] Fat. 
K = LX Hh: HEH} 
Then X is а convex get їп Ll, By the asmunption, for every sequence 
[бы] C K wc have i n0. By Theor 12.32 there eximts а strictly 
m п 
positive hpunded ry. ( such that ЕС] = 1 snd p El] < >. Set 
dE = СЯР. Then Р" is a probability messure, equivalent to P. Bine 
C is bounded, БА] = E[CX?] < ос. We wil prove thui X° is a quasi- 
martingale nmder P". Let r: fü = ig & h coo < tn = t be a finite 
partition pl [D. 2]. Put. 


at -1 
p = E Şi Thil 上 一 pE [Xna U А, [>]. 
Ex D 
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Then ЁТ) £ and 


‚ A ы 1-1 
кх, = e ых. - X.) 


n-1 r n—1 
= E SEIS XR в E'I, 
i=0 5 i—h 


"ÉEenoee we haye 


Var( X*, EP") = sp E [7 | EX... — Хы] + E'[ x] 


= Xu. 





|. 


IF] 


= sup ЕТ X, H] + E'I 
= sup E[CL7(X, HC] + EEX = xu. 


rhis meaus under P, X' isa quaeamarztingale.— Therefore, Br atl = 0 
Xš! £ S and hence X € s. D 


12.38 Theorem. Lel = (2) be a Ritration sadisfmna the тл! cun- 
düions such that for ell i 290, G, C Жу. Suppose X da т F-semimartin- 


gale and G-adupted. Then X is п (Z-semimartingale, [X] F) and [X]() 
dre тийыш, 


Proof. Pout 


n = ааъ = Da, £, É Ü 
Ні = |! ， 1 本 shi ii 
[ ) (xS pnta] |&| = 1. ¿= Ü.-...m — 1, n > 1 H 


Тыш МС) C M. For every (H) c {Зу cH. by Theran 12.35 we 
Lave for all z > D 


a JHA grind y on, 
FL 


Ferai X is an F-semimartiegale. Agnin by Theorem 12.5. X in ајы» 
s Ceaemimartiugale. Since [X], is the limit in probability ef sums of 
quadratic differences of X on [0. t], it dors not depend on filgrations, DO 


12.37 Theorem. bei G = (00) be a filtration satisfying Ehe иян em- 
difzoma such that for ell t > ü, Z, C Ai, Suppose X is an F -semimurtinp- 
ale шїї £-adapted, Let H be a (-predictabe nroeess such thol H is in 
tagrable war X and F {the integral аз denoted by НЕХ), then H is uisu 
Htirgrable wrt X and G [the integral is denote by HU x3, HX aud 
EFX are indistirguisfable. 

Proof. First, we show the integrability of Ef wrt. X and CZ. Set 


А = {АХЛАК ot IaXlsdh Z = X - A. 
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By replacing P with an equivalent probability measure, iË necessary, we 
шау suppose the two F-speciul aemninrartingales Z and H” EZ hawe the 
following canonical decompositions- 

й = W + П, HZ - NB. 
where N and MN’ are Fanartingales, E and P" arc F-predictable praean: 
with finite variation and Bg = Bj = Ш such that for all tu 


f А 
F| 5, < бо, gl f insi] < ni (refer to Problem 12.12). 
ñ р 


By Theorem 9-16 we have Н' = H, E. Thus for al + = 0, rif 12.18.1 

E u 4 

созо. Let B be rhe dual predictable prujectim of B wrt. G. Then fo: 

all í > Q, x f HAER] < ос, ie, Н.В existe, By Theorem 5.30.2) for 
n 


3 = 
ЕП, m Hli] == ЕПП, ый Balg] BBa, 


and therefore {noting that Z = N + B is 全 -adapted) 
E[N, + B, - В10,] = ЦЕМ] + EIB, — B4 
i E[N + B, — B,|2,! = М, +В, = É,. R... 


Hence N+B— B is a Ganartingale. Since Н? Л + B — В| £ y Hej 
Fr Ha B|) and ]HAZ| = 1, y E. [W + B — B] is locally integrable әта. 
(ie. HÓLN + B Б) exista. Therefore, Н is integrable wrt. X and 
G, and H?X = Нм +B- B) + H.( À + В]. where the seeond term uu 
ilie right-hand side is а Stieltjes integral. 

Now we show that НЕХ sud HX are indintinguishable. By Theorem 
0.24 aud its remark we may assume that F is bounded. Put € — {[бл]: 
A € Gab u (IT, æl: T w a G-ntopning time }, Obviausly, for all A E С, 
I.T X and 1,2 X are indietmguisbable. Then by the monotone class 
ny germen we arrive at the desired conelasioón. — D 


12.58 Yrefünition. Assume on the basic space (0, РО) a righi-canti- 
тиа Btration F? = (FP) with F5 = F! and а process X = (kilo 
are given. А probalilty mearure P on [£2, £75 ін called a scmimarzingale 
[resp. martingale) measure w.r.t. [X.F2) if under P, X is an urm- 
semimartingale (resp. local martingale). A semimartingale (resp. mat- 
tingale) measure w.r.t. (X. F’) is alen called а sohetion af semimartingale 
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{тезр. martingais} probem (N. Е) The соогоо of АЙ solutions of 
semumartingale {resp. martingale] problem ( X. F") is 

denoted by r (X. FI) (resp. Г.А, FU). The definition nf remi- 
rnartingale (resp. martingale) problem сял be extended naturally Fo the 
сине of a family {А.б £ El nf processes. | 

For exumple, suppose ou в probahility space ¿(y F, F) à continnous 
process H^ = (И) with Wh = D is given such that W i8 a &tardlard Wiener 
proce wd, ie nalural Blzration. Set 


Apes [ен E shet -4 F! Fü 


з 
Х}=%й WW к>. 
= 5 p. ar. 11.37 FP is the unique salution of martingale 

Furthermore, we assume 

1] F is a probability distribution on F, 

Шу ur and Д are (wo processes wirh as = h = 0. 

18) e F А random measure with (101 x F) = ei х р = n. 

А probability messure Ё ont ft. F") is called a solution of semirmartin- 
guie problem ( X, E: F o8, v) if under P, X ir an (ТОР scmimnrtingale 
with F és its initial law (i.e. the law of Xi) and (a, 2.2] as its wasu 
лаға», The collection of all solutiona of semimartingale probleto 
[X, РО Fo, B, v) is denoted by PLE, F. Fn d, v]. 


12.39 Theorem. Le; (0,79), FÜ amd X be pven ma їп Definition 

12.38. If [Pn) C TX, F" and P” is a probability measure on (f$, 7") 

šach tak E” zs absniuiely continuous wr. i Da Pu Een P к T (X Р?) 
Tu particular, T,X, F3 ia полат, alii | 
Prof Fut. 


n—l 
= S'E titra: O = I <t o < És < e e C УЙ. 
= ШЕ a= mcd mI P 


and P= Ea АРА, where A, > Ü. m m 1. and у, À, = 1. 
For every (HU) C НО and i > 0, by Theorem 12.55 for all n 


LAX Hy Ми), as km 
Tt. is easy Lo see that we have 


iX, Hn А0, n 上 — >o. 


Геля and Complenta a5 


However, E «a P. So we have 
LAX, m, as ko. 
as well. Again by Theurcm 12.35 we know Р e pi iX, F”). 


li P. Р: € Г.Х. Fi, amd P = P, + (1 — |F, Ux x = 1, thes 
Р =< P + Po, and therefore F £ ГА, p. u 


129.40 Theorem. Let (ft, F", FÜ, X, P. e, d, e be неп as in 
Definifon 12.28. Then Г.Х, ES; F, o, fl.) їй conver. 
po Let P1, Ps € D X FI Fu, firj апа P аР + (1 — n) Px, 
n < n < First of all. F is still the law of Xo onder P. Let je br the 
jomp :esaurc of A- Then MF) = ам, Р) E 11— aM Ру). апа 
an P. M,LP) = nM, (Pr) + (1 — o] M PS] = МР). This means v 
is still the dual predictable projection of p under F. Let (er, P. be the 
predictable tripiet uf X under P, By Theorem 12.30 зна; кош Р, and 
Р) S is intlistinguishable from f, and therefore 5 ip indistinguishabie from 
F. " Ez use om 
S under P. By Theorem 12.28 (тац) + (a — v] is P3-indistinguishabte 
四 is Prindistinguishahle fr 
тош ilu. gph 一 wy, (tije slg и) 9 Гаши ue 
Lir ft diu — v). Therefore X — Xà — x — іг») ж iz iee] 
I д ig x continucus local martingale under both Ph aod Р, and it t: 
a uulinacus local martingale under P, ie, o i iriiatinauinhable fram 
a under P. In a wond, (n, j >) is the predictable triplet ol X under P. 
Hence Pe T,[X, F^ Fa hu) H 


Problers and Cormplements 


12.1 Lx £ pe А r.v. defined оп à probalilily space [55 T PP here 
cxists mother probability merane P on ($>, 7] such that PP, dP 
is hounded, and for all т, ЁЁ] < ec. "u | 

12.2 Let (in) bc а sequence ob r.v. defined on a probability space 
(£2, £, P). Suppose Ima au ЕЕ — Ёл] ^ 1| = 0. Ther: existe another 

jd dt ded, нй 
probability measure F" on (ft, F] such that. P — P.—— in bounded, an 


dP 
for all p > 1 Eris m on Е [|En — Emh") = 9. ; a 
12.3 Let X € МР), А = АХДАА A be the dual pre 


Mw: " А А 
dirtable prujertion of À under P. Assume J“ Р and Z is tho density 
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pras EU wort P. Put V = X ЖХ А.Я) А+ А. Then 
F Аъ. Р"). Furzhermam, X E З) iË and only i£ E А 4). 

12.4 Ler М, X € Мр. Р). Assume that (X, M exists and ELM} 
is & non-negative unifarmiy integrable martingale under P. Ser ГЕ” — 
PLM. dP. Then X — (X. M E Mot), 

12.5 Let HW be a stundard Wiener process aud H be an adapte meg- 
mrable procesa. if E[exp(i fj^ Hida)] < oo and dP = EIH WhadP. 
нет (W — f Н„айз} ів а standard Wiener process Luder P. 

12.8 Assume that PW nnd 3 j+ the density prucess of E" рг. 


P. Let À € WUP), JA, Zj € (Apl P). Then À ë An LP. — Л = 
а PT. In this ease, 由) = ALPY + 7A, 2}. 


12.7 Aasume that P! Š Pand Z is the deusity process of P^ wirt, P. 
-et 1 € Yo( P] and C = ZA. Then A € Aj, [PP] —— C £ (A PHE. 
^n this case, Aj P) = 2 CH A. 

12.8 Let A E Z. X c S and H £ L(X). W for ulla € А, Xw} is 
а bontio with finite variation and Y = X I4, then the Stieltjes integral 
HYF misa, and on Л, Н.Х 16 isdistingnishabie from HY, 

12.B Let À E F, aud X, Y £ Z, 

1) If on A, X — Y is a proar with finite variation and Жү = Y», then 
on А, X° and FE are indistinguishahle. 

2) IL on. À, Ж — Y in а continuous proces with finite variation and 
Жо = Ya, Ње on A, [X] aud [Y] are indistingnistablo. 

12.10 Let X = 1 X,) be ип adapted cadlag process and for all t > 0. 
ig [| X, |] = o. Put K, = {TE, HY: Н = EX Sarah = hx 
VELIM Ë. = m, É, E Жү, їн bounded, = 0.--. n — 1, > Ib, 5 > 0, Then 
Lhe following three statements are equivalent: 


1) There exints a probability measure E" Q. P such that Æ Е Le 
and under FZ X* -- (Faalen is п martingale- 

2) For all A € F with Р{А] > 0, fa d K, (ЕН. 

3) Шап, {лук = {п}. 

12.11 Let X = (Xi) be аз adapted continuous process and for ali 
à > ü, E[XQJ < сю, Кш. a > Ü, is delined as in the previous problem. 
La orter that there exist a probability P -~ P much that T € L* and 


under P”, X* = (X, lisa martingale, it is neceeeury and sufficient that 
(Ltt n K, = {0}. 


Problema and Cormplemcuta ani 


12.12 Lot X Е S. Then there exists a probability measure P' such 
that P" = F. iP Е F7, X É SP) aud the canouica| decompositizni 
X — M + A ol X under P satisties the following conditions: for all t 2 ü 
M' = (М, маха АР") and A! = [A,..)ssn E ALP')- 

12.13 Let X be an adapted саар process, Set 

ü= Ta < Ty Z: ET T SiS | 


a L 
C= 5 Др: arc stopping tunes, £i € Fr, 
кч l| < 1, 3055-0521 


oe s 下 Ат, 1+ 0 — Xm- 1. 
TUX A Je = T; <€ t< Tiya т 1. 
T2 £r Кт, LU Хт} Ta =. 


Then the following statements are equivalent: 
1) X is а semunartingsle, and for all ? > 0, a < об ns. 
acr 


2) For all (KM) CE and > 0 HCX, Kim), 50, 

3) There exista am smd&pted increasing Птогенє А mkh that [or any 
sopping time T and K € К Е.Х, KE) P] < E[Ar-CE? Ayr]. 

17.14 Let X be an adapted cadlag proces, Suppose there exista a bc 
спепсе (£e) of v.v. with An T ос and a sequence LX! of semimartingales 
such Шак lor each m X, = xiu = Ha. Then X ів а senumartingale. 

1245 Let {AA o} be в countable partition of 0. Set [д = 
Fv eA Ас}. í 2 D. Then an [,]-&emimartingabe is alao a {Gt ]- 
wuimartiupale, 

12.16 t the basic space (0. Z) a right-enntinucus Bltratiun F and 
an F"-lanted prones X зге pven. Let P be а probability measure on 
Kr Fr À € FO with PIA) > D define PaL) = Pn AU POS. U 
С= TA: РАС Г.Х. F7)] is Dpn-emity айй B = ess supC, then b € C. 

12.17 Lel (0,371), F" and X bc given a in the previous problem. 
Then (X, Е) = {Р : Р is a probability measure on (it, Z1 and X € 
Ad( Pl is готусх, 

12.18 Let (12, 27), F" &ed X he given аз іп the previous problem, 
Let C he an Fl. prediciable increzsmg process witb bounded AC. Then 
IX, Ph OD = IP ; F in probxtslity on (0,77), XY € м? (P) and 
(XL P) = С} in eonvex, 


Chapter XIII 
Predictable Representation Property 


Predictable representation property means that every local mantingale 
can be represented RE A stochastic integral cf a predictable process. Ik is 
-nenningful and important not only theoretically, bat also in applications 
such aa filtering, ecntrol. | 

In this chapter, we are given a cnm ili 

: (Wt У plote probability spere (0, P, Р”) 
ape with a filtration F = (JF e.g satisfying the usual conditions and 


81. The Strong Property of Predictable Representation 


13.1 Defünition. Let M = (Mies be а kwal martingale with 
Mn = 0. Recall that Tmt Af) 18 the collection of all predictable processes, 
imtegrshble wrt, Àf iu the senge of local martmgnles. Write | 


a= {HN H еМ}, LM) = Ein H. 


If ELAT) = cn, we say that M has the thong property of predictabi: 

НА Her: we use the adjective "strong" because we will intro- 

cuce another weaker kind of predictable re jon prop i 
Presentation : 

Text paragraph. ушы 


T a лтан irn ML Ар. Jfdhere eriats a яғы UT.) 
f shopping Himes with Tn T co such thol for sach n L € GiM 
decns 3 Є EUM) then 


Proof. Let L™ = HM, where HU € LM). Set Н = Š нб 
Ат, ты}, (Ta = 9). T is any to кее (hat Н € Le (M) and É- H.M. 
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19.3 Lemma. Asume M € Min. Then CM] is a siqbie closed 
aubapace af Hl. 

Proof. Obviously, СІМ) is a stahle vector space, I sutfices Lo prove 
the completeness of CHAT). Let (Hm M], be a fundamental sequence 
ol (M) satisfying 

$ ge maro H My cox LO e фу 


тій 


Ba fur all t > 0 
É 
онот! _ pisala], 
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< Y (f yarn - HORAMI) MO. 


以 到 上] 
CS Aa 
Write A = | X; [g^ HY < э] and Н = Fa $c (Н+) — gr. 
=й m= 


Then À and H are predictable, and P Í Í еМ], = 0) = 1. Hence 


E [i L изм], ^] = SEN ( L | pie nima.) dl 


ix 
= 5 АТ Af — Hi AF| x cc. 


LES 


re, HOM є EI (M). At the aame time, as yi — cu 


\н M нео мш = | ‚ины - m9) м||,, 


< Y. [ge — gu. мм — 0. 


k= 


zo that HU. M 一 H.M D 


13.4 Thep. зям M Є Miu. Then ihe Tt 时 aielemenia 
ure oequiaceni: 

1) £(M) = Misco, Ec, M has the siroma property of preditabe Tep- 
re3eninciicn, 

73 £M) = АА}. 

3) Mg. C (М LAM ds The collectis of all bounded sartingulea)- 

Proof. Since Аа = Tg! by Lenuna 13.2 2]- 1] follows iame 
diately. 11-93] is trivial, Finally. we аге to show 3)=-2). Let £ € Hi 
Berane Ag? is dense in HÀ (Theorem 10.5). so there exists ( NT] c MF 
such that || V^ — Ма — 0. However, А Е £A), By Lemma 1.3 
we obtain Le CIIM) С 


MB Chaphler AIT l'redictahle [iepreseatation l'eaperzy 


13.5 Theorem. Assume M E Aiou- Then khe рәр stabormenta 
ure nquiralent- 

1) £Z(M) o- АА шп, te, M has the strong property of рые rry- 
resentation. 

2) for MI L £ Мусо, LAM C АА > L = ü, 

З) for alf N E АД. N M Аср IN — 0. 

Proof. 1)=®2]. Let L, LAM Е Meo BY the strong properzy nf predir- 
table representation we have L= H. M. H € Li M)J. So |. M] = Н |]. 
ince LA e Ah. |2. МЕ АА, Һе. [2. Мі E MAL s. Thus we know 
Lue Bireltjes intemral 

UR fran [I.M] = (BI Funes [M] E Ас, 
Howrver, (BB es. [M] E VT. Therefore, it must be zero. Letting 
i — ts, we find. E? [AF] — 0, Le, [E] — ñ. Thus L- D, 
2) 21] 1н trivial. 
1—1). Пу Theorem 13.4 it suces to show E'M) — "il. Let p be 


а bounded linear functinmal on ні such that ela = 0), We are going to 
нште фр = 0. "here exists А к MAO such khat 


(L) = Еи, М2], E£ € Tn 


U" Theurerzua 10.21]. Bime Bor all L £ CHAF) EJL, N]. ] = M, for every 
topping bime Т 
EL, М]т| = ЕШ, МЫ = 0. 


Thus [L , N| € Ma. Because BM Ope = ME and Aio = НІ p: there 
exiata а sequence (T4) of stopping times with T, [ oo such that for each 
a, А" £ Ml and WT" & ME. Noting M" = ют] М E ЕА), 
wE have [МТ® | E£ АА. 97", M| £ Ads and МЛ" € dg. au. Ту the 
assumption we obtain 7^ = 0. So N = Ü. and thertore g = 0. 3 


13.8 Corollary. Assume M € Ala. Then the folowing atatements 
arg етет: 

1) iM) = Ала, 

23 fnr nl L € Мы with Ly = ]. LM € MU => L = 1, 

Ti for ali stetig posiitve L. = АЛ with La = 1, LMU E АА = L= l. 

Proof l]-2. Let LLM € Mj, and Ig = |. Thu N = L-—1 E 
Меп ый Nd = LAf M C АА. Dy Theorem 13.5 we Бус W — d, 
Le, L= 1. 

2123) is trivial. 

jj 1). Let. N & М and N M € Aion. Let R bea constant auch that 


: N MM 
|| = k. Set ZR = bar Then £ € Min LM = MU € АМ, Lo = 1 
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and Z, > Ú. Таш F, = die. А = ü. Пу Theorem 1325 thie anpliea M has 
the strong property of predictable representatiou. — D 


13.7 Theorem. Assume M Є Mj y. Then the fotlpusng siutementa 
ате equivalent: 
1) £(M] = MIL a | 
ором) = H^ [Hy is the subspace of all continuous HÀ -vetin 
gales), 
3] M C АМА $s the space ef ell bounded cor Lots tiar- 
tingues), 
4) for all L € Miam LM € Moon = L = Ú, 
э] for mil N & M^, NM € Jus => N О. | 
Proof, Da3) 3) сап be shown the same as Theora 134. 
1154). Let L € ММ, 5nd EM € ics. Then L — H. M.H = 
La[M) and (L.M) = НАМ. However, Т. MY € Alo Ú is huth 
purely discontinuous and poptimaous. Et must be (E, M) = ü, Then 
H*. 4M) = НАГ, M) = Ü, and hence E = H.M — 0, 
djb} iz trivial. 
5223. H^ is н closed subspace of Hi (c£. Problem 10.3). Let v be 
a bnunded hnear functional on ну" such that slept} = Ü, We are going 
In abow ip = D. + can be extended to be à bounded linear functional eu 
H}, and there ін N € BAAG such that 
(0) = ЕШМ], £ = 34, 
Then А 
plL} = EKL, М). FL € Hp“ (Т.1] 
Hence for L E€ CM) we have LN* € Mig Take zt pae ГТ.) 
mg ti i : " € Hy' and 
Г stopping times with T, T со much that for each п, M € Ha 
[NC е Ar". But МТ € ДАМ), sa MTN € Мус and Ü = 
r AT Ме 2 (M, (NT), Thus МПМ" & Miss. By the assumption 
Муг" — D. Therefore № = 0. By (7.1) |на =. m 


13.8 Lemma. Astue M E Мур has іе streng property af predir- 

takie represctfaiion, Then for ату iiie ai M has the song 
af uredictable representation wrt. (ovr) 

dis rio een ET = e It ig not hard ta justify that if L isa 
uniforuly integrable F'f-maytingale, L is alsu a uniformly jntcFrabie F- 
martingale and L = L'. Wence if L is uu FT осы! martingale, then L is 
also an Foral martingale and L = LT. And [ін an Focal martingale, 
then LT is an FT-locnl martingale (pee Theorem 3.53). Now 180 Ё ana 
LWT be Е T martingalea with Lo = ©. It sutliccs to вінт» L = 0. Chserye 


we knew ## < Po The density process ів Z, 一 Е[2Р ғ) = 14 М 


и> 0. Thus MZ = M + — € Мылы АД Af £ Au ai PT]. By the 
acwnmption we obtain F = P. and therefore N... = 0 aad Мей. m 
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that М — MT) = Lr M. — MT) ia nan F-Iocal martingale (Theorem 
7.38). Аз pointed али above, L and LMT are all F-lncal martingales. So 


is LM. minec M hes Lhe strong property of predictable representation, we 
hae P. = Ú, O 


13.5 Theorem. Assume AZ c Miu. Put 


ге |р. P” is a probability measure on F, | 
有 
Then ihe following sLatereenis nre врие 
1] M has the strong property of predicinMe representation, 
2 menpmEp.m p 
PPer PPs P-P, 
РЕГ = P = P = p, 
пу РЕГ р. Р аР" 
i i aP 
Pronf. 1) 2-2) LaPeer, РЕР. 2 = [2 u) bc the dennity process 
HP wet P, and f = infft: 2 =й]. Because Za = 1, we have R > 0. 
Sie M € Macs P) there existe a sequence {Т„} of Bnitc stopping 
times such that T, T R P-a. and for each m (M Z)" € Min. Thus 
ZT* and Zn MT». пг Cr, -local mattingales, By Lemma 11.9 MT раз 
the strong property of predictable representation з... (ат, ). Then by 
Corollary 13.6 we have Z7- = 1, This implies P^ = Piran 
Оп | = оа] we have Za = Q. Нш Zr, = ln > I. This means 
Ia < H,n > 1, and v Fr, = Рн. Thus F = Pira . Especially, we hawe 





Є L; — FP” — P. 


PUR < os) = P'[R < ua) = 0, 


Le, РЕТ. To) = 1. Hence Z = 1, This implies P = P. 
2]2-3]2- 4] = 5) is trivial. 
8]2-11. Let ГС AT and ^ Af E АА: [t „її сют to prove № = П. 


We may suppase |Y | = 1. Set Р 一 (1 + баар, For all À £ Fy 
f NdP— / Ned P = 0. 
A A 


ae Ё# js а probability measure end P 一 РЇ. Since = = ET x š 


NAM z 
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13.10 Definition. Let. M £ Af. Put 
iM = [P :FP is a probability measure on F amd M =ë Myt PHH 
Dcuote by DUM) the set of extrome points of (M), ie, E" € f[M y = 
P £ F(M] and if Р = ару +41 0) Р.Р, Ps £ PUM).D < а < l, 
ien F” = Ру = P>. However, ш general we do not know Ш TiM} b a 


convex sel. 


18.1] Theorem. Assume M € Mixo Then ihe following skate- 
ments ame ертец: | | 

1j M hus the atrong property af predictable rvpresentatzom, ünd Fy tš 
the trivia efietd M (ie, the терен generated by all P-n! set], 

2) Р = I4 M 3. 

Pref 125. Let P = af til- а), P Pat P IAg].0 =< z 1. 
Because Pi P, eo P = P'|=,- By Theorem 13.9 Pn = Р. and hence 
P, = P. Thus P £ T.[ M). 

FJ). Assume 1) ё ів а bounded Fymeasurahle r.v. and [t] — 0. 
ü) NW € ME and NAM € Missa. Set L—£4N. Then I М, and we 
uy eunppose |L| € I. Define 


dP, = (1+ ==), аР = (1 ar. 


Since E[L,] = 0, P; амі Pz ате probability measurcg on F. [t is easy 
£n вее that Ру ~ Fo ~ P and the dennity processes of P4 and Pr wri, 
F ате 

l 


ze rien] te P eate] ci us enn 


1 1 Wm ._ 
rempeci, ly. Hence M ZU] = M(1 + 26) QNM € Misc n, M EU = 
MIA ig - INM € Aip p. aul therefore M АР) gend M = 
} = | 

= = 1 | 
АА o Pah е, P,Q Ps € MM} But P € ГМ) and P — -[P, + Р]. 


It most he Pr = P) = Pe Неше Бы = 0 and E = 0. This implies both 
É = Lx = ü and] N = L — š = Ü, 1) are established. i 


13.12 Theorem. Asume P ë P, M £ Mya Fh [0,2] € 
[Ag PHT and under P, M has ihe atmmmg pruperiy of predictable rep- 


1 ‚ | 
resendafion. Then шыт Р, М = M — > AM. ZY € Myl) has 


the strong property of predictable representntion аз well. (Here wa use bhe 
mutations їп Chapter XII $1 end $2.) 
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Priaj. Assume А" N'M & Ade. P) We want to prove тиет 
Pm = D. Let CTh] he а sequence of stopping times such that T, 1 
R P-as. and for each n, (A'Z) {N Мт Жз £ Ad, „Р, (AT, Z]T* € 


AnP} and T, € E, = Б: Z, x ly Wee Y — Ny A = 
1 F 
z M. 275}. By the formula of integration by parta, 

(MYP SYM -YFA-YMT- LY XA (А. YY - [Y. A|. 
Since FMY, (А. 1. У, [Y, Аре Ал (Р), we knew [Y МТ — (Y Y AE 
М LP and (Y, A77) = (FJA = Z4. ZT. Noting Y = Ya, we 
oltar Е 

Мт 一 X- zm. = 0 
ЫЈ B pi 
Bat de I. Zin g M F Y gn i 
= Tonik Eh, so M(Y — z Я =) E Mica Ph. Sine 


M has the strong property of prediciable represeutation, 
| RS l 
Y-4-.2^-0 or Y= (006.25). (12.1) 


Because Yu = 0, (12.1) has only mall solution: Y = ü, ie, (А ZiT- 一 
2 Since Ta < Re we have Zi gop > 0. Then Nos = Ú aud 
ШҮП = 0. Hence under F, V'—-ü0. o | 


32. The Weak Property of Predictable Hepresentation 


13.13 Definition. Lut X be a semimartingale, p, X^ and Сев, S 14] ha 


its imp measure, continuu martingale part and predictable characte- 
ristis respectively. Write 


Кн) = (Wu - 2) : W e G(a]). 
I Mgaa = CUX"] and ME, = Xs), or equivalently 
"Mira = Cí X“) + К (n) 
ithe right side is the linear sum of vector Spaces]. we suy that X has the 
weak property of predictable representation. 


13.14 Theorem. Assume X € Аа Gud X has Phe sirong property 
Lf predictable representation. Then X Апа ihe weak property of gpredietahle 
representation as well. 


=== = 
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Proof Fot АП M £ Ming we have M = Н.Х, where H E 1{Х). 
Thus 
Мм = Н.Х". м“ Н.Х? = (H:r) < [u — 1) 


hy Theorers 8.4, 11.24 aud 11,24. D 


13.15 Lemma. Луан X € 5. Let IT c Ü) such thal ме ЛР] = 
IU crisis fies D is cefniegrable wrd Powder АТ Then there emaks 
n sequence [Tn] of stopping termes such that 
D p= [АХ 0 = О] st [5]n[5.]-9 ie n zr, 
ii) for euch te 
WS. AX.) In, c] | 
= ЮНЕ. à Xm. Him, ec] |=. w elh T, Tim соо H ms.. [15,1] 
Propj- Choose {Ал} C P aw that f? = U Ån An Am = ñ when n 2 rh. 


T 


and for each n, MA x M UH | = cn. Set i = І +3, and 


Т =Ü, Tes = iaf[t > Tasa АВГ Z D], m 2 1, 

Then {Thm nma eatea ik. It 19 anty required to show that T = Tnm 
zütisfies 11]. | _ 

Übeerve that £ € Fr- v АХР) *— there exists v € P auch 
that ZI aoa] = VT. AKTIT]: Furthennore, if Ё i5 non-negnative (Tes. 
bounded}, V сап br chuseu tà be non negative (resp. bounded) aleo. _ 

Let V £ P be bounded. Set V = Iz Ir, ama |Y. Since M (WY) 
= M (WV), we obtain 

E[WÜT, A&Xr)V(T. A Xr Hires] = EEIT. АХУ. А Хт) т), 
Е|Ж(Т.АХ Ит] = BE A Xr])£fr<slk 

where £ & Py. V [AAI paoe]] 19 bounded. Then (15.1) follows. O 


13,6 Theorem. Assume X z 8. Then the following siutenients gré 
egurmalent: 

1] Mil, = Кш), 

2] 0 = РЧ АЛХ}. _ 

3) for all M Ел, M [A M[P| = 0 — M = 0, 

A) for aN Af & Ad [ihe space of all bounded purely digcomiümvots 
locul martiugales), M,|AM[P| = 0 > M = 0, 

5) i) d T ia totally maccessible time, [T] C [ДХ + О 

i] for euery slopping time T, £r = FT М ЧА Хуга} 

Proof I)-2). First of mH, we observe that O = P v сој. In 

fact. for any stopping time T set А = Тг. Then M = A— À ë Maca 


Similarly, [imir = 1,T € so] C lor = T < ca] c [Z> 
aad henve (21 т iTe] = 5, ie, (16.3) holda for any predictable time 
T. Therefore (16.3) holds For any ateopping time T, ie, A Af Ines = 0, 
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ani À = M FA € P v s Aat Noting M = М + AM itis enl 
pequired to show AM Е Pw p| AX Dr all МЇ c АМ р- АМЕ 
Hy the assumption А — W = (в = =), where W € Giu). Then 
АМ = АМ = Wt AXo- Й, П={[АХ z DJ. 


It js casy to aec We P.D £ c1A X]. (Wi, AX iE Pu АХ " 
AM ET veoelAX] 2i {АХ}. Her: 


7j]. Let M E Aiken and МАМ |Р] = 0. Becausa AM € O = 
Py {АХ}, there exists V £ P such that 


^M, = Vit AXA t > 0. 


Theu 
?- M,|AMV] = EL E ам AX) 


= Е{ Урам), 


АМ = ü. {16.1} 
Noting that АР = 0 > АМ = 0 [since M e AU ] Е i 
К. о) by (16.1) it 
remains to show А М р = ü. Let Т Бе а totally пасон ые Then 
"he predictable projection of Түгү гє 1з zero because it is tbe jump process 
nf an adapted integrable increasing process having only totally inancessible 


iumps. On the other hand, since ON F° = PN px, there exista Y c P 


auch that 
hlo = Y 1p. (16.2) 
Taking predictable projections on the two pides of [15.2], we obtain 
Yil—a) =, 


where ш = vifi} x Eht > 0, However in = l| C D, sa P: C < 1] C 
[У = 0), түре = Y Ip- = 0, ie, [T] C D. Thus еп 


(AM Гре у Ime] =Ü mns. (16.2) 
Let T be a predictable time pad Z E T such that АЛ Ір — Zip. 


(16.0) ял have i 


1 = ВАМ] = ЕАМ) eer] 
= Epil — атур 


= 0,1 < =], 


3)=-4) i8 trivial, 


$4, Tha Weak Prunurty of Predictable Tirpruseutastiun A11 


4j—5). Let T he a totally inaccessible timc. Ber 上 一 рур) дус 015 
Then (Гр}к вед = Ü. lt auffices ta show PIS < xy = 0. Set А = ар. 
Then N = А- AE мре. Since S is totally inaccessible. À in rontinnoux 
and AN = AA = Ia. For any W £ P~ 

M ,[A4NW] = E[W(S, АЛХк}(1р]# iges] = 0- 
ie, МАМ] = 0. By the assumption N = 0. А = А. Se А is continu 
cus. H, musi be JP(S < 223 — D. db is ааа. 

Let T be a stopping time. In order to show ij) we may suppose J > U, 
ance „тї [Г = ul = Arfi [1` == ol und T may be replaced In Tir Lei 
£ £ һу, 

А = түт се], n=- EELA- Ы cei AXTI Teu]. 
Since Ejly Fr] = Ú, we know А € M=% and АА = mp. For auy 
W' £ PT we have WT, AXy) nel ics] € Fr- V А Xaa апд 

M,[A AW] = EWT, AX ril Iplrimsal 

= EWIT, AX pireng ЕГ v r {AX rire] = 0. 
Le, M [AAP] = 0. By the pammption, À = 0, Le, Mireo] = Ü uis. 
Eut on [T = oç] Fr coincides with Fr_. Hence 

E = Е Рт-ма{АХуйтеың}] a... 

This means Fr = Fr- V ci XrI ret 

511). Let M & Mg, ami U = МАМ [T]. Py Сениц 13.15 there 
exists a sequence [Ты] of stoppig times with disjoimt. graphs: such that 
B = mul sad for ach + 


UT. A Xn Mp sus] = E[AMr, Hral Fra- V т{ А Хт, Ду е 
= Е|А Му, Дт, ст.) = AAM iew] 35 
This mtans 


(ован. = UAX = àMIS. 064) 


Thus б = (оона) in the predictable projection of АМ. 


m 


Li 
k = D paih 
jecur 1]. 


ПАМ = W, we know W € gip) and Af = W ж фы — v). henee H) is 


ye 


established. We are going to show AM = W, Sinee D C [e < 1, by 
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(16.4) we have 
HI _ Tr r Ü, 
Т = t. AN Ту), + 
l-h 





РА Ë, 
deyila je — Ct 一 1- a eam 


=. 


E "e dpa 
= АМ) Да) ^ Dt Д ц 


Е FH. 29 
= АМБ) — ЕБРР (Ips] 一 Didiami] {16.5} 
Because MAN Tn — C, we have 
аар КАМЫН == PA MT, LS] = "TAM oen =Ü, [1&f) 


Ey (16.5) and (16.6) Н remains ta shie AM B, 


L ; 
== = fpe, Le, für 
any stopping time T ° 


， Ü 
АМ (стт = 
l- аг 
HT is a totally imareesaibin time, [T] С D and (16.7) bolus clearly. Fi- 
nally, il suffices to show that (16.7) holda for any predictable tire T. In 
this case, there exists £ £ у such that 


реге жм. (16.7) 


AMT ps ITA Tew] = C pr)mImeag 
S3unece 
UTAT] = E|JA M rU S rime eir. ] = [ам [ne Уурга | .]. 
wa have 


NE Ins {н )т 
1 і Бе еа] = 1 Dap А гоу] 


í 
i 27 редеа |Fr.] 


ч ЕЛЯ Угсаа) 


= 


АМТ pippa as. 0 


13.17 Theorem. Asume X E S, Them the follounng ataterenta are 
sapumeate nt: 

1) X Ras the weak property nf predictable representation, 

2) for шй M E Ms s (M, X7) = 0 and MLAMP 209 M — 0, 

3] for ali N € Mig", (N*, X^) = Ë ond MANIP] — 0— N = 0. 

Proof, IL follows from Theorems 13.7 and 13-16 immediately O 
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13.18 Theorem. Assume X € Š and ба, F,r} їз ads predicianle 
triplet, Put 
pou. P” is а probability measure en Z, P" = P|z,,. X = 
` S(F'l, (n, B, v) ia the predictable Eriniet of X under I^ [7 


Then ihe fallewirig stelesenis are eninalent: 

1) X has the weak property af predictable representahan, 

рег, РЧ P => P' = P 

Рег РФ P => Р = P. 

А} 8 P. P' = P. = p” = Р, 

S Pen pP ~P, E ei” Р = P. 

` dF 

Proof. ii2) Let P! & ГР 4 P, snd Z = (23) be the density 
proevss of P wrt P. Since P! = Р, Za = 1 and (Z — 1] € Afia u LP). 
Ву Theorem 12.31 АҒ [АД] = 0 and (Z, Xs) = 0, Le, M.,IA(Z 一 
1 P] = 0 and (Z — 1, X^) = 0. By Theorem 13.17 Z = 1. This implies 
г" = Р. 

2]2 3) 41-65) is trivial. 

5]- 1). According to Theorem 13.17, it suffices to nhow 


ме AP (NS X^ = 0, M,[AN[P] 2 0 2 N = 0, 
N , 
We mày suppose |N| = 1. Set dP = {i + qr Tt is well-known that 
UP... 
F it а probability mensure сш Ё, Р 一 P.I SP < 
the denzity process ja 2 = 1-+ EN. By Theorem 12.31 we have P' £ T. 
Then F = Plr, Мы = 0, and therefore № = ü. LI 
Fron Theorems 13.18 and 11.54 we obiaim immediately the next pan 
reits about the predictable representation property of step processes. 


As to another important class of processes — Lévy processes. we will ies- 
tigate their predictable representation property in $4. 


З p= F |=. and 


13.19 Theorem. Assume hut X із à step process and F = |Р} 
(s the complete naiurmi füiration of X: F = FÜ(X& Then X has the 
wenk propariy of predictable representintinn dn particular, each F doe 
тағат t purely Meron Ёш. 


13.20 Theorem. Assie ihat X ія n poimi procens und F = {F} ач 
ihe commete notur Rllrution ef X. Then M = X — X hus ike strong 
properiy of preticiahie representatzon. 
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13.21 Theorem. dsstme X € £ and (adhv) ds dis Prerlicia bie 
trintet. Pat 


гер: P sa n probability on F, X € SiP") and (ry. Ë. 37] 
is ЁҺе prediciabie triplet of X under F 
Then the following sfaiernenis are equivalent; 


L] X has Ehe weak property of prediciuble representation and Fo is bie 
trial da. fielt, 


3) FP i an eríreme paint of Г, 


Proof. It is completely similar to thu proof o£ Theorem 13.11 and is 
left £o readers. Ll 


13.22 Theorom. Arpa that X ES has the weak property of pretiz- 


tnble repreaentatian. pre Р, dhen under P, X has the wenk prepeériy 
of predictable repimsentation us шей. 
Proof. Let Го, B, v) be the predictable triplet of X unde) Р. ami Z 


he the deusity process of P' w,rt, P. Then under P”, (o, 3, u), the 
predictable triplet of X ix аз follows: 


cr = rk + P xta afa — 1 жал, g 一 ñ. mi = iw 


and МАУ! = Z' (Y - 1). 
Let P^ te another probability measure such that P" <, pon = P' = 


and under P", (c. P, fy ig still the predictable triplet of X. By Theorem 
13.18 it is only required to show Р” = p”. 


(Obviously, p p. Let Z" be the density process of P wrt. P. 
Then under P^ (or PP) we have 


a. r Cy 1 й E 
> 42° Хе) = zz Ж") 
und M[AZ"P| = Z"(V ..1). Set Т, = inf fe (йд T in Z“ = Ly 
Then PHI, T 52) = Р, | жю] = 1, Set : " 
lua Aem 
AA = gU АЁ m. т 1. 


Since P = P'|z,. we have Zi = ZZ, end hence Mi"! = 0. Thus W g 
Adis ot ET). At the здын! time, we [алга 


d 1 1 i 
M [A ACC = je 2 一 e AZ" Mg T.I " 
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(iod xe E pm on l pa ym T — 
! M O0) [zou x zx) = 0. 


Hinte X has {һе peak property of predictable representatioa, by T'he- 

атеш 13.17 we bave Afí^! = 0), ic, 
zr iZ ут 
Became BH = ZU, we conclude (£377 = Стр. 

Set E" = inf(? : Zi = 0] and Л" = infft : Др = 0]. Since PTR' = 
ec) = 1 and P" — I". we have P = cc) = 1. Then by "отот 
12.5.2] РЛ > H”) = 1. By the same argument. PLE" > А] = 1. Thus 
Pie = WR) = 1, and РТ, Í R= H) — 1. Thau under P,Z' and Z" 
are indistinguishable, ated therefore Р” = P. п 

The weak property of predictable representation is closely relative to 


quani-Iefr-rontinuit; and complete continuity of the filtration ta some ex- 
tent. 


"у 


13.23 Theorem. Assume X € £S. Leb и and t be he jump tuensurr 
mud Le system of X verpectnuely if M. = Kính then for F = {Тү 
to be quasi-Ileft-continuawa ik is necessary and sufficiant that the following 
rondiama be ш! еШ; 

i) J = K {recall J = [a > (J, K = [a = u = (ИЦ) x Б}. 

Ш) There emisis n preuichubie prucess H much thot IF| > DÚ and 

vi {Eh dz) = Bg, Gr]! et), [23.1] 

Proof Necessity, Let D = [AX = ü) = LIT]. where (2,55 a 
sujuence of stopping times with disidiut graphs. [n this сазе, the ar- 
enibe part TS A D іх predictable. As the predictable support uf D. 
Г = 72] C D. Hut Ж ia the largest predictable met contained in D 
t'Thectem 11.14]. Пеашю J = А. 

Because für each п, 站 省 ta Iaca] Ë та = Рур узо 


H = S AX r те) +{1—{[ 


is ы predictable process and |.H| > 0. Obviously, &X7; = HI; and 
МЛН x za MH z = Mr, (J| X = HT) = n, 
El Y stiept} = 1, DELH 
reJ- IH 1° 


where J/ and тг are considered as predictable functinns on $2. Since J = 
k.t EJ = wi x F) = 1. Then (23.1] js deduced froni (23.2). 


un Chapter XILL Prwlictable Representation Property 
Suffücicncey. Neing J = K C D, wc find D e {Блу (DA J) = 
K UED Ti. Since DJ is a totally inaccessible aet, for any prexitetable 
une T we have [IT] n (D 7) = ñ, and therefore 

AX =] = A Xr Tatr AT ea] (23.31 
Jn the other hand, from [23,1] we have 

M (F [5 X z H]) = MiK |e = Н = MiK [r H]) = D. 
AXIg = НІК. 
IDmbiniunlz with (23.3), we obtain 
A Xr.) = Amin IT PT Е Fp, 


y Theorem 13.16.58] we Биши Др = Ep. Thu menu F = [ZJ is 
cuasi-Ieft-continuus. D 


13.24 Lemma- Assurna F = |F) за completely continuous Lel 5 
cnd P bu stopping fines. Then fhere crista d preduiubie aet L suck that 
[5s] CL, [7] C Lr. (24.1) 


Proof Write В = S A T'. Since [R < Tl & 7р = 


Fr- there exists 
L £ P such ial Bor Fuit Fond 


hren = rlisus. [24.2) 
Une may anppose F c (0, F]. Otherwise, L may he replaced by PiU, E]. 
and (24.2) retsina tere. From (24.2) we know immediately ` 
! [Slsen] = [авт € Z, [кыт] = Unc c z=. 
Cmn the other haud, [Tim] c], oo[C L^. Thus 


[27 = к=] LI [15:71] E RI. 
[14.1 in established, O 


13.25 Lemma. Assume ihat F = (F) is completely continnous aud 
there тя a bhin act D sueh that fer any totally inaccessible ime 5 [S] c р, 
Then for ang stepping tne T Fhere стїяїя n predictable sei Н such ibat 


ib [7] F, 
H) sf {8 a totally inaceexsibla tite and [S] C Н. then >т, 
Proof. Let Р = щш]. where [55] 15 & sequence of stopping times. 
Аалокйїпщ ta Lemma 12.23, lor cach z there exists Ln Е P surh that 
[s.m] E in. [7] c £5. 
Put H = 2. Then H £ P and 


[T] c E, зш «тур c HF. 


£2. The Weak Property of Predictable [Lepresentution атт 


If 8 is a totally inaccessible time and [5] c H. then 
{т c ОК), тр c Н. 


because [S] с B = LJ [S]. Hence [55525] 2 4.145. 52 T. r: 
T 


13.26 There. Assume X E S, Lel ga and op de Die purp тиште 
and Lévy system of X respertiuely. Jf Ai = Kp), then for F= {Fi} to 
be cormpleialy continuous H 1a necessary and яне tet ihe [ашты 
conditions be е 

i) J = K, 

Ш] here ezisis n predicinble mrucexs H such ¿hat |H | > 0 end 

й, dr) = By, Gir) A(dt), 126.1) 
where Adi] tš ú rendom measure defined on 1t x BUR. ]. 

Praef. Sufficiency. Ow J = К we have АЦЕ) = »([t] х E) = 1 and 
Р) = tp (uz) by (25.1]. Then by Theorem 13.23 F i3 quazi-leít- 
continuous. Gn the other hand, 

M [AX + HJ) = Mz Н) = Mud s ]) 


= E| Í Mat) Í heim) =0. (262) 
АХ = НІр. 
И T is a totally inaccessible time, then [T] C P (Theorem 13.15.5]) and 
А Хүр] = Hy геч] E Ar я 

Ágnmin Dy Theor: 13.16.5) we fimd Рр = Fr. Now it ів mot difficult 

to show that for any stopping tine T Рр = Fy, Le, F is ору 
continuous, 

Meoesaiby. We want te construct a predictable process H auch that 

(26.2) halda. Tet Г) = 11%]. where (T4) шон peguem DH stopping times 


with disjoint graphs. By Theorem 11.23, 7 = K = [TZ] апі DJ = 
LTE]. Set H' = 5А Хт рәр. Then А” із predictable aud AX, = 


III. 

By Lemma 13.25 for each n there exists Gn € P such that [Ti] c Gan 
and if S in a totally inaceesnible time satisfying [5] C Gn, then S > 72. 
Put L, = G,V( U Gelt- Th). Then Е, € P and satisfies the following 

niam. 


two conditions: | 
[54 C £s. (20.3) 
[Тг Fa = ü when n = r. [28.45 
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(201.4) ix clear. since [77] 7 C40, TL] and for n 2: s [T5] n = B. In 
cmer ta establish. (26,3) it ia only required ta show Cal. 77] Ei] = 8 
when z Z ra. Put А = Ma, г cu = Н. Then | 
516 = [Tal, 
dE Tp ТА is a totally inaccessible time and [(T 34] c Ga. Thus 
Tm = (Tala. However, [72] and [775] are disjoint. So if (Tija = co, t 
must be Tz, < T, and hence [0,7 (7500 = B, 
Ао, 27] = [0,7 = b. 


Mow smeo А Xr Dra -a E Fr = Fr, there exists a predictable 
(n) = pgi”) 
process FU such chat A Ху ira a| = Ну, Tir сво. Set 
p- [a YU, < s], Н" = rof n Warn 
nl 1 н М nal š, J. 
Then Б" ів predictable and by (26.5), (26.4) w know 
AX Ir = 再 TD 

St 


H = H'+ H" = НІ = 
ü-In Н Füge] ^ Tray 


Then H is predictable, | 五 | > ü and AX = HIg. Hence 
D= M,(AX z H|) = Mz x HD = M. # H) (285) 
1 
arid for each я, Cuf[0, An] x [z : |z| > = ів an adapted locally integrable 


increasing prucess, а dua] predictable projection is mijo £ ^ n]lH] > 
; x EK Write Aidi) = ridt, E]. Then for each 5 


AC: 0 < š € n, |E] > 1} желе, 
n 


und therefore AQ) bs a-finite, (26.1) follows from i265]. 0 


52. The Relation between Twa Kinds of Predictable 
Hepresentation Properties 


13.27 Theorem. Let M € Mi s and ji Be ihe pump mersu sf МЇ, 
Then ihe following Matements ane equivalent 

1} ME. = (М), 

2) i) MEL. = Кы), 


a 
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i) there eriat iuo predictable ртотеласа a") and al guck Dad 
(AM -oi (AM — 057 0. (27.11 
Proof. 11==2), "Take WIO = таа £ P- Then 
W = AMP Nas Tt Дш}, dr). 
H nA M lr) 


cR <a DAMP en E Es rod 
aži acr 


cna [M |, + mia dir 3) ж їл, 


ге р ік the eompensator of р. Siuce (224) € V*. {ДИД e 
Al. and Wi" е {Ди}. Hy the ammmption, there exista а precacLabie 
PTSS Hin} such that _ 

gi мый = Wi. (a AM = WO = AM ss E. 


(zv.2) 
Clearly, W 1 W £ T. From (27.2) we have 
[AM = u] c IW = uJ. (27.2) 
Define А = [В = o] sud 
y=1 Иш Jim id if the Шш exists ати} ie finite, 
Ü, ptheraise, 


| Em HU Ие liont exists and is finite, 
з= n— 


I, ct er ise. 


Then А, X and Y are all predictable. On А we have АМ > ü by (2724. 
und lina |E — во, 





йи йр; 
АМ = — амы С ит г — Jum Tn = X :2T-41 
ly (27.2), On A we have 
[AMT — Y AM — W = 0. [27.55 


In Fact, И АМ = D. (27.5) folles trom (27.3). 1£ AM. Z 0, 
1 r 
rm ol. 2 Qc И. 
Н aar MY амі | 


Letting 1 — ce yields (27,5). Let д1! and nl* he two preditable prer 
cees such that they are Ыш two ros of zo Y- W = ü Then 


«TS Chapter AUI — Predictabbe Каркаешів хна Рләрыгіу 
all ад. X Ia, al 一 SU FA. satisfy the requirement il. 1) follows 
innn Theorem 13.14. 


Z)—-1). First of all. we may suppose || > det | amd ju? | > 0, 
Otherwise, alll and of”! may be replaced by GU) and n9. defined as 


Epl oen: 
= l 1 F 
БАН — gal лш аз + a fetsat 
-42 1 
EA = a Fans up + Аааа + Tar аа. 


Let, £, E td . Then there exista IF EG aucti that h= W ripi]. 
Toc, 
Ча} 


x = Tin az sun]. Y == Ta ss zo ==; 1 m AX. 
"Then 
АМ = ак ву, 


AL, = Wf) шш 


27.6] 
X, + Wt — B. l 


Write wt = W (z, п Hu aug Wa pi = Wt, a W t > 0. Then 
Ii wt? e P. and 

AL = WUR + WY (27.7) 
Taking predictable projections im (27.6) and (317.7), we obtain 

aU PX + ai? = 0, 

Wr. i», 


"ünee fX — FF = |, PX ami РҮ cannot vanish at the same bime. Thus Uy 
(27.8) we find 


(27.8) 


pl gel _ ume cg, АТ, 
2] 


fiet H = БР E P. Prom (27.5). (27.7) and (27.9) we have 


HAM с Holl x + Haly = yi y p WF Ar 
Heure H € 1.18] and L= Н.М" п 


Remark. Tn the theorem, if M i eupposasd to be quazi-Teft-enntinuens, 
we may take mU = D. Indeed, we have W = D, se that D and Y are two 
rota of the equation 22 — Y: — W = D. 


13.28 Lemma. Asame M E Muco Then the following statements 
Gre eguicalent: 

1) £M) = £CM") + ДМ), 

2! £(M7) C (ле), 


tet pm pr 
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3j МЕ LEM), 

4) £(M*) c ZUR) 

5) M" £ CUM) " 

20-3) xm trivial. к 

ж m Mt = H.M.H € LUM). Let Z € (м ж 
Ў = » Me K e М", Thus F. = KIH MY = (K H), M 6 FM). 

Similarly, we have 4) <= 5). р 

Since M € £M), M = M° pM, wo bawe 3) е. 

Finally, 1) = 2) алй 2) + 4) = 1) are auparctu, 


3.20 Theorem. Assume M € Alioa Then M has ike strong poge 
aha predictable regreaentafson zf and only if Mg, = ДОМ), Mie = 
( = сем) + EMY). 
ыл? m i £ vil Then F = JT. M, ff € Ea [M )- 
Indeed L = ы. М". Thus Ming = (М). Similarly, we have "Mf, = 
£L M), Furthermore, | ‚ 

ЦМ) = Mima = Mia + Мы = EUM) + ELM ). 

Sufcieney. Reversing the: above Teasuning, we End 

Mian = Айып + М = БАМ") + £(MÜ) (М). D 


13.30 Definition. Let v be à predictable random measure with 
eL (05 x FJ = 0. 8 | 
рш, df, dz) = Giu, taz Batu (30.i] 
| i -ni {хей 
here i) Bode a predictable increasing. procis with Ta = ñ. b о 
» tj, Gio, £,-) ih a mensure on IE ELEM. ш) йо frxed 58 н), 
e "Күз а predictable process, then (801) is called a predicta 
Fu ri, 71 e 2t 
composition of v. Morcover. 1 
Га. В = Ú. A= {ia E} Giu t. E) = 0]. (30,2) 
the predictable decomposition (30.1) is gaid to be ропот. 


13.31 Lemma Suppose (30.1) ія the canonico predictalic a 
tian of m predictable random наваи v- fov has annther predicta 
Ki 
可 attr " 
uda viw, df dz) = G'(a t, drB (un). (21.1] 


v, if the. decomposition 
- dela) = dB) = 1. Muoreeuer, if r ° 
ee пізо, then Plu : Бш} ~ авыр = 1, 
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Praef. Tt js only required. to show the first assertion. To this end, let 
if E P+ imd H. П" = D. Then 


F| HG, E ME] = МН) = Ef. на, EB; = 6. 


From (1.2) we раже Ef, B — U. The maserliom [blues from Theorery 3.14. 
[J 


13.32 Lemma. Геі р be the Pump messere of an ndapted cadlcg 
paxa A. Ihen iu rcompensnmior p has ihe canonicu predictable de- 
composition (30.1). Furthermore, if W e PH ir abrictly posue and 
t= W +u E №, then р) ne dC [21] = 1. 

Proof. For earh + >= 1 define 


hn = fa 


и. фей 
[Бег "ТА: 


л 


Qo 
elish] 





Тыт А” = [йй] x E) Ee АЁ. sinee it d the compeuzalor ef the 

Doini агоны ре (0, 2] = EY There existe a predictable integrable in- 

ATERA] 3" . gal”) AUG Ay = 
ensing process A' ^ such that Р{{ш : 4А (us) e dA (a) = 1, 

[In fact, it (5k) is à lorulizing sequence for AÜ we may taka AU = 
=J 

E з E[a7 jj ААЛА) Set 


F- (ачаа) ді", 
"= 
Then B е A* is predictable, aud for each n 2 1 Pu: dA < 
иВ.(ш}1) = 1. w сап be decamposed into 
va (ur, di, da) = GU far, L dz Wi, lun) (32.1) 
such that (32.1] 15 а predictahle decompargition of the stochastic mea- 
BUFE Ba und neam GU iu, 1, dz) Шея not charge ишы E : : < 


[| = —) Set C = Y OU and B = DB, whe À = (ы: 


л—1 
Cia bh EJ = D. Then s bas the vanonical predictable decomposition 
LA). 


Now wu show the second assertien. For any H E P+ wc have 
H.C = 0 «— HL AU =й foc all w 2 L, (32.2) 
Anulagona го [32.1]. ra has the following predictable decomposition: 
ts a at di) — gs £d dCu). 
where iota. г.) does not charge outside [7 : L |r| = =b esther. 
Яв G = Y 1G, Then v has the following predictable diccomposition: 
relier, di, dz] = Cu 1, de JdG). [32:3] 
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: T » 
G - = dut: GU pst) 
= Hoe Glwt E) = ор, Da = щш. һы 
s E = ы h ГЪ Da and tor al n >= 1, Ima. ni = {, api m 
av (22 2) we have Ip.C = 0. This implies the decomposition ; Ë 1 
sena Й: By [wama 13.31 we get Fr as d Baar) ~ dé (uH) = 1. 


| те dapled сњ ат pre- 

. lary. Lel д be the Jump minare of an айй | I 

di т a ihe canonical predichabie decompositiam ги 

CES ' : і ра np] = РЈ, Ё EE == 
pensntar p. пошо d] x E E Ay... then Fito: ФВ.) e mius, | 


I Proof. ш Lemma 13.8 lake W = 1. then G, = (10. i) * бу. О 


15.34 Corollary. Assume M Е ME n. Let p be Ue gd n 
uf M sid u be Hie compensator aj p- H v has ihe oamanteome pre 


PT = 1. 
tion (30.1), hen Pid B, ~ di 3e] "m 
uc p ны) 12.30 take W = z? + Basa] > 0, then C АХ i. 


ita predictable 
La M € Myg end (e Pv) be ifs P 
ie sac has the canonica! predictable decomposition (30.1). 


: À | vasi | 
d wa ihe siraq property of predicknble representation if and only 


= 1. 
Aq: = EUM"), ME, = ДОМ) and PUE L dË) 
a т e E яна Lemme 13.26, it suffices to shuw 


Lat M* € ГАМ) Then Mr = H. MH € La (M), —à 
и? М). HLMY = Q. Wie А = JH? = 1. Чеш Apes 
1.9 = Ja АМ) = 0. On the other band. since H [M] = 0, 


have H In = 0. апа | 
| Tx = H?G(t, Eh. 
o- мн?) = МАНА = 到 上 не 


: F) = 1. 

hu: Fa B = ñ. Thretnre Ран la i u | x 
š re пятые Ld = 1. Theu there i н 
at Tae G = O and Ja. В = 0 (Theorem 5.15). Since {Мм = 0. 
have Zac M? = D. М = Іа. М*. От the other band, 


Elf ad MV E м (22ГА) = M..(z'Ia] 
P " 
= E| зм f, stan HB = 0, 
ü 


= . D 
Thus fa. M? = 0, and M* = fa. M E F(M) 


z ike nirorur 
13.38 Corollary. Азат M € Mig Then M has 
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proeperiy of predictable representatum sf and only if 
АЕ о ELM"), MÍ, = SIM) and. РОТАГА) = 1, 
Proof. h follows From Theorem 13.35 and Coraltary 13.34. C 


13.3T Theorem. Let X c 5 and n be its jump sucasmrc. IF Adit t 
Kin), then the following 5lefemenis are equivalent: 

1) There exista M G Mil, such that AAB. = £M, 

2) There erst Gre predictadée processes aii! and at?! auch that 


[AX 一 ПНАХ — ad -n 


Prouf Figi we assume X < S, Та this сазе, Lhere is a predictable 
process A wit], fanbe variation such that W = X — Xp- X° — A € ME. 
And AN = AX — AA. 

271). Бу Theorem 13.16 we have O = Рум {АХ} Hut AX = 
ANAA AA cT. Hence O = Prej ANY. Set yË = ali AA. = 1.2. 
Then т} aud (2) ara predictable, and (AN SOSA — = 0. Sa 
that hy Theorems 13.6 and 13.27 we know ЛАЎ = PN. 

l|= 2, Let N = H. M, H E mlM) Then HAM = AN = À X— À À, 
Hy Thecrem 13.27, there exist kwa predictable processes 411! and 459) yach 
that [AM — УКАМ — 4193 = 0. Set al = HaT LA A š = 1.2. Then 
SAX аА – аер 0. 

Now we deal with the general case. X has the integral representat iin 

AX = Xr +a + XP zd) + f zd 
10,41 x lis] i] 0. х ed 1| 
Lut q7 be Rn one-to-one mapping Eom [1, оо) onto (1,2) and (тип іл, —1} 
Gita 1—2, 1). Let g! be the inverse of үр. Define 


Ar = Ant n£ Xp ти r] + ger)". 
[ие] x ||" repe [Ip 11 
Tt ig easy to sene X" ES and 
АХ < 1 JAY € 1= AX = AX', 


. А 3. 
AKI > [А] LS AX' ДАХ) AX = eA С 


Siner AW] < 2. € S, Let д" ba the jump mananilte of А”, Then 
we have Mj. = Kip]. D fact, {АХ} = n(AX'] by (37.1), and O = 
Ро АЕр= Роса. According to the result shown above, 1] is 
ec«quivalent to the following: 


YI There exist tro predictable prisesses ГЇ} and 77 such thar 
(АХ - a AX – a7 = 0. 
It. ia rot difficult to see 2) >2') by (37.1). o 


inn betwern menta Ties 385 
3. The Ияш Tun Kinds al nt ein Prope 

ча. Керт | 

gg process, р be the jump 


Led сай 
уала Гюн aiti саре Then ihe following atete- 


measure of X and u bc the compenaator nf n. 


menlis are eguivalent: 


1) There eris? fuo predictable procrases oll] опий oi) such hat 


[AX -aN AX – ай} = 0. (38.1) 
has ihe follounng canonier predictable decomposition: 
Е a dz) + CU 6 air) MB. 138.2) 
{Ф dr) = їс; ñ nl = МЕ 
here pn p ai and n? gre uli predictable prenesses, end ' 
ч 5 
laf! 2 ü] c [a = 1]. jai! = c [c1 = 0). [38.3] 


Proof. 2372) ]. Киш (38.2) we have | 
M ЦАХ # of X # al = Malle у Ак z oH 
i - ме or £ a] = 0. 
Thi; means (38.1) holds оп D = [5X #0. By m 
[pA š 6| c [a = 1] € P. Lr C [n = ul. 


| E 
2 and [e| > 0. From (38.1) we hae jo 2 0] c bue A Ri ] 
is the largest predictable st contained im D. Hence le BUE E api 
i s ppose vidt, dr] = (уйт B, on the canonical predictable 
11 " | 


> pa rra ANA X gat] = Mz # alls f aU 
l Gilde) 48| 


= 
= Mz * adis * a? m e| f оар 


2) = Py, TI 
Sec С e Gab C = G (tar D. Then 


ч т) z | 
Giele) = Св (dr) + ri 5 ira. 


siner СаО) - 9. lol! = 0 C (ci) = 01. Nete that 


| T 
f CU ag, = J! J Ђаци (0а 0). š = 1.2. 
р" o JE 


ñictuble. Hence C may be taken ta be predictable, toc. u 
x table form oT the conditi 


be 
1€ Doe 

Theorem 13.38 provides ux wiih a prelit 
(38.1). 

13.50 Theorem. Let 


X has the eak property of predictable тер 
sigbernenis are eguisalent: 


reseniation, iheni the Јао ртт 


X c S uith predictable бтр (w B... T 
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1) There ezrisís M £ М ор stirh thaq Miss = CTA), 
2) i] а has {һе canonical predšclubie decomposition (38.2), 
n) Pd 4H) — 1. 
Proof. First, we asume that AX is bounded. In thin case, X € s 
There exists а роја process A with Aate variation such that W = 
X — X. — X° - A € MP, and 


UN СЕН! 205}, dz)] . (39.1) 


E 
Z]-»13 Set M = X" + N. Then M Є Mig M^ = X*, M = N. 
“шее Ade = GAT) = DCUM") from the proof of Theore:n 12:37 we 
knew Adi = EUN) = EM, Observe that 


(м), = f. „ае E Í f аца), аз) - [fortran] 
and 3 = (X*) = (Af ів continuous. Tence 
dB LdB, — dL 上 x3 v(di, dz) «— dñ, L É тї» Ф, da) 
x— dil di NAY, 
Er РММ) = i. By Collorary 13.36 we have Alica = 


12) 1) fnllows from Theorems 13.37 and 13.38. Let u! be the jump 
nmarure of M and »' bc the commensator of ш. Let X^ = H. M.F c 
1.0). Then 


B= (X) = НОМ, diu ФА), as. 
Cin the other hand, Int W = FF. M" = (H'zj w (I — w), HI e EM), and 


u (dt. dz) = Giídz dB, be the vanonical predictable decomposition of р". 
Theu 


x 255 f' 2 2 , н 
NS, — AS a = А [ta Fs Gy haa, 
HNY AA, ве. 
By Theorin 13.35 we have РОА) LdB) = 1. Hence Pid Lat NY.) = 
L, and therefore Pd 109) = 1, 

Now wu deal with the genaral сазе. Ав іп the proof of Theorem 13.37. 
we introduce Х' € Би. Clearly, X' has the weak property of oredietuble 
representation, пос. As we have shown in the proof of Theorem 13:17, the 
ernditions that (38.1) holds for X or X" аге equivaleat. Thus condition 
211) m equivslent tn that the campenaator of tha jump meazur o£ X" hns 
a canonical predictable deccinposition of from (38.2). However, [AX x 
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p] = AX' Z 0]. Hence the ргосев F is ай available for X! Ths means 
condition 2) ü) remains шкһапдей for Х' [noting {Х'? = Де). Ina 
word, X may be replaced by X^, condition 2) being, unchanged. Tut AX! 
ia bounded hy 2, thus the proof i emupleced. 0 


Remark, We вау {һый the fltratinn F = (F1) bas the stress iresp- 
weak) properiy af predictable memesentation iE there esis AM € Ас 
(resp X € S) auch that M (resp. X) has the strong (reap. weak) property 
nl predictable representation. Then Iheorem 13.38 characterises the rela- 
tion between the strong and weak property of predictable representation 
of а fi rataon, 


To conclude this paragravb, wc dincuez the relation hetween the vre- 
dictahle representatiu property and complete continuity nf a filtration. 


13.40 Lemma. Assume bhat F = (FS) noquas-left-conkiuuous and 
(ете etinis M € ML such that Adi, = ЕМ). Then P — (РӘ 
eampledely сат тшй. 

Peoof. It ін only required to show [or each totally inacgensilie tinie 
T, Fr = Fr-. Lot £ € BF. Set À = гь аа W = À - A. Theu 
N = B. М,Н € Lpi), snd AN = HAM. От Ше other hand, AN = 
AA =& т] since À is continunuR and T > u. Thus 


£= НтАМү, ах. оа |Г < ex]. (40.1j 


Taking £ = 1, we have 
1 = HpLAM;, БВ. on [T < ec]. (A0 2) 


where H' dm another predictable process. Ву (40.2) we know АЛ z 0 
and Hi. g0 ag mu [T < к]. Hence 


£ = HriHr ar. on [T = сє]. 


But TL тод = Fp. Therefore Ё £ fT .. "Ен шур Хг = Fr А 
T 


13.41 "Theorem. Assurne that F = (Fo is quani-teffi-conttriuoda. Let 
X e 5 ond p be ihe jump mensie of X. I мй. = Күр). then the 
following simicments arc eguibalent: 

1) Thewe exists M € ME, auch that АА = (М). 

5) F = (Z+) їе completely сотга, 

Proof 1)=2) follows from Lemma 15.40 {сүтеп we do nat ned Loe 
assumption Ati, = Kul). 
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21=1), By Theo 
M y rein. 13.38 the rompensator s of pi сац be represent 


vidi, dz) = 6g (d) еу, 


where ff а predictable process. Hence 


MAX # B|) ме H) = M 
B = Mlz # H]) = ñ, 
and berefpre AX = HIp, D = [A X x D|. This | 


AX(AX — H]= ü, 
ñm 1) follows fom Theor D337. п 


T i 1 - i - 
he next tueoreu іч ar imrnurliate application of Гета 13.41 
1 ‚ЗЇ. 


13.42 Theorem. Let X Ë 
j E UM É o2 alep protas and F 一 З 
Руш кез ЛИниыт of X. Assume X. sa el he is: 
k. Mp een lp e tira == 
2» FU the. strong property of predictable rapresentati 
3) 日 M k] їз completely готина HIM 
3 evy зрел p pf X has the z _ | 
where mË Su vi ael proress ond Kick ш don dbz hi), 
Preaof. Since А is quasi-left-cuntin OPH 
By Theo uous, во ia F = {F} (Theor 
Bi Theorem 13.19 we have Mimu = Atd, = Kly) G 2 d : еш 5.64), 
eure of X. The results follow from ТЬ e dig P jump 
š 41. D 


34. The Predictable Representation Property 
of Lévy Processes 


13.43 Lamma, For any process X = P Tm 


ka я + dX – Ху: шешн € R, 
mes i=l PE Ir = + = Éa, 
к ud 7 Е ; 
CR езе " (S9 Ee the Bnear subspace spanned by H i 
oed d Jb where LUurTUX)y)) is tha Hilbert pace of ail же 
| Ë и vit ws Жы Х )-measurla ry., icu id 
xi a За те a S T of a nile mmber of rv., 12., assume 
f ELT TET. TP this сє, Ёл 2' =P rx ; 
eene Dnrel function of п variables Fauch waka (25 (C) SÉ 
mote by F[r,,---.24) the distribution function of (X, is | bibe 
| ERN] [^ т 


dtz| 4, - tC SER] F Кт}, r^ -Taldi Fir, ` sedo T. 
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H £ LM, Шеп for any w- ua € FR 
2 ЖЕ =. i aj ЫЈ cT. rim а. 
о= Е[&ехр(-4 E 3] = f em ај) {тү 


Using the inverse fornula af Fonrier-Btielties apu di qus we obtain 
dC = 0. Hence, £ = D an.. Therefore, H is total in L CFT vods 
Wow wr discuss the general case: X = Хо Let £ € Ё 0) 
amd El. For any pven E > Ü, them exiets a nite set [1.5] 
с. € (Же AS) euch tiat 
bt 一 |+. 
Making usc of the nagertinn established above, we know Sie = 
EJE = Eie EN = (ЕЛЕ ~ EFT < {eB I. 
EJE] = =. 
Letting £ — Ü ylelda £ = U а-8.. а) 
13.44 Theorem- Let X be a Lévy prorzsa, Then for euch t > 0 
FEUX) = Fa (X) = FE (X). 
Hence, ЕРІХ) = (FP IX) is the wuni nugrmiatinm of ihe naburel fi- 


: x | | 
m [t is easy to deduce FL (X) = FP (Ху from stochastic contin- 


uy af X. | | 
时 For allue R,üsr S z, ili not hard £o calrulate directly: 


i». ш.с rail. 
Mitu, r.a) = E 000 = evi sad u)e t (44.1] 
From (44.1) we knuw thai, (Mettu n. à] реп ія Rn ГРІХ )-martingale, adlag, 


and Wandel., Let 
*owerexpliugAc + Ха = Xa) + c Fan Ns — Xa lh 


nc lupum "in € RI = ta < Сс s. 
Using the same calculation, we hawe 
ЕГ iX = «іе Ха Ma (us p.f] `" Mitis da; fn]. (44.5) 
Denote by Y? the right aide of (44.3), then (Y? ia right-continuons. There- 
[ore 


(44.2) 


Бї OO = Ye = Yt = Ela (X) ee (44.4) 

In view: of Tenma 2.69, from (44.4) we obtain FPIXI= fu. T 
Р} X3. 
13.45 Theorem. Let X be а Lévy process, and T be em F^ (K) 


stopping time. Then 
TRIX) = aiT} vU Ty, (451) 
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Pee Pat = ТМ ALLT g C FRL) is obvious, Let y ba 
defined in (44.2). By right-contimiity of PPIX) uod ѓа r, ah] We have 
ЕХ) = £79 Mau 9, Mr баа, 5), aa.. 

Ti dg pasas tn see frnm [44.21 that Mri, raj ix Q-measurahle. Henra 
ЕРЕС Ку is G-measurable. By Lemma 13.43, for any y & L" (FP Xy), 
E[n| ET (X )] їн G-measurable. Thie meane TFIXY C б. Hence, ZE [XY = 
g. n 


13.48 Theorem. Lel X be а сор process. and T be on F(X)- 
stopping fane. Dhen 

FÈ (X)=s(T] o FAXT). (46.1) 

Prof Put G = oiT} v ХОХТ) Since (XL) in FI X )-predictable. 
ач! ava XT. E FA TX). Then fer euch ! > ü 
XF- = Xdpoen Хг Дре Є F3 (X. 

Ewe G C F$ [X]. Da the other hard, A X) C W 15 obvious, and for 
аду Ü = s < E amd Borel function F 

FUGM yer = FUG Mpeg 
Vience 5 (X) C G. Consequently, F& (X31 = 5. 0 


13.47 Corollary. Let X бе a Lévy process, and T he an FÜ[X]- 
s'nppmmag lime. Then 


FEQQ = FÉ GOV oA Xr lr) (тл) 


Proof. Binme XT = XT- E (AXrIpre ra, (47:3) follows directly 
from [45.13 and [46.1]. 0 


13.48 Theorem. Lel A b a Lery process. Then Р(Х} iW фийл1- 
Псела ител, 

Proof, By Theorem 11.36 we have already known that a Lévy угоны 
is. quazi-Ieft-continaous.. H 7 [я я. predictable time, then AKÍ Te = ü 
ma.. Ву (AT.1] we hawe FEX) ai FI (X) ü 


13.49 Thenrem. Let X be п Léry prwes and X € 5g. Let F 一 
ГРІХ]. Then X has the weak property af predictuble reyresentakion. 

Praf. 5incu thu preditalie triplet of X and the law of X, determine 
completely khe probability measure on Fan, according to Theorem 13.18, 
AX has thc weak property of predictable repreaentatiou. O 


Remark. For any Lévy process X we conclude that F^ (X) has the 
weak property of predictable representation. 
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13.50 Theorem. Lei X be a Lévy process anih Kg = ü und F = 
КПХ) Fat T іы stopping Firte. Then 

1) T is totally inaccesazble «— [T] c i&x = nl. 

2j T is predictabie + [7] < [АХ = 0]. 

Prof. 1) MO T is шау inaccesible, then by [hearems 13.49 and 
iiem [Т] с [Ах zu. utr] c [S x = 0], tien T is totally inmaccessi- 
hls, sinee Á 16 aquasi-lefi -continnous. 

23 follows irom 1], since F is nuaassi-left.-contimuotis, predictable times 
are just aceecsihle times. 口 


13.51 Theurorm. fet X бе n Lény proresa uath Xo = Ü. and F = 
вх). Then the follouing statements are eqwiwklent: 
1) F = FP [X is cnmpletelu continuous, 
25 there exists ú Borel function g # Ü such that 
vidi. dr) = ol dz)A (at), (51.1) 


wher r is ihe Lévy system of X und Aleit m a a-furfe mensure ott HR... 
3) there erista a Dorel function g 55 D such that АХ = gla xn 
Prae] 1)=2). Without es vf generality, we may assume Ж 18 а seri 
martingale. Then X has thr weak property nt predictable representatinn. 
Se pos non-random, 23 Toilas from Theyre. 13-25. 
2j-3), From (51.1) we have 


MAX ў 9]} = Malle # g]) = Meilz ë g]) = 0. 
Thus АХ = ЯДАХ й. 
3)= 1). We may аво asume X 6 S. Since AX(AX — g] = 0. Ву 
Theorems 13.37 and 13.41 we know that F is cumpletely eontimnoue. П 


13.52 Theorem. Let X 5e a béry proecss Hh Xo = Ü and F = 
FTUX). Let (o, 8,1] be ihe predicinbe iriplet of X. Then F haus the 
strong property of predictable representation if and orly if thr foliounna 
conditions aye fulfüled: i) There eruts p Borei function g ¥ 0 such thal 
vidi, dzi = &, (dz) A (OE). H) didi Aidt). 

Proof, Without loss of generaliky, we may взашпе X £ 5. ТЕЕ hae the 
stroug property of predictable representation, then by Lemma 13.40 mual 
Theurem 13.48 F is completely contiatiann and i) £ollerez from Theorem 
13.51. 8j folles оте Theorem 13.39. Conversely, if 1) вла ii) hold, then 
AX = Шала: and again by Theorem 12.30 we know that F has the 
sty proprrty of predictable: peprewentation, ЇЇ 


12.53 Theorem. Let X la homogeneous Léwy process unik Ха = 0 
amd F = FIX). Lety be thu Lévy agstem of X. Then 
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ly F ir complatelg cantérimous t and oniy if 

| [dt dr) = A&(da)di, Ac D. a & RA (0), [53.11 
er epuivaiently, АХ = alla y ag, a € R [0] | 

3 Е 
п. bis bo kin esu. uf predictnhle representan if und onla 

= ‚ Мете F іт d stundard We: 

Poison process aud z. b = R. и СЕ 

Һам In thi ч 
"m. T : pad came, À € S and (dr dr) = Adib (dr), where А > ü 
рш е emere, Then 1) follows frau Theorem 13.5]. At 
о ime, 2) falkmwa from Theorem 13.52, since the fact that df = 
sdb, 一 Adt and di 1 А{ у anpliee 0* —Q or A =Ü LI u 


"m es Lei A be a homogeneous Levy process with Хо = 0 
ids = ЕХ). Assume hut X is a maringal. Then X Ds the 
E CE lg nf nredictabe representn&Bon if and only if X in етуи? 

pheceéss or a compensated Poisson progas, ap fo а Cortslant Басё. 


Problems and Complements 


13.1 Let Cu Ra} be the collecti - 
EL "Lan of all continu А 
"ith compact support. IM E ААР апі us functia on. R4 


. 1 | 

uu е - 20 ы] : fen) 

aepreuentation and Fi йа ы arit NONSE i s. 

| 13.2 Let M,N € Mica Fuch that (Ad. NY exists. Write X = M — 

м, Y. Then M has the strong property o£ predictable representation 这 

und only if for any L Є Mh, wth La = 1, LX є Mo > L = F[N) С 
13.3 Assume that X € АМ. has the strong property of predictable 


f _ [an 

рну m нн на and X = M + А he the canonical decom: 
эйеп c under P". Then there exist i 

13.4 Lei X, = M, + [Š Mda, t > i 

| | g Hana, £z Ü, where M is а Brownian moti 

: т process ти that for all £ > 0, [f Н?йя < zc. Let FIC 
а i : кез ve co Ра а probability пир 

b er PX ks a Brownian 1 F 

all £ > D. Pre, & Ро. molim w.r.k. F. Then for 

а E id il X = M + А is the canonical deenmposition of Х wrt 
m, then (1t 15 also a Brosvnian motion w.r.t. F) has the shron арн 

aE predictable representation wrt. F. i ш 
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13.5 Let M € Mio with (AM), = eo 8.8, and ihe refercuce Bltration 
F = (У) is the тшп] natural filtration af M. Set 7, = imnfis: Ut. t] 
and f = Ma, t > 0. Then M has the strong property H predictable 
representation if and only 1 B has the strong property of predictahle 
representation wE t. (>). | 

13.6 Let. M € ME, With (МГ = ою ё-8., вамі the velerence Élrratiun 
F = [FY 16 the usual natural Fltration of M. Bet 5 = m[[s : iMh 1] 
and RB, = M... Then thc folloring conditions ате equivalent: 

1) Vf (L T£ € 5..8}, 

2) vt z 0, UP Е F. (B). 

3) vt >= D, (Mh ig am LE DY )-etonping time. 

4 = Fl H). 

н Pe © n are im force (then Af i anid ta be pum). M has the 
i of predictulile representatian. 
ucc сс etandard Brownian motion, F = {Fi} be ita wu 
пашта] Fltration. № H Є P+ soch that Far almost all w the Lebeszue 
meuzure of [1 : His) = D) inzera. Set M = H. W. Then M has the sLrong 
property ol predictable representation w.r.t. [AM Ji. In particular. sn 
duc M = W, W for each т: E IN. 

13.9 Arsume thal M F Mieg is quasi-lefi-continiucus. Denote 


ZUM) 24H. M : H is un optional process auch (hat H. М exista}. 


Then the (allowing statements аге equivalent: 

1) Аса = EMT, 

2) for any L =ë Аке (Ё, МЇ] = 0-5 L = ñ. 

3) ME C EM), 

4) for any Бе ME [EM] 20 L = ñ. 

13.9 Assume that Af € Аьр 15 quasi-left-coutiruous. Ií M has the 
weak property of predictable representation, then Mig a == ELAY, where 
ELM) in defined in the previous probiem. | 

13.10 Let X he antep process and F = (Fr) bc its complete natural 
titration. Then М. = VY: Е 

13.11 Let W be a Brownian matinn. We have | = M A, M = 
sui WW А = LYF). Then 1) the usual natural ñltrarion ot |Ë |. 
denoted by €Z, comcides with that of АЁ, 2| M iea Brownian motinn, wirt. 
both F and (z, and has the strong property of nredictalle representation 
wrt boti F' and £y Bs weit. 

13.12 Let X = Жаз E, En fira sel he а step procesa, where T, T <. 


iur each r > Ú, Za € m = Ты = Т.1125 = 0) and fer cach nz 1, 
(Ta = nol = En F ü], Let P = (271) b= tha complete natural Bitration nf 
n P 
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X. Then F ~ [7] has the rong property of predictable representation 
证 and only if there exist. Borel fimcticnag Fes tam fac Ene вафа) 
i—1,2,n —10,1,---, such that for n > ü 

D бы = f (Xo Th En-a Tarin Tari) sa, on [ыр < L Tasi < 
ec]. 

ü) on laz... = L, Ip = ra] 

Enti ш АЦА Т, (Tena Та) 
Enri — FEX Т, £1, Ta f Tad] = 0 аз, 

тотса [г{{#} x F|, гав khe Lévy aystem of X. 

13.13 Lot X — Дур T > Ü, be à single point. process and I? = (F) 
be ils гампр: uaturgl filtpstion, Let € be the distribution function o£ T 
and e = inf[t: P(T > t) = 0]. Then 

li М € Mig if and only iE there exists а Boml function h on |0, x] 
auch that |A]. Gu < a, ñ. Gu, = lI) and 


1 
M, = Tp [BUT] 一 Ат» у sop Ты hg, f > Ü. 


7) H M E Mikem then (А рл z 8 martingale. 

š) H e <= m and PIT = > > 0, then АА п = Ag. 

13.14 Let 了 = 9 + M + А, where AT їн а martingale with Af, = D. 
А € М зайвбев the condition that for all Ф > 0, ЕА] < ж. Let 
X be an adapted step process, and €Z = (QJ) be the complete natural 
filtration of X. Then Z = (Z, = БУНА) (it is called the filtering process 
of Y wet. GY bas a саа modifientinn, and 





шш NIC Exi = T, i] [plebi du) - vida, dz). 
"where i) А = (А) is the -compensator of A, 

Ë) p is the jump menare nf X and L is the Cz-compennsstnz af pe, 

Шу 一 M,|Z[P(ez] — E — AA (indeed, we have M [РС] 
= МУС}. 

13.15 Assume that X and X^ are homogeneous Poisson. processes 
wilh rate n > Ú and 5 > U respectively, £ be a rv. with PEE = 5) = p. 
РЕ = a) 21-590 < p c L sd £, X*, X* are independent. Let 
FP = ajf, Хо Nta gh t z амі F = (Z;) be the rompletion of 
Е" = (70). Sut X = Ха + Хш. Let G = (0) be the complete 
пашта tiltration of Æ. Then the filtering process Z = [Z, = F'|E = 5s|g,]) 
satiales the followiug stpebnstic differential equation 


(b^ a)Z, tl — Z,- 


Í ) 
Я, = (uM Ege i 
D P+ Í bZ, .+ all A) (4X, — [BZ,- + a(1— 2,1), £20. 
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° jom and F = F'(Wj. Then ior any 
ine Gë ты TV. € € fr, there existe Н € LralW) such that 
мин * 
ык e m be а cumpensated Peieon proeses and F = sil ү; 
Sica Sor anr EAE predictable time T and any TY £ € dics i Є лы. 
ге exists H € Ls №) such that £ = H. Nz (resp. £ — F. ` eal mdi 
there exis KL and X? are two semimertingales [resp- оса 
ci m the weak iresp. mtrong) property uf ийде, ЭЙ d 
i ones Pigs ülrations Pi = (72) and E^ = (Zt) e 
Le. (et. 2,21) amd (07,87,07) be the predictable triplet of ХЗ and X°, 
Let (0.8 М EY) Jš = [=° > б], and wildt dz) = Ct dr) dBi be the 
e =: dictable decompositions of 14, 1 = 1,2, respectively, Ancume 
eng in E are independent and J! (x J” = 0. Set 


X = X! — Xš, 
F-(QEO Ае Нея, zD. 
Then X has the weak (resp. strong) property of predictable representation 
m ' 
rt F = [Fi] if and only 证 
"um 198, de! Ld ва, (resp.d( 8! + E!) L d( + B^ as]. 


Chapter XIV 


Absolute Continuity and Contiguity of 
Measures 


Absolute continuity and singularity of measures iuduced by stochuctic 
processes are а classica] problem of stochastic process theory, Semmimartin- 
gale theaty und stochaskie сајын provide a. cormpletely new approach bo 
it. [n SI wc introduce the basic toc —Hellinger processes. Then in $2 we 
Jiseuss nbanlule continuity and singularity of measures. The generniiza- 
Lions nf absolute continuity and aingularity —contiguity and entire separa- 
лош пЁ measures, and the associated problem of Panvergenee im variation 


t measure are discussed in ЁЗ, Finally, the application to Lévy procesaes 
18 given in 64. 


51. Hellinger Processes 


In this and txi paragraphs, we always suppose (£2, Z) is a zneasnrahle 


spere, P, F^ and Р ap: probability memre On F such that. 


PË га P. 
14.1 Definitlorn For any + Є) Ц define 


en ШЕ ЧЕ" 


It 35 not. difficult tn see that. h, ( Р, PY does uot depend on the choice of 
P, bat оп P, P and a only. In fact, if F = э + PU then 


EGER 1-Е) (ур) 1. 


14.2 Theorem 1) 0 = (Р P) = 1, 


— (à 
|. —In,[ÜƏÜmƏÜMU Y,D3,YT-- 
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SI, Hellinger TProcessen 


1) hal P, Р) l 4 F = F, 
3) &,CP, F^) = ü — PLE, 
1) lim h P, PD -12— PI £ F. 
al 
Pyonf For any a EJD. 1 же havt 
upa Z an ae "cv = ü, [2.1) 
and the equality holds if and only ilu = t, Hence 
pee x m. + (1 一 aU. Pe.s,. (2.4] 
dP? ‘dP’ С ар dP OOO 
Then 1] follows immediately by taking expectatinng i [2.2,. 


dP AP o» 
MB) 1e P(TS mg) PPS 


Ann! 


2) із established. UOtwiously, 


-dP aP” P 
= Fl = 0} -1+ ru, 
k (P, P') — 0 — (в ) . 
: dPi'sardi"ji-o — d I | 2.3) 
we have 3). Finally, aince Don = i3 = P 25а by i 
and the dominated convergence theorem we find " 
; E -F[ o0) 
gian = Вны] - P Gs 


Hence 2B 
P” E P P7 > 0) = 1 == lim hat PP) =1, 


ie., d] iA cakkjishod. Г 


14.3 Theorem. Fh- опу œ Е]@, Ц Mere seisis n conatant Са > 0 


such faal 
АР, PN < Р — PA < {С - ts Ps PI : 
where ||P — P'| = 22up PLA) — FF A)| is the total variation of P — P". 
Proof. Take P= S (P + PII. Them 75 + +E 1 


df*4a dP l-o = 
эй - (P.P) =2 [h - (SE) ë - m) Je? 
ар > 
ip - Pl=2 f |: 26/22. 
— ago" < hh — z| от z € [0.2]. Whence the 
hand, we have alrezdy known 


[2.L) 


it is easy to verify 1 — 2° [2 
left, inccunlity of (3.1) follows. On the other 
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that ez -F(1-aGW2- z)— атф 
|0. 2]. And since 


іт (= — 1) + (1— eha — z) — z^(z — z)!" = 2a[1 — a) > 0. 
there exists а contrat Cr, > 0 sach that 

at [E - o2- 2) – 2^(2 ds 1, z € in, 2]. (az) 
Thus the right inequality of 53.1] follows by substituting z with E iu 
[3.2] and integrating against Ё O = 


— z]!^* haa mly one zero point ; = Lon 


Remark. Usuallv, Pg Р, F”) i eniled the Fellinger integral, and de- 
noted by / МАРАР!. Һ із easy to check that Җ(1—В lP, P^]) is a metrie 
un the space formed by all probability measures on (t. FL It ia called 
Hellinger- Rakulani metric, and also denoted by Гар — vd py, The- 


эген 14.2: illusiratse that the ponvergence in. Hellinger-Enkutani metric ix 
Just the convergence in varialion. 


From ac on & nght-continumuis fltration F = (3) ix given such that 
党 三 MFin and F^ is taken ая the reference Bitration. Let Z and 2' be 
the density processes of P and P” writ. P respectively, Dennte 
p 1 | 1 
Hy =іц [+ : Z, £ ph FL =int{t: Zf < zh Sp = Ry A E. 
P= іп: Z, =0}, m =infü: Z= nk s= RA F. 
De Up. 5] = pz. -uüz > üJ. 
Y[n] = Z"(Z'Y ^", m ejo. 1. 
14.4 Lemma. Under P, Y {e} is m non- 
einsa (D). 


fena: Since Q € Y(n) < aZ 4 (1- rz, ander F, Fia) із non- 
nogative awd of class {D}. It ig not hard to justify toot ander PW = 


"s Tz я à supermartingnle, By Tensetrs inequailiy, for 0 = a<] 
EWwSCUIEPSOQIED: zwi Bas 


Lg. НТ јн д P-aupermartingale Then Уау = BW'1—s2 isa Psuperc- 
патрасе. — 7 


negatie supermaüriitgube of 


aye DURS Ther exisie gm unique (wp to P-indistingrishabiity) 
pondtctuiie тисе т procese {тк} on Г with Hola) = D suck Mat Y 
Y(n- Аа) € AP). ша, i didi 


—— — —. 
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Proof Accordimg to Doob Meyer derempositian we liae 
Ya] = Yu) ^ M — 4, (5.1) 
where M е Mol PY and А € Ag (P) is predictable. Otsorve that 
Be- Yle} = lim As p Fio) = io ite — (Y(o?] = 0. 
By the uniqueness af Docb-Meyer decampesition we hawe 
T Mo. ip ASN. 


Bel | 
PN D 
Hic} Y tal 

Then Ha) satinbes the requirements ui the theorem. iudeed, for cach 
n, E|H s, бе| £ nÉ|As,| < oc, and hence Ha) ie à predictable increasing, 
proccus om T. On the other haud, hy the uniqueness of the ranonical 
decomposition У [o] - Hie is uniquely determined by Yi). но dors 
Hia. Thus tha uniqueness of Hu on T is tablished. O 

Remark. In the above proof Ha) has been defined on the whole 
R, and ig uniquely datermined by the requirement: Hia) = Ir - Hier. 
But и may happen that Hia) taken the value +20 оп Tt, Та other words. 
Hin) їн the unique predictable inaereasing Apvalued ргосгынв auch that 
Hij- Fr: H (a) and Y (o) 4: Y Ср Hia € AT P). 


. 346 Theorern. Let F be another probabihtg mensure 07 (it, F] ond 
Р = Р, Let Hio] be the predieizhle incrésimg proeess от Г Tc 二 
determined as th Theorem 14.5 under F. Them Hier) ie P-indistingui 
shabte from Ha), _ 
Proof, Lel W be the density procenn ui P wrt P. Then the corre 

sponding Yin! = V[aoJW , and by [5.1] 

Ye] = [yta] + M — AY = Yale] + W M — A-W И A, [8.1] 
The pet three teris on the right-hand нк! nf (6.1) зге ail I"alopgl mar- 
tingules, Hence under P 


Filaj Hio) = W-: A-Y.in)- Hle). 
Under Р we huve W > 0, and hence T = joju [F. 7) > 0. Thus Hlo} 
is P-indistinguishable kom Hía]. O 
14.7 Definition. Myo) is called the Hellinger proas of order à 
between Р and P”. Obeerve that M (ex) is mol. symmetrie w.1.L. Р.Р]. 
unless & 一 5, {п the sense af Theorem 146 Füge) Ww independent of 


gii 
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"E 


the eboice of P [na š 
are 5,5" and Г). Неле: ; 
Р r-F.ao uniquely determined. ) Beo we may coneider H (o) as 


14.8 Theorem. Ii P 
Е, wn. Under P we base АН (a) < L and on |0, SAF le} 


Proof. Trnm (5.1) we have Аа) = AM — Y [ex] FE (ev), апа 
| | Q< У(а) = AM +Y (а) АН]. (8.1) 
Taking predictable projection in (8.1) and noting P( A WV) 一 出 "-" 
1 —-— MR, CAE 
PY (0]) = Y_ (ll Ао) > 0. 


Simne Н 

Ыш Ү. а) > 0 яа ГО, sof, we inve AH (o) < 1, On the oth hand 

0. Thus ЕШ " per predictable time, and T < 一 RV(a)yr = 

diss es = 0. This impii ! dn 

Tre т кашк 
In the aeque! wa turn to the calculation af Hellinger processes 


14. P 
Ü Theorem. On Г, Ha) is ike P-compensator of K 





us follows: [oy defined 
A (a) , =ч JT. F — 2 LET IIS 1 
rolg iyw uy 
+Ee tT 25 A, | 
ЕЕ B f8.1) 


oltm] = wt + (1 — m] ~ yyl, 


u | (0.2) 
£ On F. Saf wu may apply Ità formula to Z7, and obtain 
Z9 = Zç + deZ iB, p. ade l) ga- 
Ze Hug) Z + 268 D gon (gs) 
PECES di 
- E (Z| + ad "loan. 


I Ú < 5, < no, nne 4 | 
1 Cul verify direct] that ' 

(9.3) at Sq are the за y that the jumps of the two sid 

: same. TH viden of 
D. s.l ence (9.33 holds an [0, 5,1. Analogously, an 


(ZP ° = (Za ed cay ) tmu. zr - 8-9 


———ci4y t. 
жне | + Ayin -1-ü i AZ: | 27 
i -az |). 


Using the атта of integration by parta 


Yia = (22 fe (27) 7 + (7 17 ña op Z9 + [5, (2)17^] 


$1. Helhnger Procesmes J01 
Eu] we hava 

м » w gf (E ы Ya (En а) Z 

+E (у (а + amy -1-[1- au + {1+ J 

асва [а o + 2-1 


Yio 
Z... 








Y (а) р): J Z- Yta) Кіа). 


= Yui + 六 一 a Fa wool 


Сауе є АА CP], it is саву to aec that (H (пу) 


К 
Because [Y (e) -Y- (0) (Куре. Consequently the prof із complete. 


is the P-cornpensator af 
Ú 


= 1 | . 
= be £h nap Tea PAY 
14.10 Corollary. Assume Р = g P * FU). bei е ўч 
of Z, and v фе the P compensator af p. Then 


— s uds per М 
iro) = 297 S eu) AT) + eal X] ev (10.1) 





muliere r {эе LO (10.2) 
х=1+-у—: Ж кертат» 
Proof. Та this ease, z L Z' =з, + Zt = Ü, A 3 + Ag = 0. pu 
ig") = (27), ES = —(Z*). Sino Z, - 2 iur É 7 Ri, we have 
hec z =. tr: : (E^ = 0 and Ir -F= Ü, [3.11 reduces io 


Ka) = 8-9 E a ж) А) e 





and (10.1) follows by hear 14.9. D 


Lemma i Eh. Дае 
‚ Let A and B be two predictable processes шт 
Кеа and Ag = Hp = 0. If A and B ort P ruwintinguishable, then 
Tu = d; : à 

„и А and Ла sn В ате P-indiatinguishable. 
drew For апу H g Pt we heave 


Еш. s) Ax] = BU Hoa АА = HZ -He oa As. 


Ву the same argurnent, _ 
E[(H Tz m Buys] = EK E Z_ Hz. 4) ' Bæ) 


һу 
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Hence Z- е sap ан Z Даң Ë ara Prindistinguishable, and an are 
fug >J -A and Irz sa] Н. 口 


14.12 Theorem. Assume that X £ S(P] and under P, X has the 
wak ратур Бе uf predictable representation. Let ihe predictaüle chüvme- 
Leristics af X ander P, P" and P be do, Aud, (o! Ei) and (5,0, i 
réspechively auch thai 


й= В = Ë. 
w = ҮШ, v EP+, [s =1| C [= — 1]. (12.1) 
w= Yh, ҮЕР, |E-g|pc[a'— 1]. 

Then om Г we humr 


maj- Scd 


-z d 
K= 117" lo — + + арц) * te — ку]. (12.31 


KO Bgw(Y Yn ра об), (12.2) 


In particular, on Г 
1 lza z.1 za l 
H(s) = zR“ Zr {МУ — VY" eg + 2 ziv t-a- yI n). 
Proof. Since X has the weak property of predictable representatiun 
uter P" we have 
# = Н.Х жр — Eh. 
where n is the jump messure of X, 


4X _, p ере 
ЇЇ = — и" = + Iles U = А2 [Р]. 


Under F we hove 
w- 8 — астр) 站 [fi - P) = = а. K"). 


Set 
LI 


df 
Since (Z. Хе) — Hrs. sa iZ, X*), by Lemma 14.11 under Ë we have 
(Z X" -Zo(K.-8)0 H =Z K. 


On the other band, Y = МАР] = Z.(Y - 148 = zZ (i$ — a) = 
Z [z— d). Then we obtaiu 


K = iso ea e s 


Ë = Za + [Z_K}- X"+ |2 [v -1+ Eigen) «(i 8). 


61. Huxlinger Processes на 


Similary, we have 
Fog 2 f А @ p. В E 
Z = HIAL RAO X + | - 1 T- gel [u — E), 
w here Р 
E! = fiers lef – rr b^ 0) 


Thus (Z°) = (ZEB. (Z^) = 4ZLICY A. (zn zn) = (E Z' КК-8, 
and on Г 


2 n 1 m n2 я (KA 
эт a ЧОЕ (2 = (К-К 2. (KYB. (124) 


where К = K Коп Г. 
Denote D = [AX # 0], J = [a > 0l. Then 











AGE n = ü ЕИ 
cer pj LE -İp — [q — €! 一 zü 
E ix 1 + ҮЇР ntiza" ( ! 1—5 
1-—-a 
- AMA A (13.5] 
Yipti-a n 
AZ 1-а б 
= Y'in4 一 一 了 =- (128) 
1+ т n Rm A 


In (12.5) and (12.6), Y and Y" are the abridgements Pr (Y (1, X,)) and 
(Y'(*, ñ X,]) respectively, and p U by conventian. Thus 
АЗ. 


AZ 
Ewellt Bl+ 


pol Oep+ | (28 Lee] — (m 


i—a 1—пП 





The Permpensalor of the right-hand side of (12.7) iz 
- s: l-a l- ЕГ 
еур У e [1— og) ај 
= рабу, рж Yl (i —1—@). (12.8] 
Then (12.2) follows from ‘Theorem 14.9, (12.4) and [12.8]. O 


1413 Corollary. Assum: PE P,X € SIP) and wader P, X has 
ike anak property of predictable representation, Let ihe predictable Ehre 
acteristics of X under P' and P be (a. 17) amd [a jf. p) respectiuedu 
sych thai 


=й, к-У, ү, = с [=e = L. 
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Then pn T we hawe 
Hia) = a re Вр. Ууж +E wall-al-a) [1311 
where P 
K = 4801 [5 — a — (ыу) * 2^ — e). 
Prog. If P" 4 P, we may take Р = P Then the assertion folles 


immediately from Theorem 14.12. Tn general, being restricted on [9,5 ^ 
ri]. (13.1) holds. Hence (131) holds oo Г = 110. S, ^s]. a 
п 


52. Absolute Continuity and Singularity 


Now we start tm discuss the absolnte continnity and mupularity of 


pieasurcs under the game nssumrpiions as im the previous paragraph. We 
also use the same uotationa. 


14.14 Theorem. Under Ë we hauc 


1 z 
[Н > 0, Za »9- fR >t r (2*a- -(13- i + Z-) * vp_ < s|. 


| (14.1) 
[# >= 0] = |8 = =. ут -ry + (1 i+ Z=) += < э). (14.2 


[Menai fhaf p ss the jump measure of Z and r is the P compensaiur of 

н-) 

Prof. Let В = [Z_ > фо |]. Thea z = 2.7 € (мВ), 
2-5 _ 


Оп [0,Н[ we have Af = > —1. Hy the exponcatial formulas, on 


o. &[ 





& = Zaexpi X }, 
汪汪 的- -Y[AL вї A£J. 
Let ш из = ty A1) v(—1]. Define 
X* =b- Lo - DAE — allog(1 АБ 


НАЕ) 


pe 


— 


— 
—— — i Pe 


W ier === 
— —— r ——nr 


i 1 305 
$2. Absolute Continuity and Singulatity 


= = (z Z4)- 4. 
"We дєй gmnp to show " 

j r3 
asi mex sos ze nam 


[ [Í ыд =-1, allog {1 + 24) = -1.} To this end, it euffices ta slow 


Kex [22 -ui Ing {1+ 22 у є (ДЕ (P). Lt із essy to check that 


dnd л? 
о y- ulloll ty S cr ҮТ: 
where ë > Ü is R constant, Thus on I2. Н] 
jaz JJ <= 5 TAMI 
кета А i" ida 
mace Z € My LP R £ CAL (РУ. 
Observe thai un [0, Н] 


AX =l t AL) AX" = wlog(1 т AL) 





(14.3) 
X - X" = Уо + AL) 一 u(log(1 + АЁ}. 


E Xp- (resp. Xh) exists and 18 finite, then 40:0 x & < R |logil + 
A 13)| > 1) ia at must a finite set. Thus by (74.3) we have 


|R > 0, X p- exists and is fuite] = [Æ > 0, Ak- exista and ш us | 
Becange |А X] = 1, bv Theorem B.33 we ите 
|R > d, Хр exists and B finitel = [R > 0, Ap- + (Xa < ex]. (14.9) 
where А ie ihe P-causpeneator of А. Note ibat 
as pr] = $3 A) + AL] 
2 zx 


and £x y > —1 : 
atl - МЛ PË = 02 ор(1 gd) — ellogi! dd) + p E ralfl yi ur. 
where сү > ЇЇ and cs > Ü are consiants. Hence 
VEU, Anr- +{Х“\н- < гк] 
1 


г 
= [t> 0, -ууАЁ°)н- + (1- ү? + =) # pp goo. 014.8) 
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"Therefore (14.1) foiea from (34.4), (14.5) and (14.6). (14.2) Follows freni 
[141], sing Z. > (0-2 R ос. 0 


14.15 Theorem, Put N = [5 ca ar н.(2) = ed. Then 
ib env, PLP, 
nj on N^, P Р, 


= l 
Proof Take P = ;U* +P) By Corollary 14.10 we know 
ly dedos 1 1 
whem À = 1 + ge = L = Hy Theorem 14.14 we have 
[2 > f] = [R = а Z7. (Z^) 4 (1 — VAJE ns zoe]. 
[Жы > 0] = [' — 99,277 (Z9... + [1 VY! s usa < эс]. 


Since 1 is between VA and ^X, 1 VA X- n0 — d 
И vM. Hene Р (4А XY - VAY < 


[F = по, Ha (1/2) < oo] = [Zu > B, Z. > U], (15.11 


|5 < ac or Hs [172] = co] = [Л = 9 u [Z = ul. (15.2) 


Jecanse Pf Ea = 0) = ü and Р 29 = 0) = 0, the assertions Folluw Erom 
115.1} and (15.2) immediately. O 


14.16 Theorem. P” ¢ P if and only vf the following conditions are 


ы; 


i| Pa = Ро (FS and P, are the restrictions af P and P oon Fy 


respectively], 


8) PL) < oo) = L, 
Ш) P(I az tras > 0) = 0. 
Proof. From Theorem 14.15 we know 
Р! £ Poe Ps - во, Hab) < ao) = 1, 
hecesmity. P und ü) are trivial. 
Е {в + re] = БЭ (S gp nn] 
= EKZ 7.2.2 suus] = EIL T у укн] 


=E | EN 21 1л, 8, gd = EZ снаа sal. (16.1) 


—y n 
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i 1 = R. Wecmuse РІН < 
i D Z AZ; = —ZE d possible only when # = Н | 
мш ide P & P. so РЯ < oc) = 0. Hence 11) follows from [16.1]. 
Sufficiency. In order to obtain PLS = i. Hata} < >) = ш ñ) 
and P'(R'« so) = Ü n sufBoes te show PR < x Y = 0. From ШЇ) nud 


(16.1) we hàve _ | 
E]Zr_ Fine x е0] = 0. (18.2; 


put PLE < rs. F = ao) = 8. Thus R <; oe R' = x and Zp- > ü P- 
aa. Tt is deduced from (16.2) that Р(0 < А < ос. Ëa- > (J) =E. ү 
P'O < R < so, Za— > D) = 0. By i) we know PHR > 0) = 1. By 
"Грею 14.14 А 

{Н > Eg > 0] = 1820080) < оо]. 
aud therefore by ú) PR z 0, Fr > ü) = 1. At last. PIR< soy = 0. 
口 


14.17 Remark. H P = БР + P^, condition i) in Трешгеш 1436 


ig equivalent to the dollowng | Е 
iil For al АЕ Р, (ГАА) жы = Ü P'-na. = (Pa donans = n Fa. 
(Recall that in this caue À жг aud M +i are the compensators of ш under 


P and P rezperctively.) _ | 
"Proof. iñ ñiy. Les A ÉE P and (А ж v4, = 0 Рак. Then 


у>] * ras = 0 Pas. By їп) | — 
(FAN) E шы = (apat) * me = [А * ansa? |. = 0. Ps. 
=... i 
iiy =з]. Obwiouniy, we have (А-0) + ee = Ü. Тү iii] 
pal + Aes = [sca жк 2 10, Р'-аз.. [17.11 
Би T+ "= * D'un 一 ü. Pas. and P-a... From {17.1} аА + 
Ау w ss = 9. Pass. and hence Пу t vas = 4. “ав. D 
14.18 Theorem. P'LE if and only if 
P'{Za = O or Halt} = озат demz tpe > DL ORD 
Prol. we have 
P” LP 
== P(S o as ог HAZ) < aa] = 0 
= PR ос or Halli? ос| l 


т 1 T = 
«=» Pii = „яи Ü = A < по and Ны) < "©. аг Hail} = оо) 1 
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= Pif = ü, or Ü < R < oa and Zg >D, or H. 11/29) = oo) = 1 
= Рр = Ü. or frg |* as > Ü, or Ha [122 = co) = E, 
Detiag that [Zg = 0] = [Л = 0], 


[F > 0, Hr- < os] = [R > 0. Zg > 0] = [а >й, D 


Tt should he pointed out that (I8.1Y ia not a prexlictalte criterion. 


Seemingiy, it is hard to find а predictable criterion for singulazity in the 
general сағ. 


14.19 "Theorem. Assame Р P. Then 

LE P'a P PULS = nə) = 1, 

2] PLP <= РОН.) = m) i. 

Proof In this case, РЯ = po] = 1 and hence PES = ao) — 1. "hen 


in Theorem 14.15 we may take N = [H,.(1/2) = cc]. and the assertions 
Loles, П | 


14.20 Theorem. Assuse tkot X € 50Р) and under P, X has the 


weak properly af predictable Ttpresenküfium. Let ihe predictable rharncter- 
wies Of M under P, P and P be [x ер E 7, un) 


d td Т m I 
verde d e nri [cc (3, £7] respec 


“=, ҮТЕР, ji-ibc|a-ui] 


m= Y, EF, [ë =1| cj =N, 
Set 


- + 1 н. 
тү = іа: / jdi, — >, 一 Су) ж fi 一 Buy = h 


t 
n c flt: f dnt, —&, - Cefen) e (2 - РЫ] = ос}, 
T = ту тр, 


| H 一 F — rx -- (жеу) * t т "Део + (+оо Ы, ү. 
Let K be ra Ftorelued predictable process surh {Аай sf on |0, t] FF ds abso- 
fuel comiinuous unr t, jJ, fhen Н, = Kad, D = z = 1; und if on. [0,1] 
2, 20 E | 
1! з nof НИТЕЙ continuous ar. B. hen Кү — +, Define 
A= KREi — ГҮЛ RT -ayi — ay, 


N [aa = Ujur (Ul x о [As = ox] U [Eyy * > 0] 


= y 


——— 
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where ц is ihe jump measure ef X. Then 1) on Л, PLP, 2) aon МР 
P. 
Proaf. 1) Bet 
HI – [x - & — 22]: # {р 一 Pnl + iHa: py асри 
and 
Hu = er — n — Еа) 3 lu T= гро, + {жос} T 
Let 1,1—1,2, be an F-valued predictable process such that if ox |0,4], 
1 e ure э ji ú a" ü " 
Hü is abechitely continuous w.r.t. Ñ, then H^ = Í кї лы s š 
and if on (0, й, H w not absolutely continuous w.r.t- J, then Fi) = +=. 
Dehinc _ 
АЙ) (КОИ B (1— AY we + УМ а – м1 – ау, 
A = (EOS a (1 у) p+ Бут т ут а)", 
И ia not dilficn to check Ng ML Na, where 
N. = [Za = 0] u A = ool u Hyg * nae > О 
Ё 


[> ПАХ — =] > о, 


М» = |Z: — ü] L! (LAE z B L.I [A 2 no] u [Дет ж i ul. 
t 


[E лАх,=пя =] > el. 


(Ei fact, if 8 = 8. = Ñ and dAU q dS, = 1,2, then RUP. KQ) к 
and A < 2(AU! + ATH.) 
Since PE F, we have 
Ру 一 Ч) = DÚ, 


P(UIS # Ар = 9. 
P(AU < ооу =1 
(hy Theorems 14.12, 14.16 Aud comparing А!) with the Hellinger process 
of order 1/2 betwceeu P and P). 
Ё уц + Шс] = Е| = * taz] e^ Е у=) 1^34] = D, 
PAX: = 0а = 1) = 0 (under P oic |AX z up. 
t 


aud hence PUN) = б. Similarly, P'(N,) = U. Then on N, P'LE. 
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2) We want to show Nr c |# = sa, H... 1/2) = oo]. Then the asscrtion 
follows from. Thenrem 14.1%. As showy in the proof. of Theorem 14.12, 
Ё = Zn£i E). L = Mis nt Р} aud 


т 
Abem [F ANYA ах, zol — Трака) 
see (12-53). Accoidiug to the definition of N. on N= for any г If À X, x D, 
F(R À X,] > Dand AL; = F(E ÀX.) 1 > —1: апа AX, = Ü, a < Land 


AT, = . 4 -1. In a word, or Ne AL > —1 and Hence # >> Ü and 


Ні = oc. Sinularly, on IN" we have A» = oo Therefore А с [5 = asl. It 
is aaay Lo se from. Theoren 14.12 that. N^ c [Fil] < e|. D 


. Remark, The assertion. 1] doesn't need the assumption that "nier 
JE OX has the weak property ul predictable representation. 


14.21 Theorem, Lei X = Ха T 如 Tool бе б siep process, where 
"=L 
Th Í oo, for mch nm > DQTn < сул = Ты = Ты+1(70 = 03, md for each 
r. 2 L, Bar < оо] = [+50 Pet F = FHN), P' ant P he tun prohibiti 
тчейаштен um JO — WJ The Lévy systems Bf X under P" and P ure 
i 

cenoled iyw aud respecisueh, Then P" ar P Jf азд oniy if fe following 
eondizons ere fulfilled; 

1) Pt E Py, 

Ш) there erite W € P^ euch that 2 = W. v, [a = 1] c je = 1] and 
P'TAL, < oc) = 1, ubere А' = (1 — Wy < v + Eivi- z — 1 ал). 
P1 Hus ense, {Лс density process of P” wrt P is 

н 1-1,4, 
Y= B” Ta ^ = š ul- jeug. А' = = 
EX H Uni »C m. і — 1, je т x]. 
Ln, un jid = ac]. 
121.1] 
ждете ые aa Phe нтте pari uf u, 
| PETTE = 1 
Pronf  Sulciency. Take P = a + P). Then Theorems 14.12 


and 14.20 are used, It suffices to check PN = 0, where N is defined 

ш Theorem 14.20. Indes. PAZ = ü] = (Д = 0 - 0, інта 
ШР"! 

у = Дар: Pas: РТА. = oc) = O, because (1 WY ко = 
T 


(UY = wh * P: 


Е [ra * Hoal = ЕЧ т=н * Hon] = Е) * Pl = 0, 








TEL тш 
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because Y" = Y W(undez PY 
E 5 Дах, Луна] 
f =: yil — п] = ü, 
= EY. harsaa] = B Даа 4) 


Hy i 14.16 ñ). because H(1/2) is P- 
The uecessity ін сјевг by Theorem 4 3 
indistinguishalle [rom 1(1 — VW! « + Divi -u —4/1— 2) р а : 
proof of Theorem 14,12 wc Elbow that the density process Z UL. 
P (take F = P] satisfies 


g'a zeje (wit 8) ао, 





Brom vi -local marti on LJ[n, £7] = 
b= (W 1+ TN ela- Pl аре on L 
| 4" = acl; and 





йз 





r — 
Up ат HT s 


r 
т, Да 


= AW lan (аа) HOW Пре a, 


t» 一 aa 
ü E а H ' “ +. Sel а 1) T iier. Iua 
= —(W – 1)* Ë >, ALa- 

FET 


"ru 
Denote hy Z the pros defined in (21.3) Clearly, for - к | 
ZUEL] = (Ez. H for some т. = E < оо, then m к 
Дук = Ер = 0 lf for ай m й, c W c co, then AR- im Z re, 


LL = p Ë in! I TE f F = n ГЕП 
1 Г 日 а th definit X (t а тапа knew 3 
lun Zn Ёт, rl. Hert т 一 


[R',oc[. Therefore Z = and thes proof ін complete. O 


14.22 Corollary, In addition £a the assumptions of Theorem 14.21. 
upposc Dh € Po and there exis W Є PH aueh ihol s = Wr, а = 1] € 
5 
[z = 1]. end fer euch t > Ü 


Р{{1 vWF ки + P (i= a - yi- < оо) = 1. 


Then P'LFP if end only if =. 
P'ia -VWP «ws GA a з -щ}# = a) = 1. 
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Proof. By "Theorem 14.21 we know P « Р, for all š >W and Р, 
are thc restrietions of P” and P слу P, respectively). Then the assertion 
fola frm Theorem 14195, 0 


ЕЗ. Contiguity, Entire Separation 
амі Convergence |n. Variation 


In this paragraph we always suppose (ff^, М s > l, is a вепшепге of 
measurable spacen, P and. E" gre bw probabilitz meaantes on (0. X) 
for each n > 1. 


1423 Defiuttion. We say that (P) is contiguous to (Р), and 
ienote it by [РР a [P7 i7 fm all An E Z” 
"(Ау 0— FF7(A,] 4, 
Obviously, | 一 P^| — 0 2 (P) (E). We say that (PY and 
[P^] are entirely separated, and denote it by (FF 1A(P"]. if there exist 
A UDELL (2145 amd Ja, € FE such that 
РА.) n, PRAGI cH. ask — xo, 
Det £, E F",n >], IE for alle > D 
Р"). 0, 
"m ану that (5.) converges LO зало y [P], and denote it Бүк, "n iEn: 
FU] Ds said to be tigh if 
lim Tig РЧ |> NI =o. (23.1) 


Ме nD 

If ds. m 2 1, are all finite-valued, [22.1] is equivalent to 
lim aup Pijin] > N) = 0, 

N Cem n 

sie, Ehe Ташу of не distributions of £g 55 tight. 
The ceueepts of contiguity and entire separation are the generalizations 

cE the concepts of absolute continuit and ajnyularitr respectively. In fact. 
С", F] = (R, Z) P^ = Pay Pm = F', then (P) 4 (PJ is just 


I ж P, and ( PP)A( P) is just FLP- We suggest the reader to justify 
it. 


14.24 Theorem. The Jotlowing statements are egquimlent: 
V; (P5) a (Pn). 

2) for ali éa € F7. £, I a ss „РТ, 

3) for all £y У, (£4, P) ia tight == (8, P?) is Fight, 
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Рта. 2)21) Let An € F" and РА] — Ü. Write Ç, = Ia- Then 
En Ü, and hence к, D, ir, Р“{А„) — ü. ú 

1)= 33. Suppese there exists £, € F",n z 1. such that. [En P") is 
tight, bnt [£,, P") is not tight, Then there exiRER = > DL я subsrsqueuce 
(my) and Pe, — ое such that for al! k > 1. PP", | > bnp) > z, Define 

| [E | z b]. тел, k 21, 
Аһ = 
n. m Q dug). 

Thou Р" (Алу — 0, but Р" (AL) z 0. This is а £c nkrEdichian. 

3]22). Buppoee there exista m € ЎР". m 1, such that (ты) Cconvergen 
Lo zero in (|, but docs not converge to gero in Р"), "Then there existo 
£ > Ü, а subsequence (ni) and an | Q auch that for ali ЁК, Р" ill > 
E) m =, but Ре (fin | 2 an) — Ü as & — сю. Let 

| „аль: U = mk. Ё Z 1. 
" la, n £ (ль). 
Then {fp P") im tight, Indeed, we have hm. Р" (| > 1) = Ú. But 
(£,.I""] in not tight. In fact, Tor each № when n ін large enough, we 
lave efan, > № and 
T i p £ 
да Piel > м2 Bm P {Kal 7) 26 


It is a eontradictipn. L 
Denote P = MP T P3, end 
ар" dp z. 
Ta Ee? M = "+ la "a 
IP dP” En 
Clearly, Р, < 20) = 1, and the Lebesgue deeompaoritica of P" wri. 
P" 15 ав follows: 
рч) =f ыар" у P^(B[, = oc], B € F". 
H 
L, ie determined to be P7" + Р.я &., јпяі like the uniqueness in Lebesgue 


decompasitirm. Та fact, m the defintion of in P" may be replaced by ашу 
s-Rnite measure u" whenever PU Q д" and Р?" a и". 


1 : 
14.25 Lemma. th. P") end [.: “| атк tight. 
n 
Pruof, We have 


1 1 гр 
pu,» N) = Í zdP" 5 = nUP < 


т 
РАЧЕ N Јама] 


1 


E | 1 l 
Pies) erede f an =b, = 
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14.26 Theorem. (P^) « (P) $f and only if (I, P3 ia uniformly 
тире and Pih = =o) — 0, 


Praf. From Lebesgue decomposition wc know for һау ПЕ" 


L һар" = P^LB,y < L L dP" + РЧ =). (26.1) 
Sufficiency. Asume РВ.) — n. Since (ha P™ is uniformly in- 
tegrable, ГА Р" — 0 (Theorem L9) Then by (26.4) we obtain 
рен. 
| Parasaity, Ёшсе Pih, = æ} = 0. by the contiguity P'R(L, = спо) 一 
J. From (243.1) we bm Хар" = 1 and Еи eny B, € Fan’ 


Рев.) — ü > P"(B) + 0 > / I dP" — 0. Hence (f. P") is 
amifenuly integrable. D "i 

14.27 Theurerm. The following staferuerta gre equivalent: 

1) UP) a (Pr), 

2) М, Pr) is tight, 

2} 人 ia tighi, 

4) lim lim hatP™, P”) = 1. 
r 1}=2) and 1j—3) lkw from Lemma 14.28 and Theorem 
14.24. 


2)-1) We are to justify the two conditions in Theorem 14.26, Bx 
[26.1) we have | 


EN МАР" < PHIL > N). 


Hence, acting Р, < so) = L (I, P^ is uniformly integrah]e. On th 
cther hand, Pijin = po) x P^(L > А), Thus 


J P. oe ра, Bs Pü, = N)= 9 
1L Let РБ.) — ü, R. £ Z", Then, noting zn + zl = 2, ww 


have 
PIB.) < P. cl Fi ‚атт 
( xd ы" 


2-4 
liN En 





mn s) a d P? 


1 
= Ра é z) HRN ~ 1)P^(E,). 
Letting n — co and M — ос consecutively yields РН] — 0. 


г 
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ajA) I ps not hard to вес ibat there exist threc Diactens W.Y 
and y; eu |0, 1[ such that 出 > Ü. 2 m > Ü. Ban eio) = Him ta) = 
ши айу] = Y and for z € [0,2] 
а 0 
чх) 至 2 (аЙ < z"^(2— rJ -E __ [2 š т} = aia 4 lrg [27.11 
Suhstitutinz r by да ш (27.1) and integrating against P”. we бі 
уа] Р 2 E20)) — Реза Z та = ААР". Р" ү - 1 
< ple) Ра лицо}! - Ра € miel 
Since m hm Prien <€ da] = 0 {сипа 14.25}, we have 
让 :一 站 而 一 Co 
im lm Piin < 1€ Bm lim kal P. P"]- 1 
- lim Wim P (zm < telah) Ж Bm иш na 


<- tim B P'(z 5 39) 
Kow 2)—4) is apparent. D 


14.28 Theorem, The folieumng stateruentz are eguitialeni: 
1 (PMAQP), __ 
2) for all N > Ü, lim P" > Мү=1, 


5) for aM c hm Pris 2 6) = 0, 
TI— US 
4; jor some à Є]0, Ц, lm. hai P, P^) = 9. 
51 fer ATEH fr ]p. 1[. Тш А.Р Р") = ü. 
Proof, Let 1) hold. There exists a subsequence тр) and I, 于 
surh ihat Pt (Bn, | --+ p, PH Hep) — 1. For amy М >I 
Pade fo dp" + P Ba s, 2 NT 
By, ln, < N] 
= NP" Bn) e Pe Z Ж 


Heme m PU, 2 Лу = 1, and Hm Ре, > N) = 1. 2) i estal 
上 一 -5 тг; 


Bahar. 
For guy = > Ü 


r 
i, 
Pht (с, ipe PUDE ) 1 p ine qp 


п Zag mr Em 
2 
< PBa) d T PIU). 


Thus 3) faliaws. 


4116 Chapter XIV — Alehute Concintüity аси] Continulty of Monzures 
Fur any e &jD. if, by Hölder's inequality 
APT, prae = v dE™ т li íf ГЕ" 1-6 
! "oM, А, Tn, ) [ Bs: # BP ) 


ку f nL% 1—9 
H(p аы) anm) 
E PEIB, MB чи 
Thus 5) Вож. 5)=4) is trivial. 
2)=-1). There in x subsequence (ng) such that Pii 25) > 1 — 1 
Let Fa, = [h ж E]. Them P7568, ] — 1. By Lemma 14.25 
Ps, 28) 5 Ша Шы РЧ, > N) = t. 
Неше Pa ВА, — 0 Pri a] — L, ie., PAAL"). 
3)=>1). There is à suhaequenee (ть) such that Pa [na > =) < 3 


1 
Оп the other hand, Prt Em < z) = L Let Бы, = [n, > 1 Then 


PE Ea) 一 OPI (D Y — 1. à li 
1]2-1]. There ів a subsequenee [ru] such that liro АР prre — 0. 
É — x 
Let E, = [En € Sal Then 


mm) = Í. эйр" < Ja, ek sap 
< R [Pk Р?» |, 
Р (нү = a 5 Í ч) Tap 
< h,(Pn*, Pi 
етсе е т) — 0, PB) 1 n 


14.29 Theoret. The following sintements aie tg uivalent - 
1j ||" — P] — n, 


2) f ll, Цар — D, 

ajh 15u, 

Íj а = LER 

TI fur serar n Eju, L[, im. h (Pm P = 1, 
б} for awy c €]. Ц. lim h, (pP, PR) = |, 
Proof We have — 


IP" — ре = МЕ - a |а" = / lin — Р" + PP, = oo). 
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1) = 2) follows immediately. 2) = 3) in ше by Chebyshevs in- 
equality. 3) => 4) is essy. Indeed. 5, — 1 = 2( zu 

4) = 1). For amy given & > ü, Шо á < = 2 d. then 

1 1 
Fa -11«9- f ар“ > | lupe 
jita- Це] 95 [= 1154] Za 
1 І 
риа — 1| = 
> r P" i s) 
Letting n — со nud ё | U eonsecatively yields ть 一 1 Ёз. Siue ES UE 
1. P" - Р] =2 fiz Ца" — 0. 
1) = 6) = 5) = 1) follows from Theorem 195. D 

Егин now пп we gappese for each n. & right- ky q filtration А" = 
[F2 i given such that F” = v > amd take (py аһ the reference 
filtration. Let Z" aud Z'^ be iie density procsses of P" and P™ ът. 
P” respectively. dns: 

нр = іш ft: єр 87 = mfft; Z < < 3! 8р = RE A RY. 

B. = і: Z? = бї, к“ = ш}: g^ =й} sS" = R" АЙН", 
T" = Ur. sr] = 0127 > n, Z^ > Dh, 
" uthe Jurnp meusure nf Z". 
-ibe rompensator of p” noder Р“. 
is ihe Heilinger proceas of (P7, P) of order 1/7, 


aud for N32 
iN) = X" INI gam] * E". 


where A" = T Am = 1 — gw lt ig mot hard to check directly 
that Mu and AU" are the enmpensatorn of и" under P" ard PU 
respectively. 


lu the sequel, fur the sako of convenience, we omit the index m enn- 
stantly, T appears only іп the case, where 让 jp inchspengabile. 


14.30 Lemma. СР) a (P^), then 
пш tm Pe" ST < эс = U. 


二 一 ce 1 —+ 
Pracf. Wa havt 
PAR, < s) 5 P'[ Zt, = a es 
Ps = eo) € P'(R, < ec) + P'(R, < 00]. 
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H ' 
eme it nsufüees Lo show Hm Ша PR = cn) = Ü, IE it is not true, 
there exist ñ > 0 and à subsequence ing) such that For all k 
Р Др < zo) m (30.1) 
But mmilarly we have POR, < ac) < z- Then P(E < o3) — ü, and 
_ : 3 
hr the ecntigiiby, Pe EPA < S5) — 0, which coutradicts (30.1), O 
14.41 Theorem. (PT) 4P if and i i iti 
» e ) oniy if the following conditions 
DOPS) 4 (Py), where Pr = Pre and PR = I" |, 
п) (Hi. P^") i» hgt, ie, lim. lm Реа > №) = o, 
li) fer any £ ed , lim lim Р Ци (M) > z) = D. 
Рту. Necessity. i] in obvious, Noting that 
Ha < КҮ, Не, 
[recall Y = v ZZ). Y € land Р“ < 2P, we have 


РҮН. 2 NY Z P(S < s) + PY. Hy 2) 
< P'(S, ос] + S Bir.. HJ 


= P'(S, < co] + EEM — Yu] 


，， 2Ё 
= Ps, = r! + W (31.1) 


Letting m — co, Y — cc and Ё — co succezá ; 
i. Bel vely by Тепиша 14.30 yields 


3^ QN) = {кушка} * ur". 


1 à 1 
Ша <: 3 mn М. t = ju Ton) — бин = 3tvm - мш]? > ce. where 


- ; = X Thus 


iN) X eus Ais el N22 


Hence HN ig Pintegrable, and hence £" inwgrable, Thus i[N 95 is 
the F"-rompenearor of giw). By Lenglart/s inequality Bor = > Ü 


Pris 0А] > z] = Аа + PFUs СА > 0), (31.2) 


ч 1 2" 
we А Л) < 1, and on (0, S.L. z- | 2 зр z < 26. when № > 4k? nn 
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N 2 
E 2 < N=. TL 
[0. Srl we have 2 g 2k < тр © Уи. uis 
js [NJ20, (AJN is, S Дар 
Hence. when AX > 4)2, by (31.1) we have 
PUN) > e) € Ps (N) Z e) + PASE < о) 
1 | 
x (- + Р, = сю). 
Е 
Сеніца n — c, А — по and k — o6 kuccessively bar Leanma 14.30 yields 
ii. 
&ufficiency. Ero the exponential та, un [0, 5] we hee 


ur E AE' 
төн И iyi ee glo m) a 


zh gru - x [egt 2:)-5 z4) 


Zf- (3-3) gt p 


„(А = Xe ig - 9) bog -(X- al азн) 


„к= фа s 





z i 1 gr 
= бер = (з + zr) «iz z) Az 
A 
тА Axa [ок ~ - (0 - AJ "ul 
E DN Вп}. 31.3] 
Е Т 1 "T š i i 
where ZP = = = Z° + z^ y je thc continuous mar 


tinzale part ol 2 der Р, апа 


l; 1 1х? 
A= (Z +y)” rigt 29 


A š 
В = Ot - Xe - e) [g —(А - Aj +j 
-= lo l F 
= pipi ul s 1 [peus mie 17 LET 


1 
- (ро-и ЮЕ -) + (i v) + [pe-e mg EE. 站 | =r 


= В! 4 H* + B" + B*. 
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À ‚ 
where p = Tr is the P^-compenssator of p, and b EjU ia à constant. 
Below wa will discuss under P“, aml estimate (31.3) term hy term. 
Firstly, since {РО} «1 (P1, we have 


m Jun. PUE Mp [51.42 


Secondly, since EI = {29}, by Lenglart's inequality 
Pi z) PY > N) МЗ РЕН. > L). 
PAL 2 w. Z LINTE РЕН RE) РАН > N). 
tting È — o0, m — сю, /N -+ по amd L — эо sueresgivelv yilda 
A = 


Thirdly, using |1ag(1 + 23| = [x|/f1 — |z|) for | 了 | € 1. we have 


(tec ape og -) т 局 ш V = С-ы log” Bl 3 м 


(31.5) 





< (isu a Haje Vx (ИБР us Lie сан, 


where ср is à vanstant, amm of b only. By Lenglart's inequality 
Pg > N) LIN? + Pra > L). 
Letting k о — oo, N — co und Ў, — о successively yields 
JE, i Phi Wa rg 5 t (8.9 
Fourthly, using Hog(1- z) — z| € z?/2(1 — |) for |z| 1. we have 
18| € Опе = lon + p — 11s о 


1; TERET 
s {2 le- TES m ES m ` T [n — 1р ж rd = aH, 


PUBL Z N) Рен, > M), 





Henee 


+00 + 


ЗЕБУ. we kave 


„аш lira п P^( Qm Ur ss > м) = (31.7) 


ig^] x [д,- ien tiyr- É e 
= {1 +- х= miri! Tap c CH. 


PB? > N) < FiaH. > N). 
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Hence 
lim Wm P^( im ("Зы > N) = 0. (31.8) 


Л сдә c tim x 


Shally, take Ü < á < | Б, then 


1 1 
В! = (cost logt A * ji [Tia log* 5] "и 


= (lsc log =) "uc (ск ot _) ш, 


P'((exp( В! Hs 2 N) 


log AN 
= Р {1-8 жи], = 


log 1/4 





] TE nis, > Ш. (23.8) 
Clearly, 
I бе} eur e lr, pale — |) * t! € eu. 
рел0 * 9. E Ц * 6 = Ly: lis 
Ву Lenglart's inequality 


log. Lloglfé PnH.-lL). [31.1 
Р {11-1 ж а), 2 x = Тор N +F (съ > L) 
Ün the ether band. 
ред * E iera * Tr PacveKxana] * v 
EK) K usoari tM 
Кё в. 
— (a iur 
[1 一 Jag V? 
Ikt 
zi NE LE 
sut (1 - мё) 


= [R 1 + 


wote that ы із integer-valued. Again Dy Leuglart's inequality 
Р Пек ie, > 0) = Pers * E), 2 1) 
ant Fig Wig ЕЛ}. gU [21.11] 
Frean (31.8) 31.11) we obtain 


irh 
Piapm Hh 2 N) < E рН P E) +9 


+P'üs IK) 2 20) + POR. 2 mü ~ VEP AK). 
Letting k — X, п — со, N — оо, L — en, š — Ü, E — co und — i 
vurceanively yitlds 
Um dim Р"{ fim (expl B Dip > N) ей, [31.12) 


MN FEEDS 
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From 721.4;-(31.8) aud (31:12) we get 


lm lim pn lim тер ыйын 
n : 


Л веку ТЕ — mi k — xi КАШ 
Р | _ | . gn " ZUR " 
In fact, it E. = E 
n it їн not difficult to sec um zm ja Po К Hence 
n TW (E ЕЕ 
Jm Jun Р те 2 N) = 0. 
"his implies (P™) a [PY (Theorem 1427]. O 


14.22 Remark. [в Theorem 14.31 condition ii) can be substitute 
Ly 


iiij For all A, £ x7 
ri TL pr IFL pue 
СТАА a 0 oe (Fa Ж") eve — d. 
Proof. ИШҮ. 
(F4, A7) = v ® tire cm X) * vm (ЛА [Man у мед") * D. 
£ IN) + АА Aem. 
HL +B й). 
Дача ыд, Ж (AN. — 1)7 HT. 
Take М” 一 ng, A, = [NT A" < А", tben m (Wy 0. o 
14.83 Theorem. J for si N > 0, lim P(H5, > N) = 1, then 
Proof, By (31.1] 
2k 
N 
" dk 
= РОА < 65) PER zo) + < 


РН. 2 N) Z P'(S, = =s) + 


2k 

" 

Whence lim Jim лр Zoo) = 1. Comparing with Lemma 164.25. wc 
kane {PMAIP"), n 


< PR, < o0)+ Z + 


Obviously, i£ (Pr 354 P5), then {Ру I P). But either LPT JAPE) 


or the condilioa in Thecrem 14.33 ія Far Кош Deney Юг entire separa- 
tim. 
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Remark. Naturally, Theorem 14.16 can be deduced тош Theorem 
14-31. and also one can deduce from Theorem 14.5} that if РД. — 
o6] — 1, then P'LP. The details are left tu the render. 


14.34 Lemma. The following stalemenis тте equinnleui: 
1) ЦЕ" — P" — ü, 
Р" 
2) (2"-1670 
33 (Ez тр 9. | 
фе 1)=2). By the maximal inequality of zuartingales, [or = > Ü 
= 1. 1 
PUZ – 15. 2 e) < = -1]= 51Р – Pl. 


The agsertion folles immediately. 
Jj» f) Obvieusty, 27, — 175 0. For any given e > Uand < š < z < 1 


__ I 1 
Ри - 122 f z 


1 5 
ра, 04] Zo Lew 


p 
Letting n — ос and ë — Ü successively yields ZÚ. — 1 —U. gud nenet 
p-p|23E'[Zz — 1] — Ü, since | £z, — 11 € 1. 
| Noting a 1 —( EEY = (1 — ЖҮ? and б< v ZZ! = 1, we have 
ü - Уу s |ü -Zy < 2( — v ZZ"). 


IIenoe 25 e= 3j follows. E 


14.35 Theorem. The feliewing atalemenbs ure equivüleni: 

L 11Р — FP” — 0, _, 

2 i Pg - PE] — 0: ü) Hz. 70. 

I r -. (J; i) HZ, — d. 

2 pde neta Recall that Y = Ya + M — A, where 
M is a msrtingale with Мо = Q and 4 = y .H. By Tenma H.H, 
(y^ — ypy Узи. А is dominated by (Y — УШ”, ALY — Ya € AY] < L 
By Lenglart's inequality we know An x=. ü. 

Observe that on [int,sa Y: > 1/2]. 

Hos = (1- - 1] Ав + А OY — UK As + Аш. 


and on [іо >п = ij d. 之 177. Therefore lor any e > ü 


PU, ze) SY Ma 2 gie PUO — US + As 2 s). 


Hence un, P, 0. 
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2)]-2»3) in trivial. 
Hi At ürst, observe that 


Ны (VA- VA uuu > XJ - 1) sg * E 


> s - 1) axa * tos 


am вз, 0. 


Hence 


Applyiug Theorem 14.41 and Lemma 14.30 we know (P7 a [P] and 


Jn. JER РЧЭр < оа) - 0 


(35.1) 





| f i 
Mrr deine L = Tp = ў М — Н, Uang Toà formula, on Г we 


har: 
pM ose zum ius vegan — u) 
= ы - zr )-2° HE — bip — vj 
E 209 ~ з) а Р - 1) «(i — Xr) 


HE zz + А-У -aen (вл) 


rF- a а 
where £^" js the rontinuous martingale part of Z under Р, [t іх enay to 


ste that on [0 Sk] we haya 


(Emakas (E an esa 
[AA — 1| р wi 

ЦА — EHAA = D| S (X + мл — MEA — МЗ”, 

ÑA - УЛАА — 1er < [DÀ + DUX — XY] «v 


«ут k 2b + 1), (35.4) 


siure 1 ів between V^ and «V, and |v À — 1| < [А — VA]. Under P we 


luxe 





(s= Т + (МАУ — 1)» (и - АР) 


1; 上 5 
< iz rZ) 7+ IMVA- Axa {2+4К\Н. (355) 
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From (35.2)-(35.5) and Lenglart's inequality wc obtain 
(ny, ^ 0. (35-6) 
Оп the other hand. лїшсе (L^)g, < 2Hsy, 
(Le) 87 760. (85.2) 
By Ше expenential ботила, on [0, Б] we have 
i ^ 
Y = YEL} = Yoexp[ L 一 s E + Elocll + AL) — AF51. 


1 

Noting that U < z — bogil + m) = г? dur || = 5 and 
F 

АЁ Аж _ 


we have кз 
9 PAi etl + ААА jag S EXPO anl h 
< AN — 1 uas S 40 XY! + им. 
Since [А — ММА] «à Z 2(1 + 2k) H, using Lenglart'a inequality again, 
we obtain m 
(САТР — logii + AIH Luca deg 7*0. (35.8) 


For ппу c > ü, 
KE logit + АЛ) – Ада, >e] 


C ADS, > IU ELAD — lagli АПК aps ze] 38.9 


According co (35). [АУ 7 0, and from (35.7), (35.8] and (35.8) we 
di E^ 
(Күш 一 z^ sr + (юш + AL) — А) — 0. (85.10) 


Since YT — 1550 by i) and 
Г a lere "Y — AL - 1]. 
Y" -i= Ye - 1 3 + E(log( + AL") y -1] 


fim (35.10) we have . 
(Y" - 1i E. p. (35.11) 


Fer any given є > 0 


P^(Y"* - 12. 2 e) € PCT < so) + РУУ" — Le 2 e). 
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Lettiug ть — x: алый K — >a sucressively, from (35.11) ant (35.1) we know 
IY? p Sg. 
At isst, ||" — PT :— 0 follows from Lemma 14.24. п 


14.36 Thenram, Lei F” þe a probability measure un J7 such that 
Р“ < P and PU g РО. Assume X^ є FUP ) and under P^, x^ 
has the weak property of predictable тергев щн. Lel ihe predictable 
characterzadics pf К" under P^, F” ond F^ be (rr^, HP, p^ V (as, К т) 
uad [c. Q p") тери аала баг such Fhat 

и = үз р. үне pet, |= рса = ү. 
ЫИ" ums Уа. Jgs ра. 
eut 
А" = (К) B^ - (Ye — V/V)! a ph LETT an — vi amy, 
d 
uere A = qx Ureja" — t" — ЫЕ * [17m ux: vn), üt 
; = 


N= Hoyer tv + Bll- a" Mia ату, Мет. 
Then (Pr) ч UP iF and only if the тош conditions are satisfied- 

i) LPR a (PB), 

i qim lim PMA, x N)- 9, 

iij for any 5 > 0, Em Jun. PUS (N) > =) = 0. 

Proof. First of ell, we want to calculate THN). In fact, i(N is the 
F".cenipensatar of 
Ir E Rcg c gotazua = rH cet nt E hyra ace ооа 
where p is the jump measure of X and J = [AX x (J. Hence i(W] = 
Ш.Ж), and actually it is alea independent of the choice of P. In the 
sequel, we will we l'henrems 14.12 and 14.20 fully. 

Mecessty. Br Theorem 14.20, on LS" = poj we haye Ап < BH", Heo 

PRIAL 2 N)z P"(5* coc] + "(ант > s). (361) 

Binoe P^(R^ < o) = t lim PLR” < оо) = 0, һеше lim P^(5^ < 
ou) = 0. This hy "Theorem 14:21 and [36.1] we nbtain H). By the same 
reason, for any = > Ü, PI PE CAP) > e) Z EI^ < ос) EP" GR (NT > ey, 
aud we obtain inj. _ 

Sufficienev. (m A = BE] we have Н" < Аз. Bat Р" gom z 

É 


Й") = 0. From ii) wc obtain Jum. Do PIH > N) = 0. Similarly, 


—— r 
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аше {Лу g ГЭ), iom ii} we obtain Jim Jim. Р АГ ткр =й 
fo: апу = > 0. Then by Theorem 11.1 (Еу а (Е). 0 


14.27 Hemark. Just lke Remark 14.32, condition ii] in Theorem 
14.36 сап be substituted by the following 
iil For all A, £ F” 


n P 
Ia cium 050 da, + ta ЕЙ, 


Uan EEL а ај 0 = (ЈА, PI mM, se Sa. 


In Fart. we have ii]-»iny and uiu) as wel. The prom is lef ta 
the reader- 


14.38 Theorem. Under the assumptions of Theorem 14.36, || P" — 
Pj — 0 i und only if the following conditions arc жаябы: 

i) Ps - Pr — 0. 

пу an D n. 

Proof. Tt іх similar to the prout of Theorem 14.36. but we should une 
Theorem 14.35 instead of Theorem 1431. O 


54. Measures Induced by Lévy Processes 


1n this paragraph we apply the general results to the measures induced 

lw Lévy processes. Asenme that X = (X,] in a cadisg process, Let 

F = FX) and Z = VZ, = МУРА Le P ami f" be two mesnr 
t 


оп F. Suppose under P or Р", X is w Lévy p-oeesa. Theu 

E [gir = єтр{ йр — глад, + фй — 1 inrig * и. 
and 

E [et Xr —Xe)] _ expl iuf, i SUR + [ез8 _ 1 — шл) ж ul, 


where [f. 8. v) and (77, о) are all noa-random, contimwus imi P 
esp. P") i completely determined hy Pu and [fir (rp, Po aud 
Ра). They аге the пшитазптек iuduced by Lévy processes. Let р be 
the ушар measure of X and X° (теяр. X^ be the continuous martingale 
раі of X, [f X isa semimartingale under F (ren. Р}. 


14.39 Lemma., ѓе g be а (non-randem) Bore fnncisan en H, x E. 


428 Chapter XTY  Abeolate апішу and Cynriguiry of Measures 
1) m aA СА x пс, d hen 
E|expd ГИС) = exp] hu _ 1р}. (39.1) 
3 
2) "jf Е Dag < го, then 
五 [xp + (a — Mim} = exe] a -1— ghir}, (39.2) 


Proof. 1) IE e ie a simple function, g= * ujfg, B, € BRL) x B(E) 
ІА) & 20, # — LL, un and FB, = ü for iZ; then | 


Ё|икр{ L. Чи} = Blexy{ Ў maf В; }}| =Ü Elexploint В 
— Ц ебе — (29) = exp | Ste рин) 


š: арр = dri, 


ic. (39.11 holds. Шарф i 
9 2 ih g can be approximated by an jncreasi 
ae of non-negative simple Functions, Then (38.1) remains the im 
| e monotone convergence theorem. I g = Ü, a can be &approximated by a 
ecreasing sequence of non-poritive simple functions. In this case (39 Күз 
Bill true by the dominated convergenee theorem (exp{ f gda} x 1) 
fi xE ш 


aud the monotcne convergence theorem, For а general g, siner 


"anal Lares 


n 
d 
Ге: p makes sense, Because f , 
+ 


аё перете, (39.1) romaine truc; 
E j збш — F|. Í 
| Hox | | w a niaaa] E| f „в S ard] 
с І 
exp] Lum тїй - 1) (este 一 рь} 


TE 1e]. 
2) We have already known that for any à > 0 


f 
a toge and fu us eco 


4? 
— eR 
h =P 1 + [58| ii CES + НАР * om. 


RQxE 
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For gipon (39.2) сан be deduced from 49.1]. Now we may seme 
[9| = 5. "There exista a constant sp > Ü surh that 


l^-1-zxp Ee dz| < 25. 


Chwa a sequence fyn) of simple fauctiens such that gx — g aud 
Ign| < |, n2 t. h - [пл — gl? de - - 0. 
Write n = g* (i — Mass = t eU Joo- Thon 
Ellin = т =f gn g| de — ü, 
Шар = т] - zl " 


Elexplrn}] = expí Í Е mi ga de) 
x exp[o f, кз = OC. [39.3] 
Е|екр{2ты}\ = ep NN LL -1— 25r)dr} 


< Tpl < z. 
expl ta |, ш | NS 
This implies (expígs 13 is undormly integrable, Letting n 一 oc in (39,3). 
we obtain (30.2), O 

1440 Lemma. Assume X ë 50Р) and g : а Borel funcbon nn H. 
r oss "= по, Eheu g. ЖО d n norma ros. and 

Ú 


cl 
вере х = exo[5 Í 8848.) (401) 
Prep Lg = Kaha íi] EB simple fuuetion, 0 < ty с < En < 


p pe ; 
oo, khen ebyicasly o XL. n мї, s Í йай, and (401) holds, bor a 
gcnora| g, she assertions follow by similar perednre of approximation as 
in the proof of Lemma 14.39.2). О 


14.41 Theorem. P" P if und оту if ike following condibtons are 
айтын. 

iU ч Ра, А 

ira! = Y.u, Y eiai] x ВЕТ)" ‚}, кы VY Pas = So, 

ji FB" й, Е 

i) F- аак К KEB | К, < =. 
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Fn this cuse, the density process of E” uet. Pis 


її” - iP [= 1 2 
qp = ip," y UE o 


[Пор V Hie eg tis —7) + {1- Y | log Y Mi -iel + = 
Поя Y Miy usa # и + H- К) дуц * vl. 


where h ED 1[ i a constant. 





en. 


Proof. Withoi losa of generality, we may mupp X c S(P. Since 
there exists н continuous function g such that X — g £ {Р}, X may be 
replaced by X -- g, tiy: айо F heing unchanged, 


The поскчай ут follows From Theor 14.12 and 14.16 immediately. 
&ulficiency. For all ' > Ü 


Í т а) fe — eH < dnt — Vnus) ж ra 


= {Кж Дыл) * || 一 уум ЫЕ 
R = 1 Tie ipa) * uoc по. 


This implies. f“ is а function with finite variation as well and X € SUP. 
Let 


L= R.N +Y 1+ [р-р 2 = Ен), у= Ру 
Ре 


Hy the exponential formula and AL, = [Fit АХ) 一 1А, we have 


s = Zptp[ R.X* (Y — 13) (р 0) К°. B+ (og rY-T-Usab (4121 


G bserving that log* < cag — 1| when |y — 1| > б, los? y € rpg — 1? 
when |y — 1| £ b, and Hog -- ü + 1| € сын — 1|* when [y — 1| =Z b. where 
ep > Ü in a constant, dependent on 5 aniy, we find 
{ —D*iz-vj-T-ilegY — Y + 1) + n 
= [Y — Dp лд] * (& — uy + [LY - Lp usi] + бы — 2) 
r log Y Mme sul +p + [t -F + Ui usa п 
[og Y -FY + linen] * [m 一 г) + die F F + Lm ua] 本 p 
= Шов Misa] * at [og Yy enla (8 n) I 
-[IF 一 ты] *w {lY - Y + Liris] ж, {41.3} 


Since K. X5, [(log Y Mir — al * p and [Hog Y Mte ipa] * ít В) arc 


Аа —-—n-- 
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independent, from Lemmas 14.33 end 14.40 we obtain 
1 ° 
EJE Lje] = Ејер. 7 5 K2 8, Y] Е[ехр ев Y gy sd * 1] 


Е]ехү [Пош Y Mp aen] te — host 
expi[t -Y + 1Mgy-ipalh ttes + [ogY Y + DZpv-uewl* Pa] 
= exp [He Y Hv un — y + aee Y vari — 1 — flog Y jijr- 


+(—Y 下 | + (log Y - Y + ШИ ы] f E55] 一 1, 
E|ZoaZ IL) = E[E[ECLA, Fo] 7o] = 1. 
Sa Р" = [Zn£(£)] P- Then P” i a probability measure such that 
P! = Pš and P” a P. Froo the ssnumptions it i easy to check Lhat 
under P^ fhe predictable triplet of X is just UP. Ё’, 1. and hence До 
а Lévy procera under P^. Thon P" = Pr. i411) follows from (41.2) and 
[41.3), und we are done, O 


14.42 Theorem, F” and P ате not singular if and only if ihe falloan- 
ing conditions are забар : 

iy Pt, and Po are not singular, i 

i)“ = FUT, — VF vu < сю, where P = ze +), 

ñi) =й, 

iw) F -f- Га) ы Ги Е v) = кй, Kc BRA), K” -Aw = W- 

Proof. Let P be a prabubility puch that under F.A ig а Lévy procesa 


1 i 
and Pa = 5020 + Р, 
I | ; 
E^ Xol = еар, — уш + {е = 1 ineen: * Pr 


where 了 一 pU +H PRA de r= gieta 0 00 0 000 
Hecussitv. From Theorem 14.20.1] we have condiuons 1), ni), iv]. And 
(v Y VY «Bas < so, where Y € (BLEL х Bi EJ)! such that  — Y. z. 
Чише Y + Y" = 2, 1 ip between Y вамі Y^. ence D) holds: 
(1 — VY Y uma £ (VY - ҮТҮ?! k Fao < бю. 
&uBiciency. Obeerve that 
#1 一 vy жт = s 
— (lv 一 Цв. igei 中 Tow: 十 [7 = Mf >81 É Da: cx. 
where b Є|й,1{. Since Y' - 1 2 1 У, we have (1 - VY Y au as 
well Hecause 
B = 8 = ñ, 
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了 一 了 一 Са аре бе F} = -уКй, 


' = 1 

£ 人 

Hy Theorem 14.41 we know P - P and M «P. 
Waw by Theorem 14.12 we have 


Hia] = fr. E = К?З + s (Y, F") =p]. 


К.й. 


d 
Hence the Doub-Meyer decomposition of Y ( zt] (see "Theorem 14-5) is 
Yin] = Yala) — Mta) — Y. (a3. [5 gea y galY Yl. 
Denote A, = Жуба] = (Ps Pt]. Since Y (a) in of class (р), 


h = hy — a [89e au gulY. Y] ez]. 


and therefore 
hal FP. P» = Fal Py, P%)expl Eš; pem к? Had pul Y") * №}. 
In particular, 2и 


1 
Àj aL P, PP) = hus Po, Polexpi - 1 К, + УУ — VY Y Гр 
This impBen that P and F” аге not singular. (7 
14.43 Theorem. Assine thai P and E” are naq minguar. Put 
i 
у = |———— = [] LI T 1 
L E | [ [Y= * Ma > D]. 
е d Ph 
Мз — ат = o u [I =o] * ро > Ü|, 
m. М, ы MN, 
Then ГҮМ = 0, Р V3) = Ü. and en М" ше haue Р 2 P, 


4P' qdr s ' 
ты = IP exp К-Х, - ERE Bn + | (o S esi] жак 


" y 
+U v) Па) edu — hus + Try aps (e has 


Y" d А 
+ - Y log к=} уең, T 


Proof. This is & consequence of Theorerns 14.20 and 14.45, I ia only 
required te calculate tbe derivative ор А, To this end, by making use uf 


- — — — — ——— — n Á ———UÓm 


T — —- — *=— -—-— _. 


| B4. Memsures Induced by Lévy Processes ы 


[41.1], оп М we have 
dP' dP'/dP ЧР 


E ras ү' 
Tp” Р В qp ep Ка, + [og S iita] + Pos 


«f log Y yiw-usa] & (g — Ea + (F = Yn cape] * P 
+ Ly! ав 1). usa] «Deel. 


— К 1 
By Gireanov's theorem X“ = X ~ К-ү) = + 5^#- Besides, 


[fog a 二 


= H log T) fy. usu] ú [E 一 t] + kr >= t) (tog 7 Mor - su] % р. 
Метех: (43,1) is deduced. J 


14.443 Definition. Set 


— if PLP’, 
d( Pr, P^] = | Кв. + -VYF spa, otherwise, 


In the gequel, we discuss the contiguity, entire separation and conver- 
кепсе in variation of the meaanres induced by Lévy processes, We (uly 
need to add the index n to all notations. 


14.45 Theorem. (2%) а (P) if and only if the following conditzums 
err яптїїҥїхїї; 

ij (PT) 3 ПР). 

i) eh 

iü) Em dP", P^) < p<. 

Proof. ТЇ there exista pn infinite puruber of à such that PLP”, then 
{түл (Pet Yana Jim аР", E”) = +o. Thus, without loss of geurtality, 
we may güpposs for all n, F° and P™ аге uot singular. Then as in the 
proof of Theorem 14.42, we have Р" « P" ым P" « P. Henc 
Theorem 14.36 and Remark 14.37 apply. Dt ig only required to unte shat 
Ап = аР". Р") ағ non-random, O 


13.46 Theorem. (РАР) ü and only if (PPAP) пг 
lm d( P^, P" = +o. 


Prof, We may also suppose for al n. P" and P” are not singular. 
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Mecessiby comes from (42.1), in this cas we have 
Ü = lm hui PU, peus 


= lun hj; PY, PP expl - [| UC) an АЙР - Ry a on]. 
Then either lim Ky; (Pg, PP) = 0 Le, {РД АР], or Bm Р", p") 
um aulliciency follows directly frin Theorem 14.33. M 
14.4T Theorem. |P”? — Pf — 0 £f aud ойу vr | Pa — Pl — 0 
nna m. d(p" Pm = ü, 


Proof We muy also aurgsose for all л, Р" aud P” gre not slnpular, 
Then Theorem 14.35 apples. O 


Problems and Complements 


14.L Let P and P' be two probability measures on (12, FJ. Then 
bal P, P!) = inf Y PUBP ye; (877, Bo) is a finite 
ludis b CN PB 7: partition of (12,7) | 
14.2 Define (by naing the satations in $1) 
$a) = e F9 TIO — AB (aee PII]. 0. 
a. 


Then Y (s) = Níajb(a), where Niej > 0 satishes the followins condi- 
tiong: 

ji If T'is a stopping Lime and Ф (0) > 0. then N(x)? Е AM LE 

ii) АГ | іва F cupermartingsle. 

14.3 Assume P' 4 P, X € S(P). Let (a, 2) and (o, 2.871 be the 
predictable characteristics of X under F and F” turh that vw" = Yr Y E 
P+, and [a = 1] € ја = 1]. Then 


PK* B. + (1 — VY ж Y 1 - а — yl — ш] < по) = 1, 


d 
where K = ag Ur tot — & — (ж Дре} «(v — vy. 


14.4 Let X bn а atep procens with Xj = ü and F = РОХ) Lec P 
and I be two probability measures on F = V, Z;. Asume that v and v. 
art the Lévy systema n£ X under P and Р” respectively, and 


РДН x Е) < с) = 1, P'(P (t, x E) < oo) = 1L. 


Problems and Complemants i35 


Then Е" <: P if and only if the flowing conditions arc falfilled. 

ibi Ya Y € PT, and [a = 1] € le = 1|, 

d) P'ie[ FE, x E] < oc) = 1. 

14.5 Loi X hea point proces and F = FÜLX3. Let. P and Р! be pwo 
probability measures an F = y^. Asme that under F.X ia а Porson 


process with parameter A > U and ^ is the F'-cempensale nt А. Then 
і 

p P if and only i£ 4A, = df? А, =} А.а. In tlis case, the density 
ú 


Tiru: esa of P" лога. Pi 


where T, is the n-th jump time of X. 
14.6 Give un example that for cach n, P^ ~ P^, ut {PA Pn). 
14.7 Let fim = (FU) be an iucressing sequence of c-fields, F = 
МУ", P and F' be two probability measures on F, Р" = Plrm, Р" = 
Pug, Then 15 (P) à LPT) — P ас Р, 3) |PU)A(EU) = РР. 
14,8 Let P" and p be probability measures on ($77, F") P = 


lip" + P^" qs" F, be the distribution law of z, on RI, 1] under 


P^, Then (F3 41 (P^) if and only 1 for amy limit point F ef (Fh) we 
have F([1]] = 0. 

14.B Let P" md P” te probability measure&n on [im ^), P” — 
1 dp" уяр" -— a 
UP + Er = ТР"? ар" ` Fa and FH br the distribution law ot la 
ап R, under P" snd PF" respectively. 

1) The blowing two statements arc equivalent: 

al OP) a [ P") япа (F,] weakly ronverges Qo a dintribution law uu 
R,- 
b] СЕ] weakly emverge to a distribution law on R- 
2, HE {Fay weakiy convergea 10 8 zistribuion iaw F on dt}, then 


(Pm) а (рт) — J =Fida) =1 «=»  Ft[0)) = 0. 


14.10 Let X bc a conima process with Xo = О and F = FA). 
Let P and E" be two probability measures an F = V Fi Euch shat uuder 
Г 


Por Р“ X ig a Lévy process. Then either P ~ Pur PLE- 

14.11 Let X be a саар process with Xo = 0 aml F ДЧ [А Let 
P and Р" be two probability measures en F = V, 7, euch that under P 
and P X is à bornogeneous Lévy process. Then either P ~ PF or PLE”. 
Find the necessary amd sudücient conditions {от F ~ Р". 
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14.12 Let X? be a step process with XF = 0 and F^ = F X"). 
Let P" and P7 be probability measures on £7.27 and p^ be the Lévy 
уйруп of X" under P? and F7" rogpectively. "l'en i 


En 
| — | > = pP" — P | — d. 


Chapter X V 
Weak Convergence for Cadlag Processes 


In the Jast two chapters of our book, we shall discuss the weak conver- 
gence of distributions of саат procenses. especially. the wenk convergence 
ef distributions for semimartingales. In this chapter, we will introduce 
some [fundamental facia about the weak convergence of distributions For 
sinchastic processes. Tu ђ1 we establish that the collection 0 of all саар, 
Functions bum FC, to AË, equipped with thc Skorolthnd topology, ie à Prj- 
irh space and the Bore! c-field o£ D coincides with the -Beld generated 
by the canonica! proecss on D^. боше deeper properties uf convergent 
sequences under the Skorokhod topology will be discussed in $2. The 
grüueral results of weak convergence ob measures un Polish spare and ihe 
conditions of tightness for stochastic proceeses will be given it 83. In $4 
we characterise the weak convergence of step processes im terms af the 
weak convergence of jump times and jump sizes. This approaca is nimple 
and elementary. 


&1. D|D, oc[ amd Skorckhod Fopology 


1533 Deaition. For а €]0,co|, denote by D = DR, [0, a) the 
осанку of Ачыш! cadlag functions on [0,2] and by D* = ІХ Н, H.) 
the totalty of H-wabhued cadlsg functiaus on Ду. Tor d — 1, denote 
simply D, = D. D = 0". 

Shuñarly. denote by Cd = CR. [0, a]) the totality of -valued cuu- 
tinuous functions on [0, а] and Бу С? = CLH, K4) the totality af А". 
valued conzumupus functions on £t. 


15.2 Definition. For each HP-valucd function z an Ma aud АС Ra. 
defne 
i Ae) = зашла) – х0: РЕ A) 
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wi&,r.m]-sup[w([t.t-- 5r): Оста < a]. 
—supiiris])- r()): Оса |< 8). 
u^ l5 m a) — inf milk, aI g ЁЛЕ а SEL Eu 
"Y | mas atl ikih] аук ilh t] > 8, 


| 21 

where |. | is the Ено norm ia Я". n 
Obviously, a(5, z. a), w (8, 6, a] are nandecreasing in é. 

| Note that (2.1) is different from the following detinitinn pf & [A r, ur] 

in D. (cf. Dillingsley [1]]: ы 


(= =! < .- =Ë TE. 
nfi zeit, — i a] > J Š 


the difference comes from ihe following fact: for fixed z, point c plays в 
particular rok: in Da, While in D, point a dune not pluy any esential role. 


iv (5 r.a) =1 Ax 1 ; т 
аі, т.а) = inf [es un |t. ats rl: 


15.3 Lemma. 1) [5,z,4) € ш(2ё z, a). 

2) If z e СА, then бта] = Zu 15, ж, n). 

Proof. 1) For each partition (оу of [0, af satinFying t, 一 lp 2 б, 
J = Lh? — L, me points (if necessary), we may assume 
that tj — {5—1 Ж 26, thus ife; i. tS [ n] S 00026, a), hence a (8, z, ay < 
ui [28, m, т}, n 

| 2] Owing to (2.1], for each n > Ú. there is a partition of [0, a| satisfying 
Hse — 6-1} > Band шу, t; a) cw жуп} + n, 1 š j = r. 
"Тоз for Ü < £ — s < 5, either a, t belong to the suna interval [851,56 and 
txt т тё] = ait,- 1-#, [. 2) = ur (5, Ta aj + *h 

rir 2, ! belong ta (wo adjacent intervula [Ess 61, [E E Í перна чу an 

IE): mial E lafe - (Ф| 6) mla £ 22/5, 2, a) + 20. 
La suen, а x. a) € Sa (8 туи} + 29. Since n in arhitrary, 2) holda, O 


15 Theorem. 1) x £ 02 if and oniy if lingo w [8 m. a) = 0. 
T + € DA if and only if for ail N c IN, bm, n uf(5, x, мү = 0, 
| Proof. 1] Due to (2.1), lig ay" (6 z, = Ü ig emuivalent to the 
sullowing fact; Tor cach e > Ú. there exists a partition {ij josie of [0 a] 
заар г Шаху li — t; 1| > ñ and 6 
vt thr ee ўт. (4.1) 


Млла, For = > Q. [et 


ror) sme: [= = hl = Ё, 
max eise a [ta tg ж] = к] ' 


в rr — 


єл, D oo| end Skorokhod dpolugy Би 


Since z(0) = r(t}, we have + > Ü, Ñinog ж{т—} wxista, D, т[ may be 
decomposed into a finite mimber of intervala on each ol which thc ascil- 
latione of z are kes than s- E 7 < а, wie тр із smal enough 6o that 
mir r+ pla) < є, then [0, z + | abo has the abere property, It coutra- 
dicte the dehuition of г. T'heredore 7 = e and (4.1) holds. 

8и оспсу. Owing to {4.1}, z is right-cuntinuouns, H z g Dh. then 
therc 9 dg €]D, N] much that z(fo-] does mot exist or ip infine, Бо 
leat, rit) — Бтр mit) > єп > 0. Then for this cg (4.1) does not hold. 
Hence г i €adlag on [0, M]. 

ZpscD = ке, YN € N c тааб, Л) = Ü, NE 
А. 0 


15.5 Theorem. г E [Y if and only J x is he wnafarmiy consergont 
limii un aneh compact mlerwai of a seguenoe of cadlag step Juniores with 
а fuite number af jumps. 

Proof. Sufliciency. Cadlag step functions with a finite тшшн of jumps 
belong tu DË for all a > 0, Therefore Lbeir uniformly convergent limits on 
each compact interval belong to П for all a > 0, and bence z € D°, 

Necessity. By Theorem 15.4, there is a Ay such that ш {буг >, W) = Y 
for X € N. Let (67) be the corresponding partition of I0, JV] зайци 
max eee (J 1. М) x F бе!) 

2) = E ve Mii, ete d) (луда 2 N). 
iz 


Then zx ія а cading step function with а mte munher al uns and 
1 
enn |м) = 2[£)| € —. 
ef м (| < Ç 


Therefore z is the uniformly convergent limit of (4) өш cach compact 
interval 0 


15.5 Definition, Put 
Aa = Lx; À is a strictly increasing continuon functaun 
0—3^' pam Ft, to Ra, А0) 0, lime = +o j ` 


Aj- À 
(Ал = apli S08, toU Р АЕА 
agt | F я 


А ={А:АЄ Ар ШАА = oo]. 





LÌ юг convenience oF typexebning, here and in bie seque], we лічь write ГР = í < 
ау and f£A1 ingonad cd бет алу! and Га respectivelr. 
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Denote by c the identity mapping fr 
om to # Т aka. 3 
mapping и д. PoE Ru to R, and by À 1 the inverse 


From the sbove definition it is easy to deduce tho Following, iets: 
== -1 
АГА = a la. ПАА = Ala + ada. 
зир JAÇ =a] < afal — 1), бл) 





різ) 
чйр lu(fAGES — 28] = sup 一 ps It) — t| = sup t) ейн. 


18.7 Definition. For c.g = DU le; 


llela = supiz(t)l, ж] = sup [rit]], 


(т. у) = шї [IMA 1 = 2 (^ кје — well]. {T-I} 
where 


1, кч М, 
ku (t) 一 可 十 上 -了 N =+ < М + 1, (7-2) 
б. L P> N + 1. 


From (7.1) it i easy to verify that pir. gi] antialies 


alza) 20, щт,у}= (ут, pina Es te (73) 


15.8 kemma. Suppose Віты} Ü asm 


* hem Eher ү 
SAUER (Ан) C А such that mM 


ПА = el — Ü arn on, (81) 
WN EN. [tat An = | vD 


топ — ux, [&2) 
Proof By Definiàien 15,7, H plx) + 0, there ig fia |) C ñ sech that 
Irall — ü. йз rt — m. [8 3) 

VN EN, |n kvtas са — ü. B5 rt ` oe. {В Л 


Write «m. 一 站 ws — 1 015—172, then Tu 一 56 by [8.3]. Set 


Aalt] z tin? }, Ë — Min 
i t- "m, t Най]. Ë > Hh. 


Then А. € Au. and From (8.1) we know 


lAn — ell = |. — elm, < {ейн — p) < —D. (8.5) 
KL 


&L. D[9,es[ and Skorokhod Topology Ы 


"Thus (8.1) holds. Fur each йхса N, il n is large gnpagh, from (5.53 and. 
(8,4) ят have 
ты ё An — д Екон) An Елам 
zen male. — Ev irl Й. 
Thus (8.2) holds. C 


Remark. From the abave prof it Їн Easy Lo know that if áz, 2) — ü, 
then there is a 5cquence (Ag) C Ар such that 


u-el-9 авто, 
wNEN |=. - то Аа — D, ан п 一 20. В.Б) 


15.8 Theorem. p із а distance on D°, 

Proof Due to (7.3), И guffices to deduce z = y from p(z, y) = 0. 
Suppose піт, y = 0. By Lemma 15,8, therc i2 (A4) С A sh that (8.1) 
holds and |z > X, — ylw — Ü, VN € N. TE z is continues at £f, te. 
А22) = ü, then 


zit) = w()| £ |z) АС + Im (03 — vit] — 0. 
thus z(f) = plf} at every continuous point t of z. By Theorem 15.5 the 


set. of discontinuous points of m 1а at most countable and the continuous 
points of x ате dense pverywhere. Hence т = y. O 


15.10 Theorem. Suppose [zm man > 1] C UP, then the [айий 
stalernenis are орамал т: 
рб. та) — ü, 
2) There is (An) C A and (8.1), (8.2) (or (8.1), (8.6)) Reid. 
3) For each N € №. there exists (AP C Ag such that ma n — c0 
ПА = ell — 0, (10.1) 
[= AF – арус 9 (en Rea ае Ms — 2 
Proof, 1) — 2) їн the conclusion of Lemma 15.8. Z2) 3) is pbviets. 
3)-» 1j At first, we will prove that for each fixed N there exists а 
тхаүшепсө {p} C À sach that (for nimplirity we suppress the superscript 
NA) 
kalla — 0, (10.2) 
z 1 — 
Tis irs — жарыу S au 10.3; 
let dip] be thr zexynence defined as Бута: 


f = D, 
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T" р |а) а) > A] iF оо, 
+o, 


z > 
Шш 425 


Then ëk — oo, ag z € DE. Set 


š Anit) (RN 
Anit) = | ге; 
(0 b: TI— М, ION. 


z-i 
"nk = À, U) (Абы) = te). 
Let 
te t (t — inea ELT c ak E D Maa AUN тарар < oe 
Agit) = ik Ff — tk, 


Шылк = E Ите =, | E М. 
unl N) +! АМ, 上 > М, 


then pm is piecewise libar, ma € Á япа by (10.1) 
Зак cfe а ПА — ü, lus — e] = Bu, - 


Le, (10.2) in true. On the other hand. 
ААЙ], Huitt E [Er Ek | and 


el.» —0 аз һ — 2a, 


iE 2 € [uap trs ka (Ni, V]. then 


Ал) аф) s 1/(23, 


[za [8$ — (ns Е) < [re (E) А 0] + а СА еу) — x (pes i633] 
= |z, — zo An + 1/(2:), 

Ji [zs omy 1027) 

1., [10,3] holds, 
Secondly, for all Y € N, iE fut) ваынбеѕ (10.2), (10 3). then thura is 
un Imcreasing sequence (nay) such that for п > ay 
laka Xi1/V, Де хоер < 172. 

ow take li. = д Шм т < TEN. L1. ihen 


Um а, |А = 0, (10.4) 


un [za — год, |а = 0, WA EN, 
Heure ioc Had NERN, iË w is large «тнр, we have 
wz – (ух) oi, li 
< Ez. -kyla o | + Enie a 2] — (Enzo E, i 
x [lin — 9 usw + Ем — kw o р, Шаў э 
= F - зод, |м + б, — аалз. 


Using the above inequality and (10.4), it i вану to gc plzen rr] — Ü, O 
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Remarka., 1) For z,y € 0, iet 
Bis) = inf (lA е] Y 27 (1^ (суол — уку. DO] 
ели "=l 


Then it ig also a disianre on С“. According ta Theorem 15.10, p and р 
define the same Lupclogy in Dš, 1105 topology is calle the Skerokhod 
inpnlon in D", 
2) D p. a linear space, but il is not a topological incar space under a 
ber p. 
2n 


15.11 Example. Suppose Taft) = Y аР X £ < 1, |), where 


T— 


XII 
epo D and ёр Так as k — cc, c(t) = 55 a (t x É < Bi]. where ty = Uu 


im] 
amil ё. [ 00 as & — nx, be, 34, Z are step functinns. TF 
Em tas {>}, (11.1) 
n sm 
lim 2" = a, if £, < с, 


n= ! 
then it ін easy ta verify that Jima. pl za Z) = 0. 
ln fact, for NE IN if ty € N < ts. take 
Eit ， 2 
АМ) = taru as Ес у Ё—1, 
ш 二 £ > n. 
then А = А. Usi (11.1). if m is large enough, we have 


H 7 N 
[М -ely E max iG - Gl. — dz А s так la; — el. 


=a =k 


Hence (10,15 and (5.5) holc, and by Theorem 15.10 we have pira, z]— 0. 


15.12 Theorem. 1) The Skorokhod topology ix weaker tan ?he topo- 
logy induced by gniform cunvergenre am each compact infertmil. 
2] If play. 2] — Ü and z #8 continuous ai to. then tuin] — zital. 
3] If z € СА, hen pira az) — Ü ¿f and only if 
lx - ral. ^8. we > Ü. (12.1) 


Proof. 1) IL |z — rale — 0, YN € M, then taking Ал = к, from 
Theorezn 15.10 we get pira z) 一 ü. 
23 Suppe А} C А and (8.1). [8,5] аг satisfied. Theu 


Irito) — таа S [ztto) - аА а АА (800) — raitoji — (12.2) 


Due to the continuity of x at ty and lin, a Ал (йа) = Му, the Erst term an 
the right-hand side of [12.2] converges to 0. Owing to (8.5). the senpi 
term. tends to 0 also, 
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3] By 1) it sulfites to prove that (12.1) is necessary. Suppose [А C À 
anc (8.1), (8,6) are satisfied. Since 
|z — Falla le x ° Ала + [жо X, — жу || 
x ах An — elle: 2.4 + [An = ella) Р ПЁ; p А. 一 Ze |a. (12.31 
by the шотта contimuty on compact ent (5.65, we know that the right- 
hand aide of (12.3) tende ыл zero, and hence (12,1) is true, 0 
15.13 Famaerk. Гог жун E C" t 
xo -N 
Pukey} = E ZA шу 


Theu thc p,-canverzence is eqavalent to uniferm convergence бы comet 
nnd iL ія easy to venfy directly that C i a Polish apáce under пы. 


15.14 Lemma, Pur z g Df aei 
È 
za (8 = {= ^n). [14.1] 


where [a] is the infesev port ofa. Then lir, 5i r4. r) = (. 
Proof, It is obviona that ты € D°. Far given = > 0, take N and ñ > 172 
auch that 


20 ce. and wir N + 1) < 2/4. 
ЖО} r1] is н parition of [D, V + 1] gatinfying E — a > ë. 
т, fr > M + 172 mnl 
Sm) e ef. [14.2) 


Take zt» no = av (8/25) v 4/5 and net ат = —[-n£jl/7, then ü < 8415 < 
lz а > M, Lek Ал be Lhe fnllowing piwewise linear function: 


E] А 
А) = [^ = Бен: 5 xix +1. r-l, 
上 一 让 Бар, EE. 
Then 
uli 5 ep о al eget а 
= іст | Ej — h-| $ nå д5 Y 


While £ € [h jtf А0) E 57 n8 and в. (Ар) = [ei : z € 
1.50. Hence [r (A, (5) — mit) < £/4 by (14.2) Therefore 

Ira eA, 一 了 lw E ej, 
Pra Ж) X [As], + E 2751 " = E€lqiíg S gk 
[ ГАИА 2 laz, t A l+ 2 2 < E, 
эе the cleim ia trae. [Л 


— "°. — s 
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15.15 Lemma., D^ ir separebie under ihe Skorokhod tapalogy. 
Prouf. бе} 


ЕРУ a тінь slep Function wirh 
im [ nes a finite ruber of jumps | ` 


с {64 the jump кише» of z ant the |. 


values taken by z nrc all racionals 


lt is esey to kouw Lhat C is countable. ifc denote the chene ef C in D, 
then hy Exwmple 15.11 we obtain A c € < D^, Meanwhile, Theorem 15.5 
means А = D, hence € = А = D“ and D is separable. C1 


15.16 Lemma. 0“ i complete under p. 
Proj. Suppose that їл} is a 2- fundamental sequence. It must include 
a &ubeequence [yr = Imi > 1) such that 


plynu) z 277, 1 > 1, 
Hence there exists д sequence (Ar) C A such that 
I "ila = [йл < 27, 
[шз X, — ша = {Ёл © М — аа < Htio h gib 


At) = (o ж, 


ect 


让 一 十 (Г), fl, 

Then lor (4/] we still have 

ПА Hla = ПАА S 272, 

lly o A selle z 2737. [16.1) 
thus (ñ.1) amt (16.1) yield 

Цар ell = ПА - ell = | ei E ЦЕ ЧЇ — 1) = 2 *. 

| 和 ЕНЕР. 
Hence for each ! there is à nondecrensing conkinuonus Ду soch that 


їп; |Àn!25--23A75- - Ü, 
Н. | ни 


Mlo a А Ч#}— Aha. e lla) Е P 
Suc ct m Note ehe АГ, 


x Ara + AE Ma < 27700 M, 
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Let k — ou in ble above inequality, we get. |а = 2—21) Sn uu cA 
By the definition of n; and (16,1) we have 


= 2d oL —1 
HS uaa AÀpu F = Аздар 
a eun! едц LE Int yaa 2 


Hence [yi Š ji) ls a Ffunleurnenbal sexueuce in tbe topology induced by 
unif tonvergence on pompark. and there exists x € D? such that 


ueart ul 272, 


Now applying Theorem 15.10, we bave limr no plu, m) = 0, aal furtier- 
nuxe. lina о pL Ж] = U. Therefore D^ is conpkte. O 


15.17 Theorem. D? equipped with ke metric p ia a Polis space. 
Prouf This is a direct consequence uf Theorem 15.8, Lemmas 15.15 
and 15.16. U 


15.18 Theorem. If we denote hy D the Borel a -field of E equipped 

HE 起 ihe Skorukhod topology amd 
Бы = rf Xlr) = =(t), = € D t = А, 
ir. Du. is the afield generated by the canonical process on D, hen 
Pa = P. (18.1) 

Proof Let g be а bounded contimuong real. Function on И" and for 
fixed f write hum! = Rf alastair. While pfta, t) — 0, we have 
giza(a]] — girisi] except for ai most а countable number of s, and 
JD Ta іх nnifarmly bounded. Heme Аай.) — hir]. l-2., hg is н conti- 
nucus Function on 0. Thus h, € D. Bince т E D* is right-ecntiumous. 
Па. лт] - g(x(t). Then for fixed t, g(m[E)) m a T-measnranle 
function om 0. Therefore by the monotone class theorem we hao T^y C 
Т, 

For 7,9 E D? sot 


t ї 
rat] za E лн), Yatt] -x ^ n]. 
Then zn is determined by [z(5), k < 22]. For fied + € D^, define 
Е 
yiz] == ра. z} == n (=(2).а = k - r) x 
т 
where А is a function un gu (ivioualy, 


2) - atari] = {п} — pipa, 2H = оссе? 





«(5) -(Ё\|. 
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Thus for z £ D", gla) is a continuous [unctiou of [z(5). 0 = k = v3). 
Then for ved z, në a function of ш, т.ғ) € Da. Now by Lemma 15.14 
we have 

piz. 3) = lm, piza4.2) C D... 


Furthermore. 
Qa E) = (m: ptz z] € e| € Dos. 


Since D is separnble, evcry open act in DÁ is D. -measarabhe “Thus 
TCD. oO 


15.19 Deftnitian. On D set 
DÜ—s(z(u:wzt T'- Y 22, D = (Ti hen 


[D 27%) is called the canonica! measurable spaces оң D. lf there із а 
probability P on (E, T€), let 
p, = QD. P-VO. D = (Desn 
3,21 Ё 
Lhen the фр = (DE, D, D, Р) is called the canonical probability space with 
filtration or exnanical fütered probability: space, Recall that the stochastic 
procesé (XN >a dened by 


Хх) = 0, repa te Ry 


is called the canonical process. 


15.30 Lemma. 1) For z € 0°, set 
[h z) 一 z* L6) = eup [eis]. 
фа! x) — atl) тар | 


даба) = sup [224801 


Thea for fud t, ару and pz Qaru epar яоен-ахта ламы funcfions sf 2 ¿a 
D^, that is = ; 
(tor) o dumm i 2), i= L. Z. 
ext. ) Eun абу] —® il y) 


Furthermore, if Arli) = Ü, then i; те continuous ei x, r= 1,0 

35 ur (8, m, N) ds am upper semi-contimnupus function of z. 

Proof. 1) Siue x € D is righi-continunus in Ё, во are f amd dy. Uu. 
ан centinmouz in f, ыу аге фу and ge. | 

Kt first, we euppose HFa rj — U znd z ів cantiruons at t. Then there 
їн и sequence LAS) C Á sach that 
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eT 
antt] а A E ET A 一 xl 
41| - ғо А Јр |А 0) a iE к= т]. 


"hus d, is continuons at z. [n the general cane, take к > Ü such that г is 
rnntinuqua At ё + =, then lma TAE +=) = zx" [1 +=). Sine z* m right 
continuans in f, letting t + Е tend ka t along Ehe comtimams points of т, 
wis hare 
z" (t) = ima it +s} = Иш Tim тає) > lim zjit]. 
"hus Фу is upper semicontinuous. Similarly, ty has the same property. 
4j For £ > U. there із з partition {tyler satisfying 

&-ї{у>ўё  lzji£r-1 (20 1) 

ут} < a (om IN) + кї. (2-2) 
Mew Lake zn oc 0 satefyng ë + dp] cof; — Boa L e y т 1 д 


HALA -te (F M p.a) < 52-7. then there exista À E Ag anch that (see 
{10 БУ) 


1^ – elt = ВАТ ell < s. 

lze Aglar € n. [20.3) 
Set; — AC d]. then [si,- LL ] i a partition of [0, N|. By (18.15 
|а 95112 |а АЕ tile [Aib | 1736-1, 
Chwing to (20.3) and (20.2), we have 

mi[s i.s [ s) ЖШ [Абу i Maz) + 2л 
=u (ñz, М) Ер 2р сат MN) l1Zzjzr. 

This menns a/(6 y, IN) < al а IN) + e, as Bx. p) < 927". Therefore 


a£ (6, an, AM] 18 ап upper semi-cnntinmous functinn ofr. D 


15.2} Lemma. "upmose P is a гараба rmpnrt set in It and 


(riti: £z ü] C P. end z тя т atep 
НГ.) = (x € D^ ; function for which the lengths of interunlr 


behneen mdieceni juinp mcs are > б 


"hen. HAT, 8) te relatiushy compari in оё. 

Pwj. lt osulfices bo prove that sach semence (zY C БГ.) has 
i roy ergent subsequence. Denote by dyft) the k-th jump time of Tn. 
sing the diogonal method me may choe a znbscquencec (ua ) o£ (24) suth 
“hat for each k, {6б }) sntisfien one of the fallowing ecnditiunx: 

(а) lin ikl Hn] 77 sg = 0; апа iri — ac В РЕ 1) = zg. 

(b Inna fe {Yn} = з = nx 
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тер абра) < oo, then Ьу) ба 0а) > ó Thus ар — ак) Z ó while 
"5k-1 < ы, Ені 
yit) = ува = í = Spe J- 
k 


It is easy Lo verify directly that plyn p} — ü and H(I,4] is relatively 
seomnpact O 


d E 
15.2: Theorem. Under the Skorokhed topalagy a sei K C D^ m 
reintirely compari d and aniy if thc following conditions hold: 


suplrls < YN 1M, (22.1] 
ген 
lim апра (б, r. NW) = U, — VN € N. (22.2) 
b—D z€ R 


Proof. Mecessity. For fixed N € РУ, by Lemma 1820. diim) = hell 
is ап upper senü-continucus functional! on Qd. hence it i& beunriesl оп 
compact K and (22.1) holds. | | 

Ао for fixed N, owing to Lemma 15.20, a (B, r, IN) їз upper senh- 
continuous jn r and is nandecregsiug in й, lim ou ts 2, == 0. Hence 
hy Dini's theorem u'(5, z, №) uniformly converges i0 zero om compact К 
aa 5— Ü, ва [72.2] is true, | 

Sufficiency. For cach N € N, take Гу = {ria) : £ E К,а < №}. 
then by (22.1) Iw ія n relatively compact Ect in R^. From (22.2), there is 
ön x 1 such that 


1 
spw iw, T, N + 1] = a (22.3) 
ЕЙ 


Using the notations of Lemma 15.21. write Ky = ДГ. м, thun Kx 
is a relatively crmpuct get ш р" F- m (22.3), for z £ K, there exists a 
partition {гіт of [Ü, N + 1] much that. 


(da PXjRno КЕМ, 
1 ; 
|а) e g 1sj<sr+tl. 
Sel À = £ А, 


yt = Y rity- yita fet) rit (t 2 +), 


.—1 


then g £ Ky and 


кып = LI E z 
p[=.u) = PE (Az — 01.41) wW * < N ' 
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Thus z € КЧ" = + діл, Kw) < B] Therefore K cC Raj" for al N 
кыш : 
Kc KY". 
NT] 


Meanwhile fs, RN is compact, so А 15 relatively enmpact. 0 
15.23 Definition. For т € D, etre 


I 5 š 2 
uf" (b ж, NY = sup [ism — zt M ^ |si] = xttl LPS s ү 


(23-1) 


15.24 Theorem. ("der ¿he Skorskhod topoipgu а set K О DŠ is 
мерне corn, aet af and only if the following corditiona held: 


sup ||| = =, vN c W. [24. 1) 
ЕҢ 

[ша sup ast [ü. 5[, c; = 0, [24 2) 
á—u ЕК 

ши sup wA, z, MWY = 0, VM c I. [24.3) 
0—0 uu 


Proof. Tt suffice lo prove tbat if 622.1) (Ge. (2321) bobis, (22,2) js 
iquivalent to (24,2) апа [24.3]. 

Necessity, H N z 6, Ш[ é[, m) € un [5 x, N). во (24.2) ia necessary. 

For given =.5 > Ü. there їн a partition {яу} улуш, nf [0, А] mach that 
Jl- 84; > É 1 < š Z< r—3, арр > N — 1 and milaj вр) = 
8, жу IV] Ec. Pew for Ü = I E uua m IN, typi te x 8, аһ eost опе 
of [tj tf апа [t tjp is imelucdied im eue [a 5;51[. Thus (ё М — 11 = 
ul" (6 z, M] re. Therefore (24.3) may be deduced Eom (22.23. 

Sufficiency. For given £ > D, take $ > Ü such that 


sa s, Nix s, wif eri ce — Vrek. (24.4) 


Meme vere will pror: 


al (8/2, т. N) = fie, wr ë R. (34.5) 
At first, for £p < a modo = ËH + ñ ib must. be that 
& [hs], m) ^ ms К], = mc. (34.0] 


zn fact. dor 4j E ту = +? Z š d jer) elr] > #, then by [244] for 
71.077 Е [n taj we have о) бта < ci 1, 2 ard ер р] = 35. 
dence (24.0) holds. 

Secondly, fram (24.6) we may get [Arin | (т) S Эк, an | Ts| = 
ñ. Wew take a sequence (5;) sach that 


6/2 < азаа 8, = & and Arja] € 265, ag s {зу}. 
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Finally, for each bued j Bet 
e; = eupls: wtle;1 som] € 281. 02 = mit: uj. s|. z) * 2x]. 
Owing to (24.6), we have m: 2 as. Wow iË ey < З), 
ala; ia [| r) € ailan eii m3 + А211 + п тү, a [. 2] 
< ded 25 4 Дг = Dz, АТ 


H ту > sj, then by the definition ol f, (24.7) is also true. Thus [24.5) 
holds, and hence (22.2) may be derived бега (2322) and [24.3). 0 


15.25 Corollary. Suppose L C D^ and 
кир |= № = сс. YN CIN. 
reL 


Then L is noi relafiuely compact if and omiy if there ensts a sequence 
(ma) C L. such that at least one af the Follouring condilions hoida: 
n) There are (21), (62) such that 
lim = 0, Hm зй] = an i12 
TI— DO тга 


ат dj É 02. 
h) There are tl < < t auch that 


lim t t < on, lm EN = E. ra da 2, 3, 
Tr n— op 
and ау # gs, 32 X uy, 


E2. Continuity for Skorokhod Topology 


Throughout thin paragraph, the convergence of [za] to z int D“ always 
means the covergenee under the Skorokhod topology [unless сеедно 
stated), and it is denoted simply by Еп — x. 


15.26 Lemma. 5Óuppose xm, — r im б. Then Far cach ! > Ü iher 
exiis a oseguenco (4) such Раё iy — found 


Hm hm mp [|rís)— x(t)| 20. (26.1) 
BIO "7023 рев +á 
lim Tim "7 |218) 一 zit—)| = 0 (26.2) 
In particular, 
Palin) = rit), г. (бы) — rii): (26.3) 
Аа) = х), (25.4) 
tim Bm Б — 8t, + 5]. za) — 120001 = 0, 


ша йт (fts — bin re) v (aa + аео. (264) 
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Besides, «et y. (5) = ra(s) 一 Ganita а > hs], gis] = ls) — rt = 
I, then ua — y. 

Proof Suppose that (Аһ) C A satisfies (5.1) and (8.2). Take in = 
А62}, them Aifa € [t.* + В], while s € [tn tn + 8], where & > U and 
8, = Aglia 十 看) 一 А). According to (8.1), if n ig large enongh, 
ta ЕЁ Z 1+ 2à, 87 € 25 and Ër s € [En tn + 5] 

саа) — zit) € |z (s) 一 АБ aN + кА 16) — zT) 

= |=. (s) — {Ау a HE + 5]. >) 

= |=. — z e XA Herze m [t t + 25] т], 
mow Ly (5.2) and the rigut cobtinuity of z we get (26.15. Sirilariy. (26.2) 
holds also. (26.3) -/25.5] can be deduced directly Erom (26.1) and (20.2). 
Finally, we have 

ls Ou) — ил = |к„{А„(в)]— a] + (Аа) — Atto > | 
= |z Ana) — S + |a (ta) А. 


Hence frina (26.4) we know that (A43 satisfies (8.1] and (8.2) for [ш] an 
wel and yn -+y O 


Hemark. From (25.5) it ig еаву bo kunw that W 200 < U, then 
the (in) ваму [26.4) ia essentially unique. Le, if £, — Ё and 是 mm 一 ca 
Азы # Ü, it ві Бе й, = tx, while n is large enough. But i£ Дыл{Т} = 0. 
theu (26,3) and (26.4) hold far every (ta) sntisfyimg £, — f. 


15.27 Theorem. Suppose 此 中 — Z, Ya — y amd for each E > Ü 
there erinis п sequence th — 1 such tat yuna [ta] — Arji) and Ары! — 
Ад). Then 

In tin — T + z, [27.1] 
[r рар — (3) йл D^) (27.3) 

Proof. it suffice to prove that [£n + ду] is relatively compact, bersua 
the convergence of (z, + yn) at the common continuous poiats of т ant y 
puntanta rhe imniquenegs of limit points of (zn + Ba) 

Since Ea — X, Yn — y we luec Sup, brn + раа < ю for al N € М, 
XE [zn | ya) 5 uot relatively compact, thun one o£ 3) and bj in Carallary 
13.25 holds. If a) holds, there are t — h. š = 1,2. such that 


Jun (za + MEN 9 fim [zw + palita) 


But шоло Taiti) — ЇШ}, ana auc 50) = ВО, therefore a) із impossi- 
ble. 

M b] holds, there are #1 « {7 € th, Н, — š, and (En + ys) — ai. 
but aí Z na X пз. Let (44) be the nequenec in the assumptien, Now by 
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Lemma 15,28 and its remark, {т}, (14) satisfy (26.5), and for [Ta + а! 
wu unt 


lim lir liri n uita — B, la zs tyd Y ilinin + ól рар — 0. (27.2 
| 

Now Шеге are an infinite number of я, then such that either £2 = ! or 
t > t. For the farmer cam we have 


lim liz lim ailin – dita[ mn + t) 2 fer e| 3 0. 


Fur the latter case we have 


lim Tim п PN [a ta + l|, In + uay > | — a| Z ü. 
“ss 


These contrasliet (27-3). Hence b) in unpeossibie elyo. Thcrelore fn t Ba) 
is relatively compact and (27,1) bolis. 

Write 3 ту = [Ta 0) £ pe^, ya = - (0, 3n] E p then In ~> бт, m = E, 
Im — 10,0) = w. Now by (27.1) we gel (Fn Yn] = 22 tin 一 regir. 
L1 


15,28 Corollary. Suppose Ta — z € C, ga — у Den In + We 一 
z +u, (za yn) 一 Ur. y. 

Proof. Since z € €Z hence malin] — TH) for every (ta) converging to t. 
Thus from Lemma 15.26 we know that (z, ], (94) satisfy the assumptions 
of Theorem 15.27 and the claims are true. U 


15.28 Definitiun. For z € D? define 


Jiri = É > D: Ат} #0}, (29.1) 
іх} = {а> 0: |А у = ы tur эше t]. [29.23 
Then Jiz), the eallertion of all discontimucus points of z, ія at most count- 
alle. 
For w > П, denote 
Wiz aY 0, 


Hir uj = inf[£ 2 Pin, a): r t], > ч}, 
mi) = {0 — E Аа (т, wy)I(t 2 P(z.w=)). 
PE 


Pizu) ip the pth jump time of z with the norm of jump aize vreater than 
u. Несвине r € D^, limp (z, z] = 


15.80 Theorem. Foru o Ú and p 2 1, the оонатуу mappings on 
0“: 
hir) = Pru) (z) = zi rong). 
fais] = zin n). fat) = An(t (m. u]). 
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if #F[z w) < co, and 
Jala) ==", 


are continnouxs ai x while ug Ub. 

Proe Let xa — x, u £g Liz] Wrote tE = Ffr au) i9 = für 
We wil prove the oantinity of f; 1 € 4, by induction on p. It t 
apparent for p = 0. 

Asaume that the contimuily nf fl € i € 4, han been established for 
р. Then limno 3 > lim, 14, 88 =, H t = co, lima ua t£! = oa = 
+l uwaaediately. Below we assume th < ос. H Hm, ЁБ — РУ, then 
there 13 а zubucquearme (n) setisfsng pP -— F, meanmhilg Aap дет") > 
u. By the remark of Lemma 15.28, gh = Ё, while n is large сшошуН, 
This contradicts £g! > gE, therofore lim, _ Ф > $F, Üm the other 
hand, for any closed T c[t?,2*7|, sup, | Az(E)| € ш. In view of Lerma 
12.30.1}, 


„Шы super [Att] x ч. 
Heuco lun, |, 8*7 2 +1. Again by Lemma 15.26 and u € U [z] we have 
НЛ 一 PH and aO (ta) 一 (1), es GEI) — mI P1), Az. (ECT) 
一 A(t lfet) < па. "This means for all p > 1, Дк], V i = 4, arc 
ступи ab ax. 


Using the ярты remilts and Lemma 15.20.3). it ја easy to provo by 
induction that fnr q > 1 


£O = an 人 一 È As EC г, 
збу X Az M p P) = z<. 
y=1 


On the other hand , x* = 722 on [0,14[ and z* = 27? on |0, 1. Meanwhile 
for cach N c N, while mg are large enough we have Ё > N, ## > N. 
Thus тї 一 z“, due ta 了 her 15.10, O 


15.31 Corollary. Suppose fhzig zs a confintous mapping fom к“ 
Ep Н“ ond for some uú > O, 
@(т}=й, — |z| x=. 
тїї 
zit) = Уу, g(ézi(a)). 
жї 


then rz [r£] $š ü conhmnueus mapping from Н io НА, 
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Proof. Take в positive w # U(z) such that gia} = О while [г| = ve. 
Suppese Tn — ж. Using the notations of Theorem 15,30, write 


= È Anpe i = E ATHE > t). 
Epi Eh 


Then, similarly to the proof of Theorem 15.30, we hawe 


37 — x5, Tn = F, AH ть 一 DX 


М агесиғаю, simce the jump times of Z4, x аге thai of za, z respectively, 
fana Theorem 15.27 we get (r4. ы) — (zz) and hence the claim holda. 
О 

15.32, Recall that if т із à step Function, then W. has the following, 
nonita] representation: 


mít) = yeu aa IP £ > 0, 


where i) U = fg S ti Xr E Ea Жз. Тл 

үң < oc = сбл, 

MD оо 5 rit) 206.1). td 

Ел = ШЕ: fy = +} < оп, then for k > n, тЇ] = {1 i 
j > 1, are the jump times of x. 


15.33 Theorem, Suppose ihat z, r", m > 1, are step funciions, (th, 
(I7) are the jump times ef z, m" зше, fa = #5 = Ú, Them thé 
following siulements are eguitalent: 

1) Moral i > 1 


ӨЫ." Нурз Für; ws n — се [33.1) 
where fit, m] ina function on Æ, x R to Ro] — S, 5[ defined by 
= 
каре do E (23.3) 
зур" — x asm — on, aud for ail N E 
inf ЕРИ : 0 Фр x Nn 1) > D. (чч) 


Proof. Tt ia apparent that [or f defined by (33.2), (33.1) is equivalent 
to the followiug fact: 
"Hk, ç > 3. (83.41 


"түз ie{j >ü; 1, < mol. (31.5) 


Menmwhile (33.3) is equivalent ta thc following fact: For all А > 0, there 
existk rw > Ü such that if Ü < F = N thon 


Аз" у > ew. (33.0) 
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1] 2-2]. Define a piecrwrise linear function Anfty ая Ёо: 


— Ё 
24i 1 1 
Aniti - 87 + (t — quisa s. оша < IU 
'Then by (33.4! and (3353 it ia easy to verify that for each № > 0, 
| 一 引 — 9, en eX, — zl — D- 


Hence according to Theorem 15 10, рг", г) — 0. Оп tbe other band, r 
has at moet a finite number of diseontinuoun points in [0, w] and 


o iir, Дш 4% (33.7) 


(33.3) 19 derhiel bor (23,4),[33.5] ant (33.1). 

2 = 1) Foe N > Ü, lat =s gutisby [33.5]. Take ñ «© ey ^inEf| Azit;]| - 
Ü < t; X AY. Using the notations of (29.3), write £j = Pix, 51. t? = 
tz") Then we have S < N when t; < M nnd n is larpe encugh. 
Hene Theorem 15.30 yielda 

я m Н" 8) 一 AEAT = fj, 
x = ЕЦ B) 000409 8)) = xit) 

Since AW may be an arbitrary positive number, (33.1) and (33.5) hold, and 
khus 1} ie truc. O 


Remark. Lf (23.3) does not hold, phen (33.1) cannot be derived from 
т" — x. For example, rity = 0, z"(£) = E ifaw (E), p[= z] — Ü, But 
tr = Ë, i = +O and (33-1) is not true. 
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18.34 Dn this paragraph we suppose that 5 18 a Prish Space, 1e. there 
je a distance p on S such that under p, Š ів а completely separable metric 
spare. Denote by S = А15) the Borel a-field vf 5, Set 

CaS) = the eullection of all bounded ceantinuous fonctions eu 5. 
CAU] — (he collection of all bounded uniformly continuous functions 
ош S, 
Т5) — the collection of all probability meaaureg on (5, Ё), 
For í £ СЇЗ] denuke 


Л = кар А0220. 
Igi 


Then ||- || i& & nirin, under which C45] із a Danach space aun] CES] is 
separahle. For f ë Calf) and £ c P(À] denote 


- ГА Каа) 
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Recall that би д, €E PS) E pF) = м) for all closed. F. then 
b= u Md = ei fh for all f e C,(5) then & = = na well. 


15.35 Definition. Suppose that ил. ие PIS), if 
a adf] S (fh YE E Caah (35.1) 
then we say that Ён] weakly converges to jt and denote it by jin — и. 


15.35 Definition. Let u € PLS), f he a mapping from 5 to another 
Polish spx Z5" and Dy be the set of all discontinnous points of f. Jt 
АР) = 0, theu f is called 170.3. (ог a.s.) сетін». For A C 5, denote 
by дА the boundary of А. H Pa из р-а-к. continuous, ie., ШВА) = Ü, A is 
cnlled а g-eontinuous set. 


Remark. f S" = R, then. P, € B, In the general case, p{ Opi = Ü 
means Ор C A € Hand nA = f. Thus а pas. кошш mapping 
f may nat be measurable эг... Ë but 让 ie rmessarahie w.r.t. the p- 
pompletzan EP of B. 

The following theorem gives some equivalent ntatements of weak con- 
vergen (cf. Billingsky [1]). 


15.37 Theoren: Suppose that na, и € POS], then us I ш ту equitia- 
lent io each af the fallounng stalermenti: 
1] For every boundet u-2.5. ennéinunus f, 


Jm гы) = АР, (37.1) 


2] vf E C US), [37.1] holda, 
3) їп i (P) = n(F), V closed set F'. 


4) lim 1,06) > {ЄТ}, V open set G, 
5) lim i, LÀ] = рід), Vir eontinumin net А. 


Ín particular, if ug — д uad h isa panas. continuous menping from 5 
to another Polish apace 5". then p ah 5 pohl, 


From the abere theorem it is байр to verify that if {gle> 18 a dense 
subset of unit aphere of Cati. Let 


dip, p) = x 2 | р vi]. 


then d із à distance on T (S) und ther topology induced by d coincides with 
the tapulogy of weak convergence. 


15.38 Definitlon. Lel AC p( 55. If for every c > Ú there iss campact 
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F. C S such that 
inl рК) > 1— 6, (38.1) 
нЕ 4 


Ми A is salé to be tight. 


15.39 Theorem. Let A C PS) Then ander the topology of weak 
convergence А xs гелле compart if ond aniy if A is tight. 
This i n fundamental result сЁ measure theory on metric spaces, due to 
W. V. Prokborev, 1а proof ray be bund im many lextbooks(cE. Billingsley 
[1]). 
15.40 Thenrem. А suhbsei А of P(D3) is tight if and only if the 
following conditions hou: 
lim вор {= riy ар=0, VN £ М, (40.1) 
gus E 


lu supuilz:a($x,N)L-5]-2u МЕМ, q > 0. (Ай_2) 
0—0 Ед 


Proof Necexwuty. Simce A 15 tight, for any given & > U there exists в 
comparet K, much that infe A 20.) > 1— z. Hence Theorem 15-22 implies 


sup ||=||w < ex aud 
=c j. 


lim sup wih, z, Мр = 0. (40.3) 
510 зек. 


Thus for п > sup |z|» we have {ж elly = 2) c KE, 
rc К, 
кир elfa : llel > al) < sup a£ Rr) < e. 
wEÀ u= 
ie.. (10.1) holds, 
Пу (40.3) For апу y > 0 there ія &, such that sup wip rz. NY < m, 
иск, 
heuce fz ti 2, мре 0] C Rš and 


supauf(z iu (5, c IN) m n)) = sup (KT) < к, 
nuca кл 


ic. [430,23 holds, 
Suliriency. Bv (40.1). (40.2] Tor any given = > 0 m £ N and k > 1 
there arc пуу and Bak such that 


А -N 
sup iir: ||| = uyt E М 
usa 


sup a (z zw'(Éyg ж N) 2 ep 277777. 
не A 
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Pat 
ы . 
Cy, = {2: lels < ax] HET E “un [éss.a NES 1/8]. 


Then Thoe 15.22 nuplies that. C. is relatively compact, But we have 
i Ta 21 if р.) 216. 
ini It ue) = ЕД N> Eu it Li = n 


Therefore A m tighi. O 


15.41 Definition. Suppow that for each m, AU is an S5-valuexl ran- 
dom elermeni on à probability space (HT, 77, Р", ДА) = P'a AT]! 
is the distribution of X", X is an S-valued random eleinent on a proba- 
bility space (12,7, P and E(X} = Ро X^' ie the dintributiun of X. H 
ЕХ) S ДОХ), we say that (A) conuenges in distribution {ют in iaw) ie 
X and denote it by X" 5 X. Y (£(X^)) їн tight, we say that the net. of 
the distributiona of (X*) is АЕ, or (AT) ie Eight 

It is easy to kreow from the delimtion of weak convergence that X^ f. x 
is equivalent to that for every f £ CIS) 

ЕРА) 一 EXFCA I]. 
where E", E denote the expectations corresponding to P^, P respectively 
By Theorem 1539 [£(X7]] in relatively compact if and only if [£(X*)j 
is МЕШ. 

In the definition, Bor ferent n the probability space {1M F^, Pi 
may be diBerent. Bu. it is not hard to see that wo шау find à probability 
apare (Ft, Z, F) on which a sequence (Y) of S-valued random elements 
E {еЁтей such that Q(X") = СҮ", n z 1. Therefore in the sequel 
[or amplicity we awaya azorme that the sequence of random elementa 15 
definad on a umom prabehility apare. 


15.42 Theorem [Skurokhod's representation &heorem). Suppuse fhat 
{шыны > 1) C PUS) end p, = ug. then there eriat m probability space 
[0 Р) and a seguente (X4, > 0) of S-maluced random cleruenis defined 
ott di such that jin C(XS), n > D, and 

Jim elfa Хь) =Ü rns 

Praf. Take $$ = [Ш], F = BUD.1]) and denote by P tbe Lebesuc 

measure on |0. 1]. Firstty. we divide 5 inte; 


SEX Sap SU ль E E Y. 
а J=1 


480 ('hapter XV Weak Convergence for Cadlag Pronesges 


[here © denotes the union oF disjoint sers] rud 

абаа 1 = зирабт. pi ry E à FE 45 k > L. 

pO, su) = Ü, m > Ü, 
Ihe to the scparability of 5, such a division cf S exists (for example 
we may divide S by menus of Che ра contimous balla with conters in а 


contable dense subset of 5 &nd radii less than 2771). 
Secondly, we divide 0, 1] into the sum of intervals да Ecl crees: 


da P 


0, 1] = БАГУ, mS. = 2 AD k>1 nc, 
š j= 


А | = дь 4). 


бак 
where |A| denotes the length of interval А and art are urranged in the 
lexicographicsl orter. 
Thirdy, we define random elincata An aa follows. Set 


d т] 
Ху = [5 uo Vue АУ а STET # 0. 


т, Иш g A™ 50 = Š. 


[Te 1a 


where с is а бхей point of $, ту. ig a peint of ST V the interior of 
Жу. Then each XÍP is ап S-valued random element. шее ха. 4, € 
SPa C 90 аз we have AXE (a), ХЕ (uy) < 275, p z 1, Due to 


the emnpletenesa of 5, there is an S valued random element Xn aneh that 
Дт xo Хш), sci пуй. 


We аге guing to prove that X, — Xg P-an.. For any к > 0, take Е such 


that 27% < eiz. Hwg 项 后， yn Rinece 


Д U : 
А, |= идиш] воа, = АЫ jb 


by vitture of Ше arrangement nf A there is an ma such that for mn > ть 


TEE 
we have ш € дї 


n] 
"ЖЕП 


and 

XE us] == “| RT XI? t = l: tk: T? z ü, 
(Хы, Xa) S o Xs, XT) + ИХ, XU XU. Zo) 
© ЛГ РЕ, 


А 


Therefore X4, — X on ñ ( U (A519. 
E=L £t, tg 
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Finally, we prove that {Жы} = gas. Пе шшш C = [Sri 1, 7 1. 
1zj3zXk ЕРІ. Then C ii a rala and 


Р(Х? є g... Y= ЈА |= amu PEL 


tp 
Р(Х» € Sai) = (быа). 
Thus Хь) and рь, coincide on C and by {һе montone class theorem we 
obtain C[X4] = ;,. O 


15.43 Definition In the remainders of this paragraph wa conzider the 
cadlag processes only, their distributions are probability measures on Fe 
tish space D”. Below X and X" all stand for R-valued taxllag processes. 
тин. explicitv Etated, 

Similar 1o (20.13 and (29.2), define 


J(X1 29 fi u: РАХ # Ü) > 01. (13.1) 
UUN = {ч p 0: РОДАХ: = м for sxmcet 20, >й}, [412 
TX. s] =й, 


Tpl =їш{# > Ta Xu JAX ха} pk (43-3) 


15.44 Lemma. J(X) amd U( X) are at moai couniabie. 
Proof. Olriously, the conclusion carnes from the lollowing identities: 


AX) U fr (ТХ, 1) =) > 9j. 


G(X] = M. [ч ! РАХ , 1l = u, [x.2) «o»0l o 


15.45. Theorem. Suppose that LSE, Then 
1) The finite-dzmeneiotnal diatributiona of Y" ronverge bo that >f X 
along ЇЗ = R, SJUX y, te, 
[X ARS Xu. Nal h€ D, p > 1. 


r 
Eli 
( He also denote u by X" e 


2) Suppose hal g is a continuous function on R. x Rx J, sniisfyirty 
gio z. y) 2 Ü und u Є ОХ). Then 


(an CX, ii, Хахир SX Tux ul 1 = I “ k) 


Ха, Хаха Mna) 1 Z í < k), 


3) fa ія a continuous funchon оп FE, vanishing in п neighbourhood 
пр 0. then 


(X^, Eg( A X^) (X ДАХ). 
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Preaf By virture of Theserein 15.27. h i СОХ -as contimaous than 
hi X7) 5 АХ). 

1] Take hix) = {rith iig] Hh € D, then Fam Theorem 15.12.2] 
h in £i X]-a.8. соттоп. 

2) Else the notation: m (29.3) and take 


h(z) — (g( x, t), olt ir uj), Avin gh 1 Z š = k). 
Then from the assumption concerning g and Theorem 123.30, h is Z( X oa. s. 
continuous. 
3) Take hiz} = (а, È s[:=(s))). Then by Corollary 15.31 A is £(X)- 


нм. гохи, LI 


15.46 Lemma, X" Š, Х if nnl oniy if the foligmung comdürena hali 
iy XT) ds Hight 

1) АН рее kuit pasnls of (E(X ™} are identica! 

Proof. Due to Prokhorov theorem, it ë obvious. C 


Ey virtue af the previous theorem, in order to establish ihe weak cog- 
wergonec of (X3) we may verify the tightness and uniqueness oF limit 
points for (7L X] separately, 


5uppose D ig a dense aubset of К, if X" TP X, then it is easy tū 
knew thet the posible limit port ix unique. 
From Theorem 15.40, we also have Lhe Following theorem. 


15.47 Theorem. (XP) ts Eight sf ond. oniy if the follounng conditions 
hola: 


: п =" = 
lum нир Pl mp | 三 а) =Ü. ЛЕА, {47.1} 


п>] 
lm sup Pie id, X". А) qh = D, Ма N. > П. {4т.т) 
1—0 nl 

or equiuntently, 


mE; 


lim lim Р{зир|Хг|га}=й, VN € N. (47.3) 
a U UN 

liru dm Piu X". M) E pSt VN EN OS (ATA) 

15.48 Definition. lf (4.) C P(D^) is tight and for every possible 


limit point j of (gg) АС) — 1, then [nn] is ruis das Tt C tight (X3 in 
said to be C-tight if (£(X) is C-tight. 
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15.40 Lemma. The following xiuienernir arz egucadentb. 
1) (X7) is C-ight, 
2) [X7] is tighi and 


lim P(sup|l&X?)zc)-9. VN Nc 0, (49.1) 
u— LA = 
4] 
lim Im P [ sup |X7] > а) 20. VN € N. (49.23 
n—9m Ж t= N 
iu mPa XT Ni > т] = 0 YN eN, y>. (45.3) 
40 тп 


Pruaf. 1) -> 2), Under 1} [X73 ш tiglu, henve it aicea to provo 
(49.1] for amy convergrnl sübsequence of [X"). For simplicity we may 
акки: that X" Ë, X. Then X їн а rontinunus procces and J(X) = ñ. 
Thus Lemma 15.20 and Theorem 15.37 entail 


sup |A XH S supl Xh, YN >n. 
LEN ё № 


Put Ж is continuous and inn | & X,| = 0, во (49.1) holds. 
T 


2) = 3). Due to the tightness of (X7), (47.3) implies that (49.2) їн 
uecesaary. (40.3) is deduced frons (47.4), 149.1) and the following casy 
imequality 

wi5 x, INT) UB z, у + min]. 
UN 


T = 1р It is apparent that {49.21 amd (45.35 imply Lbe Giglitiens 
af A"). Assume that [X"'3 їн a convergent subsequence of [X7] aud 
X" £ X. Then Lemma 15.20 and Theorem 15.37 entail 


sup |* X T| £ ap|AX,l, wr g TI). 
AÉ #= 
But япр |А Ж] = ы(#, X", tl. hence 49,3) атин aap [^ wa = É =a. 
AE aci 


whale te HX}. Therefore X is continuous and (X^) is C-tight. C 


15.50 Pemma. Suppose (iat for oll n.g £ IN, the process АЗ fus {һе 
olla decomposntien: 
X" = U +Y a Mt, 
where ib for eeh g, [P sa Ls fight, ii) For each g, (V 77)», t tight and 
iher эв a sequences (m4) of real numbers such thal lim a, = Й and 


lim {аыр |А] a=0 VN £ N. (50.1) 
В xd pe 
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ш} 
ip ЫЫ өз [0 VN E M. n > ü, Та) 
Them [.X"] zs tight. 
Proof, Due tu the tightness of (Uno: (Kapi япа (50.2). (N) 
natiafies (47.2. Using the foluwiog easy inequalities: 


ш(й, т, А) = 2gupiztt)], 
LEN 


whi m Fg Му S (B m NY + w(25, у, ЛГ, 
Më, т, NY Br т, №) + ғор [Aat 
EN 


"we get 
u^ (B, X", Nx об, UT9 NY оа WP, Ar] 
S a£ (5 LP, N Y+ Bat (25, И”, N) + нар |yV + 2sup [W "|. 
tu CN 

Far any s > 0, > U, from (50.2) there їн & number ç such that m, < 5 

and 
lim F*ieup |W > z) € =, 
n TEN 


How by virtue of assumptions L aud ü) we may choose n, and ё > ( such 
that while ri 7 ng we have 


Pi 07", N > «pec Piat, Vm NY > n) < z, 
P(wp|AV*!n)«z, P(mp|W/*p» s) < 2s. 
r= N IEN 
Thus Piw [i AN) > бп) = bz and (X* ) astisfšes (47.4), Ehercfure ( X) 
m ht. O 
Remark. E fer вас q, (Vr) is C-üeht, then ii) holds. 
15.51 Corollary. Assume that (Y?) and (Z^) are бро seqnenees of 
RÜ.vahud cadiag processes, If (У) is C-Hgh! und [Z7] is tighi resp. 


Ü-Bghi&) then (Y^ + Z7), (Y. Ж" | are Fight (resp. C'- tight. 
Proof. Pur (Y + Z], it suffire to apply Lemma 15.50 with 1797 = Z^. 


V7? = Y”, WQ = n and a; = y Tsing the same technique ns in Theorem 
15.27, wu get the ennclusion about (Y^, Z^). D 


15.52 Lemma. Suppose that X" admits a decempasikon X? = V5.4. 
AUC заны ты 


IP TECUM T Po s[..a= x nsn—. 
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i) 


Bm dm P(sup|zS| > = Ye №. gu [52 1) 
可 一 H2D n —rx 上 下 


11) үле E руч, rn Ос, ç = 1 and 
ич А аз по. 52.2) 
Then X" Š, W. 


Proof. For z, y € 0“, (7.1) yields Hz, y) < læ- ylis - 275. For any 
= > 0, take M sstiufring 3-541. - Thus for any closed set FP we have 


Р(Х" = F) = PY™ cr P{sup | > zy, 


where mE = [y: plp, F) < 3c]. Applying Theorem 15.37, we get 
limP(X* € F) £ imP(Y"* e КЕ) + Караш | > = 


< POE g F=} + im P(sup |Z™] > eh 
Е Ы EN 


Letting g — on, by (52.1) and (52.2) we obtain 
linP(X" € F) = lm (W g FE) z PU c РЕ, 


ince F = |) F", ettine Е | Ú, we have 
pi 


ПХ" & F) PH Є). 
п 
Nop ihe claim in deduced Eom Theorem là 37. O 


15.55 Definition. Let А. be twn increasimug proceres. Wa cay that 
A strongly majorizes B, and дете it by H = А, if the process À — Ji 
itself js increasing. 

15.54 Theorem. 1] Juppese fhut ( X7], (V^ are Basa acgueners of 
jneremsing processes and X" x Y^, w 2 1. DM (YT) is tight (reap. C-tightj. 
then so is (X). И | 

2) Suppose ihat (X") is а semuence of real processes with fimzte. varii- 
Hon, Y" = Var( X") 47 the variation process of A". IF (Y) тн tight (resp. 
7-1), then aa se (X). 

Prouf. i] Since 

Аи Х| Л). ATSI 154.1) 
we have ныр [Xr] = зир |. ше, А, ND = ¿(8 Y. А) cope, X". А) = 
TEN =. 


ub, Y N}. i Theorem 15.47 mud Leanna 15.49, the tightness 
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(resp. C-rightness) oí (X7) may be deduced. [rum the tightness [mx 
C-tightneas] of (Y). 
2] Bruce [54.1] ia asa Erie, the proof o£ 1] remains available, O 


The Tollowing criterion fnr tightness is due to D. Aldous. 


15.55 Theorem. Suppose that [ACR] is a sequence of adapted сааб 
H-volued prücesaes on a Jfüteted probability space (11,77, P. = (F, P3. 
Then ( XP] ds tighi if the following conditions kold: 

lim. inc P (nup Х| д) = УМЕ N. (55.1) 
iim Ита iu P(X- XI)=0, YN e М, тй, (554) 
# Ü n ГЕ 08 
where Ту is the rnlleriion uf ull stopping timer bounded by N. 

Prosf. Since [55.1] is just (47.3), it suf&ices to prove that. (47.1) may 
be deduced from. (85.2). 

Fur lixed JV € M, = > Ú and w > Ü, due En (55.23, For each + > Ü there 
ate бїт] > Ü and eir) Є PV such that 

п тіт S T £ Te, S < T Z S+ Sio => РОХЕ X3] > n) zr (55.3) 

Зей 

Sp = 0, Sp = int > 一 Kal Tu. 
Applying (55.3) to r = e, 8 = SpA N, T = SRL А (59 + ñ[T)) ^ IN and 
noticing that IR. — NE] 2 y while 5Ё ү < оо, we have 
m > njej k > 1 — РОР, £N, SP = S tile) Z e- 
We choose q € M with giie) > ZIV. Then applying (55.3) entails that 


E 


"Ea nie) vef- )iz0-2 (SQ. < NS, < 5р *8( j)s- 
Since SZ = $01 USU — S2 we have 


Hoep (59 £ N) > NPIS < N) > E(S5I,ssca) 


H 


Е( 5 (SE — 80м) 


I 


È EUSE — Sa MiS 5 MSE- SË, > He)) 


yl 


E, SOPIS s N) ~ PS; < N, SẸ — 2, S ЧО 


y 


Sieg P = Nj) - s[(=])ç=, mn] 
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Heme 
Р{5т < N)< 28, as n nir). [55.5] 





Next, set 4° = [Sn > N]N (А 
(55.5) we айнаш i 


LC MET p» Ey (55.43 and 


РА") 1 - дс, цв h Z= thu. (5ю.б] 


Now ifa € А", we take г = infi: БТ Мр + = Б" ç =Z r - 1 
and consider the partition of [0, N]: Ù = fy < --- «f, = N. From the 
deünltiens of А" and 3r we get 


本 [上 一 ELA") = Zt]. l x z = T. 
LH 
tt 1zi£7-1 
h-i 之 (2) ET 


hence «(5 X" furi, N) < 258. Thus (55.6) implies 
PU (7), x" м) > 29) = З=, ce "r> пр. 
"Therefore {47.4) holds and ( X") is tight. С 


15.56 Theorem. Lei (A) be m sequence of locally square imtegrabie 
mariimsales If ((X"1] та C-ie, then (K) is light, 

Proof Since (Хе) is dominated by predictahle increasing process 
(X3, for ab > 0 Lenglart/n inequality (the Corollary 98,24] mplics 


Pimp Х| > a) € š PU), 2 b, 


一 一 - b #— 
lim Pisup | Xp | 7 2] € — + hur PHA Th m 53. 
T LEN п: nod 


Letting u — ec and b — oc successiweiy yichda (55.1)- 

Next, for BT £ Ты, S = T = S + 5, consider М" = X" – (А>. 
[NT]* ix dominated by LX") —(X7]?, For E > Q and m > 0. again 
applying Lenglart'a inequality, we hav: 


PXS- XE| > =) = š +Р({Х"ур-{Х"\в >л] 
т ть І 
E РА К"), А) 2 w). 
Ву virtue ol the C-tightness of (ТА), 049.3) implies 


lim lm su 


i 
PiX? = A| >=) < —. 
一 和 хт 5| Е? 
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Sunec т may he arbitrary positive: number, (55.2) holia and the tightmass; 
ut (X7) Follows from Theorn 15.45. LI 


54. Weak Convergence of Step Processes 


Defore discussion the general conditions for weak convergence of semi 
шаг ыс z the next chapter, we give the conditions for weak con- 
vergente nf step processes in dhis paragraph, since in this саки we гап 
rharacterize (he weak romvergence in terras of jp times aad pimp sizes. 
Ihe priorities of this appoaca lie m tiat one may seni the werifiration nf 
tightnem and obtain the ncecessgry conditions at the same tiru. Markov 
step processes and the approximalinrz af Markov зіер praceasce via Markov 
sequens arg RH discussed. 


15.57 Lemma. Lei X, X" na > 1 he sep processea, pl X7, X) 5n 
(resp, X" -5 X) and 
lm Hm РОО < ААТ men| S2) = 0, VN 0, (57.1) 


where Tp ids Phe firat jump fime af X7, Then for fit, r) — (2,2 aretan) 
we Атыр 


РОТ. Хр) rean. FD Xm). (57.2) 


Prenf. Hy virtue o£ Theorem 15.42, it sullices to prave the ennchusian 

[for the case of convergence in probability. Take uy | 0, uy E E(X). Then 
Theorem 15.30 implies X2 I Xa, 

TX.) ТХ, us), VE > 1, [57.3 


and on TI X, uk) ч кг, 
AXUDE a AXCT Хш}, VR > 1. (57.4) 
"exl. Юг given £ > Ü, 4 > 0, by (£57.13 there are t, Е such that for all 


powe have 


P( X T, < cc) + P(0 < JAX C) Fer eg ma) 
TFP(D x АХ" CPU pn e 8 ^. тү] = 1]. 


O Enr comveniencs of typesetting, we write AX {i instead of À Xy, 
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Thus 
PI — Ti e or AXT- АХО > 8T) o] 
€ Pt s Тү < so) + P(0 < JAA TEH re < us] 
TP < [AXI Em < wx] 
РТ ST d АХИ ср 2 uk) 
+P — | 2 = ur AXT- AXIN) >=, 
| X "(Fr Minos 2 ча, AXT дт 29) 
ap PT Р Xu) = t) 
十 中 站 丽人 本 ”ES Хь) Z =. TY [X u ) = 2) 
HEIJASTAA", mh) — AXODCX t) 
> e (X ug) = U. (87 5) 
Пу (97.3) we get 
P? IiJXu]et Z PUITS) > UU) ei 2 0. 
According te (57.3), (57.4) and (57.6), letting + 一 e: and тр — 0 
sively on the righi-band side of [57.5] yields 
Jim PIT - 7 == u [AANI -AXi 2 €, Ty = ex) = D. (57.7) 
On the other hand. 
PTE < tT, = ску) 
< PO < JAX" CI Mire ea < sl 
+ PSAI Tc > ua, T = оо] 
ecd РАТ" ak) Z SAY, uk x). 
Letting п — сс. and n — Ü successively also vickds 
Jin PT <t, Т = oo) = 1. [87.8) 


(57.7), (87.8) and Xg X mean (Те, ХТ) A Р. ХІТ. n 


15.58 Theorem. Sunposs (hat X, X" n > l, are atep processes, 
(35), (TP) are the jump firmes of X, X" vecpectiecl, Then the following 
xlziemenis are equivalent: 

1] Por fii, r) = (f 27! arctan г), 


LET XR. 3 2 0) AUT XJ j > б}. (58.1) 
2) X^-É X and 
lu lm Р < JAX airget V2lt>0, (58.2) 
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Proof. 1) — 2). By Theorem 15.42, witliyul loss uË generality. we may 

suppos thak 
Ш.Х уз fj Хау) ав, viU. 
Then Theorem 15.33 implies p X7, X ) — 0, zs. aud 
ШАХР | 0 < TT hl as, Vic 
т 

Hence 2) ie valid. 

2) => 1). By virtue of Theorem 15.42, we may assume that af X^, X) — 
Uas. Then Lemma 19.97 entails Р", XT.) E HT, Xn) 

Рщ X» = X" – Xp lare a. X = X — än ipn ы. Then hv Ther 
rem 15.30 a X, X3. 0. Hence КТ AXI) ят. À Xp] and corse- 
quently f(TT, Xp.) ДТ». Ат). By induction it is easy të know bhat 


fU XB D Anh Wl 
and Cierefore (58.13 holds (ef. Problem 15.8). O 


15.58 Corollary. Juppose thak A,A тп 2 1, are counting processes, 
An = Жу =й, (Т), [Ti arc Ha succesatve furnp times of X. X" respec- 
Favely, Een lhe [онтыла simlernemËEs ure equivalent: 

1) X" ^ X, 

2) T. EE ST > 1), 

a) for a dense subset Г} of На 


xp xa LED, (58.1) 


Proof. 1) += 2) їн trivial, since for counting proceeds X, X7 we have 
Afm = 3 nn [I7 = cx], Кт, = топ [T; < со]. 

I 

15 = 3] is apparent, Conversely, for £, € D, je NM 


PUT xt 1 < š; xk) -Pp 2 p 1 < 3 Е] 
= PXE rj- ia sjek) Р(Х, i- lZ j= 
= PA 27.153 в) = РТ, tl = 3 = k). 
hence 2] amd also 1] are true. 0 


In order te discuss the weak convergeuee of Markov step processes. 
w atate Bore clomentnry results about the weak convergence oF Markov 
aequences іп grlvanre. 
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15.60 DeBnition. Suppose that S ia a Polish space, £ ів the Borel g- 
held on F. Let Nim, А4) Мг, А). п 2 1, be trangition probability kernels 
an [3.£1, and 0, ga, 2: 1 be functions on 5. 

IF doc all f E СУЗ}. NC, f) € QUE. then № is called. Pellerzen. 

lf fex all f € CAS) and барас K C S, 


lim sup NP" (x. f) 一 міх, fH = ú, 
тг тЕК 


then (A7) is valled unaformiy eontergeni do N on compari and дешч 
by WHH N. Tí (gs) uniformly converges io g on enmpact we also deuote 
it by gn "5g. 
M fo: all f £ Chla) and sequence [жү C A with ш — Z, 
um Аз, f) x Niz, f). 
we denote jt hy NSN. IP for all (ra) C S with Za -+ 1 Jim puma) _ 


gir} holda, then denote il by ga=tg. | 
"The сі lemmas am easy end their pronis are left to the reader. 


15.61 Lemma. Suppose ihal N, №", n — 1, are {romattot probability 
kernels, end g, Ja, п 21, ave functions on a Polish space S. Then 

1! N*—N if and only if N is Felierian and NT SN. 

2) gag if nr only sf Ən = g amd р is continuots, 


15.52 Lomma. Suppose that X = {Xi k > 0), X" = (XT. & > D). 
n > 1, are S-unhbr:ed Markav sequences, ш, u^ ame the mijil аята тя, 
and p. p^ are the onc rtep Haratat probalalsty kernels of X, X" resper- 
timely. Then ihe Jollmmng sfatements are epuinieden t; 

1] p° =p. 

2) for all и” with p D, X" Š X hohls. | 
Morenver, im hrs cose, df Н" Mg, bhen for every coniimusus tapping F 
Prem $ in 5 

XENA > 0) UU ЕЁ > U). 


Let X = {Жү} bu a real Marko step praecaa, (Гь, = 1) be its sequence 
of jump timus, Th = 0. "Then by the stzoug Markov property it i. not Ната 
io know thal (T£, Xm, 15-0 15 an Кү < R-valued temporarily hamogeneons 
Markov sequence. 1t is also called the jump сћа of X gnd the distribution 
of X is uniquely determined hy the initial distribution p of X аша the Due 
мер transition probability His midt dy) of (Ту. Хт}. so we also write 
CLX) = (ge. Hj. 


15.63 Lemma. Suppose that А, X", n > 1, are Murkou step рго- 
cesses, FIX") ~ (P RP), CO) — [m B) ena (Ту, Хау. E Z Q) B the 
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jump chain of X. If u"- n, for fit, x] = (t, 2 * arctanx], gn — 3 = (x, 
In 一 т атт all g € СЫН, x HJ 


lí go Ft gH (nua: di dy) =+ Ш yo fih mis df dy), — (63.1) 
thas (FTT, Хтр), k 2 0) AUT Xm), & 2 0) and X? Š, X. 
ProoL At first, we prove that [63.17 holda for s = 26 as well. In fact. 
from the definition of R we have 
lí то fit. y) R(na, a; dt, dy) = (се. 0). 
while 3, — cn, for к > Ú there із W > D gurh that 


Г по ДЪ yn [за Tnit. dul – 2.0] 


= rn ] bes. I arctan t] — gto, Q1] R (ял. ту; di. dy]: =< F. n = №. 
Неша: (63.1) holds for š = oz. Now Leurma 15.62 implies 
UP XA). Rmo SCOP Xm), kg 
and X" 5 X i» deduced by Theorem 15.58. 0 


Let X = [.X,) be а temporarily homogeneous rend Markov shep pra- 


cess with transition probability (раба, A)) and corresponding inBinitesinal 
churackeristics: 


Qs, 4) = lig AE РАШ А) (64 1) 
air] = —GQUx, Ix 1. {64-2} 
fn avfzll _. 
Я [аш dE ie (64.3) 
Fa), if giz) = D. 


ln this case, the ome step tranmition probabiliiy J£ for tho jump chain 
175. Xp.) of X may be written as follows (cf. He and Wang [31] 


Е ра [z Аа WO) > 0,8 < ss, 
HIE a | Es Edi] А), otherwise, 


[04.4] 
Мии Ше, ik is not hard to compute that the Lewy system г of Ж 
(ш. d) = qi Xa N Aa Хр + туе. [64 5) 


Recall that the dintribntion of X is uniquely determined by Ин ша 
distribution p and 4, №. Bo we write EUX} ^ (pg, IN). 


_ — Pn —— 
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15.64 Lemma. Lei (g.N], (Ф Аул > Y, be е ілба 
characteristics nf temporallg kamogeneous Markov step processes X. А". 
n > 1, end R, Л" be connecied with (g V], 2g, NT]. ba (64.4) respeetéta y. 
Jf t= and far z, — т E 1н giy) > UD) we ieur: 


Ар, gi (тд); "Vg £ Cu fj. 
еп for s, — 8, Z4 — z and all g € CUR, x m) 
ff ge fi mE n Taide dg) = f[ ss fa onto nae. dyk — (iiid 


where fit, x) = (£2 arctan a). 
Prof For g € Cu, x HB). gof is а bounded eontinaenus funezion 
on Ft, х Fland for any to € F, 


lim sup [о à Ў, ру — gà fte. gH = 8. 
t—t y 
lf giri > üu, then 
А go fü RP Gs msi dt, dy) 


= J ims ай [5 o f [fag [rs e T аат 
= wm ее 
һи) = Г HET fit а) НЕ ml 


ат t E 
= flae + -- Eje "at 
Jot uen) 
二 [unitormly in y as 6 — Хх.) 
0 gia) 


"i f T go [ый ше ЖӨНӨ = kiy) 
Thua 
| те ants — f sts dvit) 
€ aup Anin) — hiyl + | NC, h) Nir, h| — ü 
E 
Бо (64.6) holds. 
Assume gir} = 0. While g" (r4) = 0, we have 
fi Dani sigo йу — go 0, zs] — gico 0] — Mia z; q p f)- 
While (xu) > 0, (64.71 i5 2t valid amd gs m — oo 


ha [p] = r 9^ f ls + == "dt — glon Ü) (uniformly in g,- 


“г Lr 
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HI bus maig o f) = J tatizo, d) — 900.0) = Ris, zig a h). 
In snm, (ñd.6) holds, 3 


15.65 Thmsarem. Let Y, X", m > I, be temporeliy kornogeneous 
Markon atep processes, DUAJ — (ng, NY, CX?) < [um gn. NP. Then 
the following siatements are eguivalezt: 

1) i) sq, 

Wb fer wi ra -+ z [рс > б}. 


J sen sd — ot Cr, 0, чє СЫН). (65.1) 


9] for ail n^ Xu, YX* É Y holds and 
lim m Pin = | X05 erm | x gj — DO vM EN. [65.2] 

Proof 1) = 2) In vew of Lemma 15.64, 764.55 is valid. Thus Leturia 
15.53 implies X^ 5 X und (UTP X38), k m 0) ACTI Xr). & > 0), 
hence (65.2) ie deduced from Theorem 15.54. 

2) = 1). Asaume x. — z, take p? = d... p = ip Then p” Dr 
By the assuription, X" 5 X and (65.7) hold. Hence by Lemma 15.57 
T^ 5 Ви 

P(T"Bi1]-exp[-a"(z.) M] PIT > #) = exp[-a(2)i], 
Luus g^(z4] — giaj. lf gir) > 0, then Тү < eo as... Lemma 15,57 yields 
niso X. Š, Хт, and for g & CA R), 


J oNN" n, dg) = E[st X943] — Ele(X4)] = J sente. dy). 
So (85.1) holls. П 


Remark. The Following example explains that (85.2) may not be 
relaxed for 2) = 1). 

Let X,r bc two independent homogeneous Pusen processes with 
iulrnsity 1 and X" = X + "LE then X, X", n > 1. are teuiporülly 
homogeneous Markov step. uroccsses. und 


(1) £1, Niz,da) = Bid), 
| 1 1 
q'ir)ze2 М" (t, uy) = э%с+1{4ш) + gb Hugs). 
Obviously, X7 S X, but 1) does not holl. 
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15.00 Corollary. Let X, X", n Z 1, be temporaliy homogetieons 
Markov step processes unih siale spoue [0,1.2,--.]. The Q-matrires of 
X, X" атк (qii). С Pexpeciinsiy “Then the following аїаїкптєтїї ure 
eguiualeni. 


1) Jor ий Ed Ui =ч Ti) r 

2) for all u^ Su, x^ S x; 

3) for nl! i, sf p” = u у, йит AE x. 

15.8T Theorem. Suppose ihat јат Exch TH, irt = [Yr les i5 й. denip- 


mily howrogpenemus rea] Markov aegueness unth instin! disiribufion п” ond 
тата гт үтенү рг, р). Let en | O. Defne 


XP = YS = ҮР е S t< (E+ Dek t>. (66.1) 
à! 9 


Геі А be a temporully homogeneous Markov sien process, CX) Uu. g. N), 
Then Ши: foilounng siqtermenfs are eguimalent : 


1) for ali z4, — =, i) 
zz Gres {та}) —1) — a). (66.2) 
ii] If qtm) > Ú, Jor all g СЫН 


š: Pa яб) Pra. du) — gla} f gir Nr, dy); tisa] 


2) for al! u^ — ш, Х" S X and (05.2) holde. 


Pro Notice thus Ж" ia a Markov skep prooukh, but Шау nut he 
temporally homogeneous, The Lrazation probability for the jmp chain 
of X" i5 


[riz {rT ^ Fyen (n, du), р“{л.{г}] #1, 
BE" (rs zi Mes] dy) = k < 1 
Ti=se]5r[ du), otherwise. 


1) = 2). Similarly to the proof of Theorem 15.85, it во сез to verify 
(68.1). Asunt Chat яд = ke, — 8 < 00. га — =, n É (a |M, x M) aud 
Jit, r] = (1, 2 anctanr)h we haec 
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Í go. fit, yR Gr Tas dit. iy) 
= È то fis + Rea p p" Gen, [ms pana iEn dy) 
= f i ius i di), 


ыш} = fao snt | Јен ера, oe 10 ala, 
TF qi] 0, then 


bru! 
finit) - } go fit ylexpl—a(zy(t — niae. 
я 
and the above converecucc is uniform in у, Hence 


n НЕ yg HT Us к, dh dui 
- Í Í i g^ fü p exp[-e(rHt — s)] dior Ta IW Gs dy) 


= lí: u FÜ BH s a; dt, du). 
TF qia) = D, then 


1 — anir [т _ 
hap ы aH — пісю, 0). uriarmly in y. 


En 
Thus 
ff v» fais main, dg] 

- 1— [ma [ee ) — АЉ 

_ [^o En 工 一 р” [Ia [rH 

— gio 0) = ff aa fü mh, dy), 

2) =® 1j. Assume f, -* rg. Take n" = éj B = Aou c D. Write 
Pa = Р. фть РЬ Ir 079) and [T;) are the jump times of X" and X 
respectively, Lerma. 15.57 implies T7 ELS and 
і 一 


E[rxp( —uTfr)] = FE 


тл, Фу) 





exp[—u£s) 


一 ЁЁ икр{— T) y = x 


1 

It is not bard from this relation to eonclade that p, — 1 and = (1-дл„}— 
n 

qiz). Hence (8.2) is true. 


Pmblems arà Complemems JTT 


И gir) > Q, then T, < oç as. Lemma 15.57 alsa yields Жул & хр 
аш) for all g € СКК) 


Epl XR] = 了 一- 
^ Б\ңХхд}] абда, an, (65.4) 


[68.4) and (60.2) imply [68.3). D 





| gy Hye IP Ura, dy) 


15.67 Cornilary. Asume ihat fer cach n, Y" i Q temporary ho- 
mogensuus Markov sequence with state space {0,1,2,1} and ome step 
{rortsitinn probability (pz, and X а п lemporanriy lunrogeneaus. Markov 
atep process wiih stale space (D, Lo} and Q-matrur igi). Let Ел | 0. 
If X" i defined by 066.1), then the fHinming staleyaenta ате eguitalent. 

1) fer ait i$, Y, (27, _ й [Ет — fj: 

з} Jar all p" S p, X" 5X; 

3) for all i, if p” = и = б, then X^ 5 X. 


Problems and Complements 


15.1 Consider the салор functions: 
Zalf) = lica]. уы) = lj: -Lin]- 

Explain that D is not a topological] vector gpace and D? їн nat the product 
tepological space of D ћу B. | 

15.2 Consider the elements rali) = Tersi tin] of D. Explain that D 
ir uot eomplete under p defined by (10,53. | 

35.3 Let pal, y] = sup |z(1) — yiil- Explain that D & not separable 

t 


under pa, but in D° the e-Beld generated by д„-ореп balls coimetdes wilh 
ofaint u x 0]. i 

15.4 Prove that under p defined by (7.1) C ів a closed subset a£ 0°. 

15.6 Let m, r4, f 7 1, be increasing сане functions on Hy, null at 
aero, Then the following statements are equivalent: 

1] xg == z umder thc Skorokhed topology. | 

2) There is я dense subeet Doi Кү such that i) za (E) — zit) t = D, u 
fnr all £ > 0 there іх а надето (ia) вис that Алц [ta] — Аа), tu — t. 
and тюгел, tn < tibt E D. 

3) There ig a dense subset D of FL, such that for i € D rali) — xit). 
Yu LA La) ais У: Аша), 
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15.8 Lot 5 be u Polish apaec. 1) IEX ia a Fellerian tcaosition proba- 
bility kermel rm [5, 8651). then fnr each & > ü and euupact K C S there 
is A cxnaupact Ce gg C S such tat sup, I [z. CT Re) SE- 

2] If "V, WW", п > 1, are transition probability kerncls and N=, 
then for ail = > Q and compact K < 15 there is a compact Су C S sieh 
that lima supe ar NT (zx GE) TE- 

15.7 Suppose bhat M, N, MU NT, > l, агг transitinn probability 
kernels on à Polish space 5, IT. M'A, NN. then MT А М + N 
where AM + Nis, = fe Mz, aN (m, f). 

15.8 Іо FÉ = П, F, F; = H and erip FC with the product 
topology. Prove that ij E77 is а Polish space, i) Let 57? he the Те] 
m-lekl ob RY, wẹ be the projection of А0 to RE = [[5 É. рь bo 
probability тпевнитея пп ЁЁ”. Then i, > И and ouly if for al k > 1, 
iin em Sus ж. 

15.8 Let P, P. he probability measures on (FE. SLR. Pa ЖР. Set 

(z. [z] — int[y E R; Phi] — oc у > uj. 

т) = уе E: Р] o uf) = z). 
Tet £ he r.v uniformly diatrihuten an gl 1]. Prace that F^, (resp FI is 
the law nf Galt) (resp. Gi£Y) and im Gu) = CUE) ды. 

15.10. Атезице Ша 5 is a Polish space, A c B3. A їч closed under 
the formation of finite Tmmterneztion and each преп set in 5 may ba expreso 
an a countable union of sets in А, I P, Pan oc l, are probability 
measures with lim Р, [4) 一 РА) МАЄ А, then P, P. 

15.11 Assume that б ія а family of real continui functions on RA 
for suy different 4,h,c £ АЧ. There is f £ (f such tbat {а}, РА}, (c) 
arce different. Prowe that a sequence (X7) of E -valued сафы processes 
ia tight if and only i£ 1) for ell e 0, t > Ü there is n compact Кур c Ra 
auch that 

Р(Х S€ Kass st] 1—6, zl, 


iU) vf ЕШ Ху n > m js light. 
15.12 A seguenec (X"] uf calag procesen in tight if ard only if 
i lim, .-о lime коо РХ | > =) = 0 WE > 0, 
L) lin. olim, P(u'(8, X^, N) > m = J, Vp > Ü, N E М. 
15.13 Suppusc Ышы. a sequence CX™ of садах processes satisties 
i) (Хо) ia tight. 
ü) sup sup РА, — XP| > gy (0) < enh), Yh > Ú, N > ü, 

OSIEN n>1 


í 
where куһ, na [E] satisfy АА] ВР = оге, А ENUA) a = сс For 
Jes] A од] à 





Probjems and Complements ТЫ 
gome a 2 Ü. Then (X7) is C-tight. In particular, if ( X") satisfies 1] und 
1 
PiX- Х| > X) Z y V Pupo gast Ai, 


where r > D. o > D aud F is н nondecreasmg contiguous [Lncrion, then 
(X^) m C-tight. 
15.14 Prove that а sequere (N73 of measurable cadlad processes 18 
Ст if and only i£ i) (Xp r tight, ill 
lim Tin sup P| Xp- Х| > r) — ü. 
В 99 S Tr, үзг} 
where M 15 the eollertioni of al] non-negative rv. bonded by T. 
15.15 Assume that Х is a temporally homagenepus right-continacus 
Markor process with initial distibution И” and Fellerian transition pra 
bability function priz А}. H [pc] is tight and 


lim sup ре (х.е) = 0. 
where Ок) — ly: |y — z| 2 Eh then CX") ig tight. Fartherinure, if 
im supai е, О 0, 


then (X" in C-tight, 

15.18 Let (TT);> i be the sequence оГ jump times of н counting process 
X", м = TP -Tirpi zl. Ty = Ü. Chüracterize Ue tightness of (XJ 
in terms of (ЙТ. 7 3, 1). 

15.37 Assume that X. X". n 2 1, axe renewal processes with renewal 
funrtieng m[t) = EX, m = E|X?] respectively, P, P" яте the 
[sub-) distributipns of intervals between successive jump times of X. X" 
respectively. Prove that the Jollowing conditions are equivalenti: 

i x" Х, 

ü)er* ^v ie. fü, Füldm tt) — IPA ДО] Ф| For every continuous 
function f with compact support, 

Hl F" F. 

15.18 For z € D, set Sairi = ffi; miti] >a or Tri] >т}. 

1} H o g V (z) = [h : Sr) < Silu) шеш xr Sr, i5 a cantina 
function ой EX. 

2) Let V'iz) = {а > U: Satz) € Jr] and |205.) = ay. y" gt) = 
rii A Saj- Then r rm {z 15) is continuus fram D" into 02 gt each z 
such that a g Viz] o V'tz). 

15.19. Assume that X. X", n > 1. are adapted cadlag R-valuec 
prucessen. Then A" £, X if and only i£ there is at most a countable subset 
Ас Ар auch that 


(xm Ste А is XT Vn £ R. A, 


aan Chaprer X V .— Weak Convergence for Gallag 1'ruressaa 


where SIE ) = infft: Xl Z = ar |X] жа}, АЁ = Xung 

15.20 Assume that X, X^, o". n Z L. are the сафар processes, e 
i" R дебегени: continuous Panckion. IF x". x. Supe, EF — a,| Zu 
vt >й. then X Lan E X +. i 


Chapter XVI 


Weak Convergence for Semimnrtingyales 


In this chapter we will discung the enndibiong of weak onrvorgenee for 
semimartingales and some uf their applratiuns. The general aufficient 
conditions of weak convergence bo quas-lefü-ontimkms {abbreviated as 
q- L с.) semimartingales will be given in 51. In $2 and ЕЗ the general re- 
sults will bc applied] to the case, where the limit process ia а Lévy process 
whether exatinucus or mot. In particular, it includes the weak eonvergenec 
for processes with independent ucrenients. Finally, the resulta will he ap- 
plied to the пале, where the limit process is a generalized diffusion process 
im id. The clazucal resulta of weak convergence for empirical processes 
are also given in 54. 

For Ehe gale: of sirnpliity, in this chapter we consider the real: valued 
processes only, most af the results still hold fur RÀ харч pracegsen. The 
bazie setting is a fillered probability space Ф = (117, E ~ (Fihan PY. 
uale; otherwise ntnted, 51] nemimartingales are deüned on Ф, 


$1. Convergence to a Quasi-left-continuieus 


BGemirnartingale 
18.1 Definlimmn. Lei A Dn a haunded real function. If far some à > ü 
15 antistes 
| r. |г<1/п, 
hir] = ЕЕ uL1) 
D. [r[ >z. 


then F. is called в тытр funcion, Z ia the collectior: of all tiinncation 
functions and Z, is the collection of sll continuous truncatiun. faucbieus. 
Bet hi lz) = EP ESTE Then fr € Z. 
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16.2 Dehluition. Suppose Chat X is a seriimazüingale, (еъ, 8, u] is 
its predictable triplet, u is the purip measure of X, By using а trumea- 
tion битою h, we саш get its integral representation, similar uc that in 
Theorern 11.25. Ш h satisfies (1,1) then x- Alz) = 0 as |z| < La. Pnt 


X(h) = АХ-АХ = (z Ашур и, TAF 
Xi(h) = X — Ñ (h). (23) 
Since АХА = AX — A XiA)| — AAA] € п, X(R) € S... 1 has tuc 
following canonical decompos:tian 
AQ р EMI) al) MYB) E Mig, alh) e Po Ya, 
On the other hand, Theorem 11.25 gives 
Afh) = X – Kin) 
= Xe + + AT + (Ерс) * [n — p) + (жыр: t а бе B) + д 
= Xa + X° + h ж [i — bP): k x + [RÜz) — урет] + 5. 


Therefore 
M(AY = hs (u — 9), (з) 
(й) = w + (hir) 一 таа) Ж, [2.41 
E = Xa + X'+ h* (8 — e) + [h] + (z — Аб) ж р. [2.5] 


H hiz) = Ах) = Fhe g then ofhi) = a, Denote k = Ao[R) and 
S(h) = (MR). From (7.4) and (2.3) wc have 


а / А) TSN (2.8) 

UMR)) = 3 + h° «e АА). (2.7) 

Later we will sec that it ix more convenient to atate the conditions 

af weak convergence ior semimartiuzales in terms of (n). BUD, p) far 
hE Ж. Siue (mi h], (Ау Ы) aud (o, б, р sre determines by cach other, 


tah), 9,2) or (eh), SCR], v) нге also called the predictabie ehameteristics 
ior predictable triplet) of X. and ax or ol hy the first charucicristie of X, А 


эг B(h] the second characteristic. 


It, is eaay to know that For A, gE Z. 


elh) — абд) = (h — у», (2.8) 
B) — Big) = (h* 07) «z — £a()* — (helat) 
= (M д2) — (hh — 99) * o (2.3) 
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Buppose that X is a locally square integrale semimartingale [sea Tlu- 
отгтй 11.31), ita canonical decomposition js 
X=X + AM LO, M'E Miso e E Va h P. 
Then 
o! = (h) + (z — hir) * P. (2.10; 
(M^) = RA) + (22 — A tz) ev TUE — (o) 
= ñ + m° + b БЦЖ). [2.111 
LM) is also denoted by 2". 
15,3 Theorem. Suppose thul [X "ayy їя а sequence of serimarttn. 
galea, and for exch n (nf (I), B" (o), v") ü the predictable triplet of X". 
1) ff tke following conditions ате satisfied: 
i) (X) is tight, 
ú] VN > Ü, = > Q 
lim lira. Р{ь"{[й, N] x iz: |z| > а}) > €) = ü, (3.1) 
ii) (e "(hai (FA a are C-tight and (gp* Рыа 19 -tight for 


all p E N, galg} = (n|z| — 1)* ^1, then {X"]nz, ia tight 
25 Conversely, A (XP дыц te tight, then 1] i) and n] hold. 


In order to prove the theorem we need the following two lcanmas. 
18.4. Lemma, IF sonditions 1) Hi) m Theorem 18.3 holds for Q 
сєгїп h E Z, then id holds for al! h c Ж. 


Proof. É h, h £ Z, then they satiefy (1.1) [or some a > 0. Take p € N, 
p де. (en 
(а) — а) < Фал}, |А) — E  ()| < a? ast). 
Чапа" (h) — ОЧА < [h — RE im < ag, tv, 
маду Aa^(h))! — (Дат Е) < E|Aa^ {h + Ао (Аат th — АҢ 
4 dalk Ele" ч Bats t, 
Маг") — Й) = Vac[(A? А) « ЕА Ар? — (ho^ 997] 
— as # ы* + Bat p, кь" = Data, р, 
hence from Theorem 15.54 and Corellary 15.51 the assertion follows. C 
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16,5 Lema, 1) Fer iV > OÜ, а 0, te fdr two tordihons un 
саратов: 


i) lim P(sup |3X7| > a) = ü, 
T а= 
i) иш PizCcQ[0N| x Iz; || a жр} >=] = 0, w > O. 
2] Fer M > Q, the fnlleunng fun condiiona are equivalent: 
- . If «—— к "E 
i) кл ы sl >ар=й, 
u] lim ioen [ОМ] x [z e] uj) 2 e) =ü, Ve e D. 
D—x TL 
Prouf, *) Set 
А" Дыр * Н — I Hana): 
Аў = Дра ж = (|D. #] x tz : [e| > ah, 


Then А" 15 the rompenanior nf. А", and An. A" нге dominated by each 
pther. Ву Leuglari's inequality 


Pisup|AX7| > a) € PAS > 11 Z= = + PAT, > =Y. 
азж MN 
whence L) i) = 1; 3) яңа 2) i) = 2] i] are deduced. 
Ст the other hand, again by Langlart`s inequality, 
т 1 
РА Z e)Z= + = Etaup ААР) + P( AW > syl- 
аА 


Since АА" < 1 and [sup AA? > 0] = [Afy > ex А 1] = [sup AXP > а], 
ELI am 


PÄR > z) = w + CG +1) Ptesp AXE] > a), 
E ax 


Now Ietzing n — 20 [a — cc) and q — Ü successively, 1) 1) — L] H) arl 
231) = 2) ü) are deduced. O 


18.6 The proof nf Tüeurem 16.3. Fur Виш] A € Z. Let А, (=) = 
ghicit, thei hy c 2, We wil prove the tightness of (X71 by making use 
af Галтили 15.50 and [2 A). For each ту we have 

X" = XP + МА) Ea" (hj) + ХА) 
Lm + VT 十 WR, 
where CU™ = Xa АГА), V = aihh W™ = ЖРА]. By Lemma 
18.4 (17%) > im C-tight for аЙ q. Expression (XV 50.2) holds for à, = 1/q. 
Also by етип 16.4 (РА) = ФМА.) із C-tight For all z, Hence 
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by Corollary 15.91 (1%). gi is tight for all g. Finally, i Є Я satisfies 
(1.1) for some a, then Agiz} = z ав [rj € 24 and 
АХА) = AX" ААХ) = 0, on ПАХ" оя. 


Therefore 
Pisup |W?7| > 0) = Pini АХ] z ag). 
az ka 


Now hy Lemma 15.5.2] and (3.1), (XV. 50.2] holds, Hence si conditions 

ol Lema 15.50 are satisfied and ( X^ 3,54 15 tight. | 
4) Conversely, H {Хара i Light, 1} à) holda apparently. Mesnwinle, 

sup | XP| £ 2mp | Xf], bence from (XV. 47.3) we have 

tN T 


Em lim P(sup | A X7| > а) = 0. 
n—or om tEN 
Now it is саву [rom Lemma 36.5.2) to know that (3.1) ік necessary. C 


18.7 Deünition. Suppoee that Фр = (D, D, D, Pg) is the cancuical 
filtered probability врасе and the filtration Р = ГЮ, >р sstishies the usual 
conditions, Lek X be thc canonical process. Aagume that rr іє a predictable 
process with Anite variation amd o = Ü on Фо And eR) is connected with 
а hy (2.4); Ё їн а continuous increasing process with 5 = Ü on Фуз, and 
B(R) is connected. wish 8 by (2.7); v ія a predictable random measure on 
Tp. In what follows, tbe triplet (е, B, v) (or (alh), ДГА), v) satisfying the 
above conditia ін abeo called а predicinhie irpiei on qp. 

The main topic in this paragraph is khe iollowmg problem: i£ £X") ia 
a eequenee of semümartingales with predictable triplet lo"; f.) on o, 
in terms of /n^, 5", n) and (a, 8, v), what are the sufficient. conditions 
tn guarantee that X" X and X is а semimartingale with predictatle 
triplet (m, 8, PY, 

Suppose that Y ig a r.v. on Фр, and X" js a semimartingale on Ф, 
then Y o A™ jaa r.v. on Ф. 

Before stating the main results, we introduce seme ronditioms and 
notations. Let D C R, and set 


[D]: ef(h)- mih]o X* 0, We D, forsomc h € 2. 

[8.0]- Bh- R(h)e X 50, vie D, [or some h € Zç. (7.1) 
[-D]: geet —(ges)o X^ 50, ste D. aE A. 1.2) 
кор al: sup jeg) — ea (B) o X"| ыо, YN >ü, for some h£ Z. 
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[кир ñ] : sup ISP En) _ BA) e X"| coll, WM > Ü, For some h E Z.. 
кє! 


bup =]: sup grer dyrn) X| 0, VN oO gel. ЁТ) 


теге 


—— 
Лх] i5 zero in a neighlenr of U 


Ur] 


1C For g € J| h € Ж, olh}, д, g +v are continucun processes, 

Tt in ваву lo see that for hg € Z, h — g € Jj and A? — g £ 7. Hence 
its вазу Lo deduce rom (2.81, (2.9) that unger je- O] (resp. [snp |] and 
[C]. f |n-D| or |3-D| (resp. [sup г] or {нир Й) hold for sou A е Ж. 
then thev hold for al h E £.. 


H wa: ені with locally square integrable seninmartingalen, wa also tel 
the following соті inna: 


leup eX]: наор |o? — at a X "| Fay YN >u, [7 3) 
EN 
I-D): |y" охра жерп, [7.8) 


Similarly, we can aleo define [2-2] and [sup 27]. 


18.8 Lemma. Suppose Mut G" £ роф), C € VoL p, H7 e Hip, 
H e VtiEn) and F is a deterministic continuous function, Var(G*] < 
IT^, Var(t7) 2 H — F. If I) is a dense suhsc! of R. and 


GT (е X" wie D, [8.1) 
H- Н.оХ 50 ED. (8.3) 

Khen 
sup б С.о Хер. ven [8.33 


Praf. Far = > 0, take [tb C O such that to — O, 6 tras 8 — за 
and Pitaj Pit] 5. Now for s € [tin ti] we have 


|? — 6,2 X" |а. С Ср — Gy a XT] JG, 9 X" — z, o X?| 
£ Hp Hi V| CE G, БХ" 
S Ea ,oR | He Ho X" — HP|+ |C — Guo Х|, 
supiG, -Go X"| & 264 „шә (1T — Hy o X"| + [G5 — Guo X") 


Therefore (8.3) iz derived from (8.1) aud (8.2). O 
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16.9 Corollary. J О ё а dense mubact of dL, and the Ростра 
shrong rmajorulion condiblon holds: them exists an merensing соттан» 
(deterneimistire) function F streh that 


Vail] + 3 4 [1 A. урш Г (9.1) 

ten [9-0] ==» |sup 3]. 到 二 Eap ei _ 

Proof Ut пи сен Lo take С" = Н" = 5" (rep, ркы” G = Hug 
[resp. g» v] in Lemma 168 O 


16.10 Lemma. Suppose that С" € Vali, G £ Val 5), Varii] À P, 
and F ois nu стти fdeienministic) mught-condimunus function. 
1 Ро" Go X9) 20, ¿hen (CY ta fight. 
23 H supi — tz, > А] Ha far al E > D ame F ie conzinucws, Hun 
xc 


(G*) is C-fighl. 

Froo Since Маг({т)} = F, Theorem 15.54 implies that the sequence 
(Go X") їн right. Moreover, if F in continuous, then (G n X") is C tight. 
Now, suppose [G = X] is a subeequence of (G o X") und 


Сох" 5 Ү, 
the assumption in 1) implies that CPU LY as well, this also means Су 
ie light. Moreover. il F ie continnons, then i67) is С-ы. O 


18.11 Thcorem. Suppose ihat ( X] is a sequence of semimartingalen 
nn Ë and (nO. ur) is a predictable triplet ат Фр. If 

ПАА yz heh: _ 

i For а dense subset D of Ra [sup od, [8-IX, bol D] hoids; | 

ii] Strong mujemizon condition holds: &here вве an amereasng con- 


tinuons решете Е such hat: 


Varie} + ñ + (2 ^1) + — F. {11.1} 
iv) Condition on hrg jumps holds: 
Hin supiy, 10. g] x í [а > 21) = 0; (11-2) 
四 一 -1 Y 


then (XU їз tghi. 
Proof. We will verily that CN") satisfies the conditions uf Theorem 
10.3.15. The sssumntion i) is just the same as 1] of Theorem 16.3.1]. 
Fur p > Ü, consider 


gir) = (Ил — 1)* ^1 € Ji. 


qs Chapter X'VT Weak Convergence far Seiimartingaleg 


Ет syle} = (p^ г IM A 1]. Гот Пйхєйї E h s > 0, T > Ü, (1 1.2} implies 
that ther wxints a > 0 such that 


t Е 
нр cr ly] Жоругу |a. [H Е x <= ар рр 2. 11.3] 
Ip gaj rely) S supu (и. [tt] x [o :lzl 29) < š (1L31 
Due ta [e TJ]; if a ia large cuungh, we have 
Pilg s ^P — (says * r] a X" | > 3S (11.4) 
Since e^[D. t] < f: Ee| 7 63) уы * P. [11.3) und (11.4) imply 
Ро, t] x tz; |z| еру =) £ n. 
Thus corditian uú] of Theorera 16.3.2 holda. 
Ерт hc 2, using (2.4) and [11.1] we have 
Маг) < AF, (11.5) 


where Ñ is à constant. From (110). [sup o] and Lemma 16.10.2) the 
C-tighenpss o£ {a iA] is deduced. Due to Corollary 16.9, [sup д] and 
[sup v] hold. Thus for р E J, the C-tightness of (8^ (h3) мий [у жь" 
is also deduced fom Lemma 16.10.2). In sum, condition її] in Theorem 


16.5.1) holds and the tightness of (X7) ie a consequence o£ Theorem 18.3, 
口 


Hemmerk. From (2B] it ix easy to see that lor any A E 2, if n is 
replaced by cih), F ія replaced by £F [E is а constant dependiri on hy 
in {11.1}, Ua (00.1) ja ЕШ true. 


16.12 Lemuma. Suppose thoi n fomity of rw. [ZP, i & I, n > H| 
sutishes the Joling conditions: 

i ГЕЛ. re T. n Z 1) is артан fntograbie, 

пуме p Ze 207, nx, 
thet (z, v C I) is niformiy muürynse rnd 

Bm ЕДД] — ЕЛ], ier (121) 

Praf. Due to lbe uiiform integrahility of (27: E Tn p 1) for any 

z > 0 шге exists am Y such that 
Eze Муғ, ier anzi 
la [acl by Skorekhod'a representation theorem we may assume Z7 一 


Z, 8.8. Then bv Fator: lamma 
ЕЛДА > NI = im 0127] > N] ee icr 
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Therefore (Z;,: € Г із uniformly integrable and (12.1) holds. O 


18.13 Lemma. Suppose that (NT), (Y Y are two sequences of adapted 
сайы processes on P, N, Y ате lan айар cudlaa processes an $a, 
and CG = {8e) ia Hte usual roba Rürafion of (IV. Vj. JF ihe following 
curtili are ап тє; 

1] (Nm Z 1] зя a sequenee of martingalcs and far ear f > [NT s = 
1 mm 11 t uniformly integrable, 

ii) Lis a denac subset оў FE, and (INT. YT) 
then N is п Gr-uurtingale. 


SIDIN үү 


Proof Take uj Coo < uk = 8 TL upt Є D and f £ CLER). 
Since AT". i» а riartingale, 


EIN? = MIHA ДА: Ys AE ‚Ми, Jl = It (12.1) 


Owing to uniform integrability of (NT,2 € tm 2 1). letting п — ze m 
(13.15, Pr Lemma 16.12 we have 


ЕМ 一 NO U s Fup Nui ` Nu = n. 
Now by ihe monotone «ахы theorem for £ € bU we роі 
EM 一 N.V] = ü, t >a l. Є Di, 


where GP = g| M,a, Y,,5 X £). For arbitrary s < t, bake яр < tk such that 
ak tp € D, ak || z. E LL PS Since б Z gi, N is ight continuous, aad 
ENa s < t) ia onifonuly integrable, for £ e bCÜ, we have 


Eg N, - NE] = ü, 
Therefore № in в €z-inartimgale. O 


15.14 Lerma. Suppose Hurt [XY mud (M"'3 are kwo заиста uf 
adupted гаі processes on b, fnr each n MP ia a muurimgele, X +s ihe 
cümomicnl process on Pp, M їл a саар process om $n, D 19 n denar 
subset of ER, and Dc АЛА). I he following conditions шге зоба: 

i] fer rack £ > 0, (MPa 5 £n 1) i5 uniformly integrale; 

Hy K" 5 X: 

ш) fe" each t € D. z кюе Af(2) is an £(X]-n.s. continuos mapping 
at D: 

iv] fer cath E € D, MP — Mio X^ 2, 0; 
then M i15 m martingale on Фр. 
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Prah Df n. yn N and Y are rcplaccd by M", X", M and X in 
ашта 18.13 respectively, then eonditinn i) of Leima 16.17 halds and Z, 
is just T3. Mow conditions H) апа ii) yield 

(М, а A", KE Legs £M, е Ж, Ap jieji - (i XL 去 D. 


Мсиго, fron сунни 1v) we gel 


x É 
ME. XP hejse SUM, Xi eje E D. 


Thus condition ii) of Lemma 15.12 also holds and we knew that M is a 
mnurtingzalc on Фр. С 


15.15 Lemma. Suppose thut M c ME D. | Mf | = n. then Bac tatl 
wwa constuni£s Кү. Ко, irrelevani io mo and M, auch that 


ЕМ] € £a ЕМУ"? L ko E I MY]. (15.t] 
Proof. At frst, we suppose that M amd DM, are bounded. Write 
N = [M] - (M) € М. Then JAN] = [AM Y? — (АМ = а? and 
[А] = MANY аас) = a? ([M] + (4). 
"ence (NY — M (MP. New by E- D-C inequality (Theorem. 12:36) we де} 
E(M;"] = KE[M]? x КЕМ) + EELNE 
= ЕМУ + RENNY] < ERMI) + Aa] ELE[UM] 7. 
Thus (15.1] holds with Кү = 4k and k, = 2&. Finally, ior any M Е М 
T T, = ЕЕ: ЈА | > nam (Mh Z a|. 
shen from |А М x a wa have |М | € n + n, [М Үл < n + тї. Therefore 


15.1) holds for HT, Letting та — 26, we Бл that (15.1) also holds for 
u. uu 


16.16 Theorem. Sunpose Fhat for each n A" фа a етта тте 
with nredieiebie iriplet (am, Im an). Let X e (he cunorucul pruwess ot 
Bp. I| X" Bs bern emisis u confeuaous [im D) ipie (ger, z) wa Фп 
чта a dense subset D of A. D C PL PUN] such thuat he fallen 
condiifans are за ай: 

i) fa-D]. [8-£N Р hold; 

u) for seme h c Ж, 


mup ENS Ac aup lg rria «0f = („т = А, [16.1] 
vE D Тыз, 


—-— — - — 
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Wi) comiinuiiy condition bada Fer ¿each E € D. g £ J and some 
В € Z, ihe following mappings on D are CUK ]-а.а. roniinuous under the 
Bkorakhod topology: 


peau кє dy А), ук et nsn. (16.2) 
ien X ¿sa semimarhimgle от Фр wih prediclabe characreristies [a d. un. 
Remark. Due to the continuity af б, A,x), (2.83 and (2.8] become 
а) = alg] = ih — git ns 
BIA) — Sie) = (CR? — g^ e ve 
If g € £L then h — e, h? — g? € Ju; and if (16.1) and (10.2) hold fer 
some A £ ZÁ. then they hold for all A Є Z. aa well. 
Proof. For fixed g E JA, h € 7. pet 
EHA = X"— E(&X" АХ"), АҺ) = X HAX — [5 X11. 
v" = X"(h) — ача) — XZ. V — X(h) — oh) — Xy. 
z" = Vt. S. Z= v2 — Bh), 
N" 一 ДАХ") — g w "n, № = ЗАХ) —g t v, 
then 
X"[h) = Х(А) o X*. (16.3) 


By viture od (2.4) арй (2.73, for every n, V7, Z7, N78 are lyra] martuurales 
ou Ф and we need to prave that V, Z, MN? arc local martimgales ou Фр. Ta 
this end, we will we Lenuna 16.14. 
ад) Take T £ D. If sup riy h) < K. sel 
y 


T, = intj: ih K+ 11, ME = Vz ar. M = YT. 
We ehall prve that МЇ = V?' ig a martingale, IF |A| < n. then 
Elsup MP | c 4E((ME] < 48007 (0) S A(K + 1 + 407) 
t 
Thus condition 1) of Lemma 16.14 holds. The assumption that xn, x 
guarantees the ronditiou ü) of Lennnm 18.14. Foe € D C Iz J0X). 
Chuullary 15.31 yields that the mapping т — X;(^) is comtimous on D. 


Furthermore, z — Wiz). r= Mi(z) = Farir] are also contingons on B 
and 16.14.10) i met. Finally, due to (16.3) 


VU —WoX" Аре X" — ah). 
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P(|Af?- M, o X| > £) = PVT AT 一 то Х"| > e) 
< PTT) + Piarik o X" — a? [АО t> г]. (16.1) 
Since Bk] o X"  K, (A) — Ёт{һуе X7 F, n, 
PUN < T) = РА) > K + 1) 
& РАБИА) — Br(h) e X^| > 1) — u. (16.5] 
Therefore from [a- D] and (16.4) we know that 15.14. iv) bolde and Lemma 
18.14 yields thai Af = V ia a martingale and V £ My. 
b] Let T.I, be the same as ш а) and 
МГ = rm。 M = ZT. 
Ву Lemma 16.15. there exists a constant К Яе ттт only ən h and K 
such that 
E[sup Kir |*] < k. 
I 


Hence (лв Ё 2 Ü, 2 1) E nuforinly integrable and 10.14. i) holda. 
Conditions EG. 14. и] and 18.14. fü) may be verified the sac px iu и]. Mirme- 
per, 


My — Mio X" — Ат, Y - fW. o xy 一 (Sram, - fro X") 
= [Faran — Ver? X" HV rA, F Vare X^) 
— (irs, — Beer o X"), 
wr bave seco pbow that (Karam. МАТ о XU, тр T d) are uniformly 
ишег and that KATAT, — Илт x" E D. Then, aimilarly to al, £6.14. 
iv) сап be easily deduced from [S-O] and (16.5) Thun M = Z? isa 
martingale and Z € tfj... 
ch Tak: T € D. IEeupg eer (3) = K. let 
y 
Ta {тазы ир K+H  Mp- ATAT, > М, 一 М}. 
Sine& 


(M), € g^ ru, E B” = [K MY |11610. 
we havg 
[sup | M? I5 x ENH] < AK". 
L 
Hence (MT EZ 0), жр Z= 1) s uniformly mtegrahie and 16.4.1} is met. Con- 
ditions 16 14.5) and 10.14.11} may be veritied the aame як in а). Finally. 
M? МХ" = guias, — [g * дт] = А". 


P жыйн —F Е 
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Similarly to а), one may deduces from [L-O] that 16.14. iw) holds also. 
Thus M = (NT in a martingale and N? € Mijo 

Since for cach g E A. V. Z. IN? are local mnartingules, therefore X 18 8 
semimarringale with predictable characteristics (а, g r). tC 


18.17 Theorem. Suppose het for euch n X” їз a semimartingele on 
Ф wih prediciabie triplet Гат. P. 9). Let X be ihe cunuattieel process оп 
+u. If Uru ala à predicinbe triplet (o, Hv) en Фр es d n densa eubast 
D of FEL such that the following conditions are ga lis fied: 

i) £(Xg) 3a: 

i) [sup a]. [9-0]. 12-0] һа; 

ii) айталыр wiuujorüfion condition holds: there emisis an тастер [dr- 


inrinanisito] ceontinidoda funetion such fhal: 


vurde + 3 + [z^ A 1) = F; (17.1) 
iv) condition on big литра kolda: 
lim sup viy [52] х {Е |z|> al — 0. t > ü; {17.2} 
acm <D 


v) Éeniiuuily condition holda: for euch t € PD. g € Jj and some 

h £ Zo. the following mappings ar continuous on D: 
zc oir A), e er В) d J sea). (17.3) 

vD) Pr їз the unique solution of the semimartingale probem (X. p. 
Ag. a He], hen x= 5x. 

Remark. xi] means X ів а semimartingale with predictable triplet 
Га. 3, 1] and (17.13 guarantees that X is 1с, 

Proof, At BrBt, we observe Lhal due to (17.1), if g € J. the processes 
a.i, у * P are all eantinncus amd for any h £ Z there exists a constant, К 
such that 

Var(a(A]) + Sh] + (1A z?) v < EF. 

Due to conditions 1) iv). all conditions of Theorem 16.11 are satisfied 
and Themem 16.11 implies that (37) is tight. 

Guppone that there is à convergent subsexuence of (CTA). Tor Fim- 
plicity, we denote it still by СА) and assume 

£X") Р". UT A) 
P” is a distributior on (D. D. We will prove that 
J'ixY= 2-0: PLAX, x 0) > d] = ñ. 
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For f > U. = > 0, by (17.1) there exist s < t < а such that 


Из, Р) — gan tPA = s, ШЕП, (1Т.5] 


where gy[z) = {р|л| — Et ^ 1. Then there are also z, r' € R, (X) and 
f Z r = t < p xs Wow similarly to Leruna 15.40, we hawe 
£( sup АХО 51 яар АХР). 
г аат! T< 


where f(.|P”?) iz the distribution uniler P, Moreover, 
P'(AX >) S P'( sup |8X,| > e) Clim P( sup JAX] >=) 
тегш n келк" 


= ШаР{ sp AXP > е) ShmP[ E nqQ(AXII. 
i " an ran ^d 


accum an 


3inee (Paser Prel AA P m (Te mld) * p^, Denglart'e inequahty nn- 
Ties that 
PAX > r) = 2= + lim P(s, s * Ver — Hei * y = ЗЕ}. 
13а from [v P| we hawe 
г 
Jag fT — [gus ж шу} о ДЇ" T o, 


Р (17.8) 
Заре = у — [gays + nO] o X — 0. 


Hence (17,6) and (17,57) ста 

PAN > z) sz. 
Since = may be am srhitrary positive uumber, РАХ, Z nm = D шы] 
T'UNA — Q. 

Moo ib кешайпа Lo verify that she conditiona of "Dheoreai 16.16 arc 
-ntisBed, Binse JP" LX] 一 Й, for £(X [PP the subset D in the assumptibz 
satisfies. the requirements of Theorem 16.16 and condition i) in Theorem 
16.16 is valid. Condition n] in Theorem 18.18 is һич] from condition 
iii] in Theorem 16.17 and eondition из} in Thenrern 18.16 is just condition 
v) in Thore 16.17. Hence "Theorem 16,18 implies that X iw а semi- 
rartingale on (D, D, D, P”) with predictable triplet (о, 3,2, Le, P" x 
=. aohution of the semimartingale problem (X, EX. An e, 8,2). Now from 
rundition vi] we ret P! = Pp. This meau that the limit point of (£i X7 |) 
15 ururjure and 

CX") XE Pp = РХ). n 


Conditions ii]—vi) in Theorem 16.17 arc imposed upon the predic- 
tabla triplet. (a8, v) on *p and condition i) ia nocwsary for Xa F, X, 


-— ec — = 
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Condition H) requires bay the triplets (27.57, 9753 af. AT converge in 
probability ta the triplet (o, 8, v] in a special way. Tt is not m пага! 
requirement, because roneluzion ip only coucerned with convergente I 
distribution, Hence H m reasonable lu capet Phat condition HJ shouhl 
be replaced by 7, ‚+ OESTE, жыу. But tbe folkewing examnic 
exphains that even for counting processes. the comvergenes іп distribu 
Lion of compensators cannet guarantee Lie couvergence jin distribution af 
processes, 


16.18 Example. Suppose the N = (X,] js a Poisson process on Ф 
with parameter 1, d E Xy ія а r. independent of NW. and РЎ — 0) = 
Pit = 1) = 1/2. Let 


A = log 2(f — #(# - 1]7). 
AX, 一 Na: 6, = оро. 
Y, = Xa] pc se Naa s fi as Ut). 


Then X and Y are counting processes, Since À = (A, h comtinuous and 
(S )-adapted, the compensators of X und Y wrt. {бү] are 


г — А, 
YP = А} + isatt- Dog Hia = In 2(t — Fx gt — 157). 
Because Ау = 1n2, Ху js independent ol ё aud А, 
PiX = = 2 = 140, PX, > In = 179. 
Hence Z[X7) = CLF"). But 
PiX = 0) — Р(Х = 0,0 — IX = Ü, ü = 1] 
= g' ike: + cca у — 38, 
P(Y. = (0) = P(X, = 0) = r E? = 1/2 
Thus X and Y bave different distributions- 
Wow we will give а theorem about weak convergence For aare inte 


grable neuzimartingales aud express the conditions in berms of р and n^. 7 
dcfned Dw (2.105. (2.111. 


16.39 Theorem.  Suppesc ihal fur eneh n X" in n йип хиаг 
integrable негтзт е uath predictable characierutics [ат B, n] and 


lin lm Ptr? 0 61— 0, t> 0. [19.11 
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Let X be the canonienl prucss on dp. If Uere crist a prediciabie triplet 
Ur ir) en Ëp and a dense subset D af Ry such that the following cun- 
difiottà dac sulzsfital ; 


i) £X) 5 др, 
i? Dup a]. [8-0], [0-00 hold: 


Hi) Mere erints on iusregsing (deierininistin) con&dnuous function E 
Buh that 


Маг + T + z? ж F; (19.2) 
iw] 
lra з >а] жо ш) тй, VE UE (13.1 
+o ye 

u) fur each £ Є D and y C Ду, the followig meppmga nie romi?uueus 

en D: 
zc иң xc т, азада 

vi) Pp ds the unique solution of the sermimartingalc probem (X, E - 
Ap C, id ur); then X^ EX. 

Pro, We will verify that the ueumptions her: imply all assumptious 
of Theorem. 15.17. Сорап these assumptions, ib suffices to validate 
(1721) (17.3), [sup o] and Ft. Dl. 

Far h £ Z. [гош (2.11) we know that there is а constant K such that 


|t) o- | = [RET — r| ë < Rz a p, 
Var[e(h)) < Varia”) + ka? жь 4 ЕР. 


Therefore [17.1) is valid and Rr g € Ji. ci hy), 8,9 4 яте continuous in Ё 
For h £ 2, ze. 


k [mz] = (hi) — xL — gua tz)H E h, 
kala) = [АЖ 一 z (V 一 {т} Л, 
where galti = (g|r| — 1}! ^ 1, Foou (210 and (2.11) сиип: 
ah) a —i(hir)apew kalt) * + (QC) -gla v, [1945 
AAJ- ñ — sd ew Rise Fla (1А (а) (тж (19.5) 
There is а constant k such that 
А6) — sinyale) = bm aps. (196) 
AHE) —- z2|gy a (а) Sex" eru. 
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Due to (19.3), i£ a іч loge enough, the &econd term in (15.41 ani (10.5) may 
be legs than any given роял number. "Therefore the vontinuity condition 
ol Theorem 16.17 may be deduced irom condition v) in Theoren 16.165. 
Similarly ta (18.4), we have 
a^ (h) = ой = Rr) e e" + RE. 
| Rz. | = kr Fera] жг". 
Hence [sup o| may be deduced freni {19,1} (19.33, [7-27] and [kup c]. 
"inally, by (2.12) 
Arih} — 8" = Ex] «v^ ЕЙ [в] 4 Pa”, (19.7 
[Ria] = Ht) = 2t] » "| E Rr Ta a) ei. 098] 
Yt = (ла; (h) — (Ао у”. 
"'herefore, i£ we can prove ту FQ, then [2-2] may be deduced "am 


аі 


(18.8), (19.1), (19.3) and [A-F]. But 
|E a| $ E lor (A) - латае + (АЫ), (19.9) 
az а=? 


y: [Aat] -- Ao] E Kar) eed + (тадар) *# ит. 
pi 


For беа 1, by (18.2). D] and (19.1). (Gr) жор + ker Fus s t P 
т. > 1)istighr, Owing to [sup r] and [sup a]. 


fT 
впр | Ает) = sup Aeh} Ao LR) a XI B, (19.10) 
at a= t 
F 
вар |А" = supl^o7 — Aa, о X"| ^U. (18.11) 
ab act 


F i ' 
Mow ескш (1508]—34 18.11) we gef. £ 2.0 and all assumptions of Theo- 


теш 14,17 hold, Therefore А" х, X. D 


Ыз. Convergence іс а Lévy Ггосев= 


18.20 Lemma, Assume hal X is u semimariingale (resp. process 
uith independent incrementa) with. predictable triplet Lee, i Qe), ds is pre- 
dictaMe process with rete заттай. [resp detorzsamisttes ані 
funcion), then А = X — б ir also 0 semimartingale (resp. jmocess with 
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inegenuient тлгн] sul ila predictehle triplet (zx, f, F) may be anriften 
na falleys: 
oh] = euh) 一 & + xj Vis z)jo([s] x dz) + r Vs. 01 一 mj), 
3 = B, 
PLU. x А} = f É Hi — Ais sam ridn dz) 
+= 60 Аташ ТА(—%ё„) CELL] 
where a, = pijat x R). 
VLE] = Aü, + B[r Ай) — hn). (20.2) 
In particular, if А ds roninas, ent 
ША) = аб), Hold £a (00.3) 


Proof. At frst, nspume shat X is a sernumaruüngale, X — X* implies 
J= 3, Suppose that цё, к^ ште ihe ]шгцр mianra ot X, x respectively. 
W e frt und WU, x) = l!a r Ac. аар Than 


Њ = РЫ = >, Wis АХ, 一 Аа. Ах, елд, 


s= | 
= IT! + ЫЙ + 2 Via, — Añ Mna, ip ao, = 
By virtue of Theorem 5.42, there is a sequence “Ty J o£ predictable tims 


with diajoimt. graphs sieh that 1, [Th] is the predictable support of the 
thin ser [^ X. z 0 Ur [Aa Z aL Write D = [^X £ 0]. Then a = A75) aud 


E[W = и | 
= Е(И + 2 + z: F[W(T,. —ASr Y scr o Foe Тут, <l 
= El «v 1 M EW (Tan Аат, aama! а) cas] 
= E[W rJ. = 

where F us defined by (20.13. 小 hns (Аре = v. 
Next, let h € Ze Bw (2.21 and direct calculabion we have 
X[h) = X — [АХ - MAX) 
= Xe + W (h) + n(h) - à V ac^ X V Oi. 
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Siuce h(z) = z while |z| = =, Vlt. >=) = ü while |z| + 180: < ©. lt m визу 


tu know that 
Vox E Ak (V +u =F + s, 


TFH € Аш, У (0) = XViD — 4). 


Hence _ 
Xik]- (V cw + EV U] 一 a) + n(h] — n) 


= Xs + M(h)+ V + ip- p) + EV (Ine — (1 — wh € АЙ. 
'Uherefore (5), given by (20.1), is thu Bret ehuzacteristic of X. | 
Finally, if X їн a process with independent incrementa. calculating the 
characteristie functions of X yields (20.1) and (90.2). E 
ermark. For convenience at calenlatiot, imroduce the following pre 
dictable random measures пп R, x ft. 
vod x А] = 000, х AJ EQ - a4 Áo (Aia, ыйы, sa 


zo. t x AY PEO, 2] x A + E _ a yE (А), зода, oo] UU 
where z, = (f a] x KH). Then for non-negAative fis, х) with fla, 0) = Ü we 


have 
Jrz feun, Jr = far- 


Using these notations, (20.1) may be writteu ag follows: 
zh) mlh) —® + E Í Visa] x da) (20.4) 
attu 8 
В = 8 | 
š } М (а JP" (du, dic) = Í J Wisz Аара, dr] (20.21 
|, F y Л 
where Jy Е ČH. Morris, from [2.273 wc аА ШИ 
fith) = (Mihi = 8 + (B — h) жи", (30.6) 
dhak, = СОЕ aidie ILS x dz), The corresponding 


characteristic S(h) for X is 


Bh) = BUE EY evt (20.11 
E [ov Us} x dz) = [ма — Аны” Ау x dz? 
= ШЕ — Аа.) ерх dz) + (1 — аА. [20.8) 


iH Chaper AYI Wak Сангро lor Sanimartingules 
Tu paitia 
Зар 20А) = ФА у аре la Вука 
= ЦА — Аар - &X* — [h[.r) - А)2] +. (2) 


16.21 Lemma. Lad h ë =. muh | Ca] =, К [ core tam]. А.к] 一 这 
ahile |т| Z =. If & = ah) nnd 


sup[A&,(h]| су ms, [21.1] 
ахі 


then fme a, B given by (20,1), (ZG. 7) and (20.8) we Лит: 
Var 区 全 | < [e + wle, АЈ ([0,4] x d : [| > 29, (21.2) 
sup 12,0) - ДЕ} = 4K [s + зое, AT] е] x Fa : |z] > «/2}), (21.3) 


m lg «€. — g s s| ые [0.0] x ule] > 2ь}), (21.4) 


whete ы, y= sup |А} hir]. g £ | defined bg (T.1) and a| z) = D 
Im - |4 
аз |a| = 22. 
Proof. 1F |z| = е2, then (21.1) implies [7| + | A,| < c and Va. 7) = U. 
Meanwhile, [Fis 3| = |А, + h(z 一 ла, р А € = + ule 0. Hence 


Матра) < sup Y Ls Vir, z]etir) x dz)i 


aci ris 
= [rz ase. Poen E] € fm: [| > дф). 
sup ly = P, — g * s| = Sup p Ina: [rr Auw) glrHeidr x dz) 
= gae, gira, 2] x {®:|г| > 22). 

If |x| < e/2. for h and & given by (20.8), we have 

[Абл — An, [h)) — E, — hix) А | 
=| ^s j Ж Ј НА) — ktr Аза АЛ) = dz) 

Ес] [zler] 

= E4 wfe Pet (р ж {lel еу} 
if |a| > ia, 

[kit — Aes) — k, — AlE) + /| 

< wie h) + | Fat) - Mx = Aye" Hs) x dz) Z Puf, h. 
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Thug 
sup |, (8) — 080] 
az 


zy ГА |htz - Ad) = k E — (hz) 一 RaP lertis) жай} 
E 


ax 
саку у + Í оа Aa) 6. — hit) + hl Ust x dz) 
— ag ees anas 


= ае а ule, hp Е, x Dl > 51). 
So (212) (214) hold. 0 


16.22 Theorem. Suppose Mini far each m X" ds а кеттт бїтїш 
оп Ф чййһ nredictnbie triplet (n7, T v") and N isa Lévy process uie 
predictebie triplet (a. З. p). lf the follmuing conditions are satisfied; i) 
к L Xp, d) вар al, [07-22]. [e] (ef. (73)-47.3]). Fald far п denar 
subse? D of R4, then Xx" 5 x. 

Pros] Since X is а Lévy process, without loss of generality, we may 
anume that X ів а Lévy process nm cannmical filiered probabihty space 
Pp with deterministic triplet (a, B, v), which is contimupun in E. | | 

Ai Bret. assume aff] = 0, for mune h £ E. then X 15 à serarartin- 
gale. We will verify that all assumptions of Theorem 19.17 uro satisfied. 
Conditions i) and ü] in Theorem 16.17 are just conditous 1) amd ü) im 
Theorem 18.22 respectively. Take F = ñ + (22 ^ 1) ж, then condition Ñi} 
holda. Since o. 3, r are deterministie. (17.2) and condition v] hold, and 
{томату E137 yleids cuudition vi]. Therefore by Theorem 16.17 we have 
x^ 5 x. 

Next, if oth) 2 Ü, sel, 

T=, F" = ХЭ). 


Bv Lemma 15.20, Y i: а Lévy process with predictable triplet (ex, 8.271: 


«у=, =A ЩА) = А). Per (22.1) 
Y? in a semimarthuale with predictable triplet (a. F.T") 
n - Ys zie" dz], (22.2) 
se E f Vos tsh de) 
Phy 9" Fh ym, (22.3) 


д" = f Seton. 
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ger" = Í Í gia — An? (h)w" (ds x dz). (22.4) 


We will verify that all assumptions of this theorem al hold for Y" 
amd Y. Sime £O] = E(X) CUY) = [У], Condition i) holds for 
1" und V. Due io [sup a] and the continuity of efh), for all £ > 0. 


suplAa ^ (hM as n — so, 
Ai 


Meanwhile fur h Е Z. there ate e > Ü end K such that R| Z K and 
hix) = т while |а| = e. Ry virtue of [e-2], (^ (B, х [z : |z] > c2) si 
зн tight. Therefore Lemma 16.21 and coudition i) in Theorem 16.22 impiy 
thai | 


Р z4 "= 
eup Entà) 0, Йй, (h) ВА) U. vis 0, 


yte - джи ЗП, Yt >O, g E J. 


So all nannmiptiuns of this thuorem aleco hold For Fn and Y. Tha result 
proved fur khe case of (hn) = 0 implies Ya 5 F, Now, due ta [sup e], the 
euntinuity and non-rsndomness of ad A), we gut (c£. Problern 15.209 


X" =Y" +a) SY Фа = o 


16-23 Corollary. Suppose tint for each n, Ж? ¿z a cadlag process wiih 
iftlenendent incretnents on Ф, the predictable ичн ef XT is [ry 3 e], 
amd X is ë Levy process аА predictable triplet (x, Pu). H the [оир 
conditions: are нойабе i) XT 5 Xs. d) fur а danse subset D of Rt. 
[вир ol; [3-2] and [v-EO] kold, then X" 5 x. 

Pref Since X7 and X are prneesses with independent iucrements, 
[a7 , 57, Р" | лані (er, е} arg deterministic. 

Ш ior euch n, Ж" is a semimartingale fie., ex (Ir) 33 a functiou with 
finite variation), then "Theorem 15.22 implies X* 5 X. In general, sel 


YX YF = X- Aa. 


Then Y is а Lévy proves with Fredictable triplet (0, d.i»). "аал process 
with independent incrementa, ita predietabie triplet (2^, 3^7] is given 
by [22.2] (22-4). By (21.2), HA] ix a function with &nite variation, and 
[епс Y7 ів a aemimartingsle, Now by the name argument as in Тапа 
16.22 we hava Y" 5 Y and X" É X. п 
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16.24 Theureni Suppose that jer arch m. X? ¿s n semimortngule 
on P th prediciable triplet [or В.в), ünd X ea Lévy progas with 
predictable triplet (n. 3, v1. If 

lm Es Pii hesa >л} = 0. Wn > 0. 0, [24.1] 


也 一 pp n — na, 
uad i) XE E Ху, 1] for a епке subset J of B... [sup n^. QAM end 
[eB (e£. (7.5) (7.6) (7.21) hold, then X" Za, 

Proof. From the рге of Theorem 15.2 we know Thay (24.21) and 
[su o]. [8-20] [5-Р] guarantee that [кир a]. [7-D] hold. Hence XT AE 
is daljuced From Theoren 16.22, Ù 


16.25 Corollary. Suppose fhat for sach n, X" is a process with 
independent merementa, ifs predicisble іғаріе та Qa, 7. pU) usd X die 
Leg process with predictable triplet (ex, Pi). If 


lim lima ђе) жи2 0, viU. [25.1] 


and i) XT E Xa, и] for m dense subset JP of R,. [up o [P.D] aud 
[2-2] hold, then x" Ах. 

Proof. From the proof of Theorem 16.19 we know that (25.1) and 
[mp e], [F-E] [v-D7] guarantee that [вир a]. [3- D] hold, Hence x^" EX 
is deduced fram Corollary 16.23, D 


Remark. Theorems 16.24 and 10.24 give aufficient eonditaons of con- 
vergeuce in law for eemimartimgales to a Lévy process Comparing with 
Thooreme 16.17 and 16.19, the assumptions af Theorems 186 24 and 16.24 
are rather simple and natural Even jH they ата nat necessary fc Ше 
remark after Theorem 15.30), when X" is u proces wilh mdependent ru- 
crementé, conditions i) and ii) in Theorem 18,23 [aud conditions 1) aud ii] 
i Theorem 16.24 under assumprion (25.1) are necessary (e$. Theori 
24 and Theorem 2.7 of Chapter VIT in Jarad and Shuryaev 1). 


15.28. Acrume that Ф = F.F = (Х-Р) is а probability 
space with a filtralion of discrete time. Recall that т = (iso is à time 
change on Ç if each path ol T is au PY -yalned endlag functio aud [or earki 
E. f in an P-stopping time. 

For each л let U = (Ufer be mm adapted sequence of г.у. 01 Ф. 
7" — (rf) be a time chuige on Ф. Set 


т 
, = Хүр, 
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sben £77 = (GP) is a fllration su [£, F, P), Put 
AR г п 
r- EUD t>o (26.1) 
then Ж” is я semimartin 
AP ран nn $^" = (0, F, G I 
prexiiekaale triplet (at. at) or X7 кы. УВЕЗ 
i Tl n = T 
Tue POE MUDI, (26.3) 
ñ" A] = Y гт 
E] e Б, BP = 0, (26.3) 
i pR, dr) = 2 втрое Р С dz|5, (un. 
& m = 一 А гт. 
grar ЕЗД Ке E pus уп]. (25.4) 
rhe = ; 
where Ey_ [£| = Е 10, D, 16| — Ex # - (Ex [8]. Moreover 


F EUP] < œ, Wan X" is i 
E КЕ] Чит X isa locally square integrable semimartiniale 


Xp- E Up- 5з [Dr n - 
gea d E Л БуЛ) + 3 БЫР, 
_ 8 


ү = E. Ea [070], (28.51 
"m = 
i C Pia). (26.6) 


18.27 Theorem. Assume {Аш for each n е N, tm [UE k > 11 
一 ' т к" 


із an adapted sequence of ru. on Š, r" = (т so iaa H l 
amik ту — Ü. and f "us S $. тысе Er ho їн 8 ihe пате пт Ф 


мт 


Guppose iket X is m Der : "T 
fien. y process ш predicfabü triplet [m 8,3 and 


1) If for 0 dense subset D of Bt, the Хотир conditiona hodd- 
sup uj: & š: | 3 
[sup a] sup К Е АИ) — as (h)| © 0, ке 0 and 
: far some h £ Za 
a; 57 £ 8 
ERE EM D [BERIE Ah). HED and for samek € Z, 


Bj: ` E мут 
| ] К k РЫН )] a*u, YED, gE, 


then XU X X. 


K. Cnnvergence to п Lévy Process CE 
2) J (UTD) satizfies the following conditions: 
lim limP[ m Ex НОРД) > n) =0 y> üti. 
ioe л rE 


and јог а denge subset O of Æ, 


[ир «1: anp | x` Ek | |—т, f тъ 
ama атл 





8-0]: Y Dp, [n] Ea YED, 
sip 

Dl: Y EwilUQH- sve W£ € D,.s e J. 
л=п 


then X^ 5 X. 
Proof. ince for each semimartingale X" defin by (27.1). its pre 
dictae triplet às given by (26.2)-(26.6), 13 and 2} follow directly frum 


Theorems 16.22 aud 16.24 respectively. O 

In particular, applying the previous results to а sequence of indepeu- 
dent rv., wc get the following corollary. 

15,28 Corollary. Supporr thal for each n, ЁТ" = (UP. p 1р ita 
sequetee of F -indrprndent ru. on $, т" = (rP) is a time change om 4 
unih т = U and (XS) ta defined by (27.1). Let X be a Liy process ший 


prediriable реб (o, 8,01. 
1) ff for n dense subset D of BR. the follmnang cendilions hold. 


[suy c]: sup| E» E[&(U y] et) — Ik. Vit > (and for some: В € X, 
"t km 
18-0} : E РТ 一 Ди), VL е D and fin sene h € E. 
кет" 
l--D]: Уу; ЕШ — ps МЕЕ, Є.А. 
ктр 
then X S X, 


23 If (UT) satisfies the follounnug conditions: 
= "Ж, 2 = 
да ваР( Y. Гү} Гал [>а] = з) —d4, Wm >Ü o4, 
amd for u dense subset D of Ну 
пр a]: вир] у; ЕО] e. 
set КЕТП 1 


"p: Y р - 6. мер, 


ге] 


—tü. Vio, 





[-D: 5, Е[50078)] 5+ уға. VIE D. ge, 
Par 
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then. X" y, 


165.29 Lewa. Assume fiat for each n, X w a atep process on Ф, j^ 
i fe jump mensure of X", p" = (n")P. Let X be both à step proceas ena 
q Lévy prüreas, and c be the duol predictable projection af jump HE 
pouf X. IF the following conditiaus are satiafied: 
i xn S, x. 
iL) fer а denar subset D of It, 
grrl Garon WED, g € Jy (29.1) 


where Jo = Üy: gir] and бет are boanaed continaous on B À 10}}, 
then X^ 5 X. 


Proof. Let [a7 37,15 be the predictable triplet of X", then 
a^" [kb = Aahe, S^ -0, Ау = А? жь" EQ. 
Апі the predictable triplet. (e. 8, i] of X is 
аА) = Ажы S8—OÓ, HA = А2 ku, 


Because J5 D Jy 029.1) implies [6-5]. For each Z Є Л. fs is continuus 
in Ё Thus Lemma 15.8 entails 


sup|f «i -ferg vt»0, F€ D. 
BI 


Sino Ze C da, (28.1) also implies [sup a]. I A = Za, then h? € Ja, and 
owing to the continuity of afi] and [sap а] we have sup |Aa7| Dp, vt > 0, 
Ln 


IE CA) – АСА & ER? eu — АЗ + |+ у, LAT CA? 
< [A sum — h? a | + mp, LAAN + er] о, 


iLe.. [8-D] holds. "Therefore Theorem 16.23 implies X" 2 X, 0 


186.30 Theorem. Assume ihat for exch n, Ж” is nm adapted conis 
process, (X^? 一 A". X ia e Poisson proces, ДЕ — А фз condinaogs,. Ff 


lor r dense suba? B of Hy 


A S An wie D, (30.1) 
then E X. 


Dronf. А" 1з а semimartingale amd its predictable triplat (a^, dm un) 


natish 


or(^ = АПАР, РА = (M AP — E (AAT), оны = g( 1)AP. 


$3. Convwergcnor to a Continuou Lévy Proc уг 
Similarly. the predictable triplet (7,2, 27] of X satisfies 
«т(а) = AlAs ВА) = ИА, gu = ge 


Since А as contimous and mondeereasing in 1, i£ ія easy to deduce [mp тү], 
[5-2]. [e- D] from (30.1). Thus Thcorem 16.22 implies X^ X. u 


Remark. The following example explains that (30.1) 15 not necessary 
Inr convergence of comiting procesais to a Poison process, 

Suppose that X is а bomogeneous Poisson process with E[X;] 一 Ai, 
(Tk) 16 the sequence of jump times of X. FE is tkc complete natural 
filtration of Ж. Set 


Хр р. ет +12] 
EPI 


then Х" is a counting process, Since (Tk + Hinje is а ведисшос of 
predictabie times, X" € P and {Хе = X". Because Ту + Tm — T, вя 
ц — oc, we have X^ 5, X by Corollary 15.59. Hat (А" = XP z At = 
Хр, 
un Jr 


13. Convergence to a Continuous Lévy Process 


In thin paragraph we wil apply the general results für convergence 
in law of semimartingales to & special cage, where the limit process із 
à conlmurms Lévy process In articular, we wil piye sufficient. eandi- 
Mons for convergence in law of Ineally guare integrable martingale and 
semimartingales to a continas Lévy process, Hy the WAF, necpssary 
condi-ions for these cues are also discussed. 


16.34 Lenna. If for egoin, X7 is a sernimartingnie sit jurnp men- 
шле u^ dnd pred:etable Eripiet (a, [Ты |, then the Following stelements 
are eguitülent : 

AX"): = sup. АХ SO, ая n — s, W! 0, 

2) a Д) * ut o, аз n — cc. Vt > Ü, r > Ü. 

3) [Au] : Дүш] жыр Аф. аз n— c, QE > U. = > D. 

4] fut), s orco, VER fcd. 

In ihis canas, for any b. A E Z we haue 


sup|e 20A) — «тА 8, ep A) -Aa AO, cU 
Fo st 
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(АЧА); = sup [X2 (8| 7 0. (31.2) 
(AM [A]; 一 вир JAAA ^ n. [31.3] 
了 


where А"{һу = Y4AX" — МАХ"), ХА) = X" — £A) — XË + 
MHR + аА), ат! MHA) E Apen- 
Proof. Notice that for e > Q and c 5 1 


FARE кре b. Пахтге] Z9] = Ups ent > o] 


= Ma laxa) s ur > e] (31.4) 
Heuu: 1] e). Perae Lp. e)? 一 Дере" anel A Ins san") = 
1, Lenglarts inequality implirs the equivaleuce o£ 2) and 3). 
Por f € Jú there in а constant a such that fz) = 0 while |z| < 1/a 
and | ту € a. Put git) = EE -1r* ^1 Е.А. Then 
sr Š шэш. yet ma s u. 


Hence F) amd 4) nre equivalent. ТЕБ. &' £ Ж, tiere exista a constaut n such 
that 


him) = Аар z. Jw 1а, — [Ri £a, iz а. 
Thus pfx] — АЧ) € Zefe] By (2.8) and (3.9) we get 
е (A) аА) = H& — А) F| дарн, 
РСА) - Ben = |? — К?) est — ELS OT? — (Ае (e) 
< Sa Ies pj] T. 
Therefore 3] implies (31.1). 


Finally, since [[X^(A])f Æ 0] C KAX" > 14а], (312) halds. 
Меме, if D < € = Lu, we have 


|ÀMP(A)| = |AXE(A) - Алатау 
AXP ТАХА e | f ар +=. 
|: 
[АЧА АХ" АВ) P apg * PP + =. 


Hence (31.3) is tow. O 


16.32 Lemma. Assume М" e ME, пла? is fired. 
1) JF (Me, m > 1) за fight, then (М), n > 1), fup! MT], n2) 
ал 


are кун. 


8j. Convergence tn п Comdinuous Léry Proegss sd 
2) If Esup|AMPN? = C < on, Ihen Me Dghisess of (DA, n z 1). 
к=? 


(чир [м2 n 1) and (M3, z > 1} are шшен, 

Je |] Sauce An) — [Af? P, (Ар — (M? E Adi and (APUY is 
predictable, 1) may be deduced Ly Lenglart s iiequality. 

2| Since (M3 ағ опа! by [M] and СА [АЈ Ау c E. 
the tightness of (Q M" may be deduced бош the tightness ol (|M"])) 
hy Lenglact^s inequality. Meanwhile, by Davis inequality. [ML is do- 
minated by k(17"]*. where k > Ú ia & constant, and àd А) = (A AF517. 
Hence the tightness of ([M"],, n Z 1) may also be deduced from that of 
(Mm + 21) B 


10.33 Lemma. Антына ihel M" € Adeo, [АЉ = = und for ail 
t > 0an n 
1] We hate 
(ALM 0, vr 0. (33.1) 
2] РОЈ > 1) is hight, then 


up Hif", - (Ma Eo. vi 0. [33.25 
Praf. 1) Sino: ALM" = (AM" = Z. BLAM"; — 0 by the 


dominated comeergenee theorem. But А{М" = ЖАМ" and by Шоо 
inequality CTheorem 2.151 


EIAM S AE[CA[M" у] + 0, 
henve [АДЛ ҮК E, 
2) Ser Y" = [M7] — (M7), then JAY”) е2 Y" є AAI und 
[rh — z AD]: -MMR x 22. (A [M] TORO ay] 
< ҖАЙ" + 20A CM "EUM. 
Dwing to the hglhknes ep (£M), m z 1], 1223.1) and the assumptions. 


we get. [°], Fu. Further, by tbe boundnens of | Ar| 32d Lenglart's 
inequality we obtain 


sup [M^], — (M"34 = (Y £p 


[33.2] holds. ^ 


510 Chapter AVT Wisk Convurgence for Semimartingales 


16.34 Corollary. F M" € ME | AM?| X c, D ту a (deterministic) 
continuous funcion, und D is a dense subset of FL, then the following 
s&uAerwents ате egummdent - š 

1) [M^h S A. чер, 

2) (АМ SO. vt D and 

(MDA, we D. [34.1) 

Proof. 1) = 2). By Lemma 16.8, 1) is equivalent ta | 

sup |[4{”„ — &,| = 0. 
зт 
Then (Аму = (СА[М) 20, and 134.1) is deduced from (33.25. 


2) = 1). Ry Lemma 16.32.1) we know ([AZ"];, = = 1} is tight. Now 1) 
may also he obtained from (33.2). O 


18.35 Lemma, Let M? € М, [АМ € c and M E ME. H 
M? 5 M, [35.1 
then 
[M^] & (Ar). (35.2) 
Furthermore, if (M +s deterministic, then 
sup [M], — y| n, ve (35.3) 
Prof. Let 0 = 15 = 1$ 6. bea partition of Kt, for each Ë such that 
Jem sen] —##_,| =й, 
By Ња Formula, 
мз -MA P-2j „(ME -MR M (меј - (мча) 


1-1 


[A t": = ME м" š _ 2 td 
]: Ж qe б ad Es Item 


2 YT" 4: gp, (35-4) 
(zn =< Дыш; -d y MT нм". (35.5) 


[MT.- MÀ Амт 


Ву Иш sumptions, ( AM") is C-tigbt, hence Lemma 15.49 implies 


Jim ban Ptu(maxtt —t )M*tr5-0vgc0t-0. (5585) 
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By virtue of the asaumptions and Lemma 16,32, FMT n Z 1] i tight 
for each t > D. Hence (35.5], (35.5) and Lenglart's inequality imply 


pm lunP(Z"*y-4-8 vVt2üg-h [35.7] 
Next, write Yr = Mg - Me „12. From (35:1) and che remark 
of Theurem 19.53 we have 
ym E vk n noson. wD > 1. [25.8] 
FE OMS as Д — ne. [25,9] 
Finally, due to (35.4), (35.7) (33.9), applying Lemma 15.52, we get 


(35.2). H (M) їн deterministic and continuous, then (35.2) unpliea (35.3). 
D 


18.36 Theorem. sime {һай for each n, Ж“ is a semimartingale 
оң $ wiih predictable irsplet (n^, A v"), end X is a continuous Lóry pru- 
egsa with prediclalle tripie? £o, 3, П). JF [sup г] holds. then Ihe Jolliniing 
atatemenis ane єикЫеті 

1j X^ X, 

211) X2 5 x, 

Ш) for a denae awhbaet D of Aa, [МА э. wt e D, 
ñi) [Aa] : Пре e EO VE Le > 0, 
3)i) X25 Xy. 
Ш) for a dense smhaet D of BR, [3-0] holds, 
i) Тез Сп, уй» п РЕ А 

Prof 1) = 2). 2\1} їн apparent. Since (X "] ix Сві, Lemma 15.49 
implies (A X^ ба. Ice hy Lemma 16,31, 270i) holds and т Ар Ай. 
Furthermore. hy Гер s] wget 

M"(h)— Ж" XE ЖА) — А) 
= ХЗ X8 X^(h) - o — (a^(h) — a) 
Z X- NO- M AME S 
Мосе that (41) = Hia deterministic aud Af is tanidan. Therefore (35.2) 
тині 2]. 

2] == 8). By Lemma 1531, 23 iit] nnd 3X) iit] ate equivalent. ний they 
imply (31.4]. Hence under 2) i5 oz 3] i) the equivalence of 2] i) and 3) ii) 
Tullius [rom Corollary 1624. 
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3] — 1]. This is just thc canchision of Theorem 168,22. D 


16.27 Exatuple Assume that H^ isa lrowpnisa motion an Ф. 5 = ih] 
is au ndapted process with |b| < 1. Let 


1 
и= } bada + Hi, 
П 


aud € be the usual natural filtration of Y. If ?b is the (Z-aptional prrejee- 
Lian of 5, take 


Xp c fasc аа 1 W. 
j 
then ihe predictable triplet. (a, /T!, pn o£ X? on b is; 


өр — [e -Majan A= e" 


But X7 is a CeBrownian metion (ef. Problem 16.4), bence CA = 
E]. 
This example illustrates that [sun e] is net nceessary far X7 Š, x. 


l5.35 Lemma. Assure for each n, X" is а semimariingae on Ф 
wh prediciable triplet Га, H^, p^]. Farb > 0, urte 
[As] : (Iz ш>.) * „т ду fon oo Vf > D, = 0. 


1) Jf > 0 and for every & > 0, (AXP, mm 1) ü uniformly 
integrable, her 
Jim ШР ha yn] = 6, vt»09529 [38.1) 
i| For ñ > D, [As] holds if und oniy if [Aqu] anii (38.1) hoid. 
J) HX" € My and [Ai] holds, then for every h ë Z 


Vera" (hy, T0, veo n (38.2) 
3) f (38.2) holds, оч (8) = a" [h) — EBAn (A), hen 
人 六 二 三 et 一 wt > 0, (38.4) 
5) If (28.3) holds, ihin 
(a^ (ht DO, t >D, (38.4) 
Proof. 1) Write Via) = {ja Дыш] » up = LE АХ ахры 
Thes Akfa) = |АХ узш. [Tray = (т#л) жа". Dy 
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Lenglart's incquality we have 
Рі] Ла) * em)» зр] 


1 : 
< nt + E|sup АХ a tajaa] + Ра > к] 


£ rfl, i mini 
= 5 + Е + q) ENAX Maar pejl 
Letting n — cc, u — x, ë — П aucnrasiycly we get (H1), 

21 For a > = > ü 

(ш>! em < nl mais BT + at Pas * 

Letting z — o, 8 — ca, € — D euceesaively, [Aa] Eollows from |Ao| and 
(38.1). Thu reverse implication in apparent. | 

3) H X* € Mim, then otk) = (hix) — r) в". For h = Z then is a 
cuustant ú auch that iz] — z while 1x| < l/a and 


Var(a? hy) = |h(z) — z| em < at|=zË paja) v e 250. 


Hence (28.3) in true. 
4) and 5) are obvious, since (67 (R) X {ш [АУ + E Merl) = 


Varie" [A]. O 


15.59 Lemma. lei X" £ Jhü5 with БАХ] = Am rnusinnt, 
X € ML, With determimatic X} = B. and D be ú dense subset nj FU. 
Then the following statermcnis are equitalent: 

n xv E x. 

ту |х) DÀ. vte D, 

3) [Au] end (X^ 5 A. vt e D. 

Proof. Notice that 2) implies (A X"? = САХ; E o. Lrake hE Z, 
such that kir) = т while |r] = K, then ХУА) = Ú, оза) = D, aih) = 
AT. Hence the equivalence is just à consequence of Theorem 26.86, O 


16.40 Thearem. Let X" € My o with predictaldr trintet (u^ ДРТ, 
X є Ар anth deterministic (X — B, ond D he п dere subset of F. 
M for some REH 


Cea (3U.1] 
а= 


then Ue: limning asseriinms me equtoqle : 
г 
1) X^— N. 
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2) |x" E i, we e D, 
3) [5] and for зотига) RE E, мА, A BR. e D, 
4] [Aa] and |38-D| holds for someteverg) he Z: 


= 


SR) = (DU A, шер. 


Prouf. At first, notice that each of 1) aud 2) implies [An]. By Lemma 
16.38.5], [40.1] entails [sup a]. Then by Theorem 16.36, 1), 3) and 4) ace 
equivalent te «arch other, 

If & € E salisTies 


ж, || “= 1а, 
aiz) 一 2) € a. (40.2) 
0. |z| > a, 


Lua 
[X l= [PCI] = | CA - EAX) - лоза] 


ax 


= Y, АХР — (МАЛ se D [ла 
X*k- ыта >a] c [ram > 1} v [X laani > £]. 
Газе ta [As] and (40.1), 2) and 2) arc equivalent. O 


16,41 Theorem. Jer X" & Adi... X € MEy unih detersinistie 
LA = H and D be n dense subacti of Ra. Recall 


[A4] = (mes УП, vx š>. 

Phen ihe following üsseriians nre ерше: 

1) [A3] ana x" & x, 

2) [| аш (Xy, as, vt c Б, 

8) [Ag] and [X^], 3, ve e р. 

1} [А] und м, 5 B Е Є D and for nuc бс É E, 

5] [Ae] an [M*(8)] 8. Vi € LI and for some h € Z, 

в) (X9) ^. [X] A A t € П, 

T) X" 5. X and (X^ “д vie D. 


Proof. Due to Lemma 16.38, Аз] implies [Ал] and (40.1). So by 
Theore:n 16.40, we know ID), 3), 4) and 5) are equivalent mutually, 1 [^5] 


1%. Convergence to m Continuous Lévy Process als 
holds and А £ Z satish [40.9], thesi 
IX). Смеа = f? hh кў + Daneil 


= {at | ї{?Г 


ый жы + а Y ^en 25 0. 
fIzI a] a š 


Петев 2] amd d; ате equivalent. 
Tt is obvious that 6] ig deduced from 2) and 3) Conversely, if 6) i 
"там", then [An] holds and 


(аьа) Y? € zr sa) жыў s UC 
Heure (38.1) hulds fur 5 = 1. Now Lemma 3&1 iuplies (38.91, Thus Far 
h satisfyina (40.2) hy Thezarerm 16.40 we have 
(X7), Ау) = QU — ñ - (POR. — 8) 50, vt O, 
jit — ir p] = IX"), — OP (8) — De Satih 
< (XT) M" А + n Vara" (i), 2 0, 
(z^ hapel) ж ыр © ir aeu) жр Fa aun t 
= Ha” 一 A*(2))  vP| ар етар #00 D 0. 
[Aa] holda and therefore 6) is equivalent to 2). 
If 7] holds, [As] із also troe, By the name argument, [45] may be 


deduced fram [Ag] and (X93, 5 5,, vt £ D. Персе 7) is also equivalent tn 
T g 


16.47 Нега uic notations in 16.28. Tor ewh à let U = (Up. k > 1) 
vc an adapted requence of r.y, on d: = (£F, F = (Faso P). т" = (0) 
he a rime chauge on Ф. Wirte 

A= FU. [42.1] 
йт 

Then the following statements are obtained, while applying Limma 15.35 
to X": I f 

1) max, ЕЛ 0 is equivalent to [Ac]: 3554 Ph atlUp| > 8) Tet 

A... эт, Б 

zPIPID = (UT. & 2 [| i n &cquence of martingale jiffereneez, Le. 
E, [E] = ü, [o] bolda and [nix cerea Ur QUOS 1) is uniformly inte- 
grahle, then У LE {р weal 25 0. 
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3) Ii [As] bolde: $77, EX LHP) na] = ©. УЕ > 0, then [Ag] in 
valid. 

Applying these resulta to Ж” in (42.1), we may get diverse comditians 
for the suma in row of array [ETE > Lan > 1]. The next theorem ic an 
example. 


18.43 Theorem. Suppose thet for ench m, (UT, k > 1) is a sequence 
af marimgole differens on b, 2" = (707) is a time change om Ф. Lel 
X E АА S wih deterministico (X) — Ho and D be a dense subset nf R... 
If ane oj ihe following conditions holds: 

1) Ejang НО — Y UTE S. as n — n Le D, 

r Pr ът" T3 F E T Р 

?) pa EFI E У As a Ec [UP pega] n0. as 
n — cc. Vt e D, 

3) X^, E, GlUPY sit n. Y. ELA UPY] AR asn ое, 
Vt € Me > Ü, then X^ 5 X, where Ж" is defini by (42.1). 


The lollowing corollary is nal called Dansker's invariance principle, 


18.44 Corollary. Suppas: (Ypk > 1) ja am Lid. верасн of ra., 
Ej] = à, DIY] = 1. Z 
[тї 
KF = ES s Yk. 


Ti 由 二] 
Then X*-5 VF, aere MF. d$ G standard Brownian motion. 


Proof. Take Z, = o {Yn j < k). UP = Jue re = iat], then 


> ЕТУ fm jel = I8 ply; п] — 0, a n — s 
= {Р Ж Ире] 7 „Т1 Ep uvm] А : 
Hence [Asg] i5 valil. Meanwhile, 
[nti 


T 
BIB ——zt anu. 
k=l ті 


36 the condition 16.42.3) bolda and X" 5, W by Тїкчитт 1643, O 


34. Convergence ta a Generalized Diffusion 


16.45 Definition, E X is à scmimartingale on а filtered probability 


space h = (P, F, F] and Ior some h & Z. its nredietahle triplet (a, E, v) 
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enn be expressed by 
t 1 
mihi Рі bs X daa 3 = ПІ a(s.X.hda. Ri) 
ù ñ 


pdt dr) = Ait. X. ий. (45.7) 


where п > О and b are Borel functions on FL, x Ft. Es a transition kerel 
Iron. R. x H to H satisfying 


Кот. UO): = u. fn A тн] ос. VEU, 


thcn X ia called а generalized diffusion or a diffusion with jumps. (h.n. Ку 
is also called the Pifiileximal characteristics of X. In particular, if = 0. 
Х is called а diffusion and its Lrajecteries are continens almost. surely. 
If Waw) аќк, т] and Аз. г.у] do not depend upon s. X is called а 
homogeneotes [generalszed). diffisian, 

IE ло = АХО). then P ig a solution of the semimartingale problem 
Dix. B Ap, ry, i. v). 

From [2,8] jt is eany to know that for every h € E, ah) has the калаг 
exprension as (45.1) with a diferent bis, =) depending upon h and 


та t 
ñin) = Í а 35. ju: 
Š [43.3] 


mla t.h] = als т) 一 f sce dy. 


Let X bc a homogeneous generalized difusion with infiuitesirmal cha- 
raeterintics р, RK). For f £ C LR put 


Ай) = Hi] boob fa] J idt ron Mta 


Then hy T forimula it is easy bo korwa thak 


Ё 
X = JS OG) — f Алох. 120, 


sa local martingale, 


1f-A6 TeBnition. Assume that X ig а hemogeneoun. generalized 
diffusion with predictable triplet (a. d.e}. IE 

|J for each r & ЖОГА. Е.Б, Л has а un snlation P. 

1) for each À € Z. ғ PA ia n Hore] function, 
hen wr sav that the тетот тере hypothesis holds Far X. 

Ш X satisfies this hypothe. few every distributio À on R the semi- 
martingale problemn Г, А, F: Ал. v) has а unique solntian. 
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The couditiona ёпт validity nf the uniqencsa-easurability Ipothesis 
саш be Found iu SIII 2.c of Jarod aud Shityacv у. 

It is сану Lo verify thai the utitquuness-ucasurabilil; hypothesis hoils 
for Broarnian motim and Chrrstein-Vhlenbieek. processu. 


18.47 Theorem. Suppose for each n, X" isu haomeagereneus gencna- 
lized diffusion on Ф unt infinitesimal characteristics (5^. an. ET) for sume 
Ае Fn and X ss а honmogenenus genera Пад on the cunnmi. 
eui prübeliry aper Фр auth прыс characteristina iB a. IR] fur 
h € Ze Ifi] Xz ^ Xy, H) IB, a", КК]. Ve € J, Hi] he 
unhraenesa-teaaummbilitg hupothesis is mel jor X, then. X^ 5 X. 

Proof For simplicity, we only prove this theorcin under the following 
additional aasurnptions o[ uniformity: 


Rip Hiri bz — t, лра) — alat] -- Ü. (47.1) 
sup Kieg] - Kiga] — 0, as n— ос, ре Л, (475) 
sup [|b(z]| + arz) + / Kir dahl ^ y^] £ 1, < оо, (47.3) 
dim нор K (z, fy: [yf > 5]) = ü. 137.4) 


ror vie general case, the proof needa to use the stopping technique and ts 
left то Lie reader (c^, Probiem L62 or Jacod and Shirysev [1]. 

Mow we will verify that all ronditions of Theorem 16.17 urs met Con- 
ditien i$ in "Theorem 16.17 ig just the condition i] in Theorem 16.47. Fein 
[48.1] and (47.1] we have 


t 
Jap) — adf о X? e| Éric bonas S тшер l^) — Ме — 0. 


Hence [sup a] holds, Similarly. [3- Н. |. [-- Fe | ads hold and the саки 
t] in Theorem 16.17 is satinfjed, IÍ tale Ft) = Lt. Lhen [47.3) implies 
(17.3) The cnndition tv) in There 18.17 ны from [47.4]. 

Ey virtue of the condition ii) in Thecrem 15.47 and {ғала 15.fit, b, u 
and А.) are enntinuons in z and bv (17.3) they are bounded. Heure 
by (35.1]-[45.41. the condition v] in "Theorem 16.17 takes place, 

Finally. the couditiion vi) tn Theorem 15.17 follows Iron the condition 
ii] in Pheoromn 16.47. Therefore from Theorem 16.17 we know X? 5 Y. 


Lei X be а hoiicmeneons generalized dilfusion with dinitesimal eha 
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racteristice (b. m, A). 10 J z. d] < бо, then X is a locally xquare 
integrable semimartingale. Let 


tr) = Мт}+ f Kir уу - hor. 


atm] = alr) + J Ki dn. 
then 


a - f HIX, Mds, B= ао. 


18.48 Theorem Assume (nal for each n, Ж is a hamageneaus ge- 
nerülzed diffusion on Ф with infiniteatmal charactreristres [Ё® a" R^] for 
some h € Z, 

= аар | (2. dy)y Дун = 0. [18.1] 
ami X is tere generalized diffusion on Py wilh ин ilusiri е 
characieristica (baat for h € Z. if i) X. Xa. H) Реа, eI ial 
K'(.g)3J(. 0], Vg € A. im) fhe wnbprenesa-mcnsurabrlig hypothesis 
is забей for X, thema X" 5 X. 

Proof. It ip essy tn verify that (48.1) and К, аа’ imply hh, 
a"—a, Бо X" 5 X follows fron Theorem 16.47. O 


10.49 Corollary. Suppose the infniiesimal characteristics of m ho- 
тсия gerterulised diffusion A" aa IPS. DU, К”), 
lim sup f Kx, dyhy um МЕ>Ч > 0. (49.11 
t 0 
ard X is 9 foniogensons атол on $p nf тта котла claruelertstios 
(b n, 0]. F i) Xp S Xy, ii) b" =b, ва, ill) the wniqueneas-measurahitity 
Jagpatlieris ir вара Jor X, then. К" = x. 


18.50 Example. Assume that Y^ ін a homnogenenmis siniple Б 
deatà process with stare space Æ, birth rate An and death rate pp- it Y 
jp a Магі step process wil ufinitesimal eharaeteriscie (see (X V.03.1]? 


GAT, A) = Anderil A] user cri AN 


Hence Y" ig abm a homogeneous difusion with jumpe. [лї XZ = hai". 


when hn isa real Then X" is also a homogeneons diffusion with pnunps. 


ЕРАК Chapter XVI ялна Cauvergrnee Таг Samirriartingales 


its irfinitesimnl] charactersitien are 
К>, dy) = Mada (dir) + цай A du), 


Уча) = Í uK Ga, dy) = Q, — эы). 


anfa) = J Kt, di) = (А iH. 
H Ач, ил 8nd ñ. obey the following conditions: 
а LI (XL — аА — sr, [An H uaMià— o7, as п со, [503] 
then к" in [5D.1] вай ынан (49.1). Let X he a сппыпиопа semimartingale 
witi preditkable triplet im£, те Пе, X isa Brewnian motion wikt dift 


А È 
rüefficient mt, ТЕ X8 5 X4. then by Corollary 18.49 we have X" SC In 
particular, take | 


{50.1} 


Be TETN An SRL p” = glg 
А 3 
then [Ал 一 Dorine - в 3 loga, {Ал + ma n -+ D and x" x. SAX EA 


takard Brewnian motion while à = 1. 


Now we discuss the problem of appraximatimg a diffusion by Markov 
Hen GET ort. | 


15.51 Theorem. Assume hat for each n, Ү? = (ҮКЕ > Ü) isa tem 
poratis ñornoeneous Markot sequence uith irmaitiun probalniiéy p*(. 43. 
und ial mogenerus diffusion on br, with infinztesimal nrharacieristics 
(В, т. U). Let En | fr and pui 


Аг = Fep 
Pio Q fa tedy atte) = L fis apley) 
ifi) КЁ = Y 5 Xu, ñ) В oa and | 
iun. Sup = į 名 一 (51.1) 
IL) Re uniquencas-meusurebility hypothenia ts sutiafied for X, hen X" 5 Х. 


Proof. Far simplicity, we арн» prove this thexrem under the following 
xdelitional asamptinna of шиті 


зир [Pt] — 2) 一 ü, sip [a^ (z] — айх) — 0, ая r — 051.2] 


: l 
URSI = f (p - TE ap'zdy)-0, V 0, (51.3) 
ap + aíz)| = L = ор, (51.4) 


$4. 
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Ceaerediged ГЭ Бинт 5 
Convergence to & I fn, Ba. ра, and a, obey the following conditions; 
Sa Up = YP — Ypa then TE "ww 
еы] thes Pn- "12 n £ 
Xr À X Үр) И = Y UD moss Tan Md X" —, X by Theorem 16.51, where X is a соп. 
= | | Hnums Livy prosa with predictable triplet (tst er t 0) and Ху = 
А" moa locally square integrable sermimirtingalc, ite predictable tripler ' 
[0,37 s") is diui — n H for each m, m" = (mz, k 2 Ü) is an Ehrenfest 
pa ' 110667, Le. а Markov sequence with transition prohahil 
ыч ау = Y, бр (dp [YE ү, PE ү + d) Aa] | B ою ТА 
Е P (в, dy) == st "р 1) 8 + 5 (1 T 0 [dy], E| EL. 
= XPE. XE + dz); an. lm. PS сн m SELLER a n 
= Ë б Ut (XT i [za Ye = Aayi, XT = Y fe] then W, a" and rhe мап он Ptohabiisty of 
Fu |е] К д Fg am 
(r^ Д аә) жыр = = ü J eor. Ne dads, d. T F ] > 
iiy n PM : "im dy) = ; (1 - [Js en (du) + sU + P jêr -h. ig]. m] E hha, 
wt = ЕЮ] [7 C (oce "T £ 
m | ќад j- APTE = Ee, EE 
еъ, > 
"M = E pn ШЕЛ 一 — (E Кү, .1]) } Е hz 
B, E! К £) #61] [ k a" [r) 一 e fiy 一 z)'p (s, dy) = T fejza 1 
и л Bæ ч 
É. T" 
- [^ eon «eroe. a 
с е Jisan assa te ay) c 
Then (51.2)--(51.4) imply (нар a], [8- Fa] and [2-8]. Similarly to the карац 
proof of Theorem 18.47, wc can verify that all assumptions of Theorem H А.Е, and L, obey the following enditions: 
Ё. 
16.13 ате natisi. Неш» X"— X D 
16.52 Example. Assume thas for eaeh m, тр = (sg, k 2 1) із ар 
iid. sequenre nf г.у. ou © such that. 
Pi = 1) =. Р{ Sl = qa. Btu-l 
Bel 


£a lU, : 


> 

—- 一 k. й 

E. 

then frj- Er a" =a. Let X he a tontimous genaimat 

r = kA ik = zt, ы = ü and Xo 

Lrncess, then 和 -5 x by Theorem 
Then Б", a^ and the transition probability р” of Y" are: 


We conclude 
Pi mal processes. 
Ра, dy) = рыб, (i) + aul. ha (dy), 


i Pel МИ 
т Дан. Хез лла Аа 
TR Ë за E ilen] 5 


tingale with 
=Ü, ie, X is an Ornstein-Uh]enhack 
18.51. 


thin paragraph hy studying the weak Cunvermentru of um- 
Віт) = =s! f — жр" (r. dy] = hain Фа). 


15.54 Detinition. Lat [zm i > 
а“{т} = 2! fo = хур dy) = hpr Ens 
and 


1) be an Lid. RD of rv, 
] nm 
Fg = - 
tt) " B Tz. en. te В, (94.1) 
i taller] rhe empirie proeess of size n for LZ). 
18.25 Lening, Let (Zi > 1) be en iig КЫЙКЫ д} non-negative 
Ua. Ate hai P(Z, < t) = FGJ is continuous and Ft) їз the em. 
у " е PITicaj process of size n Кт}, Then 
(a aH а-аа Uri dg) = D. 
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1) Y," — nf). { Z Ü, їз a counting Process, ida compensufor м.ж. Е. 
(is mulas fillvatiort zx 
: i Фк) 
ИНЕ СЕ . 
í Ш i (лї = ү — Fla] (55.3) 
2) V = niFQU) — FU, t > 0, їз n semimartingule. Jf c E, 
hl z] — £ while [z] = L, Mert {Һе predicteble charmetenasites (пе, Pt. an) ef 


TT gre 


an ffm РВ) . 
aao - f VITE T (55.2) 

"F P Fae rr. 
а= f cca O) (55.3) 
pP (olt, ea) = |^ 一 Ут AE a ir. (85.4) 


Prugf. 1) Fur every 5, À, = T> zJ is u simgk: step pracgsa, its rompen- 
salur г. ls natural Шта 18 


‚‚ dF[s) : u's) 

P = ' — sv. = — ————— 

^ [ веке 1 — Fia) kaa Fial 

Siuce (2,2 2 1) аге independent, (V, = Í È лац)" bus the form of 
1—1 


(35.1). 
2] Since Az] = r while |s| x 1 amd AV" < yT, we haya h[ A 8) = 
AV, Бесна: 
1 L 
et (20У - МР0), 


t 
api) оерт - vare = Рл UL 


иие 
ыл р" Le (he juuap icase of Y" awl q £ J, шп 
е8 Ө _ 1 _ 1 " 
+] > АУ, hn) Уя) леко = (x) 1 
1 " 1 t E. 
et =o EE sm) f P- aaa) 


Thus (55.41 9+. 
Finally, (t — (Р) Ёл in a martingale with locally itéegraDle vari- 


aliod, Heuce ДТ — Ú and 





Trdin И А F- - 
ЧА = haul = Í (1 Anke. 
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Therefore (55,2) (25.4) are АШ ма. O 


. im É 3 (Xu < # £ Ibis a Hrowricn bridge if iz is 
Ec s x ipie process with covariance Banctinn e[s. E] = 
а ; 84 Í , | (сї. Diobler 2.16.) А Brownian bridge is 
| amas semümartingale wr. its usua! nateral iltr&tinn with 
pecdietable triplet fe, 12,2) ая follows (c. Problem 16,103: | 


E 
so Ft X, | 
z f oas. d-—f = = n. [55.1] 


l- a 


16.57 Theorem, ле [ЖЯ 2 : 

| un . 2 uli 2 1) be mn (ad. 8eguerek of oro 
= distributed nm (D. P. Fei) he the Epi srocsya алай ky 
iod d), V ^n Fa (t -UUELE They " 


T^" = Ж 
where X ds e Broumian bridge. 


Proof Tet T = (i ] š _ 
дай Mv үр, (ft, 1) Һе fixed, Снаге the stopped prucesses of X 


ЖИТ] 一 Xi VIT] — Vr 
iy (86-1), the predictable tripht (a(7). T), jT) of X(T] i 
tT 
рет x, | 
a(T], = / Ts BT AT ыту, 


is easy Ye verify that they meet the localized comlitiona Hil, iv) in 
‘боец жыт 全 Problem 16.5). Meanwhile, by Limma 16.25 the 
predictable triplet (a" tT). A'T), BUT) of WT) us | 


: tT 1 
e" [h, T, = d veeri- da 
D :1 一 i ` 


à TR. VT oa 
POT. f (1 Eja 


AT 
jw 





[zr 4 š A: = i E 
CU 4 E, 2( 7.) = Ü while n iz large enongh. Hence + LT) = ü and 
кН Тү tT рг] = 
cbr 一 ch. T] o T= n, 


Problema md Complements ш 
See 
tm 了 yn T (узуру 
е| f ——as| = Í UE ao 
u RU — s) e мт а) 
i rT xr Ü x 
一 ”一 一 -—-— йв — ' 一 >, 
zm eel Ú, às s > 
"wi liar 


AMA T3 - SIS, Ty o VT) эй. 


Therefore for each T € (0,1), V" (T3 5 XC) (cf. Problem 163). 
Let UP = VE, UP(T) = Ut = УГ am t = (0,1), Because 2, aud 
1 — Aj ате identically distributed, so are V and UY. Thus Ё) £, AI]. 
Now we exienid V" ard X (o Н, such that. VF = X, — 0 wlüle t > 1. 
For iW > 1 we have 


2 2 
ig els ар] ДА+ РҮ, 


мк", му (а, ШӨ +, v (t). N). tor á< š. 


Hence from Theorem 19.47 wr ohtain the tightnems= nf (V). 

Finally, fnr 0 X i < £3 < -o g od if Eo. < 01 Z h for mme i, 
рч) 5 X(5 3) entails {М V) UG Хо, 1). Moreover, 
И =-= Va = Ny =-= bave (VZ... VE CX. 
Ху} Since (V73 1s tight, we gor. V? &Xx. € 


Problems aud Complement- 


16.1 On He canonical rurmknrale spaec [D, p°. D let 7? = [T:T 
is à D -stopping time). We вау that the local uniqueness holds for the 
sernimiriimale problem DLN, DE: ba 8,0) if for every T Є T any 
two solutions Р, F” af the “stopped” semimsrtingale problem ГЛ, D; 
X, nT, 8T VT) mnte on the o-field rt. where wT = 17-2 Prove that 
if the nemimnartingale prolem TX. DP A, Cr, б.р) Has в нобе PP ad 
lora] uniqueness holds. then for every T € ТО, TN D". X o7 , 3T oT) 
has а unique anlution Pa (XT l. 

18.2 Assum that for чотту z € M, X" is a semimartüizgale on Ф 
with predictable triplet ian T.) X is the canonica! procens iu Èp, 
(ек. 2, м} ія a prexlictrahle triplet. on Фр, D їн a dense shset of. E, and 
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sta] = ifft : |X] > u nr [Х| 2 aj, Siaj- іа; || 2 ú x= 
|x" | > nh. Ш for жипе 5 £ Е, the allowing iinditiong hukk- | 
D (ху Аш; 
H) 
Fup eu] ы auper, алва сар Я) 一 s^S[a) LA) 局 | Zu. Vt. n. 0, 
foD]: Bossa) – asali X" 50, мре Das l. 


[v-2] : дж VEA S" [a] c Вж sr n X Zo, еа ФЕЈ; 
in vi i mmisic i i i i 
) Ya > Ü there is a deterministic iieressiuz eontinuengs [uneyion (a) 
such that 


Var(e + 9569 о А руж) pias 
iv) нр, му ПРА Sie x (=: >a) = б. vernm 


ТЕРЕ D. gq E.A тє. тїш], Z = ETERNA T + ü + аге 
continuous funetiens on D equipped witk the Skorokhod topology; 

vi] Pp is a locally unique solution of PAX, DP Ал, m, ñ. ry; 
then X" Š, x, 

18.3 Azsunne that, for every x E fv, X" isa locally square integrable 
"ernimartingale on Ф with predictable triplet (a, B7, v^ Y, X. Sta), 5" fa). 
Lee, HL ur). D ure the sume as in the provime problem. Suppose that 


ша ШР ay) t ыр, saja) > q) = 0, VÉ, a, m > D, 


braces 
ган] the following conditions Bold: 
i £D) y, 
1) 


TO]. ra n 
[mp сър 12 sup lo sni 一 asta) пар Ya > П, 


1 


-A ERA Ha XT ED Єр. aD 
й DE: the ime us in the previous proble, 
11), v]. vij: the sane us in rhe preovicaus problem. 
Prove X" 5 X. 
18.4 Prove that the X” in Example I6 3T 
1ü.5 Let M^ E A42... | AM 7| = =. Prove 
13 If CM") is C-tight. chen i[4/7]] is üght., 
2) IF M^" — M and M E М then (М* мум, Uu 
10.6 Suppose for each n, П" = (UP, k = L) ip an adapted sequence oi 
г.г. oh $, т" = (re) ia a time change on d, А == E. Lo. and X ina 


is а C Hrwnman motinn. 


Probleme aud Complements кїт 


continuous Lévy prowess wilh predictabla triplet [n 5,0] and Ху = U. 
Asaume 


T ep 
mp | S Ey Ono ivl mn |+ 0. Vt» 0. 
cet k=l 


and D is a dense gubset o£ Ra. Prove the equivalence o£ the following 
Bapertinmsz 
1) x" & x, 
2) Yi. Py 3 [I7] > z] f ме cd) 
Р, 
акс ЛЕР иг == E, MU? oel Hd. Е D. 
H een РЕ ЦЕР zl Lo, мз r >й. 
np Li 
стр Da [UE сла 1 эй, Е D. 


18.7 Suppose that for each ть, 179 — (05715 ів a sequenee ¿T martiupgale 


differences оп Q, and X is u Lévy process with predictable triplet (D, 3. t). 
Lei D, X7 be thc sme ae in the Dtewioua problem. Assume 
m. 
2 LES a [UR geis]. | —+ ü, vt > Ú, 


156г 
Prove the equivalenee of the following statements: 
1) X* 5 x, 
2) spn ЛР) D. ЕЕ П. 
š) 3 ike Py | > E] P, wi mA (1. = > []. 
F 
Улева pax B. МЕ 2. 
" sa г 
3) ern РЕ ПОЁТ > Е] 7" Е wí > фе > 0, 
RETEN n, а[ агра] 04. Wi € D. 

15.8 Use the notations of the previeus prablem. Write 

T 

ч : -rP 
[А]: М Ez Йез» 0. Yt» 0. £0. 
k=l 
Proe the ennivalenee of the Ист, statements: 

1) [Ag] and. x" 5, x, 

Ln 
2) [As] and УШ (ир Ла, мер. 

зя тні Ë 
2) 82] and $7 Е Є D. 
ау (SS. EE рь. wen. 
sy D. [P] gn Е Рала X^ — x. 
16.9 Lel М be a standart Итт=шап motivu. Then the proces 

z: =, (1-2 iI -Ell Ü = # = 1. 
с 0. Ё = 1. 
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is a Brounian bridge- 


Lati Let X = [X .) < É = 1) be a Brownian bridge. Prove JY X іа 
кеиш ипе w.rt, its тыа] natural filiration with predictable triplet: 
E x 
D = = SEE Mo EN 
t Í ] a2 z, & t. r = ПА 
2] Ж is a diffusion with infinitesimal characteristics: Мх] = - ”— 


alh = 1. a 
3) X satishes the falling stochastic differential ermation: 


dE n. D 4и. Жей, 


where H is a ntandard Brownian motion. 

16.11 Let (Z, i 2 1), he an Lid. sequence o rv. with dé&tribution F. 
and V? = ут ут, Дл — Е). Prove that V^ 5 X, where X isa 
zadlag Санки process with E[X;] = 0, E|X,X,] = Fis^tH1— Fiar). 

15.12 Let (Zihor be an iid. ведығлсе of rv. with distcibabina F 
And contincs density function f, (Faith Е > 0) be the empirica] process 
defined by (413, fnr ewh + Pr .- ABS]. if N is a humogeneoux 
лавою prneess with rate f(0), then Pr 5 x. 
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Fefferman st. ЕЧ I 
nts 站 "en „ 
BUS ж 的 对 眉 的 BAO ААА ЫКЫ 
Davis 不等式 .…… ‚ыллыы. pn 
Жз [B] WP, p>] u ns atr 2 
John-Niremberz mA Sa i 
g ЗВТ е РААН 


ЈАВЕ ВЕНЕ А Вр QQ... 


4 t 3 
10 ҢА ЈАНЕ eee aa. 1.290 
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第 十 二 章  Giranev 定理 及 其 应 用 


SI ЖЕЕ TEE ........... Манка. 204 
g г) (Hiraaniov 定理 „жоя а я яң ао яя язян nunni поша на таак Ка пая asm aatam rmi 2UR 


$6 ЖЕҢ oR E RE RR А REH, ELI eee T 


$7 Jacod-Meyer EB eee ee emen 308 
8&8 sug 

第 十 三 间 ”随机 微分 方程 ……… ———————— 
$1 sig HX ЖЕҢ] e? eeeeseeeseeeeMm Hem 
$2. 解 的 存在 性 与 唯一 性 

,99 解 的 稳定 性 

计生 对 上 两 节 的 补充 Le 
£i Б КИ ыд) аз ГЛ 
2 指数 公式 的 推广 at 
$4 非 负 特 珠 半 蒜 的 乘积 分 解 
$5 指数 黄 一 致 可 积 性 准则 

第 十 五 位” 商 的 随机 积分 表示 
$1 拟 左 连续 局 部 邯 药 可 选 表 示人 性 EE 
$2. 可 料 夫 示人 性 基本 定理 eee КИИ БЕКЕ 
13 Brown і АО ДД eee MIHI 
i4 Poison АЕ RAE B eee TEMERE 
$5 -—REgBRBIUDEP EGRE -et 
$6 报 率 改变 下 可 料 吉 示人 性 的 不 变性 eeeeeeeeeeeeseeee4ee 
BT а-а Ы ЕЕ ВАА, pe- 


B8 Э-ЖЕ eee eee 


Ralo 


š GO 应 用 -~ Brown inj 情形 a nn 


人 


{з BREF URBEM eee 301 
84 302 РАУАНА eee Hn 302 
&5 BEALE A M ИКЕА не 308 


- 401 


ERRERA. rr 407. 


第 — ж 
预备 知识 


我 们 要 求 本 书 污 者 预先 掌握 Lo8ve[1] 或 Neveu [11 HAAN 
度 论 和 概率 论 的 基础 知识 , 如 测度 扩张 定理 ，Radon-Nikodym 定 — 
理 , Erico EM, Fatou 5] 2i, Ze ss |8, Holder 不 等 式 , 条 件数 学 
期 望 , Jensen 不 等 式 ,条件 独立 性 , 乘积 概率 空间 , Fubini 定理 等 . 
本 章 关 在 给 出 上 述 基 础 知识 的 必要 的 补充 ， 不 疯 悉 解析 集 的 读 
3, xD ПН 87.88, 89, НЕТА 1.92, 1.96 & 
1.41 的 内 容 . 


- 


$1 主要 记号 


我 们 用 М лч КЖ Т, Мат М {+оо}, RERE 
Ҥ#]—с°, +o, К ERRER, +оо], (Б), D 
пет R, R Ed Bore c- 域 .一 集合 怠 到 民 ( 相 应 地 , R) gin 
9, MAk C, WED BS AK. 

R. #лхЇ0‚ +ee[, R, 表示 [0， 十 ce]. 

集合 À Bui А, AB 表示 АПВ, AAB HHH 
(4B) U (B A). 

4 0-35, Q'RR-N Ж P BJ o BJ EAIA (oco: 
P(o)) ЖУПЕ, Mia (o: Pots ip [P]. їп, 
i fsormmTEx8 EX, WIL 01 ES le € Q: f (a) 
= g (o) }. 

W 多 为 吕 上 的 一 子 集 系 , ACO, RHA ANF Xon(An B: 


2 H-E J & aW 
B€ Z). 

€ 0 LB ТЖ, RDA Í (@ 表示 由 ARIS Q 
ЕЕ ет. ВЕС) е 8 Q LH- J T 2X, oR] p U (Z, ФЕЈ) 
==) d. 

WIE, 6) у-ва), f 22 Q 2) E h Bu я, p) 
c (f) Жл f dk Q EVES BJ o-h f (у= (f (6): AC y, 

iz (Es Si)ier 是 一 族 可 测 空 间 . xB ici, J: 是 Q 到 Е, 
FERS, 我 们 用 (f, 278 D E (G (fi, 2€ T. 

EJ, g WT ЕА, JV g 表示 sup (f, g), f Ag X 
inf(f, D. TJ ft=fV0, f =(—J)V0=- (РАО). 

更 一 般 地 , V. A 分 别 表 示 上 .下 确 界 ， 例 如 , ВЕСЬ) ем 为 一 
RAER, 5 ү. впр. Xl EL CE Dia 为 8 上 的 一 族 o- 
R, SVAF). 

EXHAR E, sti omo s— 4, s&h st Жл st, seu, H 
(зь) Ж ЗЕ), 00 ss T6, 5110 0—2 (з) 为 增 序列 ， 对 也 
4 有 类 似 说 明 ， | 

设 (4,) 为 集合 序列 ， 我 们 用 ASTA. OR CAL) A BDM EL A= 
UA. 

设 (f) 为 数值 函数 序列 ， 我 们 用 nf des Оз 为 单调 增 且 
f=lim f,, 


52 单调 类 定理 


1.1 定义 令 介 为 一 集合 ， 吕 为 9 上 的 一 子 集 系 . 称 多 为 
-R WR А, BCV-»AnBcWV, 9k EAR 加 果 

i Q €C 用 

iD 4, BEF, Ac B= BAE ©, 


52 HAXA а 
i) 4,64, АДА=»АЄФ, 
称 四 为 单调 类 ,如果 
А.С, АДА к AA AC Ф, 
显然 ,如果 © 同时 为 呈 系 和 A— XE, mI] 2g АЯП ДЖЕ, BU 
€ oit, 
F— Е r KB HB 2S E PR. 
1.2 定理 Б, яно КИДЫШ T E 5, Н ECF, 
1) XR. НАЖ, € Aug Wol HF, 
2) A-F ALIS, CAR, WL a(€)c.. | 
ШВ 1) 一 切 包 食 V By A- RLA S" 仍 是 加 系 ， 令 
r=-{BEF': NAE E, ВГ Ac), 
OB, VIAE, HOVCKM Wy UN 令 
F= {BEF YAEF' BNAEF'}, - 
显然 , Fa EAR, B. ECF 邦子 '=. 多 o， 这 表明 多 ' E, 
于 是 多 ' 为 o- 域 ,我们 有 (OCF c5. 
. 2) -WES © mp eei dS 2 F. 仍 是 单调 类 ， ч) 
жиш, 可 证 多 Жа-Ж, e ` 
SU-(BoSXuBcm, 
则 .多 "是 单调 类 , Н VC, AF =F, KER F ER, F 
是 多: HoR. ВИН (“усас 
作为 定理 1.2 的 一 个 简单 应 用 , 我 们 有 
13 D 40, F, Pu Excmi, £, ”为 两 个 可 积 随 
机 变量 ， 设 ECF, €a x—*. ШЖ Е41= ёт, EX 
AC, EEL] =E], WW 
(3.1) &i£lecc)] = Eine (€ )] a.s.. 
2) ^(D, 多 ) 为 一 可 测 空 间 , CCF, 多 为 一 5- 系 ， Жн,» 
为 两 个 有 界 符 号 测度 ， 使 得 (0) —»(0, EX—HU ACT, 85 
p(A) =» А), WRF o (6), o Ej v —Ж, 


4 第 一 章 WD wy 
证 明 我们 具 证 1), DEAR $ 
m= AC. E [£24] = ГУ}, 


UZAR, H Hi z, CCI, 故 由 定理 1.2.1), e(€)c Z, 
出 此 挫 得 (3.17， | 

下 一 定理 是 与 定理 4.2. 巧 相应 的 函数 形式 的 单调 类 定理 , 我 
们 今后 将 缀 常用 到 它 . | 

1.438 4 V uA Lü— a, #0 О Ву 
秆 函数 的 线性 空间 ， 如 果 下 列 条 件 满足 ， 

і) 1€ 2, 

Ш) E CAE, 0< у, 了 为 有 限 ( 相 应 地 ,有 界 ), WJ f € 25, 

i) 对 一 切 4E% ELEF, 

жа О 上 的 一 切 e( 多 ) 可 测 的 实 值 (相应 地 ， 有 界 ) 8 


证 明 S 2Z— IA: L, CY, ШП. iR., TEB 
ECF, 故 出 定理 1.2.1), (“ус 
uid —ecCéon iae oum, cS NONE. 5 


Ж 


= | Мы U 
£, > Dn T E ees выр 


MEER, OSETE Mab iD, EC COP, RUM, € CAP, 从 
H E-E-E E, | 

TE ЖОШ ДЕ ts EE 1.2.2) 相应 的 函数 形式 的 单调 类 定 
BB. 

LOER EAA С-В К, S — SUB EUR 
序列 极限 封闭 (以下 简称 ЭЁ 为 单调 族 ). 令 % J OU АЈ Г, 
如 果 下 列 两 条 性 之 一 满足 : 

1) 名 为 线性 空间 , 1E Z, B 名 对 到 有 限 下 端 运算 封闭 (从 而 
€ 为 一 个 格 ); | 


12 单调 类 定理 8 

2) 名 为 一 代数 b, 16 V, B 多 对 一 致 收 伍 封 闭 ; 
ж 007, f € 多 ) 可 测 的 有 界 函 数 . 

证 明 设 条 件 D 成 立 ， 令 2' 为 包含 V 的 最 小 单调 族 ， 并 
A 

Mai FEF NYa CR, af cof"), 
则 2, 为 单调 族 , Н VC, OE Lm OE". % 
Ham TEE JEE, f g€, TAJER h 
WU > 为 单调 族 , 且 EC nu MSA A 
3 — {FERA :YG EH, Jf+ gG 2, FAgcCot"), 

ШЖ“, 为 单调 族 , E. CCHa 故 26 ,— 207, REN 2E 为 一 线性 
空间 , 且 为 单调 族 , 对 取 有 限 下 端 运算 封闭 . | 

4 多 = (BCQ:L,C Y, W 4 уо, Bof! 包 食 一 雪 多 
= ш. БИК, 为 证 定理 , Au — 4 yC € Wu. 
JEF, 则 对 任 一 aER, (f-a)*- —[(a-f) A01€ €, & f. 
a(f —a)* A1, RJ f.C € Cof, R Of gun. HT O7 为 单调 
Ж, Bipa, ByDfal]€ Z. 这 表明 了 为 9 про. И. 
得 证 ， 

设 条 件 2) 成 立 ， 往 证 V 对 取 有 限 下 端 运 算 封闭 ， 令 0,02) 
X (L — z) BJ Taylor RFM n MZA, WQ) 在 [一 1， 十 二 上 
Раа), Вус, FIS А Pa) - Q2, 
则 Р.Р) Зо, dt, PLOD € V, ARIA IIET. 
TRX-—UfCVHIfic*v. MES, g€ €, mg 

Ўл 079-17-90 EY. 

РӘН EXER EI E АНЬ. 

1) 有 即 多 为 一 个 村 乘积 封闭 的 线性 空间 ， 


2) ftd na cos РРА AGAT 7 ОТВЕТЕ АН. MERETET WA 
数 这 一 较 强 的 假定 ， 





6 ж-ж HO d ШШ 


1.6 定理 О КЕК, 对 一 致 有 界 单 调 收 
Н, Е Зоо, Ф voy oC) 4k. ГЇ 
条 性 之 一 满足 ; 

1) o 为 线性 空间 , IEF, B. 名 对 乘积 封闭 ; 

2) E 为 一 代数 , BEES C V, 使 得 fs ВОК СР 1, 
По cC f € €) u uu 5 Bg. 

证 明 BREDE. 4 邹 为 色 和 工 生成 的 代数 ， 则 2— 
H, 1€ 2, 4 Z Xx 9 中 一 致 收 伍 序列 极限 封闭 2 所 得 函数 
族 ， 则 2 为 一 代数 ， 对 一 臻 收 化 封闭 ， 且 сж 于 是 由 定理 
1.5.2), айо, f E Z)n WU a FEE, Mes, oU 包 
&-— c (f, f € €) amp Sco. 

设 条 件 3) 成 立 ， 今 ФОН Д—ЖО R P p| E dp 多 所 得 的 
函数 族 , 则 @ 为 代数 , 1E v, Н Ec УЬ, Zaura 
Bj. FEHEM 1.0.25, GC FI — I o Cf, f € V) НИН HR 
数 ， 由 此 得 到 定理 结论 . 


з ЯБ 


下 一 定理 称 为 Doob ЖАРЫ S xfi (Ооо), 

L.7 定理 设 了 为 号 到 一 可 测 空 间 ( 吾 , Руна уи, pH 
上 的 一 数值 函数 ， 为 要 pp 是 o(7) 可 测 的 ， 必 须 且 只 需 存在 召 上 
— R| i38 E IR ЖК А, (HE p= hof СВр ро) 一 和 FC)))， 如 时 
p JE S Ë CS F) BJ, 则 可 要 求 六 也 是 实 值 ( 有 界 ) 的 . 

证 明 ”充分 性 显然 , 往 证 必要 性 ， 令 

H = (hof:h Е b BJ MS EET, 
Wo 为 线性 空间 ， 且 16.2. WW A sf EE О<А, 7\0, EH 
IR, 
A= (z€ E:suph,(z) < +оо}, 


MACE, BFCA ® 


$5 Жаакта T 
ME r € А, 
h zy = 1 * 
EEA, . 
WX E Ке т, Н. рлу, Є. EA WW 
足 定 理 1.4 的 条 件 iD. W ССо(Ј), WEERT ВСС, Bsd C 
=f (B), Ж o= Tae f EX, 于 是 由 定理 工 .4 2 BBS —1Л o (Y) 
AMEER. iX uj. Dr рн СР) прі А ВАЗ, MFE E E 
— ©ЗАО Л, Шр лоу. ФЙ, p AA, BIS 
«OC, SR =h AOC- RC, W| = ef, 
ЗІ ру о fur mu, 则 p =ar tgp A o (f) R| ЗЕ 


信函 数 , Вр, TEJ E E С ЦЗИ М, MS 


p'=h'of, 4&h-tigW, WALNE ES TANKER, НИ p= 
hof. | 

1.83]28 BAe AA ERTER, MD xp E АЄ 
al, iD 站 ,存在 工 的 可 数 子 集 J (J RAT А), ES AC(S, 
Є), - 

证 明 具有 所 说 性 质 的 集合 4 的 全 体 多 A o, Hadr 
dé V. 2 -o( 5, +G D), 

下 一 定理 是 复合 函数 定理 的 一 个 重要 应 用 ， 

1.9 定理 BEC, Pier 是 一 族 可 测 空 间 , ERE ¿ € T, f, Ж 
OE p-k. фо EN oe Є) ННН (ЗИВ) 
函数 , 则 存在 的 可 数 子 集 了 和 (I ES UEO 上 的 可 测 数值 (Ж 
值 ) 函数 h. 使 得 9 一 hefz, SE f, ЖО R YI B, P E m TF 4. 
J: (G) = Qo») Hier. | 

证 明 考虑 8 为 数值 函数 馆 形 ， 令 

“= ([a, b]: a<, a, b HAARE +оо), 
WT @C (F B o cC, EDAWN, МОН o (D co (f, 
icD. 但 儿 只 有 可 列 个 元 素 , МЕН ЕЕЕ 1.8, 存在 1 的 可 数 子 集 


了 


в 第 一 章 T +Я X T 
J, 使 得 | 
ФС) Со(ћ, #ЄЈ) =ef), 
于 是 有 
р СШ (0) =p (o (%))co (fp, 
ХВ ру О ЕИ оС) пр АК, ВНУ. 推 得 本 定理 ， 


$4 一 致 可 积 性 ， L k goe N 

1105 (0, ZZ, 尼 ) 为 一 概率 空间 , € 为 一 可 积 随机 变 
量 族 ( 即 САСО, S, P)). $$ 2€ X9 ГАИ, BRI С» 
十 ec 时 ,积分 | 

|. (Eid P, КЄ 

-一致 趋 于 零 . 

1.11 定理 1) W AATRE, ACEL, Ж, P W 
果 对 任何 £C 2C, FEER, {#18 |£ < yla. s., M of 39— ЖШ 
BUK. 

2) W >£ I (О, 9, Р), (p>1), йй Ж sup ELPIS 
+оо, 则 .办 Jg — ORTU. 

WES 1› ЯЕ 1.10 FH. 

2) 4 а= вир [|617], 贴 对 任何 OTIO, 我 们 有 


Jus 16:0 m >] a TPS бе 1 LIE Ts o +. 
BH EX 1.10, 3€ HRR, | 
1.12;g38 $ (O, Z, P) Xy BOSE S IH, £ Og — RERRBREUE 
E, (Fier 为 一 族 多 的 子 сі, 则 (@[{] | нет 为 一 致 本 积 族 . 
ШЕЕ 5Фод=&1!ё&}] 20], ИЖЕ O0, 我 们 有 
PIC) < 2. Ерл] -Ell, ¿€ z, 








T3É 


P4 -ERRE Lt ДЫҢ S 


f 
J o] ^ in NM | | 4 Pew 2204 + mM | Š аР 


«s ёг|411+] ela. 
给 定 es> 0， 取 定 3， 使 得 | ||aP < 2, 于 是 当 0> 


[0 


2S erje, 有 | таре СІ), REN her 为 一 致 可 


BUE. 故 由 定理 1.11.1), (ELE | 县 sr 为 一 致 可 积 族 ， 
1.13 定理 Ф CLIQ, F, P), WAE ж 为 一 致 可 积 


族 , HR WW E FIR: 
i) e= sup Ë[ |£ |] < +99; 


i) Е 220, 存在 8>0, [Rig WREE РСА) x0 的 4c 
2, A 


183.) o | I£la Pe, EER. 
证 明 ХЕ, Ф ACE, 070, 我 们 有 
as. — [elar«orGo-| ldP EE. 
设 .xp 为 一 致 可 积 族 ， 取 C Sb, МЕНЕС, 有 
| ,IélaP<3. 
[£| >= 
在 (18.2) 中 , 令 A= 0 RAR D 令 8 一 -2 得 到 条 件 这 、， 
АНЕ. Аа) R. E >O, W 5>>0, 使 得 条 
Е) 成 立 ， 于 是 当 OG, 我 们 有 
PEOD «ELE T8, EEX. 
BB (13.1), Ж | 
| [£|dP <s, š € X, 
r£» 05 
REB af HARR, 
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1.14 € #8 (0: EA oui Жл XREBUR, W (Eo mover 
为 一 致 可 积 族 . 

下 一 定理 给 出 了 一 个 Pt keto ni. 

1.15 E:8 06) 为 一 可 积 随机 变量 序列 ,为 一 实 值 随机 
变量 ， 则 为 要 名 -一 >e, DALLAS EG, HEE, 

证 明 DRE RESE SAEF, RNK 
авл) | 1а) IE dP+E: 81. 
给 定 e>0, AR- ERS N, ВА ао ў, ЖЕГП ACE 
5. НА 920, 使 得 只 要 PC4) «5, 就 有 | lean, non 
<, REPCD «M 就 有 | ¿ap < 各， 于 是 由 
(15.1), X — Un, REPS REÍ |&|4Р<е. jh, 
RIVA sup ЕЦ, < 十 co， 故 由 定理 1.18，(&) 为 一 致 可 积 族 , 


最 后 , ¿——£ 显然 


充分 性 、 设 G) 一 致 可 积 ， 且 6,758. H Fatou 引 理 ， 
E[|£|J<sup EL [£,[] «co, й £ HE, 且 从 ,一 各 为 一 至 可 积 ( 系 


1.14)， 任 给 820, 由 定理 +.18 知 ,存在 5>0, REPA) <Š, 就 
有 


f 1&—#&14Р<в,‚ n>, 


H N 充分 大 , 使 得 对 一 切 n> N, APU 6, Elme] FE, 
EIEN =f ali élre 
= 8 e= 2a. 


这 表明 E, 


; |Ë, — £ | dP 


L. Enp tjes Fa ЗЫ: 
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55 RRADHE 

1.16 定义 S, Z, P) 383 = aj, 39 A. 的 一 子 o- 
WR. 一 随机 变量 上 叫做 关于 FAR, WREE REY, О. 
Q а.в. 7, RE £ Io, 为 可 积 . 

1.17 定理 1) 为 要 一 随机 变量 5 关于 多 为 o~ 可 积 , 必须 是 
只 需 往 在 一 9 пр A REIL EE 00 a.s., 使 得 5 可 积 . 

2) 设 专 为 一 随机 变量 ， 如 果 存在 (GO) CU, i LG oO 
a.s., HET £ io, 关于 F у о-и, MERT % у o- n ER, 


证 明 D пон ( 令 Q,= Говар), р, 
BET Fx от, 即 存在 QC Z, О, О, ВЕЛ ЕІ, 可 
n. 5 


т тигар 1 
则 2220, w A # АГ, H. £ m 可 积 ， 
2) 由 二 ,对 每 个 存在 多 可 测 有 限 值 随机 变量 n0 a.s., 
使 得 m £ To, 可 积 ， 今 


— = а АД 
"= A гс, [ESI 1°” 

Wj 5202.8. пу 2 н], EL £x н, H 1), х= S о-у 
m. 

NA Ag. (0, F, P) 为 一 概率 空间 ， 多 为 .多 的 一 子 sk, WN 
对 尾 一 非 负 随机 变量 扣 ， 我 们 总 可 定义 条 忻 期 望 时 [ 才 | 2) ( 令 
R| 9] - im E[£^n|$] a.s. 5. [B EB fis £ H SS PR (C, [£ | 7] 
HE- ERER Е +o, FENER 3X 5E $1 WI 
Е[2 Z] в.в. 有 限 前 一 个 充分 《实际 上 也 是 必要 ) 89 d Pp EG 
关于 OW Àj о-н, 


1) PASE IF FH ida - (82. J б) Г a "| fth =l| £2.10, 


| 
| Mis 
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1.18 定理 设 上 为 一 关于 多 为 g- 可 积 的 随机 变量 , 令 

C={A E #:Ë[]8] Z4] < oo), 

则 存在 叭 一 的 ”学 可 测 实 值 随 机 变量 也 使 得 对 一 切 AC V, 7H 
(18.1) ÉSI] =Ë 14], 
RI n М ERT vnm, uos EEI], 

证 明 GE OS Ef. 50,6190, 0,00, 使 得 &1o, НЕ. © 

1 =Ë [£ 79, | а. s., 
MF arilo, = 7 8.8., таз, Ж ет») 2g— Фр Sc 8 Bü HU aE 
H, S AEE, WA 
&[& Z,] = іа Ё [£L ,To,] = lim Ё [rata] = 05924], 


ЖЕП (18.1). H (8.1), nio, H Го, AF € KRFA, Bu Ж 
唯一 确定 的 . 

1.19 定理 设 上 是 一 关于 оссин АЛЕ Е, 3 —9 
可 测 实 值 随 入 变量 , N £o 36Р 多 为 o- 可 积 , Н 
(19.1) E [Єт| F] =EL] 7 ]as., 


ШВ 54,69, А90, (19 EL, 可 积 ; 5 B,= [|| <т], 
А В„Є Ф, B10; & Q,— A.D B. WOES 0,10, Н eno, Я 
PF Wk En 关于 多 为 o- 可 积 ， 我 们 有 (C18.1)) 

Ег Flin = Ё, 91-01212 1812,19] 
=o, E [£ F] a.s.. 

48 9.1). 

下 一 定理 是 条 忻 期 望 的 平滑 公式 . 

1.20 定理 H, 7, Р) - ЖЕ, ЭР, Чу 多 的 两 个 
T o-i, B. CoU, ФЕ 是 一 关于 儿 为 o- 可 积 的 随机 变量 (从 而 
关于 GA ап), 0 É [6 | 2122 p 97 o- n Pi, НЗ 


1) SX HU EIL НЕСЕ РНЕ НЕ PERS, M. EC ED а. s. ЕРУ Т-РА: 8 PJ 
БЇР), | 





S5 ЖАЯ 13 
(20.1) E[S] F] = | 9]? as., 
证 明 4 Q.C Z, Q,TO, [kí €L. т. H (18.1) Ж 
Ia BEITR, MEENT 多 为 o- 可 积 ， 由 通常 的 条 件 
期 望 的 平滑 公式 ， 
医 区 To | 多] = E[£Zo,| ^| €] as., 
故 有 ((19. 1)) | 
E[£| 多 ] Zo, IE [£Ia, | %J=Ë[ëTo 126] #] 
- EZB |.2'] |] 
-E[E[£ | 4] | d] Eg, a.s., 
由 此 得 《20.1)， 
下 一 定理 在 本 书 中 将 经 常用 到 . 
1.21 定理 2 (Q, Z, PP) 为 一 概率 空间 ， ZAF 的 一 子 o- 
域 ， 设 为 一 随机 变量 , AC 多 ,使 得 EIn 关于 多 为 gc- 可 积 ， 令 
| $'—-c(AnG:Gec Z), 
Hj £T, 关于 多 ' о, НА 
(21.1) &[£7,] #1=#[£I,l 9] as., 
证 明 EL 关于 多 ' 为 o- 可 积 是 显然 的 ， 由 定理 1.19, 
E ГЕЛ, | @ | = ЕЕГ, | Ia as., 
к ЕГЕ, 4] 可 取 为 多 ' 可 测 ， {Н Z: cZ, 帮 由 定理 1.20， 
Ea 9] EEI, #|#'] =E[€I,| Z] as., 
注 е, MIHE AEZ, 有 
E(£| Z]1,= [£| 4']1,, 


| SG FALAR 
1.92 gy j (0, Z, Р) Sx кох |р, Л 为 随机 变量 的 
非 空 族 ， 称 路 机 变量 ”为 2 的 本 质 上 确 界 ， 如 果 站 满足 下 列 条 
+ 


1) ЕГ Ж |#} EELER | o1] 9] 6558 8. 


E: 
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і) X—U ЕСЖ, #' É =< aS 

ib 设 w 为 任 一 随机 变量 ， 使 得 对 一 切 6E 闪 有 ESN a.s., 
WIPE vo s... 

A UE É EAERI eE, ШЕ — Ri a. з. 38 
等 的 两 个 随机 变量 的 差别 ), 我 们 用 ess, Sup £ BX ess. sup Ж 表示 
=. 

下 一 定理 表明 , 随机 变量 的 非 空 族 的 本 质 上 上 确 界 总 存在 ， 

1.28 定理 令 兰 为 随机 变 基 的 非 空 族 . 则 ЭЁ 的 本 质 上 确 
THES, BUB Ж Bm xu XO, 使 得 

eds. sup 2 f^ = V £s. 


xt—121b, КЫН Lue EIE, СЕ) 可取 汐 一 单调 增 序 
Эў, 

证 明 第 二 个 结论 不 待 证 ， 为 证 第 一 个 结论 ， 不 妨 设 天 中 
的 元 一 致 有 界 ， 否 则 我 们 可 以 考虑 随机 变量 恋 077 (aro tg É: 
ЄСЄ Ж}, 此 外 , 显然 可 以 进一步 假定 到 对 取 有 限 上 端 运算 封闭 , 
ZH, @ (£,) С 为 一 单调 增 序 列 , 使 得 

lim E [fn] =sup Е [5]. 
Ф = ^V. ё, fE UE n 为 SC pee P9838. JI НЕ НЕЕ М. 1.22 
PHATA. FEDERAR АВЕ РЕ) ЗУ, СЄ 
S, Ф 
£' = EVE, 
JJ (ct, ( JS, Н, Hm ё, = S V š 我 们 有 
[V £] = lim E [£7] < Sup Eie] =Ë ph. 

НМ 227, БЫ НҢ рМ £= as, БЇ 7226 as. RADIS 
uL. EHEHE. 

Ж 500, 7, PA- WRH, Вес, E. edm. € 


87 解析 Ж 15 
| =l C C ©}, 
则 由 定理 知 , 存在 (Cw С 6, 使 得 
fi, = V loa = 688. sup ЭЎ, 


RMR ЈС, 为 多 的 本 质 上 确 界 , 并 用 ess. sup VEZ, 


S7 解析 集 

LAE HEK- RE, € AEE- TRE. ШЖ OC 
«mU, #K ó Jj; E Ену — 18 (pavage), ЖЕСЕ, &) 为 铺 
E., 

LEL A, FAME A 为 五 的 一 子 集 ， 称 AC 
F 解析 集 , 如 果 存 在 一 紧 可 工 离 化 空间 E MEEA TEBE 
(f(E) x Jo W A УВЕ Р 上 的 投影 ?， 这 里 (Sy E 
的 紧 子 集 全 必 所 成 的 铺 ，《〈3 可 ) Xx A ) os 是 先 用 可 列 并 后 用 可 列 
Ae Wh IARE AD xF = (Ax B: ACHE) BEF} Wr 
得 的 铺 . 

今后 , 我们 用 AAF ) 表 示 .多 ТА. не ХАЈА. 
i AC. CF), ШЛЕ ВЄ.7„, EACB, RHE F, жн) 
并 运算 封闭 多 所 得 到 的 铺 . 特别 , X КЄ C7), МАНА 
РЄ... 

1.26 定理 (E, 2). 则 

1) SC. C9 Y, 

2) . C xS RETE & nT 3d 363 я. 

证 明 1) ШЖ. EED, CANTAL) Жай, WE 
on, 存在 一 紧 可 距离 化 空间 E, 及 一 BE (£ (FE, Xx A Ja 18 
A, H B, fE F EBRHOE. < E 为 乘积 拓扑 空间 IDE. É d, 为 
E, 上 与 拓 护 相 容 的 距离 , 在 E E, 4 | 


1) HERL EFE ТЄ Ё,{ (ш, e) € Pr2 ВТЕ F ERRE, 
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4), 609) 3 x т, 


y] dA E EST S BEES. 这 表明 FE XX пун BT IE [ы], 我 
Н л E >x F IEF Бр ph s 4 
С„= H Enx B,, 

则 有 
(26.1) A A,— Г] m = (人 105. 
令 B 一 门 Bor， 其 中 对 一 切 Bw€ OE) XA), ШР 
H Esx B. € (ЖОЕ) Xx F ) KO, E OP x F k, 从而 [ 16, € 
(WE) x у. H (26.1) 39 MAEL ), 这 表明 e (7 ) 对 
可 列 交 运算 封闭 . 

Bh E A RR EIB > B, KFAR, ded. A E, kbA 
ЗАН ЈЕВ 85, # E= (2 E, ОРЕ, + 


d(s, 8) = 2, z€ E,, 


___ dC, y) 
diz, y) atd w, 3))! t, y c, 
dle, y) =p +F, 2€ Ë, YE Es, kAj. 
Bj G 7; E E5383 38 ШИЕ, Am E AAEREN., Ri 
F xz 8 E x F аР ЕА, {3% 2 (E x F) 5 2i EX 
F 3M E —. Wd 
(26.2) aM B,) = Ú J.A, 


HFE Bw€ (008) х7), 从 而 
> В,= > Вк) 2 Bar E СХЕ) x A Jos 


由 (26.2), UA EAF). 这 表明 AF ) 对 可 列 并 运算 封闭 . 


| $7 解析 * 17 
工 .27 定理 (E, Ф), (P, FANTE, (Ex F £x 
多 ) 为 其 乘积 , 刚 有 
(27.1) ax (o ca C9 CA ELF), 
证 明 RACHE), BC (X), Ф AC, BEF, M: 
得 ACA; ВСВ. 8 APF сех), ФЕ 
1.26, | 
AEG) х) XE C (x S, 
MEA ех C C QC xS. KERTA 
AxB- (Ax B) dix) Сах). 
1.98 定理  A—CF, 393 — ise, Е ARTERIE. 则 
XJ— UJ A' C. (2€ (I) x 47), A' Sj F' ERRE À 39 PTS, 
证 明 FE Kb El dk E а Ж (G) x (E) x). 
中 一 元 素 А", ERA AA Ж ЖЕхЕ КЮЕ. {Н бхЕ SE 
ЕЕ Ви, AOSACH (GX Е), Н A" # F Eis 
(ES A, HORE X, ДЄ (9 ), 
1.29 定理 设 CF, Z) AAE, % B F ра, DUE 
S cca o9, Wd | 
(29,1) EDER (E = cf Cof C9 Y), 

证 明 BRAES )), TE RTEZ E E  — AE 
СХЕ) x. CF )).., 使 得 А 为 А 在 了 上 的 投影 。 但 我 们 有 
((27.1)) 

OEC) x a C9) Cf (OX (I) x af (SZ) 
Cua (OC (R) x 3, 
Ami А'Є (CE) x7), BERE 1.28, ACZ (7. ix 
Bj. Ce CX 3) C (ЭУ), B m SR dE DUE (S) Ca (Sc 
C C7 )), Hf (29.1). 
工 .30 定理 j CF, Z) н, А Р-р. 25 
ANF = (An B:B6 F }, 则 有 
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(80.1) МАП) — A Y CF, 


这 里 АП 5380 А Liy 4 H. 

ШЕ  HDOC.OYCAD./0,. 存在 一 紧 可 距离 化 空间 E 及 一 
C'€ (C) x CAD ljo 使 得 0 为 0O' 在 4 上 的 投影 由 于 存 
# O" € (F(E) xou, fifa О" (ЕХ А) ПО", i C= An) 
("C A.C). лу Ex F Р DTE e. x] 
(AZ )CAD.S UP), BZ, W BC.ZCZ), WEE Xu 
距离 化 空间 E R BEUZ ja fif B-s(B?), жш 
AESF p) P КИ ШИЙ HTE xA) ПВЄСЖ(Е) x 
CAD), An B - т: (0х А) ПВ), Ж AC BE (An. ). 
XC BH AT) C EANFF), TEA (30.1), 

1.81218 设 (F, FAAR, DEFA C), Ë 
MERAH- PAEZ, Meus), 

证 明 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 ， 令 
| 4—14 € C ): A CC )}, 

Ш.# СФ ixg381.26, 多 为 o- 域 , Eo (7 ус Cg C9), 

在 下 一 定理 中 ， 展 可 用 任 一 具有 可 数 基 的 局 部 紧 Tr, 38 2s fa] n 
《如 ROUES, 

1.88 ш 4 8 XR GR, Жл ЖН) WA F) 
为 一 可 测 空 间 , 2265.97 0 АХО БЕЗЕ rc- 域 (这 里 用 ZG. 以 
TARRA ZF 的 区 别 ， 得 在 以 后 各 章 ， 仍 用 x Z ERR 
积 о-Ж). ША 

1) QC (Жу, a (M) = CX), 

2) ZG. Cog (Ox. =A (7 у, 

9) Е AC. (2€x S), АЕО ERREN 7 WS. 

证 明 1) BK COE, WAREK COCLC (0). 由 于 oC) 


1) 1. qmd xg IlIausdorff 25 |р, 


69 Choquet ЖЕ 19 
=, WACC ACEM 1.31), ME (52) —. (0) GE 
理 1.29). 

2) WU BcOXx., nm Bc (rx o.c. x95, X dr 
с(# x убо ddp Ey COR GE CL (OK x 57 CE RB 
1.315, АШ e CRGO.) х 27) (定理 1.29), 

D REDEN, WEU K.- RODA: K,= [一 由 88 
fi^», RIA GE 1.80) 

(Кох) NALLE xF (Кх О) noe x.) 

GC o) x). 
НРК, УЫ, ЕК) —K.n2£, AC (X X), 
ЖЕЕ 1.28, (K,x 0 A E Q БВ ЖУ F ЖТЖ. {Н 
A= UKK, XNA], dic A Te O LI BUE 7 解析 集 ， 定 


理 证 毕 ， 


$£&£ Choquet 容 度 

1.383 Ex BRF, Z — $848, Hop 7 对 有 限 并 及 有 限 变 
运算 封闭 ， 设 4X FL—88H ®5.7,, 这 里 7. Rn 
算 封 闭 .多 得 到 的 铺 . 定义 于 多 在 R PRERE s I ЖЯ 
CF, 9) 上 的 Choquet ZEE, 如 果 工 具有 下 列 性 质 

1) RR, В 
(83.1) A, BC 9, AC B= I(A) ІВ), 

i) ТАТЕ, ВЕ 4,6 2, АЛАЄ Z, WI] 
(33.2) 104) =вир ICA. 

її) PE F АБА Mi AEF, AnA, WJ 
(33.3) I(4) =int E (A). 


i CESE Pe, ШЖ 


20 ж-ы TH quu 5 H 

(88.4) I(25- sup (B), 
É Жл 
Нс4 


£ ”我们 这 里 关于 容 度 的 定义 较 Delacherie Meyer ” 稍 有 
FEP `. 

1.843) ETEF, F a) Ей Choquet -7-A RE, WI] -Fos 
中 每 个 元 素 都 是 了 -可 容 的 . 

证 明 $$ 4C. ЖА) – –оо, Ш (0) = – со,0Є.2, 
&x (38.4) gr, 即 4 п, ЕСА) > —со, {ПД 


A— [| A, AEF, nl 
n=] 


А„— U Anm Ana EF, w, m>, 
由 于 多 对 有 限 并 运算 封闭 , ксн BER EE п, (А„ mimar 为 增 序 
9]. 0083.4), 具 需 证 明 ; 对 任何 ас (4), 存在 ВЄ.#,, Вс 
A, 使 得 KB) za, 
W a< A. (38.2), 我 们 有 
KA -ICAD A) =sup lAN Aim, 
BOXE m, ВАСА П Aim) >a, 这 时 
I(A "| Aim) = (A n Ал, П Аз) =80р IA Г\ Aim, n sn), 


于 是 存在 ma, 使 得 FCA П Aim П До) >4、 依 此 类 推 ,我 们 得 到 一 
日 然 数 列 (т) кыл, 使 得 对 一 切 kz1, 9 

ECAN Au AN А, ) > G. | 
4 B,- [) Aus, B= [Bs iH(88.1), I(B):a, X B,€ 7, B, 
|B, ik B€Z,, Bii (83.9), I(B) «int I(B,) >а, 由 于 B,C As, 


B BC A, S SEHE. 
下 一 定理 称 为 Choquet 定理 . 
1.35 定理 I E (F, (7) EB) Choquet .多 - 容 度 ， 则 


$8 Choquet ИР 21 
-E AC. CF up In gui. 

证 明 BAEZA), Е RT ER k SA Е 及 一 
BE(H(E) X-F Jo E4 А=л(В). REHE AF rà 
HERT, Ф ж AB RARER HH ЖОЕ) xF 所 得 的 铺 ， 易 
AT .对 有 限 交 运算 亦 圭 闭 , 且 有 Eum СЕСЕ) х.) а. XE] 
H €, 4 

УН) = Fix (H)), 
往 证 J X(EXxFE, Ж.) Lir] Choquet 238. BR, J WW E se 
1.38 р иди), ЖК НЕ ЮЕШ ИШ). 

4 H= U] (x D) ER, 其 О.Є ЖЮ), DEF, WE 
JE occ, ПЖ GE x {rp NA = O x {аж}, 其 中 COC¥ BH. Q= 
id, о OD BERUF (В) = ORT Ф z€ C) (B9, 
则 对 每 个 n， 存 在 CE ЖОЕ), B8 

CE X ix) N 号 ,一 CX ix). 
НВ.) АКЕ, СО) 亦 单调 降 。 又 每 个 O, у Е ЧЕ 
集 , 10,50, FE 


(E x (z) N (QB, = MN Osx {х} 0, 
MA оЄа B). Ж 2 ca(B). 但 相反 的 包 


SERER, ЕН 
(85.1) 1m Bas) = (7 1 Н). 


HR CB) Є.2, (В) {, H (83.3) 我们 有 
JT Ba) = а] В,)) = т(В,)) 
=infI(=(B,>) =inf J(B,). 


即 定义 工 .88 PRRI IRE, РАЈА (ЕХЕ, жа) 上 
的 Choquet 37-33 BE. 
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由 于 BEW, НУ] 1.34 4, B 为 三 可 容 的 ,但 由 (36.1) 
ЖШ. CC. > ms.) €. TEA 
KA) — J(B) =p J(O) = sup Iir (C)) &sup I (D), 
Es 57 D. 


HEA ICA) >р I (D), 故 有 
|». K(A)-supI(D), 
pay 


RENA EAR EEH, | 
作为 Choquet 定理 的 一 个 重要 应 用 ， 我 们 将 证 明 可 测 空 间 
(Q, 多) 中 的 一 切 57 解析 集 是 普遍 可 测 的 . 
iC, 多 ) 为 一 可 测 空间 , P X (Q, .多 )》 上 概率 测度 全 体 。 对 
每 个 PE 多 ,我 们 令 .多 ”表示 多 KU Fede. X 
?- Сүз", 


PEZ 

称 会 为 .多 的 普遍 完备 化 ， 儿 中 的 元 素 称 为 普遍 可 测 集 . 

юю,.2—2_ NA EX 关于 某 个 概率 测度 已 为 完备 ， 则 
S =. 

1.86 5:38. 4 (0, . 罗 ) 为 一 可 测 空间 , 则 有 

APCP = uo. 
证 明 ШРС, A 
ICA) -inf P(B), AEAF), 


容易 验证 , 是 (0, 07)) LR Choquet A-A, H Choquet 
定理 ,对 一 切 A C C70, UH EXE Z, =. ) 
ICA) - supF (B), 


于 是 АСЯ" НРС? АН, AC. ux (27) с 


2. FERA К 
PCPR, 


从 而 LPP 
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56 被 口 定理 
1.37 定义 ” 设 口 为 一 集合 , ACR xQ А 
Dld = inffi CR, : G, o) € А}, 6 € Q 
称 D, 为 集合 4 的 初 过 ， 这 里 及 今后 ， 我 们 条 的 定 inff— + eo. 
1.38 定理 ”对 一 甸 AC GIC у, D, у F Эр. 
WEBB 5720, BE [Dir] SR AD CIO, rU QE 2 EB 
投影 , 故 由 定理 1.32， ID ,<r] € af 67), {Н лё(# ) c2, B D. 
为 多 可 测 . 
注 设 CXD 为 (Q, 多 ) 上 的 一 实 俯 可 测 过 程 ， 则 supi XH 
分 可 测 ， PXE 对 一 切 a> 0, 2 
T,-inf(t:| X; |> ay, 
уин, T, 为 多 -可 测 。 可 是 
[sup| X41 >а} = <] € 2", 


这 表明 sup[ X, 为 多 可 测 . 


下 一 定理 常 称 为 截 口 定理 . 这 一 定理 是 解析 集 及 容 度 理论 在 
概率 论 中 最 里 要 风度 省 之 一， 

1.39 EE 5 (Q, Z, P) 为 一 概率 空间 , A C. (М, 
G7 ), 唱 存在 一 非 负 27 ЗГЕ А 二， 使 得 
(39.1) | T (w) оо —» (TP (co), о) € А, 

(89.2) P([P'<eo]) =P (LD, ,<ool), 

证 明 P 可 以 唯一 地 扩张 成 为 多 ”上 的 一 概率 测度 (UB P 
пг). j T Ze с УР, s PU US ALF )) ER Choquet 
F-E EF, 

令 Æ 为 用 有 限 并 运算 封闭 ЖН.) х.# 所 得 的 铺 ， 易 知 oc 
对 有 限 交 运算 亦 封闭 ， 由 定理 工 .33 XI, 

0 和) 
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Алта, x< Q p| Q EB B S, MAHE OEA), 由 是 
881.82 500) C. (75, 2 

I(C)-Px(O),CGC P). 
由 定理 1.35 的 证 明 可 知 , I E (R. x Q, x(W) 上 的 Choquet 
党 ~- 容 度 . 

由 于 44E€E.%()， 故 由 定理 1.35， 对 任 给 220, ТРЕ BC 

3€, BOCA, AB KBR (А) —– е, Bl 

PODO o0) —PD, оо) — 8, 
由 于 Ds УР 可 测 ， 故 存在 一 多 可 测 非 负 随 机 变量 S. {1% 
S= Dras.. У СЄ, Ос15,= рь], 使 得 PLO) = 1. 置 

T, = Sdot (+оо) Lec, 
Wu 2", 为 .7 可 测 , P= S= Dsa.s., E TELT, <] EH T', = Da. 但 
ЧЕЛ оЄ0, В)у={Н ЄН: (6, ао) ЄВ) dE Re PIRA, x 
Dalo) < eo» (Dro), e) € BCA. 于 是 我 们 有 
Т.о) ooy (P (0), o) € A, 
РОТ. оо) = P'( Dy<os) >P (D o)-—s, 
令 To= 十 ce， 我 们 归纳 定义 一 列 满足 439. 卫 的 多 np JETA 
ЕМЛЕ CP Sm p.d T. BEX + 
A, 7 Añ (G, о): (о) = ool = АПА. x [27,2 сој), 

刚 AEA (4 (RA) x.7 29. EH ЕТЕ, FE - АЗЕ Ва ЯЕ 
HB o. 使 得 

S, o) «co =9 US, (o), o) € A,, 

P (S, <0) >} PD, оо) =+ P([T,=se] n C042). 


我 们 令 Tia TAS, T, M R (89.1), HA 
(89.8) POP, o0) = РО, оо) +P (S, « o0) 


Р (Р, ое) PCT, = оо] N [Ра<ое]), 


e T = lim T. = А Т, НҢ d Trid trium] == JI qaom] a T у ел = 


$9 RORE 28 
了 MEE 
[T<] = L] tT coe], IT оо] = (1) =o], 
在 (89.3) 中 , 2 n— co 得 
PT oo) z Po) HL PCT оо] П ED, o9], 
于 是 P(T ос] П [D,<ce]) —0, ВР, соо] C (T 001 a.s. 但 
由 于 02709] = U ГР, оо], #k P Да (89.1), WAQ UP ос] c- 
[D.,<oo ], 5 LD, o0] = [T <00] a.s., Bil (99.2 Rk r. SE ME 
注 今后 我 们 称 满 足 (89.1) 的 非 负 随 机 变量 下 为 二 的 一 个 
ЖІ. (99.20 EB], ER T —r Р-У, 全 是 А 的 一 个 完整 的 
ЖП. ЖП ЕНЩ ЕЧ, | 
1.40518 &(0, F, P)3 җн], «ЭДЕ T 的 一 
个 域 ， 则 对 任何 AEF, UIT 
(40.1) РА) = sup P (B) = inf P (C 
1e ES. 


证 明 5 % Kun ДЕ (40.1) А аж, BT €. 
(4: ' € €), МОН AG Z= reg, 
Wut ACE, АЛА, 往 证 AG. 给 定 60, Xm 足够 大 ,使 


f POOL. £ B€ €, BCA, BIBPCAAB) <, TR 


BCA,H PCD <РСВ) чов, 53—278), HEA n, MO, € ,, О, 
O4. EPONA) *$ 0-LJO, Wl OC, ODA, B. 
P(OVA) <а ЖЖ ACT, 综 上 所 证 ， 多 为 一 单调 类 ，、 但 显然 
Вес, 故 多- 多， 引 理 得 证 . 

下 一 定理 是 定理 工 .39 的 一 个 重 楼 应 用 , 我 们 将 在 第 五 章 中 用 
到 它 . 


20 #— T ë X 1А 

1.41;::8 设 (0, F, Р) A- -概率 空间 ， 当 为 SQ x Z 
的 一 子 о, 为 生成 多 的 一 个 域 . 令 АС 9, 则 对 任 给 670, 
fik B C Ca 使 得 
(41.1) ВСА, 
(41.2) P (m CA) ) iP C (B2) te, 

ШЕН hE F npJETABESLAEE T, 使 之 满足 (89.1) 及 
(39.2). Æ F ЕЕ ШВ e ПТ. 

н) =P (iw: со), e)€ap, Gc, 
ЩА мо, H uA) - РОИ <оо]) =P (a CAD), XP {Е{Ш 
Gc, RHS 
{0: (0), о) € G) Cx (3), 
及 而 206) s Pa., HEA 070, f| 1.40, FE BC Cy 
BCA, Wip CAD) UB) +e, TJ 
P(nCA)) ACA) «pCB) + ess P(m(B)) +в, 

定理 得 证 . 


$10 Lebesgue-Stieltjes 积分 

1.425198 Шап) 为 RR 上 一 非 负 右 连 续 增 画 数 (允许 取 
+оо), 4 
(42.1) c(1) —inf(s:a(8) ^1), tC Ph, | 
Wi cQ) Ay R, КАЕТ Л ЖЖЖЖ. ER, Dp E O G< 
+оо, PLE RU t<a(ee) 人 jim aQ), 4 

a- (0) =a(t—) = lim als), 
e (1) =eli—) - lim с(з) -inf(s:a (3) >t} —supis:a(s) ct}, 

并 约定 a- (0) =e- (0) =0, 则 对 一 切 ER, RNA 
(42.2) GD) <a-(e(t)) ч, 
对 一 切 +<efkece)， 我 们 有 
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(42.8) a(e(t)) ale (£)) 2t, 
特别 ,如果 а 连续 , De xp HJ calo) TE а (е0) ) = або (22 
t£ BA, 5 与 & 的 关系 是 对 称 的 , BD 


(42.4) а (08) —inf(t:e(1) >s}, s€ R,. 
ЮР, 394314; 
(42.5) &(s) -supit:c(2) «sj, s€ R... 


证 明 和 贸 给 该 者 作为 练习 . 

下 一 引 理 称 为 Lebesrue 引 理 ， 它 把 对 增 函 数 的 Lebesgne- 
Stieltjes 积分 化 为 通常 的 Lebesgue 积分 ， 我 们 将 在 第 六 章 用 到 这 
一 引 理 . 

1.43519 Бак, 上 一 有 限 值 非 负 右 连续 增光 数 ， 则 对 
F. 上 性 一 有 界 或 非 人 久 Borel А f, 我 们 有 


азл) | даб f) TR 


аз.) [| да) =) IEOR ads 


其 中 0 (42.1) ж Л. 
证 明 设 wER4, А/О = Г, Mh (42.5), 


| уфа) =a) sapete) uo f Даа 
B [O, ee [ 
E | [0 el FO Tiez ds, 


FERH, (43.1) йу. WEHA дї (дё 1.4), (42.1) 
对 有 界 或 非 负 Borel м 7, Жн, 由 于 集合 但 :cl3) 0. (з) } 
是 至 多 可 数 前 , h (43 1) $9 (43 2), 

下 一 引 理 是 Lebesgus-Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 . 

1.44 [E Ub f(D, gO AR БАТЕ REE DR 
3 (BI nf АРАА f RAIMA ESA Pa 3k 2 38 PJ em 32), BN 
0=a<b<-+- eo, {14 


/ (NB 


28 第 一 章 预备 知识 | 
(4.1). РН) gD | РС) вао + |, «GOaf 2. 
证 明 ”我 们 有 
GG 70а) 0) gD) - || fdg) 


]:.5] x | 5j 


= [p anode [| arto 


п 52р B п = 


-| dg) f df (a) +| df (a) | dg (4j) 
= |, Lf (s) — J (ay 19900) — |, [g (z-) — @(ау] df (ау 


- | | fada) +f ge af (e) —f (a) [g (0) —g (в)] 


— gia) [f b) —fa)]. 
EH JE TEE (44.1), 
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下 一 定理 中 的 (46. 才 ) 式 称 为 Konita-Watanabe 不 等 式 , 我 们 
将 在 第 七 章 中 用 到 它 . 

1.45 E8 设 a 届 为 Ri 上 的 右 连 续 有 限 变 差 孟 数 ，5 从 及 
св R, 上 的 非 负 右 连 续 增 函数 ， 如 果 ]a(0) [< 0 (0) 570), 
上 对 一 切 0<s<t< 十 co， 有 有 

la(£) —a(s) | < РО) — b (s) vol) —e(s), 
ШУА, 于 的 任何 Borel np PF У, ç 5 
45.1) | 1790) daa) 
1 1 
= (J mer. (ә) do (8) ) (| [0 = [ 9 з) бс (s) ). 


证 明 我们 将 用 到 如 下 初等 事实 : YE v, y, z 为 三 个 实数 ， 且 
&zO0, 22-0, MAERA A, 8 Astay, ШАН. 
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ROS ye. 


Е ` _ ` I _ da , _ ab 
Ф шч) = | O 100) e, a = 52, Уе, 


d= d. 设 》 为 一 给 定 的 有 理 数 ， 令 

» (1) = Mb(D 22000) Felt), 
则 由 定理 假定 及 上 述 初等 事实 容易 看 出 ，v 为 R. ERINN A 
Ж. TERMA 


d 
"du —À3b'4-22a'--c'z0, du- a.e. 


但 有 还 数 全 体 是 可 数 的 , KERI ARAO ТАЈ ЗУ, AE, 
由 上 述 初 等 事实 , 我们 有 
а |) b, dya- а.ө. 
ШЕ, 为 只 + 上 的 两 个 Borel Bill к, di Sohwarz 不 等 
式 , 我 们 有 


fan POIO ) n FOID AO 195) 
<) ou POVE | |a GO Ve (8) | dis (8) 


<({ fov дв) (f. Porod) 

“(fo OBO) (f... eye) 

T 出 证 明 看 出 ， 该 定理 可 推广 到 一 般 情形 ， 设 pa, Ha, ив 

为 可 测 空间 CE, 2) 上 的 三 个 o- 有 限 符号 测度 ， 如 果 对 一 切 4€ 
2, 有 


1 
T 


(А) EN [nal СА) [s] СА) 
(К HL] = uc), WAE, Z) 上 任何 两 个 Borel np 30 jS f, 


9, 有 ‚ ， 
f fgl <f Paley (f, ala). 
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$12 —1 ШЖ 
14465 2 (Q, 7, Р), 
1) ё, — £, WE — lE]. 
P P > 
2) W£, — š, Т — —* 7), 则 £ m, — £T, 


3) &£,——£, El£ 025, BX Hn, |&,|2>0 a.s., И 
1 PF 1 
£ £ 
证 明 “我们 只 证 3), 将 四 .2) 的 证 明 留 给 读者 ， 设 6 则 对 
任何 5>0, 我 们 有 _ 
1 1 |£,—£| 
l r >e] ~ diezi >e] 
c [1£,—£| 29] U [|82] < 


ct|£ -6i2e8] U 016, E| 2281 U I£* 28]. 
AEA 60, 选取 57-0, 使 得 P(Ec20) Со, TEF по, EH 
nsn 时 ,有 











EU, Si ss, Ж Р([ |22020 ]) се, 这 表明 二 一 > +. 
”平一 定理 给 出 了 一 个 依 寿 率 收 伍 准则 . 
1.47 定理 我 们 有 


(47.1) £o te ier ч 
enk AT 
证 明 后 一 等 价 关系 显然 , ВАЕ ЗЕ, ELE, 
则 由 引 理 1.46.1), 1+|&| — Lt [£L 故 岂 引 理工 ,46, ETET 


812 ЗВО at 


— y Í P P | Š _ t £, 
TE 人 和 于 | 有 "тг 24 Wiym 
Z, Мт dé. TE 





ЯН ER 1+ ]ё] 

C ллы т, t= El o0 1 — 

1+ |, 1+ jën, 1+1] 1+ 
Р 


КЕШУ 1.46, 1+ il> i+ i£]. 但 了 ET 一 > 


MON, > £. 
iE HHs|BB 1.46, a LA HE m] n Т 258 on E. 


E-E P 
$27 > Ee uz co 


ё 
1+]? 


第 二 ж 
09 BC 18] #& 


ЖА ТАЛЕ НОЕ [Н] Bh Pu ge И Sh, < sb R МСЖ 
续 时 间 园 的 基础 ， 关 于 离散 时 间 鞭 的 近代 发 展 , 读者 可 参看 了. А. 
Meyer[2], J. Neveu[2], O, Dellacherie, P. A. Meyer[2], А. 
Garsia [1]. 


| {1 停 时 与 适应 过 程 | 

4 (Q, F, Р) — W |8], C7 acu 为 一 询 上 升 的 多 的 子 
g-l&, ыу. 的 一 于 go- 域 ， 且 有 PST So EN F n, 

2.1 定义 在 总 中 到 值 的 随机 变量 下 ЦЕР OUT CF), 
33 tP H n€ N, 8 [Ta] EF n 或 者 等 价 地 ， 对 一 切 n € N, 有 
[T<n] € A ,, 

设置 为 一 个 时 ,我 们 令 
(1.1) Зр [AC ..:vnceN, AN [T=n] EF nt, 

BF + A TPAR o- ШКА 
(1.92) F p= {AEF n REN, АП <] EF nt. 


Fa, 
2.2 EIE Ú S, TAIR, (5) 为 停 时 列 ， 
1) ABS, V S, 为 停 时 ; 
D AEF: => An [S«T] €.Z,, AQ [S- T] C. n 
3) ST» Z C: m 


ЮЛ, E Л Fr Wm). M T-eQCRRBR, Xd. 


P. 


$1 停 时 与 适应 芝 程 33 
4) AC Tu A 
S,— SI, (+оо), 
则 S, 为 停 时 , 称 S, 32 BERE 9] A ERIS Bl, 
5) nC NT 3-n PEERS, 
na 1) 出 下 列 等 式 推 得 ; 
[A S, < n] =UIS,<nl, 


[y Sym] 7f MS], 


2) Ww AC...» 4 n [5&Т]Є#, HHH n€ M. 有 
An EST] n [==] = CAD [S &n]) n [Tn] € 7 ,, 
H An [S<] c. AMH ANIS =T]EF r, 
3) H 2 HER. E DREA. 
本 章 所 研究 的 随机 过 程 都 是 实 值 的 . 
2.3 定义 ”随机 过 程 ( 斑 中 ren POUR RBS CUT CA wh WME 
对 一 切 nEN,， 蔗 , 为 F a BT WJ. 
2.4558 ЫХ) „м 为 一 适应 过 程 , ВЄ SR), 
T (vo) =inf {mn CN: X,(o) € B), o € Q, 
ш T нн, ДЕ mf ñ= 十 co， 
证 明 j w € N, д) 
[T—4] = (LX. в) n [X.C B] EF, 
ЮТ AT, | 
Ф.Б H (X Duca WEMA, £ 为 一 多。 可 测 的 实 
值 随机 变量 , T p— Ef. 令 A ami, Хто) =A ralo MU Жү 
2 F пр, 
证 明 d BC (R, mEN, WE 
[X rE В] =| IX, € B] n [p=M) € Z+, 


[X,€ B] n [T =n] = [X, € B] n [P =n) € Z, 
888 (Х.6 B] € Z y, Bl X, 为 FrN., 
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$2 定义 ,基本 不 等 式 


2.6 定 广 АС) „см Erg Bk GHR НЬ, EA, PED, 

WEH- ach, X, np, EE 
BX na| Fal = X, 2.9. (НН, «X, SKa, 

2.7 定理 ШОХ), Fo ABIT ER C Б), СХ, РУ) 086 
СЕВ), CX, AY AA Eh. 

证 明 显然 ， | | 

2.8 定理 1) ENARE, FIO, FOR R БМ 
Pq Ж HES Hh, HEB РАЗ). WRR UI] CN, f (X, Утар, Hi] 
(FX) F Bh. 

2) I (X) ў Е, JAR E ERRA (Вр EnA 
30. 如果 对 一 切 nEN, yF(X,) nM, MEDA ER, 

证 明 1) 一 方 商 ,我 们 有 
(8.1) РХ) = РЕР, .41.22,]) a.s. ОНР, 

| «РЕГ al )), 

1) — 71181, 由 Jensen 不 等 式 ， 
(8.2) JEL pal Fa D SELF) | Жы] a.8., 
RH., GDA AE A F Wk. 

2) 的 证 明 与 DÆM. 

эж D B (X, БУТ, BJ (XT) 为 下 载 ， 旭 果 对 一 切 
nEN, X,log* Xa 可 积 ， 则 (log+ ХУТ, RE log* w= 
doge) ET r. 

2) WCX DAR AETB, А1 为 一 常数 ， 如 果 对 一 
Wna, |X,|* ATR, ШО] XI OS F h. 

下 一 定理 是 有 界 个 时 情形 的 Doob 停止 定理 . 一般 情形 见 定 
p 2.927 


2.10 定理 ROT) B ORI E90, ,为 两 个 有 界 


$2 定义 ,基本 不 等 式 85 
停 时 , HOS«T. WA 
Q0.D ENF] = Xs aa. (相应 地 , < X4). 
证 明 ДЕЕ РЕНН. EET, 2. È [XS 11 
УЭ Xu, Аш X, Xs R & AC. JEN, RIA 
AN = п>, 
首先 假定 史 一 S<<1， 这 时 出 上 秽 性 ， 我 们 有 
|, (X,— X.) dP = > | CX ,— X 44)dP >O. 


= Аг [8-1] [T 3] 
对 一 般 博 形 , 令 
R,=T'A 5-4), 了 一 工 +, m, 
则 每 个 В, 为 停 时 , B S< R, esT, R,— S=<1, Ra- R,=< 
l1G(<j<n—-1D. 5 AC.Z,, 则 对 一 切 1<;<n, AC. GER 
2.2.8))， 箱 用 上 面 已 证 结果 得 
| XsiPz Xn dpi. >| X, dP. 


E[X,| Z] < Xs as., 


定理 得 证 . 

П VECX D A Е, T 为 一 停 时 , 则 有 
(11.1) EEX 741] SELLY} 7-28 [X], 
(11.2) EL X rimes] «sup BrIX,E. 


证 明 HEP COCOS, 故 由 定理 2.10 有 

EL Era] = ЕХ] - 28 LX z,4] B [Xv] -28 0X1, 
此 好 (21.1), FEA 

ЕХ. <. |] < [X ] +22155] <3 sup Ë [| X,11, 
4 E— со, H Fatou 3| 38 48 (11.2), 

троа ео LBN AS 


36 ж = ИБ 
2.19 18 ION, 3 pg, Cñ 则 对 任何 和 >0， 我 们 


有 

(12.1) — AP[sup X, >A] « ELX v] -| X,dP, 
ne [sup T, <А] 

(12.3)  AP[inf X,< А] <| (— ХӘР, 
na A Inf Tn —5.] 


(12.8) AP up| Xai zeA] «l&i X6] 4-281 Xx]. 
п. G 


IEA 5 T'=inftía CM: X =А} Ak, ШТ AAR Eu, НЕ 
[sup XA] 上 有 XA f£ [sup X <A E, 9 T'= k. TEHE 
m 2.10, 有 | 


ELX ELX] -| x, dP Х,аР 


+f 
Imp Y >x [An pA n cM 


>AP [sup X, > X] +f Ху, 


(gp <А] 
р (12.1), pixuspuE (12.2). ш (12.1) 及 (12.2) 立刻 得 到 
(12,8), 
Т КОЛЕ ЯКО Kolmogorov 不 等 式 . 
2.13% W(X, J — ЕХЕ < t eo, ШУРЕ x70, 
有 


(13.1) PlsupiX,|>M < 1 


xi 
WEBB H Jensen 不 等 式 , 对 一 切 nk, UH 
EEX7] - ЕГЕХ, -4,]) *] & X] «eo, | 
HX Denn nr HER, Xp EBE AW IRA (12.2) B 
£8 (13.15. | 
и {ПЕШЕНЕНЕ Ж ES Е, Jie, XXR 
一 些 必 要 的 概念 . | 
W (Х,) „ск 为 一 适应 过 程 ，[w 四 为 一 闭 区 间 ， 令 


E [Xi]. 
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Tos inin: Xa, 

Ti=inf{nin >To X,—b), 

Р = іль, са}, 

1а әп, Xab}, 
M Thees HR КЛР]. Ж Topalan < +-ço, ДРЕ) CX (e), 
Ха), +, Xu (Q2) EFKE e, 513 K. BANH ELA, Б] 表 
ЖЕЙ Жо, X, +, XQ Е Га, 可 的 次 数 , 则 显然 有 

[v [X, kj — j] = Ti RE Tu] C. x, 
从 而 o2LX, А] 多; 可 测 随 机 变量 ， 
2%.14 定理 | CX.) — ES, N, JEN, 则 有 


(14.1) PIX, N]>j < 1 | (Xr ~a) dP, 
— a d (o$LX Y]=1! . 





14.2 ваг, NI <q К-а). 


证 明 GSE CX) tik T N, BIEN k= N, X= 
£ v, LHR E G-0, SES ЕВЕ СХ, ра), A 
S = A (NT1), TeTaaAQU +1), | 
Ше TAE, S<T'S< N +1. 在 多 <N]= [Ty<N] 上 , X< 
0, 故 册 定理 2.10, 
M Хейр | о, ХайР=с0. 
H-A td, 我 们 有 
[3 X, NY 4] = [lD aS N] £ [S< N, Хо], 
8, Хо) = [S< N, p= N-+1JC [St X, N33]. 
于 是 有 
br Lun LA, Nj >J] JM Хт@? = MEM Kra 
~XrdP= |. — X, dP 


| pab] «М, = N +1] 


38 sm m mpg S 


-X,dP«| x;dP 


[BeK Т= АЪТ] (5- N,T-N-1l 


| 
«| Хур, 


HLY, к=] 


фий (14.1), dE (14. D Bain j RMCA), 
下 一 定理 通常 称 为 Doob 不 等 式 ， 
25:38 设 (XX,) 为 一 非 负 下 款 ， 令 Xtosup X, 则 有 





(5.1) E[Xq<— +eupELY, log* X4]), 


(15.2) | X*|,<zsun| X,I, 
Eh, р>1, q>1 5—Ж ЗН, 1, (EL £15 7. 

证 明 ЕСМ, 4 XI=spX,,3 А>0,Ф FQO-P(XI- 
А), MJ (12.2), RITE 

1 
FOL. Xr dt, 

(009398, Б-и, В 00) 一 0， 则 由 分 部 积分 公 
A 5 Fubini 定理 得 


(15.8) BQW(XD]- — |. VO) 4FO) 
= raya oo - ГР УЕ OS 
<|” FOTO) 
[Gu 2 | alana) 


[人 2589) 


1E (18.8) rh, MEG ФО) = (А-1), Wig 
(15.4) B[OXZ—-D)«BECEZ-D*] «ELX, log* X7]. - 


$38 j X E BE 39 
由 于 log as (220, IEEE a0, 52-0, 有 
alog ба loprta+5/e, 
ATA 
ET X logt X1] <E [Xr logt Ху] + t Ex. 
于 是 由 (15. 当 得 
ЕРК < — (1--E[X,log* Ху], 
但 由 于 ХЕ", ELPRE PS k— +оо, H Fatou 引 理 得 
(15.1). 
在 C15.8) 中 ,如 果 令 СА) = 0, 则 有 
EXP ГК, =qË[X, Xr 1, 
故 由 Holder ЖЗ GER (p— 0-9) f 
(15.5) B[XT)«g(BLXD)* (Bux, 
Ar (15.3), 不妨 设 вар} X,[,< - Foo. FER 





k 
|xit«|m x, 
дм й 





1 k 
| «21 Xl oo. 


dk (5.583858 (EYD? 去 除 , 我 们 有 
| X som gl Ху», 
由 于 ХХ", ЖШ Fatou 引 理 得 (15.2). 


$83 WU x GE X 
2.16 定理 CX, S rg. AIR Sup ELE, ] < ос {或 者 
SF TH, sup EE] X4[] «eo, Bx&ELX.1-E&8LX.] T2ELX $71), 
Mq n— 二 ce Bj, X, ac KATARE X. 3 (X,) 
ДЕЎ PRR. Wixj— 07 n CN, 有 
(16.1) E[X. |=] < X, a.s., 


40 пса PS BX PF W| BY 


WEB] 50 ЖЕШ Ik. Wa, 560, а<5, 4 
ACX? уу FP All CX „см EF 区 [8] [а, 5] 的 次 ЖУ, BU v. Ж.) m 
lime[X, N]. 8014.2), 我 们 有 


E(X] < 5 sup EOS 2)7] 


< (*-Esup BLX 51) <o, 
—— i} N 1 
于 是 w; (X) <oo es. 4 
H, = {tim | inf Х„<а, lim вар X,.7—5), 
WF = Г] №. b. 


E ` 
BUF Wac СХ) = oc], Et POFL,) —0, Ami POF)-0, € 
co W, 则 lim (о) FE, 记 为 Жебе); Яр o €W, $ 天 (ww) 一 





0， 于 是 X.—— X.. H Fatou 直 理 ， 
EL | X|] «вир E[| X,11<eeo, 


Вр Х.. 为 可 积 . 
WRC DEH MA TAHER mn A 
EX [SF ads X, a.s., 
4 т — co, H Fatou 8| 3828 (16.1). 
2.1 定理 WOX, 2 E EEE, ED. mR) 


B. 8.4. L 





可 积 , 则 存在 一 可 积 随机 变量 和 ,使 得 X, > Хы, JF Bog — 
bJ a CM, 有 
(17.1) E[X. Fa] = X, a.s. BRE M, X), 


证 明 由 于 (XO 909, sap 212,11 +оо (定理 
1.13)， 由 定理 2.16, X. Х.. 于 是 由 定理 1.15， 及 ,一 > 
Xo 由 此 容易 挫 得 (17.1) 

2.18 设 $ 为 一 可 积 随 机 姿 量 , 令 „= Е Ж ш, m= Ë [£ 
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IV. ж £, 7 1*5 y 
证 明 н) 为 一 致 可 积 (定理 并 .12)， 故 由 定理 2.17, £, 
TUE. WÁACUS. 则 存在 某 个 mw 使 得 ACE. 于 是 有 
ЕГЕ.) ETE] = 11) – 819га]. 
HUP о, п, BV Memo 95), Hl R 1.5.0, 


£s 2.8. 
2.19 & d (X) 为 一 舱 ФРА), pol, Ш sup 


B. я., LP 


12,19) «oo, NI X) wm, x, > х„ нң 
(19.1) 2. =вир Xl. | 

证 明  PHAEGE 1.11.20 988, G o- За, WC H E pB2.17, X, 
2E Xo XHEfCPPRCOX, 应 用 Doob RS (15.2), Ж X* € 
1”, LX,- X.|*« OX, gk Hilai, X. 一 > Xo, A 
而 有 (19.1). 

下 一 定理 推广 了 系 2.18. 

2.20 定理 设 (E,) 为 一 可 积 随机 变量 序列 ,县 一世 ,如 
果 存 在 一 可 积 随机 变量 £， 司 得 对 一 切 n CN, A |#£,| <£, nd 
ере, |9) кё]. „1, экш yu LV 


ЗЕҢ 5 ua inf Ens Pm 80р £n; Rl | wm | <£, los | <£, WA 


а, в, ГА: A. 8. 


Мыс c э Ё, Om et z. 355 — A É, 
Bu [57.1 IS [ES |. 1 IS [ma l Nm. 


于 是 由 系 2.18, 我 们 有 
E tim | -F J «lim ninf E [6 F <o, 1. ] a.s., 


E Га 1.22 -] < 1ш вар 2 : [£5 |-7 4] «Ее |Z. 1 a. 8., 


在 上 二 式 两 端 令 mo 得 知 lim BEEF] =É [1.2] a.a., 


42 = трн ја 96 
x dT GIL KIM, R 
ЕГ, 7 .] | SELJE] ]-7,] E]n], 
sk (Ег ЖД) 一 致 可 积 ， 从 而 由 定理 1.15， 我 们 有 ЕГЕ, 
— ERF]. 
现在 我 们 研究 以 Ne (e, —2, -1, 0) ув ERU 
Ж. 

令 (Q, F, P) HEREN, (Fanen 为 一 列 多 HT o- 
域 , Нат, m € —N, no ml, HUNC. m UE naen 适应 
Жж ES, 如 果 对 一 切 n€ —N, X, S B, B+# 

Ë | X,|.Z,-1] = X a1 8. 8., 

2.21 定理 8 (X... a HER. WMR Dm EX] <+, 
ОХ) уя, Bx, y 

证 明 ”我 们 用 0С, М) ФК ОХА, Хк, ce, Xo) 
ESKE Со, IRKA, RU (14.2) 8 


Es X, N] < Ea) "d, 
4 0) - Him CX, —N), 我 们 有 


Ext (X) «4 BUG - 4)7) « o, 


由 于 OO SEX - Xo -Xa Xa) ESE[— 5, -四 的 
次 数 , 故 由 定理 2.16 的 证 明知 X — Х_„ (注意 这 一 结论 无 条 
件 地 成 立 ， ERVA] X-a] 一 co а.в.), 

2jm-»-—oo hj, ELY.]TA -o ВЖ А< +оо ЖЕ 
(Х,),е-в RAR, HF (Е[Х»!. V uec аг, НЕ 
(X, ELX 2.1) - SERES, PE, Жї БЕ CX, N3k f КЮ. 
给 定 e> 0 取 自 然 数 足够 大 , E A-E <. e>0 X 
n< —k, Ih ES, RIA 


із j ояр H 43 


f X.dP-EDXQ 一 | Х,аР 
IX 8c] K, xc] 


-| | XadP-BpY, -ELX 


+f ХФ. 
LY, >l 


由 于 ADEDYQTEÉDX S ЕГ] [X <Ë nk) 39 
— Jl, НЕ РОА) < ВГА] <, gos o МЖО, 对 
— 8 n€ — 38 


| x_ d*« £., 
[E4706] 2 


JF HOW 5-0, —1, "Ug 一 有 LX, 61 X dP <e, TA o REA 
时 , 有 


snp| -Xa d Е. 
n Yare] 


Ж НД(Х„)н— ЯН. 既然 X, 235 及 故 由 定理 1.15, X, 


El 
— n Аш. 


2.99 & 设 三 为 一 可 积 随机 变量 ，(G),en 为 一 列 单 调 下 个 
的 .多 ET. 5 EBES]. M ELT EEN #0. 

证 明 X—Un€-M, 令 .#„—Ф_„ mEn ШО) sen Ж 
TG) NRR ЖОНЕ 2.21, 077 5 „др, 





RAEN Sn 我 们 有 Him Ë [6.1 Q = Ino]. d xp UJ 
n, EIE Ta] = BIET], BOH BD. 1] =EL], fT n X (15, 
WE, go =£ ZJ. RER, 


44 RZE ЖЕНЕВ 


64 Бу Riesz 分 解 
2.98 定义 ERER ШИ, RO ЕГА = 
0 H) х„— 0. 
НЕ 1.15 5n, (E fip r3 — Sk нр ERR 
2.94 Es ЫШ X—(XOAN— Ей, Е h Y = (У,) 
及 一 位 势 Z= (2), 使 得 
X.- Y. Za 
Wk X 有 Riesz 4M. X—Y +Z. 
WE (Х,) у EBR WME OH Riesz 分 解 ， 则 其 Ries 分 解 
必 唯 一 ， 事 实 上 ， 设 X.,=Y,+Z, Xan Yit, 28 X BJ Riesz 分 
Ж, СУ, - У) 8, Н 
үу. 7,250 
由 定理 工 .15， (Y.-F) X— Ар А TAE (17.1), 51—80] 
п, ВР, = У ss, АПШ Zam Znad., 
2.25 定理 1) J3E— EÜRCX,UE Riesz 分解， 必须 且 只 需 
lim E[X,] > — оо, 


n 0n 


2) 设 (XO) HENEM, X,-Y,+Z, 为 其 Riesz 分 解 ， 则 
(Y) 98 — 3k f ё, m | 
3) EX 2S mn mn ЕЙ, M x, — Xu 4 
Ү.=-ЁІХ.1.2.], Z,= Х„—Ү„, 
则 及, 一 了 ,十 各, 5 X8 Riesz ZR. 
证 明 1) БЕ ЮА, ЕЛИНЕ, i lim E [X > —оо, 
Xi—U n, PEN, ФУ, „ЕХ, 1275]. WR 
Ys: Ë [ELX pipa |F uas] I] 
«ЕГ, F nl = У 4 8.8., 
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ЖИН, HEER n, (УЙде бая. АШТА. ФУ, 
mY „pas, HF Lim EC n p] = lim ELX us] > оо, B Y, 可 积 ， 
HA BL[Y,,-Y. [1 BIP, 1] E 0, ШТУ, „У. 


于 是 我 们 有 | 
BEY 115. = lim ЕУ, ,]-7 4] —]im ELX nirp а] 


== lim Y. p-t — F, 4.B.. 
poc 


у n. 取 六 为 Ж „т, Ш (Y ,22g А Zu X. Y. B 
于 对 一 切 P, Y. ss Х,8.8., эң YV, А „а... 于 大 (Za) 33 — ir 1 
Lk dtp 
Б [2] t7 lim [E [X,—- Y, ,1 = lim E [X — A aig] 
= [ЖА] — lim АГА], 

FJ lim Ë [Z,] =0, Bl (Z,) 28 — (t9. 

2) d DENERS Hi 

3) BA, 

注 WOX, EK EB, Шш ЕЕН 2.16, x, >, X. B 
X. HAR. 5 Ya ВХ, ZQ9X.—Y. WH (16.1), 
(2)4ЗЕ КЁ, BhA 2.184 Z, — 0. Mor- E Ey 
i 容易 看 出 ， 31 (Zn) 是 位 势 ， 4528 H H 需 X, 为 一 致 可 
m. 
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2.26 定义 ” 设 (Xucn у PEOR, LR), X. 为 一 多 - 
可 测 的 可 积 随 机 变量 、 称 X. MARA En, MERS z € N, 
有 
ELX o] Fn] ~ Х,а. в. (ҢАН, «X, 


48 3E ЖАНН 


ЖЕ, ЖОК) AAA RORE Hi, ЕЙ), КЛ, FEROX. 为 
Bk HI ДЕ, EBD, 

2.27 定理  WECX ues ў СЛАВ, E80, S, T 为 两 个 
停 时 , HOST, ШЖ», X DEL HLA 
(27.1) E[ X, Fa] = Хза.з. (НҢ, «X3. 

证 明 ВЕ(Х,).ся Уй Q< Sn ST gent (00) Гува, 由 于 
SER, 1, pm Бос SERO, L, +з, п, n iR, @ 
出 定理 2.10， 

| Xa =Ë[X. F ] а.9.. 
HF [S =S, ПЖ = [8 = 5,1 ns, (8 2.2.2)), W Bi SLRR 
1.21, 

ELX a| Fa] Dass = Ë [X o |F в, | ssa 
= Хве = Хева, a.8., 
. HFE = 5,110, 故 得 
EX al Fe] =X ras., 

特别 这 表明 Xs 可 积 、 对 停 时 了 ARFS, WA 

BLXr| Fa] = E[n] F v] |F s] =Ë LX «L5 g] 

= X gad., 

В (Хен WER, $ V = E[X,|Z,1, Z= Х„-У„, Y. 
=X a, Z.—0, (Тен 2 PR, Ean МАКЕЛ ЕВ. 由 于 
BiZa] <E Z] 《定理 2.10)， 故 由 Fatou 3|88, Zs 可 积 , 从 而 X; 
一 了 a 十 La ир. 令 Z.—Timaad- (+0) Losa 出 由 定理 
2.10, Ze 2 E[Z+ |Z 1 а.8., "TJ 

Zsl ig =s > E Zr, |F s. ] Tis a = E [Zr,| Z si Ташы а8., 
En to, 并 注意 到 2.12, 我 们 有 

fr EA ZZ sl а.8., 
但 出 已 证 绪 果 , REYE 1.25] ass, MUN 
Xim BLAX r| Fa] a.8., 
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2.28 3: B De 2 ВН < Z 为 全 体 停 时 所 成 
fr, САГ) тсе 为 一 臻 可 积 族 ， 


证 明 HDEZ2O7, X, E X., H (X, Яй. dug 
H 2.27, 





Xx =Ë [ X, |F 4], Tc. 
Ст) тен 2 — BOE GEIL 1.12), АЛП CX орол) res 为 一 

致 可 积 族 . 

下 一 和 定理 给 出 上 办 为 右 六 的 一 个 充 要 条 忻 ， 

2.29 定理 (Хы IEM, 2 SÉ CX CAD НО, 必须 
HR s CX ) „ен 42—3& BD A C F BO. 

证 明 必要 性 设 X. АЧЫН ОХ, 则 对 一 切 n €N, 有 

X,>E[X.| F] >- ELX] Z as, 
于 是 
XPI«ELXZ|S.]a.s.. 

h PELADA — р, CX 2)29— SEWER, 

充分 性 . ВЕС) у SERIES W sup £EX 7] < оо, NOH ХЕ 
BR 2.16, X, — XL, X. 为 一 可 积 随机 变量 , Жи X. MAR 
HD, W ac, RIIA 


(29.1) | z. dP>| X... аР |, X +, , dP — | х5, dP. 
由 于 XZ, — > Хш(фи 1.15), HH 

(29.2) lim. KanadP |, XzdP. 

但 Xin Xi, Hh Fatou 引 理 得 

(29.8) | ` Xt dP<1iminf Í, Xin dP, 


H (29.1), (29.2), (29.3), RDA 


48 第 二 章 ЖЕНЕ. 
( х,4> | X. dP. 
A A 


这 表明 X. Boi CX. 


$6 应 用 于 测度 论 一 例 

本 节 我 们 将 给 出 鞭 收 伍 定 理 在 测度 论 上 的 一 个 简单 而 重要 的 
应 用 . 

2.80 3138 (0, F) 为 一 可 分 可 测 空间 ，(4w)sen 为 生成 
多 HIREA, 437, = G (A, +, 4.}, AS. 的 原子 的 全 
Ора, уай 7, HORARON). ЖЕР, О (0, 9) E 
的 两 个 概率 测度 ， 且 Q ЖР P залі, -A 为 其 Radon-Niko- 
dym 导数 ， 令 


_ € CA) 
X.— h PD з” 9M 





这 里 约定 六 = 0. BJ QUO 关于 C9.) AAMIR, H lim X, ~ 


d) 
аР 





a. 8.. 
— del 


Z 1. er]. | 
EIL, à. P(A) I,-—.X,.2.8., 
ОХ, ЗВ, Вн 2.1878 


hm X,-E[£I V Z ,] [21.271 = а... 





zi B TUE, 

下 一 定理 属于 Doob[1] (рр. 618—617), 

2.81 定理 (0, F ) 为 一 可 分 可 测 空间 ，(B, 67) у — nf 88 
空间 ， Posen (Gose 为 (2, 多) 上 的 两 个 测度 的 可 渍 族 ( 妈 对 
—JU AEF, => T.C, zL Q,CAA E Кё чуо), qd 
fxi-UscE, ©, ЖТР, УЕ, ШЕЕ ЕХО рж 
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57 ЗГА 3E 535 Hi PR Mr X (z, о), 使 得 对 一 切 e C E, X (z, -) 28 
Q, 关于 Р, 的 Radon-Nikodym 导数 ， 

证 明 令 C4). 为 生成 -F 的 一 这 集合、 我们 沿用 引 理 
2.80 的 记号 ， 仿 


__ -4 (3 CA) r Y= 
X ÜZ, ш) > PIA I.) (0/0-0), 


Wl X. u x 可 测 ， 对 每 个 EB 5135 2.30, X.(x, э 
dO, 








Р.-а.5. Mr £C iB КИҢ, 只 需 令 
Pa X ait, о), нА b FE Н.Н S, 
X (z, we) = 4 "77 
0, 其 它 情 形 . 


最 后 , 作为 本 章 前 结束 , 我 们 将 离散 时 间 上 先 的 主要 性 质 作 一 
Д6. 
TE CX uen 3X — F mh, 别 


(X ,) — Sx a # о X, 
(AX) — 8E BL e» CX 2 ADR BI ESL, 

sup BLXF] < oo X,— 5 X. H X. W, 
lim E[X,] > —oo €» (Xa) 有 Riesz 分 解 ， 


a. S, LÀ 
>» Х.., 








第 = = 
xE ZE HT [8] ҖЁ 


本 章 介绍 的 内 和 容 ， 除 Fóollmer 引 理 《定理 8. 0) 是 较 新 结果 务 ， 
其 祭 都 是 经 典 结果 . 


51 EX, 基本 不 等 式 
00, 7, PAARE |0], (y н, 为 一 族 上 升 的 多 BT 
с, BPH t, sE, tcs], 有 交 ;C. 灾 ,， 其 中 每 个 多 ;为 多 
AHTk. Hie, RNS 
T0. 


8150 PLIE (Xam ARF (Fher 适应 的 ， 如 
JR3E— ULER, Х, Fe np. —Ж УРЕ X Oen ФК С) 
ЖЕСЕ FED, BS 2, X, 可 积 ， 且 当 e£, s, t€ R, Rf, 
有 

ILX,1.7,] = X, ав. (HESA, > X,). 


类 似 地 , 我 们 可 以 定义 以 Н. 或 R, 05 df RUE. EUR 
тй, 

我 们 有 与 定理 2.7, 定理 2.8 及 系 2.9 相应 的 结果 . 

PCX O en. 为 一 适应 过 程 , «— dh, 35 2, 5) R, 的 一 个 有 
限 子 集 ， 设 w 中 的 元 按 大 小 次 序 排列 为 а, С 5 СБ, ИГН 
Ө LX, ч] Gk HA (Xs, Хо, з, Ха, РЕР (e, 5189 3. 
对 R 的 任 一 子 集 了 ， 我 们 令 


“LT ' 


82. 工料 轨道 的 正则 性 51 
х, Р] = Sup vaLX, и], 
"RARR 


Ë D= ft, +, o RRE, Ф u = fh, dc 1). WES 
юл, D] =lim »2 Х, s]. 


93.2 EM ik (X Desa IEW, DAR 的 一 可 数 笛 子 集 ， 
ШЖ ЕН т<я(т,вЄЛ ү ),{Е 1 a< (a, $ €C R) Ж k>-0, 我 们 有 
(2.1) РТ вар | Xi >M<ELXJ+2E8[X;), 


(2.2) BRIX, Dn r, 91 «,2— ECC 70). 


p3R CA) J ДР BIS SOA X. (о) 为 民 ; ЕВЕ, И КЖ 
不 等 式 中 的 DD [r, s] PPH Lr, dE. 

证 明 Dni s|= (i, b, 4, М, 7), Hit. +з, 
tJ, WF ws RE DN Er, s] JE RARE pJ AS (2.15 & (2.2) 4 ЯШ 
由 第 二 章 不 等 式 (12.3) 及 (14.2) 推 得 GEE (r), (CX — 6) 7) 
AE F Ж), UR n>, Вр15(2.1), (2.2). 定理 的 最 后 一 个 
BW E ЛЕЛЕ АН. 

TEME Dob 不 等 式 , "E Et BEI 2.15 推出 . 

3.8 定理 设 (St 为 一 非 负 上 下 磐 , RL PUR BUB AA W SE, 
<> Х"=вур X, 179 


(3,1) EX «uM +sup ET X,logt X 1), 
(8.2) | X*], s qsupi Xs, 
Hope, @:>>1 у 368848 X. 


$2 上 烤 轨 道 的 正则 性 


3.4 定理 CX OS — ES, D A R. 的 一 可 数 稠 子 集 , 则 对 
ЛР 7 œo X- p tEn, GH) RE, ¿€ R, 40), 极限 lim 


ВЕЛЕ} Lš 


52 第 三 章 ix BE BJ up wh 
X (o) (相应 地 ，_lim (о) ЕНГ. WE) KLP 


ЖЕ Жн ЖЖ, 则 对 几乎 所 有 对 一 切 ER V 101, X (o) = 
„іш Xo) E HUBS. 


证 明 设 i1ER,, a, bER, ab, $ 
Hias іо: sup [|X,Q0@)]= 00, 


或 ы Ж.б), DN O, z]] = oy, 
则 H,...€.7, HHE 3.259, РЕН) 0. SATB QR 
RUE BEES S, 令 


五 | 一 |) Hend H = - H, == LJ H,. 
2 rE, n-L 


MEZ, HAH, EPOD -0, o4 H, 刚 对 一 切 1ER, OR 
Hob, tCR, V0), 极限 Dim Xo) (相应 地 ， lim Хш) 


存在 且 有 穷 . 
ME (X) 的 几乎 所 有 轴 道 为 右 连 续 ， 则 在 以 上 证 明 中 可 町 
[0, ПЖ DNO, £ (这 时 不 必 有 H, 06.2, EDH P (H, aa) 
—0), Ф od H 时 XI- Є, VO), 极限 lim X.) 
TUB. | 
下 一 定理 称 为 Fóllmer | ( Àj, Follmer [11), EHAR 5 JR. 
的 区 别 , 在 于 取消 了 关于 2 包含 多 中 一 切 P- 零 概 集 的 限制 . 
3.5 EE 00) 37 LAGEM, Ж), D А. 中 的 一 可 
SATR, 则 存在 一 (3;;) 适 应 过 程 (下 )), 使 得 
` 1) ( 王 ) 的 所 有 轨道 为 右 连 续 ， 且 对 几乎 所 有 w， 对 一 切 t€ 
Re 有 
(5.1) X (o) ~= dim, X,(@o). 


2) 对 几乎 所 用 3E WERO, X, (о) = lim F) 
{РЕ BASS, ЖЭН 
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(5.2) Х,.(0) = lim X,(@). 
ЄЛ, 1! E 
3) 对 一 切 tc R., A 
(5.3) X,>Ë[X,|Z Jaa. (相应 地 , Х,= ELX а.в. ). 
4) (DAF ES GHR hb, BO). 
ШЕВА ”我们 沿用 定理 3.4 EHR ДЕ, x*p— UJ; CF, 
4 He =( 1 H, ШИШ If C A uu. in to Hi, 则 存在 E477 f, 使 得 
“ЁН, НЕЛЕРИ lim Xa FEHLER. $ 


li X), H,,, 
(5.4) A ( ) eg 
Ü, uE Hi. 
WERNA УЫ. ДЕНЕС ЫШ БЕЛЕКЕ ТУРЕ. 

1) EER, oG Н, 则 对 一 切 >>, € Н,,, T ЖО 8221 时， 
Х.(о) = 0, Am AX. (XE š 处 石 连续 , E юе Hi, 由 于 i, = 
Я Н», 则 存在 тос, EBH Ul тоет, eH... rg s> 
0, Jë ó> 0, 87, — f, 使 得 当 8C D, s>-t, —1<$ ШЇ В | X, Go) 一 
Kol se, FEH r2, B. r —t<8 th, # 

|X: o) — X, (eo) | = lm. | (9) — X , (0) | <s, 
RI Y (o)dk А ЖЕ, But, (daugu R, bd 
ES. dm, aos H, W-—wJicR. H(5.448(5.1). 

2) djb£0, od H, Aj lm ， Х.(0) ЖЕН 923. 5; 1) 类 
ГЕ (5.2), | | 

3) ЯШ РЕНЕ, S r. C€ D, nj WHEA AEF, SU 


| X, ғ Х,аР, 
А A 


BT O,)—SEu g Gm 2.20, Am BO. D X, — X, dk 
ЖЕ ENGS m co 得 
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f Xar | X,aP, 
А. А 


IERT E.S), 
4) АШ БЕКИ. Beci +, ER, “as ED, <, R. 
RES AX £C D, Isl ut, WI SEE T AEF a 我 们 看 


[| х„ар»| Х,а. 
А 4 


由 寺 (X,), (X,) -ATRE 2.21), dE Е m» co 
得 
| Xap > |, XP. 


к НН (ХЫ C7) К. 

3.6 定义 、 设 (及 、( 了 为 两 个 随机 过 程 ， 称 (三) 为 (PF) 的 
惨 正 ， 如 果 对 一 切 {ER， 思 ;一 了 sa.8.; ЖОХ) SQ OE B), do 
果 对 几乎 所 有 о, Sa X.) 5 Y (9) — 88. 

显然 , 两 个 无 区 别 过 程 互 为 修正 . . 

З3.7ж е WX — (O ES OD, 其 儿 平 所 有 轨道 为 右 
连续 , QU (X) 8 C75.) E bt BD, 

证 明 ”定理 的 直接 证 明 与 定理 3.0.4) 的 证 明 类 似 ， 该 定理 
也 可 作为 定理 3.5.4) 的 推论 , Bye Em RE T, (Хун (X 03 
区 别 . | 

3.8 定理 ” 设 (多 人 ) 右 连续 ， 即 对 一 切 4ER， 多 ,一 多， 售 
(了 人 ) 为 (多 人 上 蒜 ， 则 为 要 (了 有 右 连 续 适 应 修正 ， 必须 上 且 只 需 
К, 上 的 函数 = ЕХ, 

WE (EE R. BI — T 39 T 0, 由 于 对 一 切 1ER,, Frm 
Ju EM 3.5 b (Ху) CE ES, Нв (5.8) 得 XQ Xas., 
4 5€ D, +, МЕС) ARCEM 2.21), 帮 有 

E[X;) —lim E[X,J. 


因此 , 为 要 X,— X,2.8., RA RUP, ELX: = [EX (UH X, 
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> X,ia.s.), САЛИ ҢА 
&[Х{=їїшЁ[Х;‚], 


Н 22] ИДЕҢ б, RAT TEE ШЖ. Bi 
此 , n БЕГЕ А, 上 右 连 续 , ШЕЮ (ХЫ E#h( X) 
ЮА ЖЕ М ВЕ. Bk, FEE) ШЕ БЕЗЕ РУ ЕЕ СРО), 
则 ë [X 1 = [ЕЛ], ЕКЕЖ ЕШ, t ДЕЕ ХӘБ, 上 的 
Hie SN. | 

3.9 5 iC of, СОВ CX D 有 右 连续 适应 
修正 . 


з WU £y ES 


关于 收敛 定理 , TEUER AER, 其 证 明 与 离散 时 间 情 形 完全 
类 似 . 

3.10 定理 HADA EB. 其 几乎 用 有 轨道 右 连 续 ， 如 果 
sup £LX,]-«cee (RES, sup ELX] <), MJ ?- оо 
BJ, X.as. 政 伍 于 一 可 积 随机 变量 X... ж (X) АЕА E ë, 
Du CX teh, HEH, 

8.11 EE B(X) o—— RTRLERGD, HLERA 


BEES., г оо В}, хХ,®°° X. HEX Der 为 上 


$t OD. 
3.12 系 WE CZ oH ERE. EDARI, (Суй 


Ф. В.р Гл 


(EELZ 的 右 连 续 适 应 修正 ， 则 W£ ооф, 5 ЄТ» p re] 
Fa), ZEF a= V Z, 

8.48: BOX Ny —Bh (и EATA), 其 几乎 所 有 罗 道 右 
XH Фр>1, WME sup 民 [| 下!| 中 之 oo， 则 (下 为 一 致 可 积 , 且 


A. 8., 7; 


M рэ оо d, X 5 X. ШМ. sup] X dl. 


вв Жс JEHA 

8.14 定理 (Ipro XT C iso 27— EBR, 其 几乎 所 有 轨 
道 右 连续 . 4 Фат [ |, ADR sup ELX,]«eo, B 当 410 时 ， 
Х,а. s. H ТР Ро 可 测 的 可 积 随机 变量 Хо, 此 外 
(Ein, ALFDE, 


$4 Ея) Riesz 分 解 

3.15 EX ИСХ FEALE, 其 几乎 所 有 二 道 右 连续 ， 
Bk CX ) 09, ШЕ Him E[X 1 —0, | 

ЕХ — (X) 3— БАЙ, 其 几乎 所 有 轨道 右 连续 ， 如 果 存 在 一 
B F= (YoK pE = (2), BS 

X (=Y + Zi, 

则 称 五 有 Riez 分 解 : X = V +Z. 500, 3 X 有 Riez 分解， 则 
必 唯 一 . 

3.16 定理 WE CT DEN. 50х09 Б, RJLEBUN 
轨道 右 连续 . 

1) 为 要 (不 有 Ries 分 解 ， 必须 且 只 需 Jim EL] > — оо, 


1a gl, 
. 8) KC) STR, Ж] 及 -二 > Xu. 4 (V) ЖЕ. 
JB XEHORNGE, Z,— X,—Y,, WONG. 
证 明 1) 必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 ， 与 定理 2.25 的 证 明 类 
ie, 
Misc Hj, 有 
Yp, EIEL ni] d ЕХ, Fi m Y: aas. 
4 У. а У, лая. ШУ, Y. Wis 我 们 有 
区 上 7;| Z ,] ^limE[Y ,.]-7 1 = Шт E[.X a] F] 


Ye |= E[X, 1.2), Ë, scR,. 


2) B(X) f, X,=Y,+ Z, 为 其 Riez 4 8E, 则 СР 为 非 . 


xTM | 


Ew. 





$5 Dob 停止 定理 B7 


= lim У. каба) = F, а.8., 


HM 


xE 4 CR, ERY: A S, П, Uu QVO 0—80. 由 于 假定 
(有 AHER, WC H Ж 3.9, 《7 人 有 右 连 续 适 应 修正 , pin СЇ). 
全 Z,= X — Ya 则 与 定理 2.265 ПЕВНЕ DI n] TE, (2,) Xy Sy, 

2) НІНЕН, | 

3) 显然 ， 
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8.17 定义 ЖЕ. БИНА ТШС) ЕНТ, MA 
X —9 t€R,, UP «Oe. 

对 每 个 停 时 卫 ， 令 
(17.1) Fr {AEF ER, AQ (Pt € 0). 
3k Z, 为 下 前 事件 o 

5 Z= Z, GER), FaF m, 则 (多 0) 停 时 称 为 C90 宽 停 
B OW TOR (FD 宽 停 时 ， 相 应 于 (90 的 卫 前 事件 -R 用 
Fo, 表示 , 即 
чт. 2) Z1 —i4AC€A n V ER; АГ (T«t] €Z, 1. . 

有 关 停 时 的 详尽 讨论 兄 第 四 章 第 工 节 、. 

8.18 定理 Ub S, T 为 停 时 , (Ra EE FER, 

1) SAT, SVT Б ЕЕ. 

2) AEF => AR [SET] € s, 

8) Wb E J Z, 可 测 随 机 变量 , 则 £T... 为 Fr RT, 

4) S«T = С.т. 

5) JS aD. r= 2 si. 

6 E (F) 右 连 续 ， 则 及 ~ 八 Rs 为 停 时 , АЖ (a 


Fp, 
7T) € 


58 есй жеп [Bl £h 





(18.1) To) 一 = £ I [351 sv. i + (FF oo) z. rs] 


Wy 7" 为 停 时 , El T9 UT. 

证 明 ИЖ ЧУ 81. 

3.19 定理 ШОХ Y, a, X— КЮ (УНШ, BO, HLERA 
HEARE, A OS«T 5ДЕН], X. Xr 为 可 积 随机 变量 , 且 
(19.1) ЕГ. «ЕГ Х|. a] 8.8.《 相 应 地 , =Ë [ Х|. 7.1). 


证 明 ДЕБЕН. 对 一 切 自 然 数 % 令 D.-10, -r 


т» э Hooh, RICE Oen, 为 (多 gen ER. BOLDER, 
To, BERE 2.27, 我 们 有 

= [A pos | S unl = AX sos R.8., | 
其 中 X ros, AX gm в] TH. 特别 对 任何 AEF SC gm 有 


(19.2) | Xs, dP« | Хь dP. 
. A А 


但 是 我 们 有 
lim A ros Apa, Dm A asa Agas, 


EHI (19.2), 1Е (19.1), НЫЕ (Хь). (X pa) 29— Sit np, 
fEWUECKs4)— ЯН, BT S" E D, HRA, HOS 
S. WH EM 2.27, 
E [ A gon | Z gos] S Аза... 
Pg nml, . 
| V. = Хв, F a~ F gos, 
Wi CY -n)a 2g Casi Е, НР ЕГУ. ЕГ) EL] 
(CEH 2.27), BE CX se) = (F-n) JRR (M 2.21). HA 
ОХ) ПН. ЖШШЕ. 
38.20 £ VECX OA Б, ЖЛЕ ЕТЕ R B 6. Ур 
Ae Т, E15 


ЕБ Dob ŠIE 89 
(20.1) E A p| Eiren] «8sup 区 [| Æ]. 


证 明 H a0, ХХ. XL— XB Een, WEN, 
H X =r WHER SIIRA Әт), 
ЕХ... Дт SEL Xr] = ЕХ) +2ËÉ[T Fn] 
<E [Xo] +2E[X;]<3sup E[] X.1]. 


& а-э со 得 (20.1). 

下 一 定理 是 Doob 停止 定理 . 

8.21 ж X (Fo RER. CX Dien, WER GBR HE, 
gh), ЕЛЕЙ ЖЖ. < S. T ANAR, B S< T, w 
有 
(21.1) ЕК. |.) = Хьә.з. GB HU, = АХ»), | 

证 明 НРС 6, AAEM 3.5, THREONINE 
部 轨道 为 右 连 续 , 否则 考虑 上 贡 (下 )， 它 与 ( 袜 上 无 区 别 ， 令 号 为 
一 停 时 , 由 (18.1) 定 义 停 时 Ft), W| RL R. RT X as. 为 .多 可 
an (定理 2.5), Вз 2 E, A nn Ха, MK Хр у ГЛ. am 可 
Wl, El X, 为 Fs 可 测 (定理 3.18.6)). 特别 X, 为 2. RTI, М 
Н (19.1}4%(21.1), | 

下 一 定理 是 Doob ЕЖЕ Pt ian XL. 

3.22 EE VE C) d EX. IB (XO: K. 为 一 上 拷 ( 相 应 地 ， 
BO, HULSE BUS OB H ES, S. T 为 两 个 停 时 , 则 有 
(22.1) ЕХ. 1.25] < X7, 52.s. GHEH, Xa). 

. ШЕВА ”如 上 一 定理 证 明 中 所 说 , BOE CX 0 IS ARP SN А 
右 连 续 ， 于 是 X> 为 . 罗 zr 可 测 ， 故 由 定理 3.18.3), Хут 为 
Зе пр. Ж (N) у EBRIE, HEH 3.21, 我 们 有 

ЕХ |.) =E riren Хает |- a] 
«Аран X sliro = A garas., 


3.28 3: 设 ( 多 小 右 连 续 ， 令 & 为 一 可 积 随 机 变量 ，S. 了 为 
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两 个 停 时 , 则 有 
(23.1) i [&[£|.7 7] |.Z s] = &E&TE | 731]-7 c] 
=Ë[£ 1.2 gar] as, 

证 明 BOAREA J) AEREE, Нн X. 
=Е[= F j. (25.1) H (22D JEt, 

下 一 定理 进一步 推广 了 定理 3.22, 

8.24 定理 Ü (X) Á 5 ЕСОН НЬ, W), SOULS BUS 
THER, S T ARTER, 则 有 
(24.1) Е[Х:|.25,|%.Хә,са.з. ОҢА, = X ra). 

证 明 出 定理 3.7 (pun A (..) EB (GAWES), H 
T. TA fR, ieh (22.1 3618 24.1). 

下 一 定理 基 Doob 停止 定理 的 一 个 简单 应 用 ， 

9.25 定理 Ы (X, na. 为 一 非 负 上 就 ， 其 会 部 轨道 为 右 连 
Ж. 4 


(25.1) T, -int| t: X, <l, T =8sup Ты, 


则 T 59 (Z) EIN. ҢИЛ ВИ о Є 名 <co]， 对 一 切 t> 
Т(о), Ж X.(2) =0， 对 任何 we [720], XI—9 t«T(2), Ж 
X,(e)>>0, lim inf Хо) >0， 我 们 称 卫 为 ( 工 9) 的 归 零 时 . 


ER 50. 为 А. 中 有 再 数 全 体 ， 对 任何 +ERr, 我 们 有 
(Т„<й= U [x«ei]es. 


<Ë T E + 


AESI ЄЗ. AN T, 为 宽 停 时 , k T EBERT, 
4 X.—0, ШОХ), ся 为 右 连续 上 款 ， 由 定理 3.24， 对 一 切 
ERG 有 | 
EIXr 1 <8[X, l<. 


内 于 T 是 任意 的 ， Ex I X P +] = 0, 从 而 X r = Оа.8,, Н 
Х.т) = A r Í usr) = Üa.s.. 


86 Ж (D) F ві 
BF CX OIN SGEE PË SE, ЭХ Ж Kat ЛОЕ BUE. e € [T <o], 对 一 
HiST (o), 有 X (e) = 0, 
3 J B RINA 
М> =. LJ а>. 


设 t< T (о), ШЛЕ п, 19 Т, (9) >t, 于 是 由 了 的 定义 知 , 对 一 


切 s«t, X.) 27. 从 而 lim inf Х,а), Ен. 


ik D WREE p, (X,)B5JL3F BUB SUB Ti EE, 则 由 定 
38 3.5, FEHER C7 0 ERC), HILERA VUE Ы (XOR 
Tür). ТСХ) нж, NU T (Ж, ЖЕНЫ, 且 对 几乎 所 有 
oC [T<], XI— 9] GT (o0, A Хо) =0, 同时 , 对 几乎 所 有 
wE [172201], 区 一 切 t«T (o), 有 X,(0) 0, lim inf X (в) 770, 
RITE T RAAD EHER, 
2) E(X) —3ES Ll. 其 几乎 所 有 轨道 为 右 连 续 ， 令 
S = іп: X= Ü ny AX, = 0}, 
Ss -inf(z:X,—0)?, 
S,-inf(t:X,. = ()}, 
T = ini L : А, Ki T= sup Ta. 
则 由 定理 3.25 及 注 1A, Sr = S = S T a, в. RE, in 38 F X 
TE Za, EL. Ber 中 一 y P- FWE, Hj бз, S. S, T NE 


ELF ,) PRAET, 各 进一步 (Fi) HER, 则 S, 62, Ёз, T 都 是 
(2.) 88), 


86 类 (D)ius 
在 本 节 , RAB ERE k Ж Жан [B| (0, F, Р) 为 完备 的 . 
8.28 ES MILA: Jen fos RIDERE, Jn, eo 
AWAR x Q E QR) x nf yl Sce eg r. 


62 第 三 章 sË R FF IE) Sh 


8.97 定义 ”可 测 过 程 (X, a, 称 为 在 L: rh Pt, 如果 
{Х\а—варё Ху I урсо] < +оо, 


x HL Же ОСУ, ЕН. WE АУ) ст, 82225 C D) SEE, 
ШАКА ХҮР тл} те» 为 一 致 可 积 族 . 

үң Fatou S 88 257 38i 1.18 31, 在 上 述 定义 中 , ЖИЛ > 
梧 用 全 蛋 有 界 宽 停 时 V 代替 . 

3.28 EBR 1) W (X): HERTE, EU SF BCS £h iB 
HER, Ж СХ,) ст, 为 类 CD) SERI. 

2) B (X: n, 为 一 致 可 积 炽 ， 凑 几乎 所 有 轴 道 右 连 续 ， 则 
(X) AR CD) RR, 

3) B CEOs WER, SOLEBUR So XE £k, WW ETE 
©з) PEERS ТЇ E со, IE CX T ) 828 CD) SEP, 

WIR 1) XQ Eda LEN T, BpEH 3.24, 

Xr Ël] Fp] а. s. 

由 于 (LX. |Z 2])2.2-—30 nf RE CEM 1.12), B (X Der 
为 一 致 可 积 族 , 进而 CX eI ms) res 为 一 致 可 积 族 , Hp CX Diem, 2J 
AD) HE, 

2) 容易 由 定理 3.11 及 定理 3.24 推 得 . 

3) 由 定理 8.5, FE- H ЖС.) EB CX, WB CX 05 
(Хо) 9]. 4 | 

T', = nf (4: |X] 2n Ат, 
WT, Aj C90 宽 停 时 , Н. Tatoo. I CF LO ERCK св, 应 用 定 
£83.22 4: X. 可 积 ， 但 对 一 切 宽 停 时 到 ， 
Er] = [Xov | Ernita, | 

HM AXD LER BUT (XT) СХТ) ЖЯ, de CXT) 3928 
(D) ЯЕ. 


1) EHE, XT&G PM. 


$6 Ж (D xu F ӨЗ 
T-A щч ЛЕС) E386 — 1-391 S9 ЕШ], 
8.29 定理 AoA EALE, AL BUS OS A xs. 
c 
R, —inf (t: Xn), 
JU 353€ СОГ) JR 3 QD) ,必须 目 只 需 lin IBEX s, Tes, а] =0, 
证 明 REM 3.10, X. > XL, X. 为 一 可 积 随 宙 变 量 . 
又 由 定理 3.4 和 惹 ， 对 几乎 所 有 % Xa Æ R, Edi XE SS, HE 
10, оо. PE BR FEES. 于 是 对 几乎 所 有 四 X. (o) 在 民 + 
ELERA, MMA [如 一 十 ce] 10 ac. lim X, Tina, с = 0 as., 
则 考虑 与 (<Z;) 无 区 别 的 一 在 连 续 C7) ESk (X). 
#EVED PE. (50А Р2(00), MUJ CX Eis) — 3k pf, 
РАШ lim та [X s, нее] =Ü. | 
ЕЛАН. T €Z, $ A— [Xen], W AC.Z X 
T Tat осо] аа, 
ЭМ T CZ, H E,«27. 4 X.= 0 WFE AUS Е 
gk, aH yE HB 8.22, 

[Кух E[r] SELA n] =B X £cl. 
ЖШШЕ, lim ELA x, Дв, = 0, EH bx, XR Ll 对 
TEF ат 0, BP (Хт) rer 一 致 可 积 , ПЕВ (X riire res 一 
AAE. WER CK O Až (D) 过 程 ， 


第 四 * 
过 程 与 停 时 


从 本 章 开始 , 我 们 将 连续 用 三 章 的 篇 幅 , 介绍 随机 过 程 一 般 理 
论 ， 同 时 给 出 这 一 理论 在 过 程 轨道 正则 性 研究 及 舱 论 等 方面 的 初 
步 应 用 . 

本 章 的 基本 出 发 点 ， 是 一 可 测 空 间 (0, Z) 及 一 族 上 升 的 多 
的 子 o- 域 (FW) ien， 而 自始至终 不 出 现 概 率 测 度 ，§1~4 的 内 
+ Ж НИН FO. Dellacherie, P. А. Meyer[1], $5~7 WHARE 
不 是 新 的 ， 但 在 “无 概率 测度 ”形式 下 般 述 这 些 结果 , 则 是 第 一 次 . 
以 往 , 这 些 结果 都 是 在 所 谓 “ 通 常 条 件 ” 下 给 予 证 明 的 。 


81 与 停 时 联系 的 o-i 
W (Q, 2) Уу — Ш 25 |А], C71) en, -RERE -7 RF с 
JA. © 
Ры 1 CR, 
Fi Pemo] F), Ооо, 


Jt УК, TAXE Bs Fo- 及 2. IN T > T o P Z o- s, 
SV CV ВЖ, JE EA DI C D eonun, 是 给 定 的 ,这 里 
F, =R, U (+e). 
通常 , o CA Den, 是 由 某 个 过 程 产生 的 ， W CX гем, Ж 
ELFO, 7) INT IURE, 即 对 每 个 1ER+， 到 :是 :多 пр, 2 
Fco Ansi, W (Жен, 为 一 族 上 升 的 多 的 子 o- 域 ,我 们 
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ЖО нев, WACA oA HA о-н ХЕ 学 ;可 以 直观 地 了 
解 为 过 程 X 到 时 刻 以 前 所 包含 的 全 部 信息 . 

с (УЛ ЖО ES, 如 果 对 一 切 ERU, # Z, = 多， 
对 任 给 0- 域 族 《5)， 我 们 总 可 以 将 它 右 连续 化 ， 即 令 € 
GERO, Ш (н, BAER. Nh, XPj— 0) Oxi«oo, 我们 
有 4-3... BH, REEL Zo Fo; Pam Fa, 

ALES (0, .多 ) 上 非 负 可 测 函 数 (可 以 取 十 co (8) T, DI 
коеун, SEI HIER., 有 

(Tt €. 
ш C9 БЇ, UR ER, Ж 
PLE €, 

或 者 等 价 地 , T AS SZ, VT MJ. 

显然 ，( 多 四 宽 停 时 和 (多 :+) 停 时 是 同一 个 概念 特别，(2 人 
prs tuj (271) SERE, 

这 里 ， 需 要 对 停 时 概念 作 些 直观 解释 . 设想 我 们 对 一 过 程 进 
行 观测 , 到 有 限时 刻 我 们 所 获得 的 全 部 信息 是 多 ;， 此 外 , 我 们 
考察 与 该 过 程 联系 的 一 随机 事件 ， 它 的 发 生 时 刻 卫 是 随机 的 ， 如 
果 在 任何 有 限时 刻 我 们 根据 2 以 前 观测 得 到 的 信息 2, Seb 
痢 断 这 一 人 随机 事件 是 否 已 经 发 生 ( 即 对 一 切 +E 民 1, UP n €, 
则 该 随机 事件 发 生 的 时 刻 定 就 是 (多 D 停 时 ， 现 在 ,我 们 进一步 举 
例 说 明 停 时 与 宽 停 时 的 区 别 ， 设 想 在 平面 上 预先 划 定 一 个 区 域 ， 
我 们 对 在 平面 上 作 随 抽 游 动 的 一 个 质点 进行 跟踪 ， 如 果 该 区 域 是 
闭 的 , 则 在 任何 有 限时 刻 志 我 们 都 能 判断 质点 是 否 已 经 进入 该 区 
域 , 于 是 , 质点 首次 进入 该 区 域 的 时 刻 ( 称 为 首 达 时 ) 就 是 关于 该 过 
程 ( 质 点 运动 轨迹 ) 自然 o- 域 族 的 一 个 停 时 . 如 果 访 区域 是 开 的 ， 
则 严格 意义 下 的 首 达 时 无 法 确定 ， 我 们 把 质点 在 该 区 域 逗留 时 刻 
的 下 确 界定 义 为 对 该 区 域 的 首 达 时 (或 初 遇 )。 这 时 , 一 般 说 来 , 首 

1) 停 时 也 称 性 可 选 时 ， 
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这 时 不 是 停 时 ， 而 是 宽 停 时 ， 另 一 方面 ， 在 任何 有 限时 刻 忆 一 般 
说 来 , 我 们 不 能 根据 对 质点 的 跟踪 , 判断 该 质点 是 否 一 去 不 复 返 地 
AFTREK, БІ, BERANEK RAR 2 ER y CR HS 
时 ) ,一般 不 是 停 时 或 宽 停 时 . 

读者 不 难 自 行 证 明 下 一 定理 . 

4.2 EE DRS, TAO РЕН GERI, MUS АТ, SYT 
A C708 C PEI). 

2) RODAF) РЕЯ), M V S73 CP) BERT, A S, С) 


KR. FFI 92b REIN, BIS fg4l- c € Q, ЕН т, 
{18:4 љот, 了 时 ,有 Sao) = S. (o), Ni] A Su CF O F, 


8) 设 荆 为 一 宽 停 时, 则 对 任何 @7>0, THa 为 个 时 . 

下 面 , 我 们 对 每 个 停 时 (或 宽 停 时 } 定义 一 些 有 关 的 o- 域 . 

4.8 EX ET NM— (2) By, S 
(8.1 Fr {AEF YIER, АП TSH € Z;.), 
(8.2) Sr = AEF aY ECR An < C ZY, 
(3.8) Z, =0{.9.; AN R< Pl: AC 2; ER}, 
则 For, Fr, Fr- 都 为 o- 域 ,我们 称 Fy 为 ТА ос, Fr- 
为 严格 全 前 事件 с. ВИПЛАТ Fre 以 特别 名 称 . 容易 证 明 ， 
我 们 有 
(3.4) S, —(AC.Z.:VECR,, АПШ < € Z, 
(8.80 S= (An HET] AEF, ER}, 
(8.8)  .; aci. , AN [tT] AC Au, СК, 

Ww T уу (2 O % RF, ШИГЕ (8.1), (3.3) 4:1 S88 X. Fr 
及 Fr 而 人 .2) 式 定义 的 -Fr 不 一 定 是 -RT СОИ, EPE 
IER, ФЕ [T «t] 6.2, MJ AEF). REAREN T, —Rrie 
PREX ra, Fr, 这 ВУ (3.4), (5.5), (3.6) 45 p, xY, 此 


1) Fp- xh F- ЭШЕ T Бард У, 9 (3.3), (3.5), (3.60) 2d. 


ЖЕ“ 


NT 
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Sh WEG = XL LQcRO, %%-—.9,_, o= F o, UT XE 
ну, ЕСЕ, 有 S5 — 7... ЖАЛЮ Vp 及 Fr, 就 分 
别 是 .Zrr М 57 рс. Wih, EIA та = fr, 
MAS. Ж ААС) Т, 我们 有 r-r Lua 对 等 个 
C V) REESE TS EA S TC. | 
BUS, WME T= AHE CERY, 则 有 9139.7. 
=F pi V ppc au, 
下 一 定理 罗列 了 有 关 0- 域 p, Fr Fr 的 一 些 主要 性 质 ， 
4.4 定理 在 下 前 的 叙述 中 , S. Т XE, 97 z, 
T. U ER, CE.) ЭРЕН ЭП. 
1) з. Ул пр. 
2) Бә. С р, RSU SF p- CF g, 
8) -FaN F r=. uu. . 
4) AE Fara AN DT) c. An [[S-T]ec.9. An IS 
=F] C€ aT, 
5) Fur = FaN Fpi AUB: AEF, BE Fr, An B=0). 
6) АЄ.Д# һеч» АГ REY] EF o, REVUS Z, CX. 
1) AEF s SAN LR +ce] € F x. 
D Fo =F o RSU, m E Z Асос] E, ARU, WJ 
въ С. p, | 
D B9. =, SST, W 3 # 170] E, 96-7, W 
S C т, 
10) Ë R.-V Re U-/ B,, 则 有 
Fa m V Жы, Su. m (NF ps. 


11) WE F - = 0, S-WV a, Ж ТЕ 8 2 0] E, 对 一 切 名 有 


8,<8, ИЖ 
FeV Fh, 


ea жий 过 程 与 停 时 
证 明 і) BPX — BJ CF, LRI Эу x [ЕЙ л, LE 
=0]=[ >0]°, Ek R 28 7 a= n iW, 
2) 设 AC. ШХА, 
AN UP xU = CAD DS £1) П Te €, 
М АЄ.#т., PH FTF n, 
Ш AC, МАПА) € Z,.. WH (3.6) 48 
AN EE] — CAD ERIT ASU] C. om, 
АЛП -CF y, | 
3) 只 需 证 Fah F rC vue W AC, F, 则 对 一 切 
tE А, 
ANATS] = (АП [SS U AN LP «1]) €, 
这 表明 A C 7 5. 
4) WE AC. sor. HD. 2), S, T 2873 S sm 可 测 , x 


A f [S «UT. C. жут, 
我 们 有 


АП LESTIN Es = (An [STO n DS Vt] € Z, 
这 表明 An [S=<7T] € Fr ан An [S< Tp] €.Zy FE 
AnIS-T] €, 8. T hiik, 故 

An SST] EFN F v air, 

5) ROC.» 4&A—-CnIT«S], B-Ofn [ST], I B 
4, AC AZ, BC Уу, АЛШ ANB=0, C-AUB, 于 是 有 

Zac[(AUB:AC.X, ВЄ #т, АПВ- фрс FIN Fr, 
BBRA FaN Z rC ат, ED) dE. 
ER, AD [E«t] € Z4, Mei (3.6), A 

An L2 «U) = ШАП [(R<+] N [rU] CZ. 


Т) & F= {AE Fo AN [R= oo] EFR} WW Y X—a- 
W, RACZ a Hi 


{1 БЕД o-i ӨӨ 


AN [E—-oo]-[)]CEn ГАСА) C7 s, 


Bl AC V, FE IDU Fn IDU F= Ж, MUR Z= Z. 

8) RAE Zro, M| AEF o =F o RIA 

А- (AN [LEU]) ОСАЛ [2 — 691). 
H 6), AD LEcU] Eu, ҢҮ), АП СЕ se] €.Z a CV. W 
В AC. 
D МАЄ, M| An IS 016.2 — Z C.7. , MUS 
A- AN SLF U AN LT -0]) EF, 
10) 设 tERi, АС.2,, ШАП £= R C... Uf 


ANTLR] - U AN RD EV Fr. 
从 而 由 (3.3), Fr CV S, 相反 的 包含 关系 恒 成 立 . 
HAEN Fna 则 对 一 切 1ER1, (3.4), 
AD QU «t UAN [В„<]) EF, 


wA AEC. Fop, HA А S „С.У pa, 相反 的 包含 关系 重 成 立 ， 
LD 49), RIA V Z= Z. Eh 10), 我 们 有 
Fa = N Ж, ON F an 
BUR F g- CM Mg, 
45x S.T AER, R. U 为 宽 停 时 , 则 
1) [ST], [SeT], [S = 7) HD T F si, [S T] C >. 
2) B £ 为 F aor 可 测 函 Ж, 则 £ Í в<т]› & g< > F n Af iH, 
ЁТ [g=m) 23 F gar HJ ii], 
3) В V пр Ва 9 {үс ..3 up, 
4) 我 们 有 | 
[S T] NA aon [S T] N Fy, 
[S T] NA T sues DS T] Er, 





то ЖОЕ 过 程 与 个 时 


LS =T] П. aur [S =] 门 多 sa 一 LS =F] fla 
= [=] Гү Жу, 
D 我 们 有 
EST] NF = DS T] ñ s, 
L6 71 П | om [S T] ПЖ», 
6) dE GS.) S Fe Вр, 则 有 


as V 2, CE Ам АС, n=l, 2, +, 


A4 Aj B, bj, 
Sov 
证 明 ”我们 上 只 证 6)， 令 5 一 VY Se， 由 于 (So) 是 尾 定 的 , 我 们 
#4) [S= 84) -- Q. i ACA Ф A -ADLS- 81], 

А„— AN (008,81) n [S = 5], n> 2, 
MEFS <S] EF, WI ЖШ 4.4.4), A.C Z, (nz1), JK k 
有 AAT EQ), A= LIA, BAERE, 

& T-AB, W ACC) Feo 则 由 定理 4.4.4), XE — H n, 
ADUS,- T€, HAUN IT-82) E954. 第 二 式 得 证 . 


注 在 人 名 .BD 中 ,将 所 有 区, RR -F aes, FANEM. 
.6 定理 BE Fus Fo Fo, WTAE it hy И Y 
žil, H T = lim Ta. 


1) 车 (PT) 单调 降 , 且 对 一 切 % E0] E T <mT,, 则 有 
(6.1) Жт,={ F r, 


2) dE CP.) В, EDE— UI n, ET > LA Т, <T, 则 有 
(6.2) VT = A f. 


$1 与 停 时 联系 的 和 下 T1 
证 明 DXX, Z, = %, vL, Wj YS ou. 
=. WAER, d 各- = 二 多:-， 册 定理 4.4.9), 
Sr С p = s, 
故 由 定理 4.4.10), 
C YS „сг! Sr A P" 


(6.1) fi. 
2) gue a FE MESE, 我 们 有 F rn CF LITE IBEX 4.4.10), 
N IM т CL pom N F р СХ З рн, 


46 .2 得 证 

i£ dE ZB EO AREE US TU, ИГРАЕ Я OE RE 4.29), 
T 4529 PEB, Poi 05758 (6.2), 

4.7 定理 T>, ЖТР Е _ 单 调 增 宽 售 时 列 
(T), 使 得 于 一 lim T, FUE — 01, Ж T,<T, 则 
(7.1) Fop з= V M na, 


证 明 h Es 4.4.6), # TI rcr. 99 —., 
Fo- mu, =. wy Ju Gr = Z uL. НЕ 4.4.10), 有 
Fr р V Fr СС V dp, V Fr, 


{E M F C. т, RA (7. 1). 


488 D ESAFE, T HW JÉ ST Bg -A 
多 s AMENER, ИТ kuk CO FEM, NUR S AI CZ) 38 
Е, TOM. na T>S, HS <o] E A ee, W T 0, 
ELF OBS, 

2) 设 请 为 一 (2 РЕ. А-А о, < 


(8.1) S»— SIX ipea s e] (+99) а-н 


则 S" J CO eh, B SS, 


T2 ы 过 程 与 停 时 


D ES, TAAT ВЕН, NJ EHT Эу, EE hh. 

证 明 1) 设 iER+:， 对 第 一 种 情形 , 我 们 有 [下 所有 € Z, 故 
由 定理 4.4.4}, 

[P] = Га] П SEF 
Muni T XCTI. Р СВЕ, RIA UO] EF ач, Н 
定理 4.4.6), 
[Zt] = [Pin [St] €.7, =, 

АЛ T ЭК) ИН], 

2) 由 定理 4.4.1), S' A Fr ЫШ. X 5890226, Hz [S< 
oo] EA 5'®>5, AH D, S (Л ЫЫ, PRA St | S. 

D шЕё-+Т>ъ©/7, BST. XH 11, W HDA, 
S T X» GE OEH”, | 

4.9 xXx 设 定 为 口上 的 一 非 负 函数 , 令 

Pa ТІ, + Сео) Las, 

gk 7,29 T 9) A ЕНА. 

4.10 EE D BT ONCTOSB,.AcC.A. MABET AF) 
BH, P. H. H RAC FT, 

2) BT HFA, AE Fn 则 有 
(10.1) ANF АП, AN Fr, = A N Fa, 
(10. Ang, =AN Fr, A N Fp = A П... 
特别 ,在 F r= F r, S. =... ШУН AC 
| Sy = р, 

证 明 1) 显然 . 

2) W BC, Ш An BS Z. WAH tech. 有 

ANBAT AD Bn [Ti] € =, 
这 表明 4nBEZr MM AnB= An ( ABP € Ans, MURS 
АП. CANFr B.V CER. T l. An AR, E 
1) йыш а—ШЕШЯ. 


$2 Ege 73 
E OT) aem оо, ИЩ КШ, AIDS = ATQ o, 
W ВС. Ш Bop cT] Єт, BNET] EF. BF 
ANBAN [ T = ANBA ELT] EAN Fr, 
S ADS -CANF r. {B.F -DF n, 于 是 AN Fr ANF е, 
CERE (704m 9o, MER ERE, ANF rS AN F a, 

M 设 F r= r, F aF a, ACF 4 ВЄт, W Hi 
(10.1), Af1.B8QC. p= T. CFn X H (10.2), ANBEAN 
ЗЎт-С.# тъ. WE B= (АПВ) UCA n p ET- +j 

P y, = r >. 
ажи 每 个 多,) 宽 个 时 可 以 表 为 形 如 
T'=al j itools, SER,, АЄ.2, 
的 停 时 序列 的 下 确 界 
Ша Q S ACF U) Ж РИЧ, M) IH (8.1, 


. . k + (+оо 
— (m) 一 一 — — — 
КУ = 1т\Ё уч Anf | ой I [s=] ( JF [amt jb 


n1 


定理 得 证 ， 


§ 安 ”适应 过 程 与 循序 过 程 


4.12 EX 4 (Xi ea, 为 一 随机 过 程 ， 称 (让 为 可 测 过 程 ， 
ЖЯ REAG, o) BS Ж, Ж, о) (RU) x CBE S AA 
(F OMETE, WMA A — H ER 下 :为 多 :可 测 ЖОЛ,» 
CF OTT TADE, ЕХ ER, X RFO, z] x Q 5 
(10, 21) x, пр. 

FAN СЕРЕДА ЎНГА Н (ZO А КУ hy. BS d UTOR У, 

ERR H, -HE X = (X) SR 3 h EE Sk (ZE ЕЕ), 如 果 对 一 
Иос, 28 AX. (eg FL. 上 在 连续 4 左 连续 ) РВ ЖИ; 称 为 右 连 左 
R, ШЖ Dl a, C Q, uH X. E А. 上 右 连 续 且 对 一 切 
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(CFL), ARM X, (o) ~ Tim X Go) 存在 县 有 穷 


4.18 定理 ЖЕ QUAS E HO XR E EUER LISTE SRI. 
证 明 WX = (X Es. WEE IER EX 10, tx Q E. 
一 列 过 程 X0 如 下 . 
X; (ш) = Же) Гә 


PLI 
1 
十 > Хы. (w) Í p Dt as HEJ, elot? 


则 及 中 是 绍 (T0, 1) х7, BL Ж. hFE O, xA 上， 
lim 0000) =X). ЖИР [0, 0х0, X X Z, 0) x Z, 


"D. ХЕНД X SAFAR. X 为 堪 连 续 请 形 证 明 类 似 . 

414:38. 4(X)9 — EF RU XE— ELSE T, Хо 
为 多 r 可 测 . 

证 明 PHDUTOU Є, TA Z, SDN, Nb Ar 作为 
(0, ZJ ([0, £] x Q, BO, zJ) x Z O F BJ T BJ Bh 8J o|— 
(То) Аз, e) AACO, 2] x 2, 0, Д) x.Z 2 А, AR) th 
的 可 测 上 映射 人 02) |-— Со) HILL An, 为 多: 可 测 的 (注意 ， 这 一 
结论 对 于 宽 停 时 工 也 成 立 )， 

BACHE) 出 对 任何 #ER+; - 
5 ЕД € A] N [TSE] = LX; | € A] n [7 «£] €, 
X ima = Шш A mandireng MM X ri тее) 为 V s 可 测 ， [24 
[X Ip. € А] € 5, 

即 X cina 为 S. В. 

Ж СХ.) и, A-E, Koa 为 一 多 = 可 测 画 数 , 则 对 
TER PERSE T, 下 一 下 rrr<a 十 环流 乡 rz 可 测 ， 

4.15 EX 民 :X 呈 的 子 集 五 称 为 循序 集 ， 如 果 I. 为 循序 过 
程 , HS TAFE RH (К) x Z 的 一 个 子 g- 域 , 称 为 循序 ao, 
ind ©, 


4 3 可 选 过 程 与 可 料 过 程 75 
容易 证 明 : 为 要 一 过 程 (飞信 为 循序 过 程 , М BIOS X OS 2 nr 

WJ. | 
4.16 定义 YE U, V Jg O EST XE FU 中 取 值 的 函数 ， 旦 在 
Q EG UV, 我们 用 IU, V1 € ЖА xQ M f. (0, o) € R. 
x Q: U (o) «t«V (o0), 9 TU, 了 了] 为 随机 区 间 . 类 似 地 , 我 们 可 
EAE S BRELECISIU, Vil, JU, V3, JU, VI. 如 果 吕 =V, 4 [U] 
-[U, UJ, Ж [D ix U WE. 2: EE, Ж V = оо, JM [U, d-t 
[U, +l 是 同一 个 集合 mE 
BU, V 为 停 时 , 则 各 类 随机 区 局 10, VI А IU, VI 等 都 是 
循序 集 ， | 


$3 зе Бејт 

4.17 定义 R.xQ E did ЖА ЕЛЕ (F) 适应 过 程 产 生 的 
e, ПИЕ oH iS C. F. xQ Ek REC уң 
Bà? 过 程 产生 的 o- 域 , Ш Bf 38, o3, 记 为 P, 
”用 可 测 过 程 叫 可 选 过 程 , 多 可 测 过 程 叫 可 料 过 程 ， | 

由 定理 4.43 知 ,可 选 过 程 及 可 料 过 程 都 为 循 译 过 程 。 特别 ， 
可 选 过 程 及 可 料 过 程 为 适应 过 程 . 

下 一 定理 给 出 了 一 一 些 基本 的 可 选集 和 可 选 过 程 ， 可 料 集 和 可 
BUR 

4.18 定理 1) 55, Ту, HS«T, Wh S, T Bi 
Ya LB A 26 pi PLC In] ERE HT 3% die | 
(—0 23) WS«TCX—X BUS, £35 — V, Wr BJ ER 3⁄, ЩЩ Х 
= £ Trin 为 订 选 过 程 | | 

3) WEST 为 一 对 宽 停 时 ， 则 15, TETHER. REX 
Fo 计 测 函数 , 则 过 程 X £T; m 为 可 和 料 过 程 . 

(009 设 下 为 一 可 料 过 程 , Т 为 一 宽 停 时 , 则 Хт зире, 

p mem 5] t20,3A SAP T CF Ë 
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证 明 1) ЖИ, gs E Iyer EHE ЖЕ 8 38 РУ DEL JA mi 
[0, ТЇ, [S, ео 是 可 选集 ， 它 们 的 交集 [S, TU En Ж. $ 
T+ 二 ， 则 [S13 一 站 ES, T.I 为 可 选集 ， 同 更 7] 为 可 选集 ， 
т ПА, T, 15, TT, DS, TU 都 是 可 选集 , 

2) H£ 4.5.2), Х,=& аа Гост 为 Fe WM, КОХ) А 
ERC J) КУ PEL, 从 而 为 可 选 过 程 . 

З) Iun EAER AMER, KS, T] 是 可 料 集 。 由 
Ж 4.5.9) 9], А] #:>0, Х,= 20-и 为 多 可 测 ， X X =0, 
О) ZEE SE C o8 МЯ, 从 而 为 可 料 过 程 . 

4) Hi XE X4 4.14 A, Хут 0 F re р G EF) 
dE 3), Irma И ҖЕ ДӘЙ. + JE X= Kol X In m+ 
X rim, r 为 可 料 过 程 ， 

4.19 定 理 STERF) EE, MJ n] о- PR Z H 
4S, eel:S € Z MEN. 

证 明 令吉 = (15, col: 六 EF} HT ECA, KA ol) 
c6, RE co (Z), 

B(X) A- AERAR, ТЕШЕ (Хо p o (T W. d 
ХЕ #7>0, d Ta = 0, 并 归纳 定义 CP ua S. 


(19.1) T^ aao») = іп: tT (о), 
| rus (ш) 一 A aco) i => g, 
Ж IX eso (9) — Xi- (о) |а}. 


RHA BPE- 1, 为 停 时 ， 注 意 (19.1) 括 号 { HF BU 4 
RER 中 的 对 二 极限 者 闭 的 集 , 从 而 对 任何 ?< 十 co, 我 们 有 
[Piir] e [Pcr] NN (LI X, —-Х,| 28] 
U LX – Х,_| = J) с [Ti Ir], 
BT UJ (haa r] = k. LT ir] = 00), 
故 由 上 式 得 





$9 AIRS IEE 77 
[Pht] =] n CL[X — А, f e] 


U [| X z: -Ap |= s])* 


= n dmn П | | Xz; Гуте ee -x,|> &]), 


RF Q= (Qn [0, tJ) U (0, Qo Roto nA I. BUE TS 为 售 
时 , Н 4.4.4), DU] C. МЛ Tir КУЈЕ ВТ. 
fi SR (1) ЖЕН, ELA Tt  (o)< eo B], A Го) Тоо), 
ДА | А mra) (o) 一 X ткы) (c); 28, B | X rs ata-(9) — X rico) (ш) | 
>s, 由 于 X. (ME 10, oo [ EZ Е Н, CUP (о) ) na 
HARAR, 从 而 The) Т оо, 4 
一 > Хт Irrs тыл. 


由 于 对 一 切 t€ UPS (о), Trao) Al Хх (9) — Хо) |<, 
BOSE —UI G, e) € Rx Q, | Х(о) Xo Gol] <s, АЛП 
lim X; (o) = Xo). 
但 易 证 Xu fura СС) нр B. 2 n 2818 PA. p 3 38 1 
Xn), ik X° AoE, 从 而 X Шо унй. 定理 得 证 . 
.20 定理 S (D), ЕЕ, А 为 一 循序 集 , 使 得 


Ас y [7%], 
Wj 4 Ау ge] E Пу. 从 而 是 可 选集 . 
证 明 4 Ln= de: (TMo), w) C Ab, 
MUJ Fe = aT) ср. MER 4.14, L.C рь. Mm 
TE = ТӘ I r 
AERE. RIE 
А Dr 
4.01 ш Rp — DESDE, Е ИАА (РЬ), 





та * паж >H sS Es GN 
使 得 集合 

用: 人 
为 一 列 停 时 图 的 并 ， | 

证 明 令 ЖБ Нурз PEP ik. ERAN 
线性 空间 ， 令 V —4d[S, T[: S«T, S, pez, Th Z ` gr W 
>К. gNEGST,UsV, hj 
US, TENIU, VI-ES VU, CSV UD V (PAVO. 

Bk Vos a-XGEX 1.1). WS, Te Z, S«T, A X — Iu, W 
Y = Lim 38 Ei£,BLXYIc[pS]U[TT, 于 是 € 中 集合 示 
性 基数 属于 Ж”. W хес p, 0< X, XX, HX 34 BE. 
了 可 料 过 程 Y", 08487 X e Yt] р] ЫЫ ЕМИР. 4 

Y =lim впрУ®, Y =Y Igi, 


则 了 为 可 料 过 程 , Н. 
LX = y] с l LX + Y] , 


TEL =Y 舍 于 一 列 舍 时 图 的 并 .， 旋 册 定理 4.20, XEF. Hi 
q'e(€)-0, BB EU ЖА (жЕ 1.4), 2€ 为 可 选 过 程 全 体 ， 
定理 证 毕 . | 
4.227818. БНО AR uU HA, Z 为 停 时 全 体 ， 令 
Ci={{0} x A: AE Fe} 
Us, z] x A0<s<t, s, #60, AELUF,}, 
«= {{0} x А:АЄ. о} 
U£fs, Ex А:0 87, s, LEQ, АЄ 1) = Y, 
E= ((0) xA AEF UOS, ool: Se ZY, 
MM c (01) =0(6ъ) o (63) =F, фу, 我们 有 CO, 
ШЕҢ 100001) 7, Ю.С. W (y C, tH 
一 方面 , СХ 22 0-08 ЛУДЕ АЦ, 令 
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p- 
AP = Xole DX к Т-к, кзї-, 
к=п иг [== ^ m] 


则 iim XP. X, DAAA VO RW, COCOS e (Di 


W, 从 而 2° (6), aU S -o(03. 
fEWEo(6:)—2, j ACA. rs, WA 


ls, i1xÀ = 0. » +28 + Lx A, 


1-0-2) r), #23. = [x A. 


xk s HH Caol Ca), Caco C), WA o (63) —0(€1) = £F. 

PILE EITE (s), 6С, EUH oQ(QE,S —2 最后， 出 于 

$3 中 元 于 为 可 选集 , 豆 FCO, 

4292838 UT y. ETc] Е, 6 До) Mo, o), 
fl Nr 

H AEF M FGA АП [T=0 ET] 
.多 r-( 因 了 为 多 7- 可 测 )， 设 好 为 停 时 ,由 ods, eD = 
<T] € сос] П.2,, Н 8 4.22, fF GE) C [T < 
JN Fre, Z, AEF, ШЕТ <оо|пА- y (Rx). W 
AEF, Uo) D An [ric T] fo (t, eepx 4), ЕА, х4 
CA, 1, co[ x 4 € £2, xx 3E WEE F r BJ B: mu on C, 5 EP oo] 
hCOcf£ 102), E IT оо] D F ref PD, ЖАҢЫ. 

4.24 X 为 了 可 料 c- 域 多 为 可 分 ,必须 上 且 只 项 对 一 
ЄВ, Z, XX REA), 

证 明 ”充分 性 由 定理 4.22 得 、 必 要 性 由 系 4.23 18. 

4.255 ВЕС, ЈЕВ ВАЖЕ Нр e- 域 多 

证 明 ЛАЄ. о, pp, I 1 为 连续 (多 ;_) 适应 过 
Bí, HÍ(ORXA-(U, ш): Х,(0) =0). 设 及 为 一 停 时 ， 则 过程 
X= eS) (7—60) VO ЖБ C7, ) iE iE RI, В DS, eof 


[s, 2T x À - [4 


во ша k Re BEIM 


= { (1, o) Xo 20), НЕЕ 4.22 推 得 本 系 . 

下 一 定理 揭示 了 可 料 过 程 与 严格 工 前 事件 o- 域 多 7r- Z REIS 
МЕЖА. 

4.26 TE HT У E Pop, Д FE fS] ир RSERERECA o, X rm 
HFA, M, BREA X r 可 测 实 值 函 数 , RU TEE B) Ж 
ECD, 使 得 Х.Г 6 Гро, 

证 明 ДЕ Т<оо] E, & f (o) = (0 (о), о), МАЖ 4.23 ЖП, 
f QT], 7 <оо) NF SOL x Q, 22) rp BJ nf ЖЕ AR, 

BOX 为 一 可 料 过 程 , 令 

Х{(#(0)), wE PF<], 
ro wE [T е], 
WFS Xlr HT X Axa, Р) (Е, GOD) risp au 
BR, KIM T UT <o], YAN Fr пр. БЕА Q 
E, Xgaa-—Y 为 学 r- НЙ. 5)— СДАН 4.29 及 定理 
1.7 推 得 . 

注 在 可 选 过 程 与 了 前 事件 о-о АЫК. 设 
T 为 一 停 时 ， 则 对 任何 可 选 过 程 А, Хут 7. F r A N GE ЯЙ 
4.14). BLZ, WE 2. 可 测 实 值 函 数 , S X [kro Ир X 
Bn yata, B. Ky reom EL iren 


54 可 料 时 

4.29133. Q Fat e T muc ep, ПЕТ, oom 是 可 
料 集 . 

显然 , ЭРЕНИ ДЬ ИЛЫ, 常 值 停 时 为 可 料 时 ， 此 外 , 设 见 为 一 
宽 停 时 , 由 于 TIT, coL 为 可 料 集 , 因此 , 为 要 由 是 可 料 时 , 必须 且 只 
st [T] 为 可 料 集 . 

4.98 EX, Ту, СР.) а 为 一 宽 停 时 上 升序 列 ， 
BX —U n, Ж „Т, Ф АСО, RRUFE 4 上 “和 预报” 


атн е 
T, WRA АП [7-0] Е, 9-0 n, 有 T,—T, EH lim TJ. = Ж 


(TERDA EMET, СТ, 预报 T. 

FEST 为 可 预报 的 , 如 果 存 在 预报 全 的 宽 停 时 上 逢 序列 
(Pa). 

4.29 定理 ГУИ MEM. # -0 €Z. 
UTETE. ЖЕЙ, Ж: FoF on. F on 则 一 切 可 预报 宽 停 时 
为 可 料 时 . 

证 明 BOJANE T 的 一 宽 停 时 上 升 列 , M 

IY, ee ((0) x {Т - 01) U (UT, D € Z, 
dk D KIHET. | 

4.30 系 ”可 料 o- 域 由 全 体形 如 Г, THE 的 随机 区 间 生 成 ,其 
B 8, 多 是 可 料 时 (其 至 是 可 预报 的 可 料 时 )， 且 ЁТ, 

证 明 ”在 定理 4.22 cp, C 的 元 素 有 两 类 : 第 一 类 为 {0} x A, 
其 中 AEF.. RIA 


(0) x 4= AEO, (2 T. 





iot 0, BE) эйел лод (ЕА) ) _ 


所 预报 ， 第 二 类 为 [s, (X A, HP 08, AC UJ SA. RIE 
(5, tp x A-[[s4, tal, Ду л TER, IAEF, 出 停 时 ЧА, Jy 


分 别 被 序列 ( Gio A (в) ) m 


(meo NI). 
所 预报 ， 
下 一 定理 罗列 了 有 闫 可 料 时 的 一 些 主要 性 质 . 
4.81 定理 1) 设 (S。) 为 一 可 料 时 序列 , 则 \ 8 为 可 料 时 ， 


In (S) 是 必定 的 ， 则 A S, 为 可 料 时 ， 
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2) yt S 为 一 可 料 时 , T 为 一 停 时 , 则 

AEF А П EST] EH, AP[S= T] EF re, 

特别 [ST]，[S T] 属于 - z-, 

3) 设 S, T 为 可 料 时 ， WIE S aL) pL mU xm, N 

4) WES, 工 为 可 料 时 , 则 有 

ACA aun AY [SST] E-F, An[S-T]) €. s 

Án [S-T] € sm, 
F gym =F M р 
—[AUB: AEF z, BEF Tr, AL B-0j, 

5) 4i%(S,) A EE 8 Н] ЖЕН ДЕУ, 则 有 

З vg 7 V Жа, 


-[O 4s A EPs n=l, 2, 5, АПА, jAk, 
F ehen un За. 
6) pa S 为 一 停 时 ， AEF, 一 。 Xr S. 为 可 料 时 ， Bn] ДАЛ 
AEF g, 

T) 设 上 为 一 可 料 时 , 则 对 一 切 á EF a, S. 为 可 料 时 ， 

8) 设 上 为 一 可 料 时 , £ X— Z - пр, HJ £ La 为 可 
TPP EE, 

证 明 1) 我 们 有 

[VS cof = 站 ES。 sel. ` 
E Q9.) ME 
ІА Sm oof = LJ [8,, оо], 

2) 出 定理 4.4， ANT] EF r, АП [P=es EF pus 
RAWE AN =T] NA Tea] EF, 2 DAA i, E 
18 T Tiga. 2 sI [g сел (GE P8 4.26). 2 Y Aims, ju Y AA S 
过 程 , B | 


| 84 可 & 时 83 
У.Г.) A rlre = A sÍ ү... T ew] 77 Iad s= Т сое] з 
Sk ADS =27'<оо] EF (ж 4.26). 
3) Н E... C uum ЖАЄ NFT WA 
АП [БТ = АГ [S =S ATI €. usn. 
An Tas -ADQn[(T-SAT] €. n, 
k A= CAD IS T])UCAn Т 81) € Z s.m. 
4) 我 们 有 
АП EST] - AD DIS V T= 71 EF r, 
АП [S<] = САЙ [S «770 П LS T] € Fr, 
WB АП 18= 716.2, IBS, ТУТ, ES 
A YS TC s П. ao. amn. 
ROEF an, SA Ones, B-cnpisT], W 
A(1.B8—-9, AE Fa, BEF g, 
B C = АЦВ, 
5 其 证 明 与 系 4.5. 售 完全 类 似 ， 
OS X-in WX ATERI. Hh EM 4.26, 
Pantgner AX sd pam 
HFa W WJ, BI AN 150] EFs. EBER 4.4.7), 
ANS -oo0] 6.23, 
ü AC. 
Т) AC A ., HEM 4.26, 存在 一 可 料 过 程 X, 使 得 
Palo — Xal [8 o2]. 
TJ [u= [X =1J n EST 为 可 料 集 ， 但 Sa 为 停 时 ， 故 4 为 可 
料 时 ， 
8) 容易 由 NEU. 
4.32 定理 令 4 为 一 可 料 集 ， 若 4 会 于 一 询 可 料 时 图 的 并 
中 , 则 А 为 一 列 可 料 时 图 的 并 . 
证 明 ”与 定理 4.20 的 证 明 完 全 类 似 ， 
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4.83 定理 i; 4 为 一 列 停 时 (相应 地 ,可 料 时 ) 图 的 并 , ЛИР 
在 一 列 停 时 (相应 地 , 可 料 时 XTw), 05634 n =m, [Т] ПТ] = 0, 
E А=\ДТТ.]. 
证 明 ”只 证 可 料 时 情形 ， 设 (S。) 为 一 列 可 料 时 , 使 得 
A= 19,7. 


A. Ту = 3, x Tn >= д, 全 
1-1 
В, = f) [SkA б], Г = S. Н 


则 B.C Z. 7, 为 可 料 时 ， 且 љт b, [TINT]. 此 
外 , 有 A= [T], 


55 可 及 时 和 可 及 过 程 , 报 左 连续 o 域 族 
EAEL ФТ) ВЧ, RT ATRN, 如果 存 在 一 
Pl CF REIR CT), 48 TICU. 
显然 , 可 料 时 为 可 及 时 . 
.4.5 定理 设 罗 为 一 停 时 ,0S。) 为 一 被 隐 控 制 的 宽 停 时 上 逢 
я. & 
(85.1) AKSAI = (108, 71) n [Иш 8,=TJYU P =0) - 


(Rl (S) 3E АГС, EART), MW ATOSO ] C7 7, 3E H Tana 
HE A, 

证 明 注意 有 Tim SQ«T, jk [lim S,= T] = [im $,T]*€ 
Fr Am ALED] EF r, A Ra = 5а, ums An, WER 处 处 
ПУНА R, EORIO, KHEM 4.29, Буре. 但 我 们 
有 laren EAU [О]. &x Taren 为 可 及 时 ， 

4.86 定理 1) W S, TEHE, MSAT, SYT и EN. 


| 85 可 及 时 和 可 及 过 程 , 拟 左 连续 0- 域 族 as 

3) 设 (7) 是 可 及 时 的 单调 序列 , T- lim Р, Ж (ТЫВ 
5j, W] T Za np ЖН]; A СТ) AEE BEI AU, 则 工 亦 为 可 及 时 . 

证 明 1), 2) RR, WEE 3), 在 增 序列 情形 ， 由 定理 4.35, 
ri 六 可 及 时 , 9435.1), | 
АСТОР П 720], 

АХ LT aro] UJ [Ты], DAT Vannes 为 可 及 时 . RE, Tacna 
Аат 为 可 及 时 ， 在 尾 定 降序 列 情形 ， 我 们 有 ПС ГР], 
ЖТ 2 B| EM. 

ЖҮЛ, Tular {ИЙЕ 4.19, 定义 可 及 o- 域 . 

4.97 X FAIRE, h 15, l: 686.5) 
R, xa EERE 5- 域 ， 叫 做 可 及 - 域 ， 关 于 可 及 o- 域 可 测 的 过 
fà, ni uj БЕДА. 

US A Raf, Md S] 15, ee 105, eet 为 可 及 集 . 

E 如 果 在 定理 4.20, 4.21, 4.83 rp, FEP Ан КЖЕ Яр 8 АЈ 
停 时 ,用 可 及 过 程 代 替 那 里 的 可 选 过 程 , 定 理 的 绪论 仍 成 立 ， 其 证 
明 客 全 类 亿 . 

下 一 定名 建立 了 可 及 时 与 可 料 时 ， 可 及 过 程 与 可 料 过 程 之 问 
Hy E | 

4.38 定理 1) 设 X 为 一 可 及 过 程 ， 则 为 要 Х 为 可 料 过 程 ， 
必须 有 旦 只 项 对 一 切 可 料 时 T, A ri тс AL p ир. 

2) 设 请 为 一 可 及 时 , RISE S 为 可 料 时 , 必须 且 只 需 对 一 切 
и 7. SeT] C Ут, 

证 明 1) 必要 性 由 定理 4.26 135] 往 证 充分 性 ， 根 据 定义 
4.97 下 面前 注 ， 存 在 一 可 料 过 程 工 ， 使 得 集合 [ 王 关 了 为 一 歼 可 
及 时 图 的 并 .于 是 由 定义 4.84 及 定理 4.88, 存在 一 列 可 料 时 (小 
Вв nz B$, Ж [S.] n [S,]=0, ЗА #Ү] С ТӘ. + 


是 我 们 有 
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X-IYVTM X snl io, n" T tg, 

其 中 A-NIST. НРА 为 可 料 集 , 故 ZL. 了 为 可 料 过 程 ， 另 一 
方面 , 每 个 总 ,为 可 有 笠 时 , SEE UE, X edince ЖЫ. s, 可 测 , 从 而 
Ха, еу" da AU EREE., Ж X Жир E, 

2) 必要 性 由 定理 4.31.20 28 38]. fERETE AE TE, 令 X = fa, 则 
X 为 可 及 过 程 ， 社 且 由 假设 , 对 一 处 可 和 料 时 Т, 

[= 全 < 之 00] = [S «Tl Г UP доо] € Z у 

“注意: 由 为 .多 ~ вй), Вр X riire = Јетәр 为 2 > uj. di 
D, X 为 可 料 过 程 , BD S DR REESE, 

439585 о- К (27 oic us, 5823 WEEE, 如 果 对 一 
ИБН Т, v re 

4.40 定理 1) AEF OMETE, DI ELR W F om F oag 
H — BJA AME AT ЖН]. 

2) ВС) ДАРЕТ, 则 对 一 切 停 时 序列 LZ,)， 有 
(40.1) Fyn, N s. 

证 明 1) DEE, BC o Mrt, WMA SZ... 4 
S 为 一 可 及 时 , Ta, MRITA 71 EF r= Z r. H 
EM 4.88.2) 1, S 为 可 料 时 。 | 

充 务 性 , 设 学 =- 一 多 。， 且 一 切 可 及 时 为 可 料 时 . Ta 
Ві, AEF r, W Tp ERI. BERG, T. 为 可 料 时 , Bx AEF g 
GEM 4.31.60), REH Fr= Fr, WF o MEER. 


2) 由 系 4.5.6), 我 人 有 2 т„= V Fo. WWE (40.1), KI 


ОТ.) 为 增 序列 & p— VT. B H= IT, <T], WHe 
Fus ФАС, ЖЕЕ АГЫН EVF in AnIPCVE 我 们 
有 


A[|H*— LJ КАП P= 7,) € mu 


=] 


$6 ЖЕЛАЕ BT 
由 于 T> 0, 且 在 整个 Q Lr, Ty 被 序列 (Tarn A) Br "t JE, m 
Ta HP RH. TEIBA F r, =F rn AMANE € Z @ C. y, 
=F rn BEM b, T-Tuydk H = H ñ [Ta =T], AWAM 
4,81.2)) | 

ATH —A(14 (1 Тҥ= T] € A у, 
但 恒 有 -多 rz-~ Fr CVF r, GET 4.4.10), Bk 
Añ H € VF ey, 


于 是 АЄє\/#х,. sg EN. 


86 石 连 在 极 适 应 过 程 
441 定理 05) си, 为 一 有 连 左 极 适应 过 程 ， 则 存在 一 列 
严格 正 停 时 (zw)， 使 得 
(41.1) {0 o0 :0-z£ oo, X (e) + X ,_(a)ycu [Т]. 
证 明 在 定理 4.19 的 证 明 中 , 令 ;一 子 , 往 证 
(41.3). {0 a) Oct оо, Xo) eX (oh c F, 
Ооо, | Х,(ш) — X (о) MWEE n20, 使 得 
TË (o) «t Th. (e), 
对 一 切 ЄТ? (0), TÉ, (ш) Г, 由 (19.1) 式 我 们 有 
0,00) – Хур бә) |<, |. Go) Хур (e) | < +. 
PEIX) — X, (о) | <. RRR, AUN T TIQ). GEH 


得 证 . | 
io BEBE 4.20, 我 们 可 以 进一步 艇 到 使 (机. 中 等 号 成 


М, 


BB 党 由 音 过 程 与 停 时 
4.40 ER Hoa- AE AREMA, MAR СХ) 可 
Ж, РАН НХ, Е Р. 
1) 存在 一 列 严 格 正 可 料 时 2,), 使 得 
{@, 9) :0<t нос, Хо) ө Ху. Q9) Д, 


ii) HEA БН T, X npa 2 F vo, 

证 明 必要 性 ， 设 (于 可 料 , 则 在 定理 和 .19 的 还 明 中 ， 可 归 
HEES TOÀ n m. ERKE, ETARE, 4 FSX 
Уо= Хо, hil 

А = 27, SIN Er уо gF |> e1 
U [| Xs Ems р X | 2>8]) 
为 可 料 集 ， ADB Тыз AE, HiT ca РАТА П 
(0, Tr :] EY UE, 从 而 Tuna 为 可 料 时 ， SK H041.2 $84 D. 
AK PF H) H yE BE 4.26 推 得 . . 

JEZREE. BRI i, ПУМ. 4 F= Yo— X. WYA 
为 可 料 过 程 ， 由 定理 4.88, TES) nas pem y O9 
图 两 两 不 相交 .我 们 有 

Х=ҮІ nr 十 之 Ху тд. 


| 由 于 Кт qr mi 为 т п] #, pd A dram Хр, т, сотр 
Хърт.) ғәр A EREE, Л X 为 可 料 过 程 . 
+ BARREN: WER DE, CX oou] Eum, 


S7 有 限 变 差 过 程 及 随机 Stieltjes 积分 


4.48 定义 —M Аден, 称 为 增 过 程 ， 如 果 它 的 所 有 轨道 
YR 上 的 非 负 有 限 值 、 右 连续 增 函 数 ， 两 个 增 过 程 之 差 称 为 有 限 
变 差 过 程 | 

显然 , 有限 变 差 过 程 为 右 连 左 极 过 程 , 从 而 适应 有 限 变 差 过 程 
为 可 选 过 程 ， 此 外 , 如 果 令 Z= Z GER), WI EP RUE SERERE 


67 和 有 限 变 差 过 程 及 随机 Stielijes 积分 89 
Жр Е T (O YB hz BU. 
Ж А Jy— R 322 ЛДЫ, (Gne П AE Ао = 0. 对 一 切 
CCP, 4 ДА, = AAi, XJ £= eo, RMA E ДА. = 0. 
Xj 8r oca, R. EEH BUE2E т 4.kt) 可 以 唯一 地 分 解 
А. А.(о) = AT (9) t AT (09) , EP Аб) Aa XE HEURE. BR 2E 25 函数 ， 
A (o) Jg Bh A ГЕЛЕ ЗЕ р 9, RT 


(43.1) Arw) = 2, ДА, (0), 
我 们 称 过 程 A 为 А WEERA, PA 为 4 的 纯 断 部 分 (或 跳 部 
у). 


UA Ка, 9$ 4 为 纯 断 的 , 如果 4° 0, 

F — E PE a TENA uy BOGESEREER 5H. 

4.44 EE БА (ЯНУ НЕ, пр) 有限 变 差 过 程 ， 则 
A" $R OA A 为 可 料 )， 此外， 存在 一 列 其 图 两 两 不 相交 的 严 
格 正 停 时 4 相应 地 ,可 料 时 ) OSa), 使 得 
(44.1) 4-M JAs Гаа, 


证 明 Ru AIE ИНЕ. 由 定理 4.42, 4.33 X0, 存在 一 列 
其 图 两 两 不 相 诡 的 严格 正 可 料 时 49， 使 得 
下 Do *0}с UIS]. 


(HEH 4.82 知 , 我 们 可 以 做 到 使 等 导 成 立 , IHx RECEN 由 
于 《483.1 中 级 数 绝对 收 化 ,从 而 与 被 求 和 各 项 的 次 序 无 关 , 于 是 有 
(44.1), 由 于 44 пуж, їй AAs. ЖЯ F s 可 测 , 从 而 由 定理 4.31 .8) 
Al, A? 为 可 料 过 程 . 
КЕ F1(49.J K (44.1), 我 们 有 
之 | 4А, | = > | ds, | Iusti. 


下 一 定理 是 前 一 定理 的 推论 ,有 时 是 有 用 的 . 
4.45 定理 БА ЕУ ОНЫ, пр) Е л Е М 
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程 ， 则 存在 一 列 严格 正 个 时 《下 应 地 , 可 料 时 ) (Т'„) (这里, T, 的 图 
一 般 并 非 两 两 不 相交 ), 及 一 列 实数 (Xs), 使 得 对 一 切 (CR, 有 
(45.1) >: [àn] tr, «0 20, 


(45.2) A= ЎА. т, 


TUR А ADERDUE, BE А, 可 取 为 正 实 数 ， 

证 明 由 ( 竹 .1), RA АЕ I] TÉ ERR E HH IE 
理 . 我 们 只 讨论 А 为 可 料 情 形 ， 即 S 为 严格 正 可 料 时 ,二 УЕА 
Jac EA m (C. AEM F a 可 浏 简单 函数 的 增 序 麟 ， 


使 得 iim &,—ё, ШЕ $1,-& 0, &—0, 于 是 ,存在 一 列 正 


KE On), 及 一 列 Fs- 可 测 集 Hn 使 得 E 一 MAR, Ф 
„= Sa, 
А = “У An Гот, 

4.46 зш 4 (AD285 JE HER, 可 料 ) 有 限 变 差 过 
ELA 4 的 变 差 过 程 В,— | ，，|9.4,| 为 适应 (相应 地 ， 可 料 ) 增 过 
程 , 且 4 可 类 为 两 个 适应 (相应 地 , 可 料 ) 增 过 程 之 差 

证 明 由 定理 4.44, 


|, tj |d A; | =E As) Tiset 


n= k 


于 是 左边 第 一 个 过 程 为 适应 (相应 地 , 可 料 ) 增 过 程 , 第 二 个 过 程 为 
”适应 连续 增 过 程 (从 而 可 料 ), 它们 的 和 p,- | — |a4,| 为 适应 ( 相 
应 地 , 可 料 ) 增 过 程 ， 令 

A- BTA J- 


| IBAs] =lim D |A, — LL 





B— A 
5 


$7 ”有限 变 差 过 程 及 随机 Stiltje 积分 ө! 
则 А, A 为 适应 (相应 地 , 可 料 ) 增 过 程 , Н A= A A 
ЛУШ ПЕ UI MUROS ИЛЕ ЖЕДЕ ВЫЙ 的 Stieltjes TH 
分 :这 里 应 理解 六 Lebesgue-Stieltjes $14). | 
4.47 жи ik UIO 为 一 可 湖 过 程 ,CA 为 一 有 限 变 差 计 程 , 
Ш — осо, 对 一 切 46 Н, Lebesgue-Stieltjes 积分 


|, Hao) dA б) 


存在 且 有 穷 ( 即 | 18,00) аА, Co) | 9), ЖИП EE RF A 
可 积 ， 这 时 , 令 
B(e)- | Н(о)ад„(ш), ER, 


JU (Bo 3 t BERUR, FR CBO 59 H XT А КЕЛ, Stieltjes 积分 
(X dE Sun Stialtjes £14, 记 为 H. A), 
4.48 定理 ОН уун —nT 3 B, (А) Ж— 11 PRAE 3E SER, 
HE. H 关于 Anm, 
1) 如 果 ( 五 为 循序 的 . Н. А, 为 适应 的 , 则 Н.А 为 适应 的 . 
2) WRO тарі, H (AO Жузу ж}, 则 Н.А 为 可 料 的 . 
证 明 ”首先 , EHBGECAO 为 增 过 程 ， 于 是 ,容易 由 单调 类 定 


理 证 明 :对 任何 使 得 | ГН, 144。} coo 的 可 测 过 程 H, 


H ,dA, 


10, ool 
为 F 可 测 . ЕН Jt, ТЕО, .多 EF E HIwn RE А*, 并 刻 推 得 і), 
为 证 2), ЭУЕ ААРА. 
А; = А5 +> d As d ua, 


Kr (2) 95 E LEE EE ICE 4.44), TA 
|. t] HdA, "fus Had; +2; Hag, dA T ios cn, 
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由 蕊 ， 右 边 第 一 个 过 程 为 适应 连续 过 程 , 从 而 为 机 料 过 程 , 右边 第 
二 个 过 程 显然 为 可 料 过 程 ( 因 H "npe. Medie 为 Za 可 测 ， 
故 由 和 定理 4.31.8), Ha, dAs Fus, s 为 可 料 过 程 )，2) 得 证 . 


8 与 增 过 程 联 系 的 时 变 

4.89 EX 设 (4 为 一 运 应 增 过 程 4 这 里 允许 过 程 取 十 oo 
4D. & 

C,—inf(s: Az), 
ЖАПЕ (CO 53 МЕ CAD EC ЖАНЕ АЕ. 

4.00 定理 БОО ЫЕ Pr Hed 8 CA 联系 的 时 变 ， 则 对 一 
EUER, GAOR, in CADO REL, QUSE — 01 $20, 
O- ACF oa RRT. 

证 明 3230, 我 们 有 

[C;« s] C-l A,> 2] C [C ,=<a1, 


于 是 有 | | 
[б,<в] =U| Ci<s 一 二 | cUL >t] 
cUl oss- ]— [C s], 
从 而 [<s] =L ЈА, 71] EF,. 
这 表明 C, 为 《多 门 宽 停 时 . 


现 假定 (4#) 可 料 ， 设 К>0, 则 O, _—inf[s: AQmÁ], 2 
H = ((s, o) Aso) 2. 
H+[O,-1c H, 10, 1- НПО, О, 1, BO, = lim быз Ж 


CF RUBER, ПО, C, Пара, МТС, Пун, 于 是 O 
ыт Жн. 
4.51 定 理 假定 (多 0) 右 连 续 ， 设 (O) 3 iyi СА, 


联系 的 时 变 , XH — UI tC F... 令 
оў, — un Vau. 





C 
P 


$8 与 丧 过 程 联系 的 时 变 93 
bs 2..2, For Fa, VES H-E, MOs DICT 5) 
停 时 , Н F ec Ye Ih Ca- 302,9 НЫ]. 3 uR, Au 
(S) FI. 
证 明 对 每 个 % 之 1, 令 


"MR ON: 
S > On dE PES 十 4 +оо) аъ) з 
Mp S SB, TLST LAS. AF 


[2 -I ge EJES: -Fos 
TH йы y 





[S = + °° | Є Ga = ey 
EX — 9 ucR., 


Сс cul LJ (| 








2 In 0, < ) 
y [5 = 4-96] Й [Cs u]) C. ц, 


这 表明 О (FSB. HUP Osm (Os, $k Ca CP y НЧ, IG 
外 , ш Ж 4.5.4), 对 一 切 有 


ве па. [sm E ]ne, 
= [5% | П ГС =C x] D ox 
= | 5% -- E П [Ca -C zx] (1-7 ges 


-[go-. A Ine, 
从 而 有 um ous, EX 
а = а = ( 1 оны =o, 
5 Jr, —9jucPR., ER, A 
[4,71] C [Cru] C LAS. 
T EGO 120 BI) 
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A or O21 jene, у < 


col aoi T] = nua. 
从 而 
[А>] =\ J[O, 1 S EF am Pa 
这 表明 Aug (Z) Ы. 于 是 我 们 有 
[Os. «u] = [S « A4] ESY = Fo m P 
这 表明 Os- OS CET BEST. 


$9 о АЕ ЈЕ 
4.52 Em ü T (DB, 5 
SFr ER), -= Fo, 
1) ESAF OBB, HL SAT Ж Sim A CFTE 
2) i S A C DEB, MJ Seer HCF) Ж РЬ]; 
8) XS ACA EFIE, Ш = sur = T aar 
4) BX AF DEE Gard, RED SESS, Ш XT Ж ХО, 
23 C9) 可 选 (相应 地 , 可 料 ) 过 程 ; 
B) Ж S Jg C7) Пр, W Secr A (9) 可 糙 时 。 
证 明 1) #5 AG oP ES, WAEN EER, 
SATSE € F s p C Pa 
[Sisi f] = EST] ñ [S 7] = [S £AT] EF nr= Fe 
SAT K Speen 0 С) РВУ, 
2) ESAF ORR, WAEI £CR., 
[8 a | = [S <T] n [S <t] = IS <t A T'] € auno 6, 
X Suen A CFO ВЈ. 
3) W S ACIER, WU] с um. M T, aC ua WI 
GCF N F s = mg, 
5j—7i Bl, АЄ Fa, ШСМ, 


19 о 95 
AD ISA T< C€, Z s r %, 
W АЄ аг, MAWA 
GCF s C Ig TC а, 
于 是 Fam Z a r= fanr, 
4) W X cars HEE S, V ARDC? oh, HS«FV. w 
X (rm Батур T aset eril terure] 


= Булл ж! cV ryan]. 
这 表明 X7 = T ы, Viren - H 1), Guam JV ren 为 єй РЕН, Ж 
Хт 309.) пулте. TERRA ЯН GE Н 1.4) ET, ЖН 
CFOWEEHEX, X" 为 (9) 可 选 过 程 ， 此 外 , 由 于 
CX Fea m X7 — X, TL, =]; 

H T ACE, Хот 为 е P| W), A Хон, р С) n A 
过 程 , 从 而 ХЛ, МКЧ) 可 选 过程 

现 证 可 料 情 形 ， 令 二 一 Term HPS, У Aoh, H 
SSF, 17А 

XT 一 L Bas Viren . 

АК Ху.) ВЛЕ. ЖЬ, BF Ло Др 
AEF (= s), 
bti | | 


Y^ loti,» s. 
故 了 ?为 (多 可 料 过 程 ， 于 是 由 单调 类 定理 推 知 ， A F On 
PHIR X, AT ACO 可 料 过 程 .从 而 X Zoo a= AX — AX ri, ор BF 
ACS) 可 料 过 程 . 
D W S A COE < X =le MAT enn H 4), 
AT RCD 可 料 过 程 ， 由 于 Suen С) ЕЧ, TC Deer 0 С) 
и] Ж. 


1) Alm, ri 2p С) EEn., 





第 Hn = 
жо жз К № 


在 本 章 ， 前 四 节 的 讨论 出 发 点 是 一 个 基本 概率 空间 (0@,， Z, 
Р), К-Ж ЕНА F" BJ f o- BROF Dien, 《当然 还 包括 给 定 的 
Fi R1). 这 就 是 说 ， 与 第 四 章 的 唯一 区 别 ， 是 在 可 调 空 间 
(Q, 史 ) 上 引入 了 一 个 概率 测度 P. 但 在 其 余 各 节 ， 一 般 我 们 都 
f& xe dE A BOSE SE INODO, F, PEER, 3F H SEK -MR F Ма. 
WW E ERF DU, ЖоК 多。- 包含 多 中 一 切 P- 零 概 集 ， 有 时 
还 进一步 要 求 (多 0) 右 连 续 , 这 时 , ЖИПЕК (ОУ ШОШ ЭЛЕ. 


51 # Umm 

在 本 节 及 下 三 节 中 ,我 们 令 (Q. 279, P) 为 一 概率 空间 ， 
(ев, A KERK V HT, Fi- ROLE. 
我 们 沿用 第 四 章 的 财富 及 记号 ， 

D.ls|i Sr 为 一族 宽 停 时 , RE ЕЛДЕ. 

i) 0€Z; eo € Y 

i S, T€ Y=, TE SV TE y. 

iu) #, ТЄ УЭ т 

iv) AG) А У ЖЖ ДҮЙ М5), Ф S= Н S,, WJ 

Sc. 

5 = 415, T[:S«T, S, TC y), € AMERY Ы 

闭 €. 所 得 的 集 台 蓝 ， 则 名 为 民 x 吕 上 的 一 个 域 ， 此 外 ,对 企 何 
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BC, 令 Ds JEA ВАЖНЕ OLX 1.37), WRIA [Paic 
В, FEAE- WRIT CY, 使 得 人 = Dras., 

证 明 РКЫ, 1), 6 是 一 个 域 . 

WE o CQ, Bie) = t€, G, o) € B) JE Fix 中 对 右 极限 
Bgm, wA ID, —B ^ 

„э -= {5 = ЖО Sx D. 
Wi пр pie ESI. 故 由 定理 1,2,8, 存在 A EXT, 
使 得 
T = esa. sup ЭЁ, 

ЯЛЕ T- Das. W ВУ; € IS F БЕУ, 使 得 B-[ \В„, 

令 
Ca = B, ПІ, со, 
则 OD 为 E ROG Т BESI, ELT 
Ca ВПР, со] = В, 
i 6-=[5, T[€ %, WERI), Do- Sua € Y. 3X HR Do H 
т 的 万 各， 于 是 ， 1 Ch © Е (Сав U Cun, 其 中 Ca C o (G= 1, 
à, ty Th), yin Phe, = A Don C УС RIF й)), H D. >T. J HT 
O,—B, kk Do «Ds В D, C€. MAT EARE E B8 ye, 
БЕ] — 5] n, 必须 月 D. = T a.s.. 最 后 , НРО, |CO, #171а.в. 
含 于 门 05, = В pt, АТ Te Das., {НЕШ T< D, WA 
T = Dpa.s., 

下 面 两 个 定理 统称 为 截 晶 定理， 它们 是 随机 过 程 一 艘 理论 中 
URERA. | 

5.2; БАЖ (НУН, 本 及 集 )， 则 对 尾 给 s> 0, 


1) iE B a.s. BU S ЖЕ sI E G wE [T ое], ЖЯ (T QU, e) € B, 


88 М #2 мл 
存在 停 时 (相应 地 , SD END T, 使 得 

i» [T| 4; 

ii) РО <o) I? (m (A) ) — е, 
RE лд) AEQ EHRE, 

证 明 ”只 对 可 选集 情形 征明 ， 可 及 集 情形 证 明 完 全 相同 ， 令 
ЖЫ РЕН ЖЖ, Ш 7 EIE S R 5.1 ВАЕ. 采用 引 理 5.1 的 
10209, BEM 4.191009) —0, 依 假定 , Acr E), Ж Pi ut Ж 
i.4, E #— ВЄ €, (E18 BC A, E P(B) >P rA) — 8, 
LHA 5.1, AAE SEN, ШИ S— Dons, 4 

L= (e: (S ie), o) C В}, 
Wl aS) lu =I, РСС 4.14). Щр [D lC B. тй 
P(LU [S= 上 co]) =1, 2 T —8,, ШИТ рв, [P] S BCA, B 
T= 5 = Dsa.8., EUH 
POP oo) =P (Dr <00) =F (a (B) >P Gr (A)) — a, 
定理 证 毕 . 

Š.3 定理 设 半 是 可 料 集 ， 则 对 任 给 8 汪 >0,， 存在 可 料 时 7， 
使 得 

1) [7IcA, 

i) P(T eoo) Fim (A) e, 

证 明 A 为 可 料 时 全 体 ， 证 明 与 定理 5.2 完全 相同 , 只 是 
要 注意 , 这 里 L C Z a GE B 4.26), 故 5 为 可 料 时 (定理 4.31.7)). 

бау 民 ; x 日 的 一 于 集 二 叫 数 不 足 道 集 (关于 概率 测度 
P), 如 果 AEO LRRD т C) А PEERS RER m G0) EF”, 
IK z(y Є.2, хш УЫ S ETFO. 一 过 程 X 
叫做 不 足 道 过 程 , 如 果 集 合 {tt o): X (о) ОРИ fi, 

令 ( 革 HD ，( 了 DD 为 两 个 过 程 ， 称 X 与 了 民 - 无 区 别 ( 记 为 X = 
Y), HL AU, ө): Xi (a) AF 为 展 -不足 道 集 ( 参 着 定义 
3.6) Ж X AXCE Y GU X XY), WEG, о): Xioy-Y (o) 


wk Fe x A 
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为 PP- 不 足 道 集 . 今后 , 在 确定 的 对 程 类 中 , 如 在 可 选 过 程 或 可 料 过 
程 类 中 ， 我 们 将 两 个 无 区 别 过 程 视 为 同一 个 过 程 ， 谈 及 “唯一 性 ” 
时 ,是 不 计 无 区 草 过 程 之 间 的 差别 的 . 

玉 面 我 们 给 出 截 11 定 理 在 过程 理论 中 的 一 些 初 步 应 用 ， 为 手 
X571 88, Пн БЕН АЧАА ЈЕ. | 

5.5 定理 E X= (X), Ү= (У) DB пй GB FV HB, ul 
料 ) 过 程 , ПЗЕ АРАЗ ЭБЕН] GHD HE, RDEHNOT, RIA X < 
Fras., ШЕ X AKT Y. 

证 明 只 讨论 可 选 过 程 情形 .我 们 采用 反 证 法 ， 设 = 一世 
о): Xi(o) >Y (ою) HAE ЛОВ. щт ARER, ЖШН ЕШ 
5.2, AEH S. {ШАШӘДС А, H P0So0)70, BUR ОРО, 
WB P (S<CY>0 A T=&S AC, 则 了 了 为 有 界 停 时 , ТЕГУ < C) 
二 ,有福 1 二 Yr, 这 与 盘 定 矛盾, 于 是 А 必须 为 不 足 道 集 . WEL, 
X«Y, | 

5.6 系 X=( X), Y=) 为 两 个 可 选 (相应 地 ， 可 料 》 
HE. 如 果 对 每 个 有 界 停 时 相应 地 ， 可 多时 ) Т, SE dA Ce 
—Y.a.s., W) X EY ARJ. 

Ж 该 系 表明 , TE GEM, 可 料 } 过 程 的 几乎 所 有 轨道 , 被 
过 程 在 全 体 有 界 停 时 《相应 地 , 可 料 时 ) At a. з. 确定 的 取 值 唯一 央 
E, 

下 一 定理 在 实际 应 用 中 , 有 时 比 定理 5.5 更 有 效 . 

5.7 定理 Wt X — (XO, Y= QOO Bir RE XEGBUS B, 可 料 ) 
过 程 ， 和 使 得 对 一 切 停 时 (机 应 业 , RDEEIBED T, Хосор E Y rft 
可 积 , Н E(X rl mea SEY gu, WX ЖАТР У. 

证 明 只 讨论 可 选 过 程 情 形 、 假定 集合 A= (G, o): Xi) 
—Y.o)HkJET E 8 E. 由 定理 号 .3， 存 在 停 时 T, 使 得 [ТС a, 
H P(P<<ooy>0, IN Е(Х ут. л) >E riire 这 与 定理 
BETE, кк A 为 不 足 道 集 , В AX RATE. 
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5.8 系 在 在 定 理 t 述 中 ， E(X eI үте) = (КГ wu), Lu 
X E Y ix. 

Ж ”在 定理 5.7 及 系 5.8 F, dini HOEGECGR Л ИЕ ZAMR 
《相应 地 ,可 料 时 ) 是 不 够 的 ， 

下 面 , 我 们 应 用 截 口 定理 ,证 明 一 个 有 趣 的 结果 . 

6 9 定理 设 上 为 一 宽 停 对 ， 令 Acis, оо] 为 一 可 选集 ( 相 
(£€R,: G о) CARRERS, 则 存在 停 时 (相应 地 , 可 料 时 ) 的 降 
序列 (5,)， 使 得 每 个 S, BRAST А tP, А lim S, = a.s., 

证 明 只 证 4 为 可 料 情形 ,可 选 铺 形 前 证 明 完 全 类 似 ， 可 料 
f A= À n 18, S--L E Q ЕҢ Ж ES coc), 故 由 定理 5.8, 
XH; z, (aen Bg U. OAc, B. 


P (S< оо) =P (m CAS)) «PO, оо) + 





1 | 
2°" 


Б.к, ЯЕ 00, соо] E, ti 8<0„<8+-—, {ЭК 


| A mic 01044. 


令 8,= Us, 于 是 (S。) 为 降序 弄 , 每 个 S, АТ 4 中 , H 


lim S, = Š a.S., 


82 JERK a. в. 可 预报 性 
5.10 定义 BT X-- 07D, СР) A CF ИРЕШ 
ЕЖ), HI — EJ т, TE Tam, @& A О 8 Г, ЗАРЕ) 
CI.) Æ A pas. ФИТ Т, PE An [T> 01 E, XE 4 n, oH 
Tas, Blim T,=T as. XE£ E as 预报 МЖК а.з. Ий 


JE T. 
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— (FD W PEP T ie a.s. ARG, НОТЕ CFDA 
BEES F Pl WET aa HIRT, 

RITKE: — Wu 3p] а.а. 可 预报 的 ， 为 此 首先 证 朋 一 
5| 88. 

6.11 引 理 令 和 为 as 可 预报 宽 停 时 全 体 ， 则 区 具有 如 下 
ЛАУ Л. 

i 0€ Y, +оо Z, 

i) 85, TEY HH ДТ, SVTEY 

Bi) Z 中 元 素 上 升 列 的 极限 属于 Y. 

iv) 中 元 素 尾 定 下 降 列 的 极限 属于 x 

v) RESES, T A-At, HT =S aa, B| Tc, 

vi) ©, TE rS sI Er, 

证 明 11 显然 ， 

H) EBHGÓUCOSQGH CE) a as. TR S m T, W SATOM 
(S. VT. 4r а.в. BRE S AT BIS VIT. 

ii) AEQUO Y WX LJ JL, ВТ =й Ta 设 (бу) кыз: 
a,s. Hid Ta 5 
By = r z бз V бүк. | 

Wi 9, ыта. s. 预报 人. 

iv) EE.) 73g £ R zo Ж Fe £P BE Я, B = lim T, 设 
(бы ко а.в. MR Т, 0 dle, y) = le*—e| (z, gc RO, d E 
К, E Spm hh iF RU ЕВ RAE S. 必要 时 对 足 标 此 取 子 序列 , 不 
yi UI -—- 9 n REI 

FOIS, u, T.) 27] p «arem 

4 B, inf Bug 则 心心 为 一 宽 储 时 的 上 升 列 , 且 对 一 切 ST, 
ЖЕТ >E, R J > 7,20, МТ J E, 43 S, < Т „а. з. 
[Lu Т) у RE А, EE [720]. E, H — p 51 57а. 8., 5 
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S ~lim By, 则 我 们 有 
Р([4(8, T) >2 <P(aS, TY» 27) 
«PU 1806, T y> 2-1) ) 


< > PCId(S, uy, 7,)2 27) «2-*. 
于 是 . 
P ([d(8, T)>0))=P( Ü (6, T)>2*]) 
«Y 2-* s. 


к= 


ЭНЕ S =T as., ў (5,)а.8. MRT, Bp Tcv. 

v) 设 宽 停 时 序列 wa.a. MIR S, WEF] (S.A T) а.в, 预报 
T Tre 

vi) 说 宽 停 时 序列 (9 I CP) ДЕН а.в. 预报 及 2 T. bi 

Us = А Та» сту, 
Wr EH] m, Ua 为 一 宽 售 时 的 上 升 列 ， 且 а.з. PR Жр: 
时 U” = aarne”, WEU CX, 显然 , Um EREE РЕЯ, HE 
Hiv), Rog 8 U JR T У, 但 是 sm 一 Ua.g.， IH v), 
Deen € Y, 

5.12 定理 — Ui C7 DAPR а.з. 可 预报 的 . 

证 明 51815.10, 5 77 为 aa ARACHAR 
Pk, 并 沿用 引 理 8.1 记号 、 由 系 和 .30 д, @со(Ф). 

设置 为 一 可 料 时 , M) e 2, I&[T] C a (€). 读书 容易 由 定 
理 5.3 的 证 明 看 出 , o( 作 ) 中 的 集合 的 截 口 定 理 也 成 立 ( 本 这 时 
Si—iSas., ЖН У Е У), 5.67), TE, HEH s>>0， 存 
ЗСУ ЕСТ, H РО6 оо) >P соо) ~ а, 4 

T АА S*, n>, 


1) BUPDSSOTe]UDITILO]NOY ux. BS ES Fr, 因此 ;即使 号 是 停 时 ， 
世 只 能 怀 证 Um REPERI, 


82 可 料 时 的 a, в. 可 预报 性 703 
我 们 有 有 ТЄ = CP os з 是 尾 定 前 降序 列 ， 且 tim = T a.s., 4 
H ЖШН Йй k v) Te y. [ШТ Мав. 可 预报 的 . 

5.18 定理 ik T0 为 一 可 料 时 ， 令 Ac[O, T[ 3 — 8p 3E 
集 ( 相 应 地 ,可 料 集 )， 使 得 对 几乎 记 有 amE соо], T (2) 为 符合 
Alo = Cn i: G, oy C AY BARRI K, WU ZZ ue Т de d hg Br nd 
OE, np RS РЕЖ» T, Bf 48 У T, BJ Ë] a.s. Дор À 
Ф, В Шъ 7, - fa. 8.. 

证 明 ИЕ A An ШЕ. GXtO50 OB as. BB T ЧЁ 
时 列 ， 对 每 个 %， 可 料 集 АТ АПР, PIER КЕ аз. е 
А7 оо], НИ 5.3, 对 每 个 %, 存在 可 料 时 С, i48 [U.C 
АТ, R. | 

PCT coo) <P (ж(АТ)) «P (U, оо) +. 
HF lim У, = Та.8., d lim inf U,—T a.8., 
对 每 个 %， MK—U ERI, 5 | 
Барт inf Us, S,=inf BS,» = lim в. 


H ма К-К 


Ж (S, а) воа 为 可 料 时 的 下 降 列 ， 往 证 (Su 是 as. 尾 定 的 、 设 
w € [Us m 1, 则 对 一 切 有 > S, (o) =o0， 设 


wef Ù) tU <ое] Jn (A 077) Clim Р, T), 
如 存在 men, teo €[Us oo], В. 3121, Ро) To), 


WIE Tim Vis) = T (o), үң P. Uso) «T (2), B {ЕЕ ө» те 


一 加， ii 24 k == Es Е, 有 Ue) F (7, > Un 0), з НҢ, 当 
E> ko Eb, ЖЯ 5„у о) = Sh ь, (о). BSar ar ЖЖ МЕН]. Е 


ER P(A <T) N Сна V;-T))- 1. ERRER (Ө. ьа 
Jé as. Е. Ф 


1O4 GE o ГЕ 


А,, k =f EN k =Ë, 01, 


В. x= Об) а AT, 
则 А, к. s. CB 4.81, 2)), В.к Tg n] ЖЕН], (E, ааз 2 В 
定 下 降 列 (注意 l. СА), WALTER Е, = lim Р.к A E 
CEM 4.81.1), Н А, - 5, 2.8. 5 

Р R V RaW e N Bpa 
A TO 3 EF], Т, Б, = 5„а.а., M 


lim T,= lim &, -- lim inf U 4 =T a.d., 


最 后 ， 由 于 每 个 S. BEATA, Hne Æ as. EE, 
故 其 极限 бл а.з. P А, М ТИ а. s. y A 
Р. 

5.14 ° 设 U 为 一 可 料 时 , 则 存在 可 料 时 的 上 升 列 (D,)， 使 
得 (U,) а.а. 预报 UU， 此 外 我 们 可 雇 进 一 步 蛋 求 每 个 UU,a.s. 取 二 
进位 有 理 数 信 ， 

证 明 ”在 定理 5.18 H, 9 P=U v- А=[0, TIN ЫШ, 
其 中 一 y F 中 二 进 应 有 理 数 全 体 ， 出 天 在 被 了 控制 的 as. 在 
K 中 取 值 的 可 料 时 的 增 序列 (Z,)， 使 得 T= lim Taas B fE 
оо] E, XE — Jl n, Ж T, Tas, Ф 

U,= Р, МО mwen А 25. 


W QU, уаз. 在 上 中 取 值 的 可 料 时 的 增 序列 ， 且 (Us) а.э. 了 现 报 
U. 


53 аз. sJ и] 75у AB 


5.10 ХУ ST ALFDE, XR Ty ass. up RE (О 
px ST np RHOD, WERTE |] БН ОТ), dd IT] a.s. 含 于 
1) EG DE. Mi аз. 可 及 时 为 可 及 时 《 见 下 一 节 定 理 5.,27.3))， 


$3 а.в, 可 政 了 时 与 绝 趟 可 及 上 时 T105' 
LE 中 , 或 者 等 价 地 ， 
РОЈ, = 2706 4 оо]) =P ([T o), 


FT HARTER, АП Din ph 8, IF] n [S] 为 不 足 道 
Ж, 或 者 等 价 地 ， 
P [T ES-T20])-0. 

显然 ， 可 及 时 为 &.9. Вр, Eas. 可 及 又 钨 不 可 及 的 停 时 
as. 等 于 --oo. Жүнү} KJE а.з. 严格 正 的 ， 此 外 ， 与 a.8. 可 
ЖЕ (АДЕН, HEAR ih) а.з. 相等 的 停 时 为 a.s, 可 及 时 (相应 
BE, ЖКО ЫР). 

5.16 £8 HT 为 一 停 时 , 则 存在 АСГ <оо], AEF, 
使 得 全, 为 可 及 时 ， Te 为 绝 不 可 及 时 ， 这 样 的 集合 4 本质 上 是 
唯一 确定 的 . | . 

证 明 eh F1 ЕЛ9, T cool Ж E, Ж 
中 05,9 为 一 列 训 料 时 ，. 敌 显 然 对 集合 可 列 并 运算 封闭 , 故 由 定理 
L.23 的 广 ， 存 在 АС, 使 得 ， A--ess. sup. ARAH 7, 为 
可 及 时 , Te WART EUM. A 的 唯一 性 不 难 验证 

5.17 定理 Т уаз 可 及 时 ， SARAH — UJ] 48 
TRH S, # P [S = T< +ool) = 0. 

证 明 ДЖ ЕҢ, ДЕШ ЯЛЕ. ЖТ, 为 可 及 时 , Tus 为 绝 
不 可 及 人 时， WBR F (DP, = <os])= D, Ék а= ooa, CP 
JR P= P АТ, =Чуаз., as m Shi. 

下 一 定理 给 出 了 аз. 可 及 时 和 绝 不 可 及 时 的 直观 解释 . 

5.18 定理 ФТ у р, 我 们 用 .90 表示 被 下 控制 的 停 
BEERA SOME. S C0)», 我 们 令 

ALGS)] = (EYES T) П Clim 8, = T3) U [T =0). 


1) XT T Jj ss Г, ФН Е P (D) pIE 
KD, ez 1, 2, +, BHL AUD] - Qa.s., 
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2) 为 了 了 Au БН, DM ERRA — UGS.) ET), 
# ANSI UP = ос] ais, 

证 明 1) ЖЕ, WEM 4.395 KER 4.36.9) А, Т, aun 
Жр. WEB, T= amas, ЩТ A as. 可 及 时 ， 

必要 性 . YE [7.3 а.н. В nD С) uus 的 图 之 并 中 .对 每 
Л k>2, DO Je as. BUR T КЕ pf E РПС 5.14), 4 85 
= ТАТ, WSD ЄТ), FE EUR ET. - T^ Боо] c AG.) 18... 
TX 

[P< eos] = CI ET 2 T* ees] c UJ AEG) а.з. 


Гене 


4 В = тта AT, MGD ЄТ), НС = оо] Al. & 
有 |) АГС] - 0 a.s, 

2) 充分 性 , WES 是 一 可 料 时 , (S,) s a.s, Б ВЫ EST 
4j. & S,—S,AT, WO, C00, Hii 

[7 - Sato] TA SO] a.s., 

fa Ж R 8, АГ] C = ноо] as, ED Ug РС= 
十 co1) —0, Kak BH Т 为 绝 不 可 及 时 ， 

HEH, (З) ЄТ), Tana АН, ЖШШЕ Ж 
5.17, РС=, o025]) —0, 从 而 有 

А (51 [T —--co] as, 

£ RRHH, АЛАВ T GEI] ERE Л.Е 
的 , 而 а.в. 林政 时 是 a.s co 一 可 预报 的 ， 

5.19 定理 ”为 更 一 个 时 开 为 as 可 及 时 ， 必 须 上 且 只 需 存 在 
一 集合 AC. 7. МИН Aaa, БР, n EB, 

证 明 TAHEA. DEHER PB 5.18.1) 52.3, 


54 右 连 左 极 运 应 过 程 的 踏 
b.20 ЕШ 设 ( 划 为 一 右 连 左 极 适 应 过 程 , 则 让 在 一 列 严 办 
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EHTO а БУА ET: 
D (G, w): 0<š<ce, Xil = Х, ECU]. 


i) T, 或 为 可 料 时 , 或 为 绝 不 可 ERI, 

i) 4 n= m Rh, IPOD, 
RMA дай Pen ЕМ p С) A 33 25 CX ) BEBS TRI [RI PI 

证 明 HEM 4.41, ТРЕЕ ЈЕ РЕН (U,y, 使 得 条 件 D 
满足 ， 对 每 个 m% 由 定理 5.16， 存在 可 及 时 Us 及 绝 不 可 及 时 U+, 
使 得 

10.1= ПОО]. 
TE, НАЛИ EXC (4.87) 78 H3. YETE |P“ ЖЕ БЕН] C8.) 满足 条 
HEDA id), A М = (n:S, A ЖИЫ}, = (n: S, 为 笔 不 可 及 时 上 
令 Ti= ба, XY т> 2, 6 
Be Г\ LS 5], (€N) 


kc N. 


Tug 


B,- CC) US 82) n C CY 08551), CnEN;) 


T, == (Б) в, 
加 果 S. AP RRF, 出 B.C, JA IN T. жт] ЖШ; ШЖ S. ч 
不 可 及 时 ,网 B.C Ук, Th аА W ЖЫ. SR AR CT WS E ЗЕР i), 


H), iii), | 
Ë “和 若 在 条 件 说 中 将 可 料 时 收成 可 及 时 , 则 可 要 求 条 忻 让 中 
By SE HL vea. 


6.21 EX iR XN —HHGEZEBOENERURIS ATO 
B]. УСКО Й УВК), 如 果 在 [全 之 oo] 上, 有 Xo Xr 
as, РО сс, Xy Xo) РО 02), WAREN BI, 
An CX Bg ВЕ Og a.s. 可 及 时 ; ERCXO OH SURI Xe Bk, 
MEX) t] — 0L BEBSE Ж Ж ДК ЖЫ]. 

КРАЛ ну ЖЮ H ЖЕ БОЕ КУ PROS BUE XE SE АРРА, 
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b.22 定理 VECX 0 8 — ida XE TE TRO TER, 则 下 列 三 断言 等 
fT: 

1) (X. 492: t, 

2) МЕ n ERI T0, ÆT <o] E, # X >= Ху a.s., 

3) СТ, 1 — БАНТА РЕЛ, B T = lim Ta. 则 在 [T < оо] 
上 有 ша Жу„= Kras., 


证 明 3)2)HiX 5.14 AE 2092 нж 5.16 84 h. 4 
证 1)-22»02989). 
а W T'>0 为 一 可 料 时 , < 
= [T<] N LX c£ Xr]. 
ШТ» a IK E, Ts 为 绝 不 可 及 时 ， 于 是 有 
РВ) -POT,,2T-6])-0 
xx UE [T «ool b, Tf X X. a.s, 1152) HE. 
设 2) 成 立 ， 令 (zw) 为 停 时 的 增 序列 , E To lim T. Ф 
A- 2,7, 
MJ 77,70, B. CP n eri ^e АЗЕ Ta, Н yE BB 4.29, T'A 为 可 料 时 ， 
Bi 2), Æc ЕЖ Xr, Xr, аз, WE АП СР <o] 上 有 
Xr= X. a8. PEA А П 7 <оо] 上， 有 lim Хт, — Хта.в., 但 


在 AN [T coc] E, fU lim Xs, Xr, HT<] 上 ,有 


lim Ær, = Aras, 


Е - + 


于 是 2)=›8), | 
5.28ж BDA- HETRE, WAH (XJR 
AT EBE АН ELS TE 287 P n] j ТЇ, ELIT <oc] Е 
A r= X, 8.8. 
证 明 FER 5.22 中 10€32) ЕНН 00, 
下 一 定理 纵 则 了 适应 有 限 变 差 这 程 的 一 个 有 用 的 分 解 . 
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56.24 定理 — Vr ADI — i VU ER RE 2E SER, ЩА 8 RE — Ay RS 
A= А°+ AP p AT 
其 中 4° iki xh КУН БЫ ЛЕЛЕ ДЫ, AT 7 BUCO BT BE ur py 
ЖЯ, АИА ЖЕБЕ ШОТ ТЕ БУ Ж IR a 25 TE . 
证 明 AVAA R СА, ВЕКЕ РВУ), Ue № = dn: T, 
AAAH), Na = $n: Ta 为 绝 不 可 及 时 上 ， 念 
| Af У) 44 Lea 
АР 一 > dr Fra, 


则 由 定理 4.44, A- А-А-А" 为 满足 定理 要 求 的 一 个 分 解 . 
设 要 4 有 另 一 个 满足 要 求 的 分 解 : 4 一直 十 4 十 4 Ф B= 4% 
— А dat As 则 如 为 纯 断 适应 有 有限 变 差 过 程 V T> 0 为 
一 停 时 ， 由 定理 5.16, 存在 可 及 时 2 和 及 绝 不 可 及 时 于 ,使 得 
[F =T] UT] Æ ecw] E, B АВ, [= 444. — ЛАТ = 0 a.8., 
fg [T*«oo] E, 7H 4B. — AAT ДА =0а.в., Е <] Е 
AB,—0a.s.. BF (4B) 为 可 选 过 程 ( 这 里 约定 4Bo 一 0), H # 
5.8, (AB) Ej 0 过 程 无 区 别 , 即 (By 与 一 连续 过 程 无 区 别 .， 但 (Bi) 
为 纯 断 有 限 变 差 过 程 , 故 (B0) 与 0 过 程 无 区 别 , Bp An 与 A% 无 区 
1, A" 与 А# 无 区 列 ， 分 解 的 唯一 性 得 证 . 


55 完备 o- 域 族 及 通常 条 件 
| b.gb УУ 2 (Q, Z, PX — НЕ ЖЕ == [8], (F ieo, 
М-Ж ЕЛА 多 BJ о-ы, PR02056 ВЈ, MAF COAT 
一 切 .多 让 包含 .多 中 一 切 忆 - 零 概 集 ， 称 (多 满足 通 第 第 件 , 如 时 
【多 已 为 元 备 的 , EAA EH. 
5.296 定理 设 ( 史 世 汶 完备 的 , 则 一 切 右 连 续 不 足 道 过 程 为 可 
HHE”, 


І) E. Lenglart ЖЕЕ: Ф091) 286. METET ДЫН арар CR 
Sém. Prob. XIV), 


110 HIR 截 口 定理 及 应 用 
证 明 设 王 =( 开 为 一 右 连 续 不 足 道 过 程 ， 令 
X"— Хо У X en Гу, EHT n=l, 
k&=0 "n Яр n 3 
由 于 Хо-0а.я., X su е=баз., 从 而 X, JE X aH S S REB, 


MOX" ATERIA, Ф аә оо, 其 极限 X 亦 为 可 料 过 程 ， 

5.27 定理 14807.) SEEN. 

1) WS, TARD o, HT-Sas, WU. 5-7, 
Эт = Жу... 

2) WT ACF ) Н СНАУ Hh; 可 及 时 ， прв), S 为 一 非 负 
ЛУ, Н S= Tac, M S CT OB ОНИН 可 及 时 , 可 料 
BJ). 

3) —gJ (7.2.8. 可 及 时 为 本 及 时 ， 

4) 设 访 为 一 非 负 随机 变量 ， 则 为 要 S 是 一 停 时 《 相 庶 地 : 可 
АЫ, ERD, 必须 且 只 需 LS 是 可 选集 4 相应 好; 可 及 集 , 可 料 
集 ). 

证 明 1) 显然 . 

2) FURE ER, WETAH. HFS Tac. 1 
[S= T] EF.. MI Sison = Tin 2 Н] ВН, Ж вату 1 оо 
а. 9.， 于 是 Fw nm rt 为 右 连 续 不 足 道 过 程 , 赦 由 定 苦 5.26, Бу. 
为 可 料 时 , 从 而 S = B is-n МӘ gaT] 为 可 料 时 ， 

最 后 , ИТИМ. НРБ И, Н 5 = Тав., 5 5 
а.в. 本 及时， 由 定理 5.19, ## AC.75., W B A—QOas, Н 
З. АЛАВ; fH а= + oo0a.s., S4. Жун LR, AK S= S AS. S 
可 及 时 . 

3) 证 明 已 包含 在 2) 的 证 明之 中 ， | 

4) 只 需 证 充分 性 ， 只 证 可 料 情 形 , 其 余 情形 类 似 ， 设 [ST 是 
可 料 集 ， 由 截 口 定理 , 对 任 给 s>0， 存 在 可 料 时 了”， 使 得 [ТС 
[S], А PCIE op mPOSmo])—856. 4 
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1 1 

| S. = т? АА" 
Ж CS uis 为 可 料 时 的 尾 定 降序 列 , B lim S,= Sa.s.， 故 由 本 定理 


2), S Jg n RH, 

下 一 定理 表明 ; # C7 0 зс ЖЕЕ, 可 料 时 可 用 停 时 (甚至 
可 料 时 ) 指 上 升 列 完全 了 预报 . 

6.28 定理 ТЕГУ) ОТА. 令 已 为 一 可 料 时 ， 则 存在 只 
Ж БЕА Е ame SN EAA OS, , ERTA EU CIL E 
X, 4.28). 

ШЕ ФКЕЖ Р. = ЛГ e. ER 5.14 fru BH 
Ab p. 


А = [U >00] ni L] (U,- U])U [lim U,—U] 


n=] 


«(B men) 
则 PC4) -0, 4 
Urlo, ofA, 


Т,(о) =? SEAN [U= = e°], 


r: ac An Uc f b-0,1,2,- 





H] T, F K HH, Ta~ Unas. HOO 938 U, НАЕ 5.27.2), 
每 个 Т„ гї ЖЫН. 

注 1) UC OSEE, ИЖИ. 一 切 a.s, 可 预报 的 宽 停 时 
基 可 预报 宽 停 时 ， 四 此, 若 多 0o- 一 多 ot， 则 由 定理 4.29 知 , 一 切 
а.8. ^ temsase ael 

2) JEXE BH 5.13 ги, ЖЖ 0з, BERMEA: OM — UI 
wE [Tx оо], T (o) 73 Або) Ир РИ лд, 则 定理 的 结论 加强 为 : 每 个 
T, BES ACD. НЕШ A Е lim T, = T. 

作为 定理 日 .38 的 一 个 应 用 ， 我 们 得 到 完备 o PRE Au A: Ж 
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续 性 的 一 个 等 价 条 什 . 

5.29 定理 — UC ossi Gg. 则 下 列 三 断言 等 价 ; 

1) (2.00 А E ph. ВИГИН T, 3. 

2) Fan F o Е Ef Juj ЖН. 

D F= F.o, ЖАНЕ EBE БУР, A 

р N F rna 
这 里 天 一 1m T, 

证 明 ”在 定理 4. 和 4 中 已 证 巧合 2 及 二 一 和， 改 只 需 证 8) 
1), ET урн, РЕН ЕС), БСГ, ВОВ T. w 
HEE 4.4.11), 我 们 有 

F p Ху F n. 


故 由 8), Fr= Fr. MOF OMEA GEH. 
5.30 定理 1) БОРО E WA IE, MWR ЫШ 
HEF DIM, ~ 
2) 设 《 多 D 为 完备 的 ， 则 一 切 对 右 极限 封闭 的 短 序 集 的 初 条 
ALF Of. 
证 明 1) At A AFS, D. НАЯВЕ. “> 
A- dis, о): et, (8, o) E Al, 
刚 A,= Añ (0, [x Q), AC (RO x. BID xt] aC), 
Жү а(Л, A XE OQ БЕ, BTF -F 2: F P Së r, XH 
1.82 REM 1.36 知 , [D , <t] == GA) C.C ) = 5 , W 
[Ds EF = 
Алп Da APR. 
`2) 我 们 有 [DD =х(А,), 其 中 
A,= ((8, оо) :st, (з, w) € А}, 
+ Bj JA А 2 Z 3), W Dr~ Daa s, fx Ds 为 
вн. 
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5.31 定理 ” 没 ( 多 四 为 完备 的 ， 令 五 为 一 可 料 集 ， 如 果 初 通 
Dy HAAT H Op, Ш Dg AR RH, 

证 明 首先 由 定理 后.30 41, D; JS C OE PERI. mH xe SB 
4.18.35 4X1, ]D;. eel ЖЕ, FE [Prl] = HOO, Da] 为 可 
М. 0 Da прен, 

5.32 定理 ШОРО, MUE E ш ЛУУ AA 
(Z ,) пр, 

证 明 ”出 定理 5.26 知 ， 只 需 证 明天 与 一 右 连 续 可 选 过 程 无 
KL 为 此 , 上 只 需 证 明王 与 一 可 选 过 程 无 区 别 . 事实 上 , W Y у 
一 与 X pn n urb f, < 

у= (0: Fola) 0 R, E ЕЕ EJ, 
Wi (00) —1, Ж Oa, 为 停 时 . 2 Z= Y Tua, un WI Z AA P Sk uL 
ilm H Б X xx. 

给 定 ec, Zo 为 满足 如 下 条 件 的 停 时 5S 的 集合 存在 一 

可 选 过 程 YU, 1590 

(0, e): t€ [0, S(e)[, (60) Y (о) | ze) 
ARERR, Uu. ЧЕ ПД O€.20, JC ELE EE Hi, s 具有 如 
FEM: 

i) &, PEAS v ТЄ. оу. 

H) UOS, SZ ру ЕА, А) lim S.C. 

ii) Wu 56.2, TJ3X-— np, n T= Sas. MU TC. Z, 
PRHA 1.28, FETE, NE 下 = өва. sup. ШЕ T= 
十 co а.з., WE U 08 5 | 

A= (G, в): tT (o), | X (Go) — Xr ka) |e} 
УЕА, ШЕТ AI ARREA, WK Dg, 4 
YO SY DI + ея 


WU C, UzT,MU-Tas, 2—3HH, W Х т, P 


114 FEE ÉH EBE PHI 
ELU <со] EH T XU. ЕНДТ —U = coa.g., B o Е іш), 
+o €Z, 5 Xs= Ye JÚ X° 为 可 选 过 程 , 且 集 合 

(GE, e); X109) — XQ) | 278] 


IFES., ke~t, 5 
AT. L ы 
Y —liminf X", YY =Y 1,cw, 


ШУ Зат, Y Hj EKI. 定理 证 举 . 


6 oo 域 族 的 完备 化 与 通常 化 


6.83 定义 О, #9, P) — NE АК == [н], (Z 0) е 0-90, 为 
一 族 上 升 的 也" 的 子 o- 域 ， 令 多 为 多 ?关于 PP 的 完备 化 , 多 ， 
=o (F PUN 0640-08), HPNA E h PARERE E 
Ж. ЖС») HZA o- 域 族 , ЗИПЖС# DOS CA DISSE TC, ЖЕ 
Je RID Au GCR. о о, FaF o, YI GA W 
ЖОЕ Rp. ПЖ OCA DBNDS IG. 

容易 证 明 : C7 DEALS CMT) oed UAE — SN, ix H 
о 9-45. GCR), 09-079, 

在 干 面 几 个 定理 中 , 我 们 将 采用 定义 5.38 中 的 记号 

5.94 定理 1) i TOM CE OB, WEED AEN U, 使 
$$T-Uas. ЖУ, RIA | 

Firmal FLUA то UAN), 

2) ж X = (X FDT eng, WE (7 9) прам 
AY, EX UY Xs. 

证 明 1) 由 定理 4.11, 为 证 第 一 个 结论 , ЯП И ТЕ Ж HUE m 

T -al,F(4oI, aCR,, ACA, 
的 停 时 T. 对 这 种 停 时 , 令 BC. 2: B AAC. WU al, 
+ (+оо) 1 HF DRAH, EL T U a.s., 
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第 二 个 结论 是 第 一 个 结论 的 推论 ， 事 实 上 ,由 定理 6.27.1)， 
= „Ое (ЭО, Ку. 5—JiW, k LC By Lec. 
ЖС ELIEN, 然后 取 一 (多 站 宽 停 时 亚 , 使 得 
Г =1Т ан, “> 

= О 07 =осс]у\) IF —17< со], 

MEF, П МАС. ЖЖ L€Co(S 0.0.47). 

SU 情形 显然 . 

2) 设 X 为 形 如 fa 的 可 选 过 程 ,其 中 由 (Z ЫЫ, H 
D, ^U NC p, 880 = Tas, W Y= T, (С 9) 
Wi HY 5 ОХ Б). 然后 用 单调 类 定理 得 到 一般 情形 的 
结论 。 我 们 将 证 明细 节 留 给 读者 . 

6.85 定理 1) WT SO DH, WJ f 

S. rol FUA uL 

2) WT CE On СКС.) REND, WEAF D B] 
ЖИЧ S, ФЕЙ T-Sas, Н 2. col FL U^) -. V. 

3) ж X CEOn B UB OE BB (лр ЖЫЗ E), WEGE 
CFRE Y, Rf 5 Y ЖУ, 

证 明 1) 显然 

2) WC") X BUR R RES Toroa 的 (多) 停 时 列 GE M 5.28). 
对 每 个 %， 令 Rr KFL, BB Н" = Т" ан. (338 5.84), 4 
要 时 ， 月 R'V eV Bo FOE Б", RIEBER EERI, ЭИ R 
表示 其 极限 ， 令 Ar- [RR], W (A, TE, SCA TO РЕНИ D, 
= R. Am 是 上 升 的 , CU.) REREBUR T ERRU, B U>0, 由 定 
理 4.29, U N C7 Puj н], Bip Р(А„)=1, Ж U= R' Ana.s., 
U=R=T rnas.. Ж, 4 HEF, B HAUP— 0135 P-E 
BEAR CER L7 = 0] 6.7, 5, + | 

U A Ou, 

BJ S ACE Hn ELB, HT =S as. 
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BER 5.27.1) 及 本 定理 DE Fr — V. —o(7 LUN). 

8) TEH 5.94.20 [S UE PHA HL 

D.365px8 1) PT sC O Вр, MEEL OS E U, 
(i18 T =U a.s., 

2) хс они, WfriECTPIOnSDAEGOY, e 
Xx & Y cix 5. | | 

证 明 1) SU ALZO, BOB U = Tas, WT 含 于 
一 询 ( 多 可 料 时 (7 的 图 的 并 中 ， 对 每 个 ss 令 U, ЫШ CE PREISE 
时 【 即 (多 8) 可 料 时 )， 使 得 一 ra.s.， 则 有 [CCLJTIU a-s., 
BU 区 为 a.8， 【多 6 可 及 时 ， 于 是 由 定理 5.19, TAF уну E 
BU, idi = U aa. JAW U-Tas. 

2) 由 1) 及 单调 类 定理 推 得 . 

5.87 定理 设 ( 多 由 右 连 续 ， POF DEEE, MEF oR 
Ax. | 

证 明 BT AZOA gp MEEF D) nf BTS, du 
=a, kis, FI-A Wn 5.35.1 gd 5.34. 0, 
有 

Ja al FUA S= С.А) = (Zü U. = Za. 


再 出 定 理 5.27.1) JJ. —.7. =- 25-92. МС.) И Ze Ж 
a. 

下 一 年 理 是 定理 3.7 的 直接 揽 论 . 

5.88 定理 GEROX UR — C7 D ESROND, HILERA SUÉ S 
连续 , WC.) CO E). 


$7 F OH T ME 
ЕЖ, RIRE, F, P) зерт 38 = aj, CF) 
A 8 SER IT. 
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5 99 定理 Ж(ХЛ,Ы-—(7,) EOD, HILERA SOB Аз 
E, ST Apm, MR АТ (Ат) ALF ) LB GO, 

证 明 APEE АХ В Upu AE, TJECX 0 AA 
程 ( 定 理 5.32), Xer Jg Z, r np NJ (E B 4.14), JA T XM 
Ж, HW 2 ecR, Ossa, Xp Xšs= ( X.. a) 应 用 定理 3.22， 
我 们 有 

EX nr Fa] Seras BRE, =X nr). 
т ХС) БАС), 

Е Ar GF aim, ШО Rt S WE ZEE. JE НЕ НН, XT 
ACD БАЙ OR). 

F - E S ER S, 但 月 时 是 很 有 用 的 ， 

5.407718 M(X) A — C7 AM А WD, Ka A F 
RARI. x] — tJ EF R| T, АЛЛЕЕ Х.п, Н. 
EAr ARTT, СХ.) A Aa ПНЕ, (Х,) 
CF nf EGE, HU CX O BJ ILERA Yos AEE. 

ШАН ET AHN, АС, 我 们 有 
(40.1) | XrdP= [Ey] -f X. dP 


-ELY.] -| х.ар | х.ар. 
Е і 


ZT-tcR. MA X. S^. пр), МЕ (40.1) 4 

EX nl F p X, a.8., 
МТС) у Зе А. WR, (X Ope, W — 1922 
ph T, Ar 为 ' 多 了 可 测 , р (40.11489 

A-E[X.SI[..) a.a. 
SFAR CLX- | JJ HPS EE, Waa T, 由 定理 
3.21, ЗД Fo А) 

Y,-liX.l.*5! a.s. 
由 于 (YH 为 可 选 过 程 ( 定 理 5.82), MO PR X 5.0, X 5 V 3 É Hj, 
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ME CX o JLSEBUR VUE ESE, 

ЕЕ ADAF oiii, XOg—WHAGgp T, Xr 
аА ELE] imr T, ШУ X5—00Xn2)Qo1) mIBE 
理 知 , CX 00g 8e, HULSEBSETE SUB XE SE. 

下 一 年 理 旺 停止 生理 的 可 料 形式 ， 这 一 定理 是 下 一 晶 中 定 六 
过 程 的 可 料 投 影 的 基础 . 

5 dI EJE Bren 279— (7 0 LAGATA, BO, 其 几乎 
ЙИН BEA ЖЕ, 4 Хо -ELX... ], M|Xf— 9) np EE HIT X 
fr ULT, 

(41.1) — E[Xy|J, p «Xs. a.s. CHMA, =X r), 
这 里 Xp (о) = Xu. (o) 1E Q E a.s. Ж X. GE EE S .4 K 3.10), 
此 外 Ху. 为 可 积 的 ， 

证 明 2 S= Tio, S70, 8 为 可 料 时 ， 设 (Sw) 为 预报 
的 停 时 列 ( 定 理 8.28), 则 由 于 对 一 切 % 5.6, 故 由 定理 4.4.11》 
AI P в. =М Za. 下 面 为 叙述 方便 起 见 , ЗАТ ED h 
定理 3.21. 我 们 有 

E XM XS, &.8.. 
于 是 由 系 2.18, 得 
ELX. Fs] = lim ÉLX | 7 s] lim X, = Xs. að., 
КОШ AES 4.10.2) KER 1.21, 有 
E [X r] Í =Ë [X |Z s Ima 
= Хв Ima Ху quas. 
同 理 有 (注意 Tir 7 Өт) 

E Xe, ]Jma-8&IXe[. 7] Гороз Хото 8.9... 
+E E[r Fr] Sr. as., 

但 X r> 6101.27], ВАН (41.1). 此 外 , 由 定理 2.29 及 定 
gi 2.16 BAH, Ха. 可 积 , bz Ху. 亦 可 积 . 
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Ж 由 定 理 5.38 М 5.85.1), XE RRB o- JEU C7 2), 
定理 仍 成 立 ， 下 -定理 亦 如 此 . 
5.427718 БУВ, S.T 为 两 个 可 料 时 ， 则 
(42.1) EER Fa] Fr] EE F an] as.. 
ШАН 50,0 ЕЕ | LR REESE TEE, 则 我 们 次 
EIEE, Fa 1123] - LX. 12 3 
= ЕЕ s.n at T sari R. F r] 
= Г.Е [Ë [Sa т |. тә] :]4snXs- 
= Дязт [Xar] F r ] 4 Isa 
= i gan AX n t denA g- = AX gare 
= |82 LF garm] a8. 


_ 58 НТ ЗЕТЕ UM TE USE 
在 本 邯 ， 我 们 继续 假定 (人 2，: 多 ， 思 ) 为 一 完备 概率 空间 ， (2 O 
满足 通常 条 性 . 
在 下 一 引 理 中 , H ЖУК СУ, H PE SE, 
5.485180 设 ( 了 站 为 一 过 程 ， 如 果 对 性 给 s>0, CX 0g 
(Ж, OB Ful j, 90] CX O 23 C271 ДАН uy mi. 
ШВ 4 £CR,, X fE £y s>0, X, p ZZ, L, Rp, W X, J 
Z 0 Í НЩ, SP sU, 我 们 有 
X,—lim X, [os (3) + X uu, 


BOX 限于 [0, gq x 8 29 CIO, t]) x Rp, 即 下 XT CZ DOS 
ДАР? пр. | 

5.44 EE 1) ЫЛЕ, UUD ВОЛЕ ВЕТА 
为 可 料 集 ; L BU IB Xx Pr IRURE Gc 295 PY R. 

2) (Х,) у hh, 令 
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7 Ë # = 0, 
° llim sup-X, 170, 


8c 


H, = lm бпр X. i c Figy 
5 


WEO ATT EIR, (W O АЛЕ ВЕ Н ЛІРА +оо іН, 

证 明 1) 4 

Ao = sup(s:s«t, (s, w € D) (sup —0), 
Wi CAD ATE SE P SIT JH 4—0. Xi {E fif a CR.,., Aral A 
2 (0, 4) x i 可 测 集 Dia, ха) пото Ett E, KA Z, 
解析 集 ， 从 而 为 27, WR Z, 完备 ), FED AFE, 
其 而 为 可 料 过 程 . 令 开 为 工 的 左 极限 点 所 成 集合 , 我 们 有 
P= (G, 00D<ctc +o Awo =i}, 

e LL. BEL. | 

现 证 DKHA RH. 令 

Da —inf(s:sz1, (s, a) € LY, 
ШРОТ dp T D, АЛ ЕП, co rx Q ПА 
4B. WK D, 为 (多 四 停 时 ， 于 省 对 任 给 670, DAGTA F ira 
可 测 ， 令 
Yt —D.A(t-46, 
BID 3d (С ЕЕЕ СЕ ЕДЕ S S, 可 选 过 程 )， 令 L, 3 L 
的 右 极 限 点 所 成 集合 , 则 
a=, Drew) = tb = ((, o) t Ft (ay) = ñ. 

PK Ла (2 uo TATE, ЩТ eO 是 任意 的 , M BIS 5.45. I4 
33 C7 DIET Ж. | 

2) Жаєн,б<4<--со, e€ Q. XE U,Co6)2>a, VAER 
需 对 每 个 6220, £ E $E Llo) = (s: X.(0)7-a — HERRA, 
于 是 (G, 9): 0i + oo, Bite ak [ |] EA 为 可 料 集 ,这 里 无 
为 L, 的 堪 极限 点 所 成 集合 又 由 于 Do~0， 故 对 一 切 a CR, 


SE ет ИЛЕ ЫН ЕЛЕН, 121 
(t, о): U Со) гау uj Б, ЕШ (О) 为 可 料 过 程 , Tels np ub (IP) 


A8 P ЭЧ ЙЕ. | 
TE, RTEA HA DL MELA 3E Ж Н H BS SERE ТЕ 
yu sgg Wal. 


5.45 к (X, лр: ОНЛ, P| RPR), 0815 
у ЕЕГ ОНЛ АВ, RIED Т, Жулуп. 

1) Т-Н САНАУ Hh, uj 382 ED А BE pr 2) (Т), 
lim ELX r] FEA ое, Fi), ШОХ ВЛЕТАЕТ 
R, LARETEI воо, Tid. 

2) MER-A ABS Feng CB PESE, АРЕНЕ) BU HS HS 71 
(T), lim ELEn 在 在, W X. BSJLSP BUR SUR f€ 10, ool 上 左 极 


RFE. 
证 明 1) ẹ 
U,— lim inf X, F= lim sup X, 
+ st 


HRSA, (U), ОР) ЧАР СО, — lim sup( — X). 为 


证 D 0%, Fr iE $É ç ( (z, w): VeConY 0 Us4(0) EA E. ЗЕ 集 . 
我 们 采用 反 证 法 ， 候 十 该 集会 非 不 是 道 , 则 存在 丘 足 4<<5 的 一 对 
实数 (a 5), TET E TU, ш): U, (o) «cu, V (o) >b) ES E Ë 
Ж 5654 s B, W] S A, H F[S< +], 
A 
Ag ФС о): (е) -t«S (a) H1, (lw) ak. 
则 Ao Jg n yb fE (SH AV Hh, RE, EG Sl ЈР), BRA 
tildo = US « oo], XX Hl or Co) q Ao fE О ЕВЕ, ШАП ERE, 
存在 停 时 《相应 地 ,可 料 时 )So， 0119155] А4, E. 
P[So 一 co >{1— Lye (8 оо], 


2 
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A | @, 90:8 G2) «t (8 (в) +) ASole), 


X Go) >|, 
Wi] 44 АГЕ Е (НУШ, 可 料 集 }, Н z А) = [S <co], HB EX HE 
Bë 存在 个 时 {相应 地 , 可 料 时 )S1, EIES SCA, В. 
PIS, coc]  (1— 4 PIS «oe. 
他 
А-4 (t, o) :8 Go) <t<(8(o) EJAS), 
Xw) «al. 
P [8,9] » (1— =) AS eo]. 
依 此 类 推 , 我们 求 得 一 列 停 时 и, r HEB OO, 1 1% 
P[S 一 coj>(1- p as Jl [S оо], 
BEP, XELS — оо] E, S,= + <°; ТЕА oo] E, S;— S; i A (S 275, 
在 全 :二 so] 上 , 2 à PR (LUE. X I <a, щоб EE X >b. 
Jd R=sup S, MORAN, Ж 
B=) [S,< +00], 
通过 简单 计算 得 
P(B) -(1-3X) [8 < оо], 
由 于 在 B, E, 9 = 8; 18 = +оо] b, X —9MJ š 有 5; = 
ШОН lim R- R Sas. HON EEK, 使 得 PLS<N] 0, W 


PLRKN]LTO е R AN, TEX [beiero N] C В, 我 们 得 到 
X x, _ X g T un, <N] + Ky T къз) 
一 Pop 十 AX vins. 
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H -[R<N]=U[BR< NJ, ГВ] [R> N], 我 们 有 
lim infÉ[Xz,,] >b P [R--N] +Ë [X vlomil, 
lim sup E [X ra] SaP[R< N] FE EX riram]. 
这 表明 lim LX IPFE 这 与 定理 假设 矛盾 ， 了 得 证 。 
> 4 


U,=lim inf X, Fem lim sup X, t>0 
gr ai 


Sect gc 


7 


并 约定 U= Vo = 0, WAEN 5.44, (QUO, (VO 为 可 料 过 程 ， 与 
DAER, 我 们 采用 反 证 法 ， 假定 存在 满足 «<b 的 一 对 实数 
. (a, д), { R K {G о) Ulo ca, Fielo d A ED E 
HR, В РОС) ) 2620, 由 截 口 定 理 , FAA 272-0, 使 得 
ЖТ <о0] E, О<а<&<Ёт, ELP aoo] >e. 

令 Aó = ((t, 多) 
则 Ао 为 可 选集 (相应 地 , 可 料 集 ), E z C49) [T oo]. 于 是 由 截 
OEM, FEE САНАУ ЯЬ, SDÉHMO Бо, АС A. H. PUR 
«oo, T-oo]|vs, 

令 A= ((#, o): R (6) <1< (e), Alo 7 b), 
Mj lA 2 [R < co, Т<со] = [Ra <T'<cc], TERM RH E, 
存在 停 时 (相应 地 , GRED R, ILRES, H 

Р Гоо] рав, 

& А„={(1, о): В (о) «tT o), X (6 <a, 

则 在 在 停 时 (相应 地 , ИГ ЖН) Ra, LR: JCA Н. 
BIBT «o00]7 8, | 

依 此 类 推 , 我 们 得 到 一 列 上 升 个 时 (各 应 地 , 可 料 时 ) (BR), 4 
HGEmOR,WIPSD[E-o]zes, ЖЕДЕ В КИ М, ШИФРЕ 
N]>0. 57, R.A N. Ws DAEA, TuE lim ХД 
不 存在 .这 与 定理 假设 矛盾 .2) 得 证 , ° 
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0.46 ЖЕР AEZH 5.45 中 , 进一步 假定 存在 K> 0, 使 得 
对 一 切 有 界 停 对 《相应 地 , Яр Т, ë| Xr < K, uU 1) 892516 i 
«аЛ: X 的 几乎 所 有 轨道 在 如 ; 上 在 极限 存在 屿 有 穷 ; 2) 的 结论 
її у: X 的 儿 乎 所 有 轨道 在 ]0，cee[ ЕА Е ВНУ. 
证 明 ”我 们 采用 反 证 法 . dE 1H, А, BERE 
{@, а) :lim sup X (o) = Боо} 


RIEDER, 5 为 其 初 遇 , ИШ S 为 停 时 , Н.Р <оо] >00. H 
s>0, i P'[S<oo] >e, BR e EBR, 818 o e> 2F $ A= 
10, wo Ako е}, MW) ж(А)5[8<оо], MAROT, 存在 停 
P GHEHE, EHR, {E44 P [R< oc] >s, НЕ [В#<со] r8 
Arre ИНА ERR, WPR] е ТЕ RAN, 我 们 有 
ЕЦ: 11+Е0 11:21260) ЕЕК] 
= Акку] >са>2 К, 


这 与 定理 假设 矛盾 . 
E 2)'b, BERAU, а): co>t>0 Бш sup X, (9) = +оо} 


为 非 不 足 道 集 , H CURL 存在 可 料 时 8> 0, }Е PLS<co]>0, 
ВЖЕ 8 <оо] E, lim sup Х,(о) 一 十 oo， 类 似 于 上 面 的 证 明 ， 可 


£p SU. 

5.47 定理 (X) A-HA, 4 sup | X | < 十 cc， 
其 中 工 取 遍 有 界 停 时 ?>”. 如 果 对 一 切 有 界 停 时 的 路 序列 (0 CX 2.) 
为 一 致 可 积 , 月 有 Ша ELY] =EL п], W CX) 的 几乎 所 有 
Sul X es, 

ШЕВ ”由 定理 5. 和 8， 存在 00, tE P (OS =1, 是 对 一 切 o € 
20, Хосоо) fE Hy ТЖЕ TEXEHUBSI. 令 


rT m — .—ъ 


F- 





1) uc (ХО 中 有 界 ( 见 定义 3.27 ЭҢ), 





с 
p 
j 


-z "s M 


J 


Jl 1" 
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Y,(o) _ | AX + (оз), co € (Qo, 
0, t) & s, 
СРО J ESO Е, 从 而 为 可 选 过 程 ， 为 证 X LERNA 
SUB ЖЕ, 只 需 证 对 一 切 67-0, REIG, o): Xo Y Ко) 8} 
Rit, а): 《ol 扫 了 (ao 一 引 为 不 足 道 集 ， 我 们 采用 反 证 法 . 假 
下 其 中 之 一 :例如 第 一 个 集合 ) 为 非 不 足 道 集 , ДП RE B, 存在 停 
Hj S, { 1 P [S—< ee] >0, 8 16 <оо] F, # Xe9Yarse 4 
SaS +E, PaSa AN, БЛМ, Дар N 足 够 大 ,使 得 PIS < 
N]2 0. ШТА 
lim LX] = шо ELX yf. a] +lim ETXs, Zu, ul, 
H TE E (Xr) 0 АЈ, ЗЕН. 


A.S, 
A r. ig x A sd uev А Уз, 


"Р 


BUB 
lim [X7] = E LX va] FE [Yl sQ] 
EELA yiman) ELY зе] ELA r]. 

这 与 定理 的 假定 予 盾 . 

i£ 00) 25-Р Dob 停止 定理 的 可 选 上 岗 
(文献 中 通常 称 这 种 上 熟 为 强 上 禹 )， 如 果 ( 互 电 在 ЈА PAR, M H 
定理 2.21 及 定理 5.47 知 ， 为 要 (于 站 的 几乎 所 有 轨道 右 连续 ， 必 
须 且 只 需 对 一 切 有 界 停 时 的 降序 列 (T,), 有 

lim E [ X rad “ELX umr]. 

у НЕЛЕ, d€-414838)—4- T FPR E ТУЗЕ 
有 用 的 结果 ， 

5.48 ш 1) (00)... 为 一 列 右 连续 上 持 ， 使 得 对 一 切 
a R—UICR, A Хо ХГ*Ра в. A 

X, (o) = sup X (o), 


TX BIER NICE OR ЕВА, 其 几乎 所 有 轨道 右 连续 . 
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2) (ХО), W- PU h BE Pk РИ, ONS XP — И т Б 5 0] 
ER}, 有 Хо Xt ag, 且 对 一 切 n, AD. Xr ү E, 


2% 


X (w) = вар Xi" (ш), 
жыш ЄН, Х,ар, ШОХО Т, KILENA ЈАЖЕ 
5 
Ш D 出 于 每 个 XO ЈЕ ЕЕРЕЕ, XP—UPR HERE 
S, 我 们 有 APX аз. EaD, реу 1) 
BUH 33 Е, ME iE H A ЭКЕ S, RDE М Х,а. 
T E: dh 35 PR LEE, RIEGER (X 8, — MO XE f Ей) 
区 [os Ms] = lim E LX. Ма] 


= lim ë А MS] =ËË[ X, — М] < +оо, 


Hom 


xx 3 HB X era = Ма 可 4H, ux X348 n] 4H. 由 于 
Ox X, 8 — XS Хола Хы, 

WB EB SEES, XD. > Xs. uTÀ4—QRS,IHHTXS, 
则 有 ELX 22 |. л] E E[X.. | FA. 但 对 一 切 в, 我们 有 

mE Хто [X Mal F v] a.8., 
EUCH Kaar BLA srg rl. 
这 表明 X° REA LAAG. 由 于 X?— M УЧЕТЕ ЬЬ, 
ЮК Х°—М ELER, 从 而 AXEL pR. Bo 为 一 列 
单调 下 降 的 一 致 有 界 停 时 , ARRA S, HER 3.21 KEM 2.21 
知 , 对 每 个 中 有 2000, 229 0. т Врх АЈ n Ë m 


都 单调 非 降 , ШОН 
lim Ë LX sna] = lim Hm E [X pha] 


Hepo 


= lim lim агашы ~ lim ELIRI ~E [Ral. 
于 是 由 上 面 的 注 知 ，X? 的 几乎 所 有 轨道 右 连续 ， 但 “是 任意 的 ， 
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ax X л pU, НЛА 88 SROIM A E: PE. 
2) ІЗ ЦИЕ, ЈЕ a> 0, X? 2938 ТАЙ, 且 在 点 中 有 
Ж. ЫИ RA RER, В PR Юю, ШУА 
‚ ЕЗ Хело Lu — —ÓÀ A guo. WBE, AD ою 为 非 负 下 
Ві, ЕХ — xe dX una A ona]. XXE НД [X diss 
—A fnul о Em ACRI SERE, 3& Ej 15 ВЕ ВН Жыт 18 
lim i LX gaa Алл» =Ë LA gas A psa], 


То 


即 有 lim £X amsa] = ЁС ana], 


TH co 


由 此 与 们 类 似 推 得 定理 2) 的 结论 . 
Ж 由 2 的 证 明君 出 , р 0 A F šh E RT b 
减弱 为 如 下 假定 : 设 S, T 为 两 个 有 界 停 时 , HOST, NJ 
Е Хуу” «xBDLYXQUD— Xp] 
6.49 定理 设 (七 9) 为 一 可 和 料 过 程 , 使 得 sup E| X r| «oo, 其 
«i Т иҗ Жир ЖН. 如果 对 一 切 一 致 有 界 可 料 时 的 增 序列 LT、) 
CX 2) Ar SERIES, Н im ELX 2] = El s 7,], MI (2) iS JU 
PHA SB аве, 
该 定理 的 证 明 与 定理 5.47 完全 类 做 ， 留 给 读者 作为 练习 ( 提 
m. 用 到 定理 5.28). 如 果 不 从 定理 5. 和 8 出 发 ， 直 接应 用 定理 
5.13 及 定理 5.28 的 注 2), 亦 可 证 明 本 定理 . 
二 一 定理 是 定理 所 .47 及 定理 5.49 的 简单 推论 . 
5.50 定理 1) WX) —n xp, WAED LF 
有 轨道 右 连 续 , 必须 且 只 需 对 一 切 有 界 停 时 的 降序 列 { 全 ,)， 有 
A m, 一 > Xu, 
2) 设 ( 了 站 为 一 可 料 过 程 ， 则 为 本 ;) 的 几乎 所 有 轨道 左 连 
B, 必须 旦 只 涡 对 一 切 一 至 有 界 可 料 时 的 增 序列 他) ， 有 
Xr, 一 > N iim Paa 
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证 明 ”两 个 结论 的 必 娄 性 显 热 , 充分 性 容易 由 定理 1.47 Rog 
理 5,47,5.49 推 得 ( 令 Y= ҮТ). 


SD 右 连 左 极 可 料 过 程 的 刻 划 


在 第 四 章 , 我 们 在 定理 4.42 н, 兽 经 给 出 判别 右 连 左 极 适 应 
过 程 是 否 可 料 的 一 个 准则 ， 那 里 是 不 涉及 概率 测度 的 ， 现 在 我 们 
BE, F, P^ 为 一 完备 慨 率 空间 ,4 多 中 泊 完备 oA. BTF 
个 假定 , 我 们 兰 答 出 右 连 左 极 训 料 过 程 的 另 一 个 便于 庶 用 的 刻 划 ， 
5.51 定理 RIFJA. 令 夺 为 一 右 连 左 极 适 庶 过 程 ， 则 
为 要 X 可 料 , АННЕ X PETS. 
i) HETAT KH 5, dE [S«oo] E, X a= Xas, 
11) 对 每 个 可 料 时 三 ， 王 rz- 为 多 n. 
证 明 ”必要 性 由 和 定理 4.42 看 出 ， 往 证 充分 性 , CREE D). i) 
W. BEM 4.41， 存 在 严 猪 正 停 时 列 4Uw 使 得 
(E, 00) :0<1< oo, Xi(0) = Xeo) = UU]. 
XI Sn, HER 0.16, 存在 可 及 时 Uk Дун АЫ] ЛА, 使 得 
[Ul — LUS EU UL. 
НАЖ D, Uti—-Fooas., HU; Aa RR (定理 5,27.2)), 从 而 
U,— UL AUS 为 可 及 时 ,于 是 存在 严 客 正 可 料 时 序列 (ZT%)， Brig 
iG, mGa < --оо, X, (@) + Жз. (0)) Л. 
于 是 娠 合 条 件 GO, HER 4. 要 关于 为 可 料 过 程 . 
注 由 证 明 看 出 ,条 件 塘 成 立 是 使 到 为 可 及 过 程 的 充 要 条 体 
《参看 定理 4.42 Юі), 
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过 程 的 投影 理论 


本 章 主要 介绍 可 测 过 程 的 可 选 和 可 料 投影 ， 且 有 限 变 差 过 程 
的 可 选 和 可 料 对 侦 授 影 ， 和 作为 这 一 理论 的 应 用 , 我 们 将 研究 可 积 
3k 25 Bk, 并 证 明 极 其 重要 的 上 鞠 Doob-Meyer H WEM. 

在 本 章 , 我 们 假定 (Q, F, P) 为 一 完备 构 率 空间 ,， (Fo 满足 
ШЇ. 
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61ж ib (X0) — up HE IITE, 50 Up RH T, 
Apa Р Fr 为 o MRY, 则 存在 唯一 的 可 选 过 程 , uu X, 
使 得 对 一 切 公 时 7, 有 
(1.1) ELX pleo) Fr] =X riire) aas. u 
这 时 ,我们 说 X 的 可 选 投影 站 在 ЭРЕК "X 为 AX ANTERE. 

证 明 ШЕНЕ 5.6 得 到 , EEFE, 我 们 将 证 明 分 为 
I FENER. 

a) 设 半 =&Irm,w， 其 中 为 一 有 界 ( 或 可 积 ) 随 机 变量 ，0 志 7? 
«sw-Feo, 6500 - УУ, 其 中 LD RR ELS]. 的 石 连续 修 
iE 0 3.9). WEM 5.82, У нА, ex AX 为 可 选 过 程 ， 由 
定理 3.21 容易 看 出 , °X WEC., ВОХ OX Гир АИИ ЖУ. 

1) ТРЕНЕР 1.17 看 册 ， 这 一 第 性 等 价 于 表 甸 上 较 衣 的 条 件 : 对 一 切 育 界 停 时 
T, X; CF Fr 为 0- "р. 

D mE KH ХО 的 可 婉 授 影 存在 丐 有 务 ， 因 为 由 定理 三 明 看 出 ， 如 果 人 允许 
ОХ HX + ее, А] —tg3E 13 аг евра вА AEn, BRTN FEG EAH, 二 
0 ОХ 存在 , ERRERA PX REREH. 
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b) i X, УУНА, ЖХ, Y yapa ОХ, "Y 存 
在 , 则 对 任何 实数 为 В, 4X + SY. 的 可 选 投影 存在 , BOX +8Y) 
-—) ХВ. 此 外 ， 由 定理 5.5 知 ， 若 ХАУ 为 两 个 可 选 投影 
存在 的 可 和 部 过 程 , 则 "X «LY, FEH а) 及 单调 类 定理 推 知 ; 一 切 
有 界 可 测 过 程 的 可 选 投影 存在 . 
o) 设 互 为 满足 定理 条 件 的 非 负 可 测 过 程 . 令 X = Y An, 
Ду 5), X 的 可 选 投影 存在 , Н °Х АН (在 一 不 足 道 集 之 
5D. W TEB, BJ XL, .u 单调 增 ( 在 一 零 概 集 外 )， X 
多 7 的 元 束 的 增 序列 СР), (iS LUE, Q, 且 使 得 对 一 切记 
Тете Хт 可 积 , 则 有 (定理 1.19) 
Tr LIL) Ху| Жу] = [ Ir, Пт Ху. y] 
| = ims, Пт А |.Жт] 


= lim Ir, Im; охи &.3.. 
ftre 


由 于 此 是 任意 的 , 这 表明 
lim Ipsa оху =B Г eu Xr Fr] = 

4 Y -limsup?X?, Jh Ex [Y оо] 为 一 不 足 道 集 ， 令 
X =F Лү, VA Jy np AH, 且 对 一 切 # 时 T, X pT irea] 
SF rdre = lim HXTUG.gas. РХ BE (1.1), BH X 为 
X 的 可 选 投影 ， 

d) 设 去 为 一 满足 定理 条 性 的 可 测 过 程 ， 则 Xt-X VOR 
X ——((X A0 也 满足 定理 条 忻 ， 于 是 由 中 , (XOMA) 
WES 8 (+) (х), m A у X Bun etm E, 

Ш НЕНА, Жж X 为 循序 可 测 过 程 ， 则 X 的 可 选 投影 存 
Ё, HN HA RSR T, 有 Х„=°Х,, фр, X 为 X 的 可 选 
BE. 

62ER Ub X — (XO 为 一 可 测 过 程 ， 使 得 对 一 切 可 料 时 
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T, Хү1 т<» 关于 Fr- a= 可 积 2， 则 存在 唯一 的 可 料 过 程 ， 记 为 

:二 ,使 得 对 一 切 可 料 时 工 , 有 

(2.1) I LN p pres F r- = PX eI pas) 28, 

xm, 我 们 说 X 的 可 料 投影 存在 ?并 称 ОС 为 X 的 可 料 投影 
证 明 设 广 5&1m， 其 中 $6 为 一 有 界 (或 可 积 ) 随 机 变量 ， 

Оста оо, (КҮ) 2 bh E I£ |.⁄,] ТР A ЖЕ Z R EIE, Y. 

lim Y4(:-0), Уа -E(Y, 275], W X =Y Ira 为 可 料 过 程 


HH EBE 5.415], "X WE (2.1). Mar 23 X fy npe. H 
余 证 明 与 定理 6.1 42547. 

6.3 注 1) $ (Q, 279%, P) 为 一 概率 空间 , C7 0) I ЕЯ 
d oe h i X X — (RA) xX. 多? 可 测 过 程 ,使 得 对 一 切 ( 及 及 可 
BUNT, ХУ тшер -F o pf. 4G X 29 XT Pau 
fe, CFDA CE gs (6 GE SX 5.33), ШЕЮ 5.35.2, 关于 
(Ж), X 满足 定理 6.2 HSREE, 于 是 , 存在 X BUSA Y. B 
由 定理 0.36.85, AECC D BIP X, did tX 与 了 元 区 别 . 
于 是 对 一 切 ( 字 区 可 料 时 .了 了, 我们 有 

ЕХ: |F r] =X elisa 2.8. 

这 表明 *Х 为 X 的 可 料 投影 

2) 车 进一步 假定 (多 站 有 连续 , 设 A G.) x Z ° ari 
过 程 ， 使 得 对 一 切 停 时 2 了， 大 rm- 关于 .多 Ye- 可 积 ， 则 我 们 与 
D METEL AX By C7) ВЕНИ. ЗА, 如 果 不 假定 《多 р) 
右 连 续 , 则 从 了 F6llmer 引 理 (定理 3. 下 出 发 , 通过 比较 复杂 的 手续 ， 
才能 构造 出 可 选 投影 来 ， 关 于 这 一 和 钳 果 , 读者 可 参考 Dellacherie, 
Meyeri2] 24 [3]. 

8) Ж CX0—3 m Bus xezc ps Bk, DU EAE SE 0.41 53, CX.) 








1) ЖҮН 5385.1i:qpmmi. 
2) BATEN 0.1 GG APAE 2), 
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AA ЮТК, 这 里 X. BLN] Fo]. 

4) 2 X KWER 6.1 ЖЕ (BB EE FE BJ a t 
Ré. HA 5.6 А, 为 了 证 上 明 一 可 选 过 程 了 是 X 的 可 选 投影 , H 
对 一 切 有 界 停 时 了 ,验证 如 下 等 式 ， 

S Xr =Yra... 
如 果 进 一 步 假 定 对 一 切 停 时 T, Xu. 可 积 , M| H # 5.8 知 , 只 
需 对 一 切 你 时 T, 验证 如 下 等 式 ， 
ELX r Ere] = [Y TÍ z<]. 
ARER E, 有 类 似 结论 . 

TEMER, 投影 与 条 件 期 望 在 性 质 上 有 某 些 相似 之 处 ， 

6.4 定理 设计 为 一 可 测 过 程 , 了 为 一 可 选 ( 租 应 地 ， 可 料 ) 
过 程 . ЭПЖ X 的 可 选 ( 相 应 地 , 可 料 ) 投 影 存 在 , 则 XY 的 可 选 ( 相 
ЛЯН, 可 料 ) 投 影 也 存在 , Ж НН (Y) = CXF (相应 地 , (XY) 
~ (СУУ). 

本 定理 的 证 明 容 易 由 定理 1.19 看 出 ， 

6.5 EE 设 于 为 一 可 测 过 程 ШЖ Х 的 可 选 、 可 料 投影 都 
ТЕ, M) X 的 可 料 投影 也 存在 , His A 的 可 料 投影 ? 相等 , 此 
外 , Bs T — FASE BE PI SE, (G o): X, (а) sP X (аг) } 为 停 时 图 
的 可 列 并 . 

证 明 第 一 个 结论 容易 出 定理 1.20 看 出 ， 往 证 第 二 个 结论 ， 
ВХ = ЕГ. ы, ЖН НВА ЛР, Orso, AY 
AJ E[£ FI 的 右 连 左 极 修正 , B0] Bs — R iB SEALS 有 

(GG, о) :*X (o) EP X (0) = (4, e) reis, Yo) 
У, (o)j, 
其 中 Y. =E[£| Z, 1. HEM 4.41, RRS AR BRL n] 21 
Jf. ЧОЕ SAE 4.21 的 证 明 ) 推 得 定理 结论 . 
F E BB BH. 投影 保持 过 程 胃 道 的 某 些 正则 性 . 
6.6 定理 设 革 为 一 类 (CD) 可 淹 过 程 ( 见 定义 83.27). 
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1) 3i 服 的 几乎 所 有 轩 道 左 ( 右 ) 极 限 存在 , WI °X, *X 亦 然 . 
2) Жж X ILS Pr PUBL E BE, И “ЛС 亦 然 ， 
3) EX BJJL E Br Н th iB 28 ЖЕБЕ, MU ?到 ЛБ, 
证 明 ”直接 由 定理 日 .和 5 及 定理 5.47 推 得 ， 


$z 投影 的 进一步 性 质 及 例子 

6.7 定理 设 全 为 一 停 时 ， 为 一 实 值 随机 变量 ， 令 下 = 
Elir, У-у, coly Z — 1, 

1) 为 要 X 可 选 投影 存在 , 必须 且 上 只 需 M XT 多 rd- 可 
TA, 这 时 , °®=Е& [ET <.3l F +] Tara. 

2) ETAP. AE X 的 可 料 投影 存在 ， 必 须 且 只 需 
Elies XY o. o-B[fH, Wi, #4 =E [Iree] F Im. 

D W тесш XE S s o- nj $8, mi Y 的 可 料 投影 存在 . 

证 明 我 们 只 证 1)，2) 及 3 ЈЕВ зс, W S Jy — 
时 , 则 

X gl xen) 07 ET ng], 
ЖХ HARET, 则 Хе ес со ET то-и, Б 
Z, Ü Hire RF то-и, 9 AQCO А. ^0, MSS 
Elre dan 可 积 ， 置 
2, = (Aa N [T «S1» U [S< T], 

W Qc. O.TO, Н Х.Г, = ET i Errege 可 ЙН, d 
A alic ЖР Z зс ИЈАН, FB X Bn ERETTE. 51 — 5n6Bb 

68е ш 设 到 为 一 可 测 过 程 ， 如 果 王 ЈАТ НУЫ, ау 
Ж) Б ЖЛЕ, ДИЕ ЇЙ ЙЕН СЯН УНЫ, 可 料 时 ) Т, X7 B p] xk QH 
FERE, 可 料 ) 投 影 存 在 ,并 且 我 们 有 
(8.1) OX Mags XD Pug 
(НЛ, CX) ту ХУ Дот), 
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WEBB ”我 们 有 
X7 X Te rg ArI ipeo Err, т» 
成 由 定理 6§.4 及 6.7 sr НЕШ XC 的 可 选 4 相 应 地 ， 可 料 ) 投影 存 
YE. (8.1) 7E M HE SR 6.4 18 CER XU Zoo m AX Hae). 
ж жх руна ЕРДЕ, ШЙ {Ер 2, ХА" 
的 可 料 投影 也 存在 ， 事 实 上 ， 
X"= X Ip rgd Xr Ip lys. 
EXER IEEE 6.4 及 6.7 HE) XT BIRPRHSOR TEE. 
6.9 E 1) Ub.X р), (Т) 为 一 列 停 时 (相应 
地 ， 可 类 时 }, 使 得 зир T, со аз, Н, ХУГ, 的 可 
选 ( 相 应 地 ,可 料 ) 投 影 存在 , 则 X Bj PT Se CRUS, PT EP BEER TE WE. 
2) 设 失 为 一 可 测 过 程 , (Tn) 为 一 列 停 时 ,使 得 sup T, = +o 


as, HOM Bp nm, X Toa 的 可 料 投影 存在 ， 刚 A BUuDEHS ЖИР 


МЕЗ ”我 们 只 证 22，1) 的 证 明 类 似 .， W S Уу — up WB, 4 
= {б TA) 018 =], W 2, C 7 5., LQ, = =0а.8., H. 
X ala. io, = Хато Tocat, 
KEE, ааст та: AT -F a00, dX H yE SE 1.17 HI, 
Хь в 关于 -F o-a gt, Ир X 的 可 料 投 影 存 在 ， 
6.10 定理 设 了 了 为 一 停 时 , ë 为 一 可 积 随 机 变量 . 
D € .X—£lwn, 了 一 区 和 这 |] 多 -jz W ХУ AHA 
可 选 投影 . 
2) & X --£To Y= 812-07 则 X 和 了 有 相同 的 
可 料 投影 . 
和 证明 D É 5 为 一 个 时 , 我们 有 
[X вы] = Z [£T g. | = BEE, Z, ] 了 iso] 
= ELE sms. 
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故 由 注 6.3 4», ЖУ ААҖ А5 К, 
2) 设 户 为 一 可 料 时 ,我 们 有 有 | 
Ë X, Бия се) == Е £ s7 Газ) -E[E [£1.27 >] Ius Ince 
= ЕГУ. Га], 
ХУ 有 相向 可 料 投影 . 

注 BA £ Ta, у Ë [£ Z r] To, 有 相同 的 可 选 投影 ， 

6.11 定理 ЫТ, 2 为 一 可 积 随 机 变量 . 

1) 为 了 过 程 X = £T... 的 可 选 投影 为 0， 必须 且 只 需 

BrE Fr Trso д а.8.. 
2) 为 了 过 程 了 = 上 im 的 可 料 投影 为 9, 必须 上 且 只 需 
&£|.5 5.) —0a.s., 

证 明 1) 充分 性 由 定理 6.10, ТУЕ QE SEL E [E ]-Z m] DSi. m 
=Ë £ i+, lisa т), ТЕШ A SEE ВЕ X =E mwr Bn pide 
EA 0, Ш ЈС, 

EX | S EE] F ign ss. 
特别 ， 令 t=0, RA Efm) =0. 4 F={BNE<T]: 
BEF an ERIH v Aa- o ECF B UT>01 n (€) 
= [T >0] N.F r, HH АЄ ©, RIIA EI roa] =0, ÉE 
Ж1.3.1), E[££m.ulo (@)]=0 FHE 1.21 XI, 
[ELS Toss = ЕГЕ 1.2) = Elf moala (@)] 
=Ü a.s., 

2) 充分 性 上 由 定理 6.10.2) H EEUE, Bt Y = Ekor 
J B| E E XC Уу О, MRH J (€ 05, 

| ELK: 2, ] =Ë [£ F 1.0. 

F 'é-i1BntsT]:Bc-., ERJ MU) Va, c(%)= 
Fr I 4c 6, RI H E [£T 1-0. Жш # 1.3.1) 知 ， 
Ë[£ 2 r ]=ÜOas.. 

6.12 定理 VET A - B, £ I 2 > dB p # B HL W 
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量 , 则 为 了 过程 X SLO. г, А АЯ 
(Ë ё | S n) I [0 cT ессе] 77 О, 
ШЕЯ 令 X a= lim X, 我 们 有 KX o= fT ireo]. 对 任何 有 穷 停 
Ву S, 
ELX o| Fa] = S [£T mm HEE reod gern lA s] 
= X erIB[£Zmsaffuni4s]. 
BH. AT (Xp ZERO IZ — Зр), dE B RAWA 
穷 停 时 S, ЕЕ.) Дет Za] =0, ЗУД ЕТ Ip 的 可 选 
投影 为 0, 由 定理 6.11.1), 这 等 价 于 IE | у] o= 0, 
6.13% W (X) 为 一 右 连 续 一 致 可 积 质 , 令 
X |. =E[X 14.1, 
则 对 任何 可 料 时 T, AX ry ut 为 一 致 可 积 鞭 . 
ШЕ НЕЯ 5.41, АХ! Fr] =0, WH EB 6.12 4, 
AX riir, У — 880 n] ER Bl, 
£ dX dnx AEN, 为 一 可 料 时 ， 令 XC 
= Хт AX rI op 则 X H 0 


| $ 3， 增 过 程 在 (R,) x.G 上 产生 的 测度 

6.14 定义 BAIRR, 约定 4o_= 0， 在 EG, x 
bs X — RA na nr. 
(14.1) aD -Е[| Tal, 024], B€ 2(R)x Z, 


Ш) ua 为 一 测度 ， 今 
T, —inf 人 人， 
Ж ?为 随机 变量 , E0，Yo[ € ZR x Z, | До, T, =R, xQ, B 
ua([0, 7,0) =ÉE[A,,-] «n, 于 是 pa 为 (RU) x Z 上 的 o- 有 限 
测度 2, 称 为 由 A 产生 的 测度 . 
D 今后 测度 "是 措 非 负 测度 ， 
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车 А Ну САНУ НЫ, ИЖИ), 00) 27, S PEBE HHP Hh, Б] Ж), 
从 而 [0, 7,5 为 可 选集 (相应 地 , 可 料 集 }, 于 是 ua 限于 可 选 o- 域 
(相应 地 , 可 料 о) 1026 o-- 有 限 的 . 

由 (14.1) 淖 出 , ERE A dE MUR Xx 多 上 产生 的 测度 在 不 
ЕЯ ЕЛЛА. 于 一 定理 表明 ,这 一 性 质 是 由 增 过 程 产 生 的 测 
度 的 主要 特征 之 一 . | 

6.15 定理 ”为 要 ZR, х2 上 的 一 o- 有 限 测度 点 是 由 其 
个 增 过 程 产 生 的 , ТЯН НЧ АРЕС, Am xxm (O, F) 
Т.Ж ж О, | 
(15.1) QiG-aQqO, xF FEF 
为 关于 『 绝对 连续 的 天 有 限 测 度 . 这 时 , E z АВЕ ДЕЕ — 
确定 的 ， 

证 明 ”必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 ， Ж 4: 为 Radon-Nikodym 


导数 Ee, gp secti, Ale ba, Bidt RIED n, 


4 二 [二 ,志和 ,我 们 有 
limië'T, (Ah А у] = limat, &] x F,) = 0, 
-+ E poa 





从 而 im A= Alas. (LIF o 048), 4 Amint Al, 其 中 
为 有 理 数 ， Ду ЯУ — 87 tC, £ Ar = dh, A; — А} а... 此 外 CA 
х", 县 对 一 切 Fe. 有 | 

iC, 0x p) QU) = | ArdP BU A] 


=ë | Tone, ОЧА, |, 


这 崇明 所 为 4 产生 的 测度 . 
WE (B) 是 产生 户 的 务 一 增 过 程 ， 则 B. 一 9 得 аз. dk B, 


P iz sd I estu, HIEUECALD Eg ar HGB В, LAERA, 848. GE 
DEM EUR, 
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= 4;a.g.， 但 《4D)， (BD SUB yi ЖЕ, ELA S B XL, Br? 
HE jo BUS SERE E — 9. 

6.16 EX, LR) x 上 的 在 不 足 道 集 上 无 负荷 的 测度 
称 为 可 移交 (相应 地 ， 疝 料 的 )， 如 果 对 任何 非 负 有 界 可 测 过 程 
Хо 有 р) (ОХ) (ШУН, (К) = n (2), 这 里 

B(X) 全 | Xdu— Ë, [X], 


H 


+ 设 芯 为 有 界 可 测 过 程 ， 由 定理 6.4， 对 一 切 有 界 可 选 
《可 料 ) 测度 z, X =E,LX |] GHI RE, "X = E ,[X |271), 

6.17 定理 БАЮ, u, Ade Ж (К,ух.# kE. p= 
生 的 测度 ， 虽 为 要 ua Aa DECE, RP, BAHRA AH. 
应 {相应 地 , SED A rg 

证 明 充分 性 , 设 4 适应. 令 互 为 一 非 负 有 界 杏 测 过 程 , 我 
415 (Co dem CÁO KRAER E Gg X 4,49), WHA 5, Gi 为 
停 时 《定理 4.50), Bal 1.48, €H 6.1 及 Fubini 定理 , 我们 有 


el NEC 2n Xo, To ds] = | „ЁГ Хе, Le, eid d 


= |Ерол) °x,aa,]. 
ü [th sa [ 


Жр e (X) u X), В pa OTE, ВА Аре, С, арен 
《定理 4.50), АНУ 1.43, EM 6.2 及 Fubini 定理 类 似 可 证 
НАК) =a X), HH pea пр. 

VE. Bua 可 选 ， 令 X = 1.10, ЖН РЄ. Wi 
X SIBI Zl 有 相同 可 选 投影 , 故 有 

ELA, = рас) = a. (X) =E[AE E| 7A] 


BK А,= ELA. ,] as., Вр СА.) 为 适应 的 . 
设 а тр, ТРЧААТ ТШЕ х, X 3n X dq 


1) РЕ UE SERI ХГ IFrDES E R ET, KE AEAF, 


£3 pjt Ж ОҢ) X 有 上 产生 的 测度 13 


相同 的 可 料 投 影 ， 帮 ua CX) =u ECX) (0), BB na 可 选 , 从 而 
上 4 为 适应 增 过 程 ， 我 们 将 证 明 А 满足 定理 5.51 BO Et. WS 55 
一 绝 不 可 及 时 , WJ Z; 的 可 料 投影 显然 为 0， 故 由 ji 的 可 料 性 ， 

E ЛА] =a (Tis) = ua (0) =: 0. 
[E AA.20, в JA, =0а.в., EBI PP [Ast da, S<co] 一 上 d TX 
一 可 料 时 (或 停 时 ), 令 X = Islo i, APEEF, hEm 6.10. 
2), X 与 了 = 世 [Iy .Zr_1Tw,m 有 相同 可 料 投影 ， 放 由 ma 的 可 料 


性 ， 
R[F pAr] = pa AX) | Ат] 


-B[E[I... ]E LAr F r]] 
=Ë SELLE T 11. 
这 表明 4.= LA; Fr las, BD Az y. 可 测 ， 这 里 A. 
lim A, 为 Fo nd), WE Alr 为 Fr ur mj, 从 而 dri 
为 多 7 可 测 ， 由 定理 5.51， А 为 可 料 过 程 . 
”作为 定理 6.17 的 一 个 简单 应 用 , 我 们 得 到 关于 有 限 变 差 过 程 
的 Radon-Nikodym EM, | 
6.18 定理 db A, B 为 两 个 适应 (相应 地 ， 可 料 ) 有 限 变 差 过 
程 , 如 果 对 几乎 所 有 e, В, 上 的 测度 |48 (0): 关于 |А. (о) | 88 
对 连续 , 则 存在 一 可 选 ( 相 应 她 , RID SERE Н, 使 得 对 几乎 所 有 mm， 
Я ECR 有 
Ва) =f | 已 (ooddso)。 


这 里 的 积分 是 Lobeseue-Stieltjes ЯЯ 35, 

证 明 ”为 叙述 方便 , 我们 只 考虑 适应 情形 ， 无妨 假 定 B 为 适 
应 增 过 程 (否则 分 别 考虑 总 В), 2o,—| , 144:|, 则 (Cn 为 适 
应 增 过 程 、 我 们 用 na, He ARER В, O 在 DR.) XO 上 产生 
的 测度 ， 风 容易 内定 理 假 定 条 件 看 出 ，jus 关于 ue 绝对 连续 ， 此 
P, Bay Be 限于 可 选 o- 域 为 o- 有 限 的 ， 令 K 为 us AT pc 限于 
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п с ЕА Radon-Nikodym ЕЁ}, M E 为 可 选 过 程 ， 江 且 对 
一 切 有 内 非 负 可 选 过 程 X, # 


[ug X ) =Ë [| | X, K.do, |. 


[0, oc 


特别 ， 令 停 时 Т + oo, 4k E CBr] <4 pl 
& |. TAI K,d0, | = ив010, 7.) [=E [Br] < +оо? 


TEKEK. С H- EVROGA IB), 5 Ha.c у К.О 产生 的 济 
Ж, M рк.о- 与 Ls 限于 可 选 o- 域 一 致 、 但 由 定理 6.17, ux. o Ж 
Mas Ж PE B] ege HE, Mx uas EJ na ТЕ (R ,) <. 上 一 致 ， 从 而 


В=К.О, KHR- ЖТА ЖА, 于 是 存在 一 可 选 过 程 使 
得 А-Г O. 显然 , LEO uo а. ө. 在 集合 (—1, 1) PRE, 
2 A= 0-0. = H= КІ, RIIA 
JBB=K G= K (L. А) = H, A. 

定理 得 证 . 

i£ ”由 定理 证 明 看 出 : 设 A, B 为 两 个 增 过 程 , 为 了 对 几乎 所 
有 o, R, 上 的 测度 dB. (о) 关于 dA (о) 绝对 连续 , 2528 B F1 и» 
关于 ua AWE, 这 里 и», ua ЭЖ Ж B, АЕ (К) ха Bye 
生 的 测度 . 

下 一 定理 推广 了 定理 6.17 的 充分 性 部 分 , 这 一 推广 有 时 是 很 
有 用 的 . 

6.19 定理 1) P (A) S XE ERE, S cT 为 两 个 停 时 ， 
则 对 任 一 存在 可 选 投影 的 非 负 可 测 过 程 X, 有 


злу Bff Xa4 ge)=E[| охл |. 


2) W CAD уреа, ST 为 两 个 可 料 时 ， 则 对 和 任 一 
存在 可 料 投影 的 非 负 可 测 过 程 X, A 


1) in, $ T, inf(it Bien), д) Br «n, 
2) 今后 ,在 积分 导 下 , RAICES ЖЫН Н], РИШАД, TURRIS, ТЇ, 


$ 4 测度 的 投影 与 增 过 程 的 对 相投 影 11 
(19.2) elf X dA |F| = E i *X,dA, |... |. 
СА - [8, TT 


证 明 我们 只 证 2), OER, Pa F CZ. MEEF T, 
Й Sr Гере, [Srn T ARE. 我们 有 (由 定理 6.4 & 
6.17) 


E[( [STI х.84„)1›] -E m Готи (9 х,а] 


i 


[| fees 5) X aA,] 
一 m X ,44,)1»]. 
TÉ (19.2), 


ik 1) йт (19.1), (19.2) 中 将 15, Fi fS 15, TL 
18, Tj, (S, Т], 等 式 仍 成 立 . 
2) WREED F, ST ONT HERR, RIDE 


(19.8) el |. ХА, КЛЫ: n "X 4A, Fa], 


3) 加 果 在 2) 中 , S 为 可 料 时 , T 为 停 时 , ЈИ (19.2) 319, Т] 
立 ; 如 果 S 为 停 时 ,下 为 可 和 料 时 , 则 (19.2547 8, TIRE. 


$4 测度 的 投影 与 增 过 程 的 对 避 投 影 

6.20 定义 йд (RO x 上 的 一 c 有 限 测 许 ， 上 在 不 

是 道 集 上 无 负荷 .对 任何 非 负 有 界 可 测 过 程 X, 5 
ау = (0), ) -BÜX), 

Vj вон Ы ZRO x 上 的 可 选 . 可 料 测 度 , НЕЛЕ 36 
上 无 负荷 (但 不 一 定 为 oc- 有 限 )。， 我们 分 别称 и". и? 为 上 的 可 选 、 
可 料 投影 ， 

BER, 4 与 0 限于 可 选 0- 域 加 一 至 ,上 5 号 ?限于 可 料 o- 域 
2-3. NY кн KR x. 上 的 可 选 (相应 地 , TENN 
БЕ, Wi H R T = P REV B, u= u), | 
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6.21 定义 设 4 为 一 增 过 程 ， 称 4 为 可 积 增 过 程 ， 如 果 
A..— lim А, 为 一 可 积 随机 变量 . Ж À 为 局 部 可 积 增 过 程 ,如 果 Ao 
关于 多 sa- 可 积 ， 且 存在 停 时 Г нос а.в, WI hz, — Ao 为 可 
积 . Ж 4 为 准 局 部 可 积 增 过 程 , 如 果 存在 停 时 Yi 十 co a.s.， 使 得 
Ar, 为 可 积 ,这 里 约定 do_ —0, Aus = А, 

显然, 局 部 可 积 增 过 程 为 准 局 部 可 积 的 3 

ш (А) 为 一 有 限 变 差 过 程 , y = dAl. MRU 为 
GE) 局 部 可 积 增 过 程 , 则 称 А, 为 ( 淮 ) 局 部 可 积 变 差 过 程 

至 然 ， 为 了 一 有 限 变 差 过 程 4 为 ( 准 ) 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 必 
须 且 内 需 4 为 两 个 ( 准 ) 局 部 可 积 增 过 程 之 差 

REE 适应 有 限 变 差 过程 为 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 可 
料 有 限 变 差 过 程 为 局 部 可 积 变 差 过 程 . 

证 明 只 需 对 增 过 程 情形 证 明 ， 设 4 为 适应 增 过 程 , 令 

TP = inf {i А =}, 

Ж T, ЗА, Tatoo 2, B 47,_<n， 故 4 为 准 局 部 可 积 ， 如 
E. 4 为 可 料 增 过 程 , 则 Т, 为 可 料 时 (定理 5.831)， 无 妨 设 4o= 0, 
Ж Т„>0, 对 每 个 由 令 停 时 列 (S. es ЖИН T. CERE 5.28), 
并 令 8„=\/ Sem BJ S,<T,, St ooa, E Ази, W 4 为 局 


部 可 积 ( 其 至 局 部 有 界 ) 增 过 程 , 

6.28 定理 Rau- AE RROA Еу E a 
Eg, м?н РА n B3 n] X, n] RHEE. 

J) ЖЖ и? 为 一 (适应 ) 增 过 程 产 生 , НКЕ А 为 准 局 部 
可 积 . 

2) ЖЖ н” 为 一 {可 料 ) 增 过 程 产生 , ФИНА 和 4 为 局 部 可 
уж, REAR A= AG EB) 这 一 情形 ,其 中 do 关于 Жо -可 积 ， 令 


E,€ Fos Ж.М, ЕЛУ dole, HDI, Te TE T (eoo) Pg, LK] Tru] He oo, B 
Ar, — dolp, Їй (40 ЮВА, 
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积 . 

证 明 1) 必要 性 ， 设 wa 由 增 过 程 AS 产生 ， 则 由 定理 6.7， 
A 为 适应 增 过 程 . 令 

一 1 人 A >n}, 
WT, Еу, Tat оо, Н A0, m, 于 是 
E[A,.-1= (10, 2,0) = (0, TD = ELA) ] n, 

这 表明 4 a ep i up 

JE A PE. 设 4 为 准 局 部 可 积 . 令 停 时 Tk оо, 使 得 对 一 切 % 
ЕГА, 1<--оо, Wj ullo, TuD -ELAn 1---oo, 这 表明 六 有限 
РЈ co- © 8 о-у. ЖЕЕП, e (Бух БШ oH 
ШЖ, HEAR, #О(Р)<и°(([0, t] x F), 4 Fac 0,21], WJ 
U F,=9, [0,0 x F,c[0, Tol, i Q GP) u^ (10, 74) =E CA... 
«coo, FEQ A, 705 tHo ЫШ, < pez, H 
РОР) —0, W [0, tx FP 2l np yk die (RE E нр} в), EQUO) = 
ue (0, Ü x F)- n([0, 9 xp) ЕГА -0, XX Q, Xp P 
绝对 连续 ， 故 由 定理 6.15, по 由 一 增 过 程 产生 GE Hi SE 38 6.17, 
产生 шо 的 增 过 程 为 适应 的 ). 
| 2) 必要 性 ， 设 pz 为 增 过 程 如 产生 ， 由 定理 6.17, AP 为 可 

HE. 4 Р, [An], M PEF, FIO, Н 

ЕГА] = u 0} x Ё„) = u (0) x P.) = E ABr] «n, 
Ж do 关于 Жо ce- 可 积 ， 此 外 , 由 于 А? 局 部 可 积 (定理 6.22), 4 
Ен Tattoo, 使 得 AP, — AB 为 可 积 ， 则 

EL, - А] = n0, 20,1) = ur (10, Р.) 
=I [As —- AR] +оо, 

这 表明 А 为 局 部 可 积 . 

充分 性 . 设 4 局 部 可 积 , 令 Be Asi, BEM Fa] 
(20), 显然 n? Bi uB PE pr 产生 ， 于 是 不 妨 设 A= 0( 否 则 
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考虑 А— Ао). 这 时 , 令 停 时 Т] + co, 使 得 每 个 Ау, 可 积 . 我 们 有 
AO, 2,1) = 019, 了 一世 [dr 天 十 ce， 

于 是 a? AoA REE., Esh UE Q, CF) —= s ([0, t] x F), БЕТЕ 

1) 的 充分 性 证 明 类 位 , 可 证 Q, 为 (0, F) EHI о-н ШЛЕ, EL 

手 户 绝对 连续 ， 故 由 定理 6.15, и” 由 一 增 过 程 产 生 (! 再 由 定型 

6.17, 产生 и? 的 增 过 程 为 可 料 ). | 

ЕЙ 6.23 导致 如 下 的 定义 ， 

8.24 定义 ЖАЖА ЯН, ру AE ZR) 
XF 上 产生 的 测度 , a° 为 点 的 可 选 投影 。 由 定理 6.23, 存在 唯一 
的 适应 增 过 程 Ао, BEP 此 由 4 产生， 我 们 称 49 为 A 的 可 选 对 
А ОЕ. 由 定理 6.9, A 的 可 选 投影 "4 也 存在 , 但 "4 一般 
不 再 是 增 过 程 }， 设 4 为 局 部 可 积 增 过 程 , 名 为 À E (К) KI 
上 产生 的 测度 ,5 为 凡 的 可 料 投影 ， 出 定理 6.23, 存在 肉 一 的 可 
UM A, fhig aH А? 产生 ,我 们 称 А” 为 А Bu E BS 
影 ( 这 里 ， 由 定理 6.9, А 的 可 料 投影 *4 也 存在 ,但 ?4 一般 不 再 
EHIE). 

设 4 淄 准 局 部 可 积 变 闫 过 程 ,将 А Wi SE REIS ИГЕН ДИ 
ЖА 及 如 之 盖 , 并 令 4 — 47—48 ЖЕН А? 与 过 的 具体 分 
АЯ, ЖАА 的 可 选 对 个 投 影 。 类似 定义 局 部 可 积 变 蔗 过 
TER up EOS BERE, 

下 面 我 们 研究 对 偶 投 影 芍 性质. 

6.25 定理 1) 设 4 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 对 任何 可 
选 过 程 Н, 有 


(5) || гав] _ 1224.1]. 
2) 设 二 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 , 则 对 任何 可 料 过 程 如 ,有 


(25.2) ell ГА аа] |H] d A, J. 
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证 明 RHE D, 2) 的 证 明 类 似 ， 令 
ic dus шышы tA " mam | – 4 , 

则 A-A-A, Д, Ау BSST UB RUH 

Æ = (A) CA). 
于 是 . 

&[| EA aan ]«s[f. | ME CAY 
= зе 49 
+Ë [| IB, a( ay] 
-E Im IH, dÀ, |+ е | | IH, А, 


~ [|4,1]. 


6.26 定理 1) É A WE W n AAE 2 ИДЫ, Н An 
选 过 程 ， 使 得 H AD 为 一 准 局 部 疝 积 变 差 过 程 , 则 H. А9 为 一 适 
应 有 限 变 差 过 程 , 目 有 《五 . 40^ Н. A”. 

2) 设 攻 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 羡 为 一 可 料 过 程 ， 合 得 
H.A 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 H. 4? 为 一 可 料 有 限 变 佑 过 程 ， 
H. CR, A)? Н. А», 

证 明 REIREI. ФЕ] Tt- oo, 使 得 


ejf S IH, loza@, 0184] ]- [E 0а, 

| < +оо, 
Ду (25.1) 41, H 关于 A? АЈ, Hx 4.48.1), Н. 如 为 适 
应 的 ， 无 妨 假定 4 为 增 过 程 , HB. Z 非 负 , 则 对 一 切 非 负 有 界 可 测 
过 程 X, 我 们 有 | 

Bar a CX) = ина СХ) = ua (X) = BACH? X) 

ma CC X) = ACH X) — рН X) ima (2), 

С p KE E. À A H эг А 08 BJ Stieltjes Mar (Gp X. 4.47), 
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BUG (Н, A)?- HA, 

6.27. & 1) AX- ERRITEN, BASIP 
变 差 } 过 程 ， 旭 对 任何 停 时 ， 有 Ae (407 (相应 Hh, CAD 
= (As). 

2) 设 为 局 部 可 积 变 差 过 程 , 了 了 为 一 可 料 时 ， 令 4A"-= 
АГ mt Ar Iq, ор Bi] 47 29? = Cdr 

证 明 在 定理 6.26 F, 4B Ho Ter 81), 4 H= Io #8 
2). 

6.28 定理 1) 设 4 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 瑟 为 一 存在 可 
选 投影 的 可 测 过 程 , 使 得 H. 4 为 准 局 部 可 积 变 差 过 程 , WJ UI x 

ФАН, B (Н, A= CH) А, 
| 2) RA h—u BH АРЭЕ ИДЫ, H 为 一 存在 可 料 投 影 的 可 
测 过 程 , 使 得 H. 4 为 局 部 可 积 变 差 过 程 , MJ "H 关于 4 可 积 , Н 
CH, А)у#= (H), А, 

证 明 RED. 7 Toc 使 得 区 | | (а, аа, | 
«eo, 网 由 于 (Н <° (I H |), E 


В ыы id алл) oas еар] 
-ef [五 | |4А,| «eo, 


АНТА ИЯ. Эй ARRERA H ЗЕ, WMA — 
Wi3E ffi FEE ISTEOC, RATE EBR: pasus CHX NEX) 
=o X 
Pun. Ay CX ) = Bar. AQ X) pa CHI X) = n HX) 
=. К), | 

W (H. Аун A. 

注 ”实际 上 ， 定 至 6.326 和 定理 6.28 可 以 统一 在 奶 下 更 一 最 
的 结果 之 中 ; 设 A -E Буй ир E A ЗЕТ ЖЫ ОҢ МУШ, Py nj ДИЛЕ 
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差 过 程 ), Н 为 - .可 测 过 程 , 使 得 H. 4 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 
(相应 地 ,局 部 可 积 变 差 过 程 ;， 出 存在 可 选 过 程 (相应 地 ,可 料 过 
程 ) K, 使 得 (H. 4)9-- K. A GR, GH. А)" = К. 49). 此 外 有 
K =E LH |£] (相应 地 , Ко=Е„,|Ф]), 
事实 上 , 考虑 4 为 准 局 部 可 积 变 差 情形 。 由 于 maa ET a 
GR.) x 上 绝对 连续 , H ELAH, YHP usa 限于 可 
Eo- O X of BB, ЖОН ЖЕР [nal AF C o7 REB 且 有 | 
Tpit =E |e], 





这 里 KLA) GUR naa XCT на EF О 的 Radon-Nikodym S 
ж.е K =E, LHA] 则 有 ( 吾 . A) = К. 4°, 此 外 , ЖЕН yn] 
WREE, M| 5 К =H, |на |-а. e. TERES НИ 6.26 
AE pH 6.28, 

下 一 定理 是 定理 6.26 和 定理 6.28 的 一 个 推论 . 

6.29 定理 1) Ú: 4 N Á Ea pa PE) Si Ж, S =< T 为 两 个 
prp, x IETIGGXERIXETRGEGQESUHDSIIITRX, Н 
(99.1) E [ X dA. gs] - ef | УЧЕ 


IS, TI 





= Ë | (X dA 
-4 ES, TL 


2) Ж 4 为 局 部 而 积 增 过 程 , S< T 为 黄 个 可 料 时 ， 则 对 任何 
存在 可 料 投影 的 非 负 可 测 过 程 Х, 有 
(29.25 E (uL TI "X, dA, Za | = E | Б.Т X „ФА? 


Fal, 





5 | 





n Е Im "A dA 
证 明 ”与 定理 6.19 的 证 明 完 全 类 似 . 
注 我们 有 与 定理 6.18 类 似 的 注 ， 
下 一 定理 提供 了 计算 对 偶 投 影 的 跳 的 方法 ， 





Fal. 
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6.80 定理 1) 设 要 为 一 准 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 (44 的 - 
可 选 投影 存在 , B. ° (44) =44 ВЕЕТ, н 
(30.1) ААК Tren m IBDAAs Iz il 4]. 

2) 设 44 为 一 局 部 可 积 变 善 过 程 ， 则 CAA; Rupe НЕР. 
H'(44) 一 44， 即 对 性 和 何 调料 村 T, 有 
(30.2) Af Ip. mEDAAS т 12 т]. 

证 明 ”我 们 只 证 1), 25 的 证 明 类 似 . ЕНЕ A 为 准 局 部 可 
积 增 过 程 ， 由 定理 6.9, А 的 可 选 投 影 存在 ,， X A< A, IX А) 
可 选 投 影 也 存在 , 从 而 AA 的 可 选 投影 存在 . 于 是 ,对 尾 何 入 时 T, 
ДАт т< 关于 Fro- Н, HRH FEF n 我们 有 

АА Eiren fz] =É (| 1,442 | = Е | Ida. 
= [ЛА рів], 
Вр (30.1), 

6.31 系 1) tA 5 — HERE ӨЫ, Ж АЖЕ, UU 
A? 连续 ; Ж: AA 有 界 , UE LAT 有 界 ， 

2) 设 4 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 若 A 连续 , 则 由 连续 ; ят 
AA 有 界 , 则 AAT 有 界 . 

(8) 设 4 为 一 启 部 可 积 适应 增 过 程 ， 则 为 要 A 连续 ， 必 须 且 
Ит A 所 左 连续 ( 见 定 义 5.21). 

下 一 定理 给 出 了 对 侦 投 影 的 两 个 简单 的 例子 . 

8.32 EE 1) ШТ, E 为 一 实 值 随 机 变量 ， 则 为 
要 有 限 变 差 过 程 A — Eg A WE ey п] ЛЕ 35 Wy, AN ELS NS 
ЄТ т<» 关于 F ro- UER. 这 时 А 的 可 选 对 惕 投影 为 

A9 — ЕГ...) | F r] gna. 

2) 设 了 为 一 可 料 时 ,上 为 一 实 值 随机 变量 , ША 
一 Tire 为 局 部 可 积 变 差 的 ， 必 须 且 只 需 £2 关于 F r07 
积 ， 这 时 要 4 的 可 料 对 偶 投 影 为 4° = ЁГ) | rie. 
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证 明 我们 只 证 1), 2) 的 证 明 类 做 必要 性 以 前 已 证 过 ( 见 
定义 6.24), 往 证 充分 性 , To UE E ЧЕЙ. 令 ua 为 44 产生 的 测度 ， 
Шш, 以 [ITT] A EE. ҢЫ F, C Уу, FATO, (EIE [CI r T s] 00. 
Ш ш. (RT. D = Elre I> оо, & Н, = РТ 17,1. n H, 
为 可 选集 , B. НИЕ, x Q, УК, RIVE Ba CH.) = na (GT RD < eo, 
Wu. 限于 可 选 o- 域 为 e-. 有限 . 于 是 由 定理 6.28 H, АЖЕМ 
部 可 积 增 过 程 . 这 时 , 对 性 何 非 负 有 界 可 测 过 程 X, 
Ha (X) ËF К © Í oa) = ED XT Іт [4171.9 т]1 
= Е [А |= [EP presa | S v]] - 
В= [210-2 т] Ўт, р E xe HH pa Q X) = (X). H T В 
适应 , ER B= А°, 
最 后 , 我 们 证 期 一 个 对 今后 有 用 芍 结 果 . 
8.883 HA, B 为 两 个 可 积 变 差 过 程 ， 令 A- = B, -0, 
„А == A. -5lim 4, В..= В з = lim B, 
1) XT A, ВЖ АНАЈА, 必须 且 具 需 对 一 切 停 
时 T, 我 们 有 
(88.1) ЕГА... 4.7] -E[B.— Br] 
(BE CA. — A, ) CB. — B, 2 有 相同 可 选 投影 ) , Vp, dp A, B #E 
EEK, WAT ABL BAER NS UJ Ж BJ T, 
(88.1) sr. 
2) AT A, B ARR T ERARE, МАНА fa 
&45|.7,.] = 13:3], 
НИВ Т, 有 | 


(33.2) E[4..— Ar] = E EB. — Ву] 
(BB (4..— 4.) 与 (B..— BO 有 相同 可 选 投影 ), 或 者 等 价 地 ， 
(88.3) ЕГА. .2_1 =E [B| o. 1, 


ЕГА. AF 1 =ËE[B.— B| Z] а.в. (0220), 
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特别 , 若 A, Вп, WT А, BEKI НКЕ A, = Bo, 
且 对 一 切 停 时 了 工 (33.2) ior, 或 者 等 价 地 , (88.3) 成 立 ， 

证 明 1) 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 ， 令 € UP, sell, T 为 
ЖЕП, N) 因为 ww-- 系 ， 反 生成 可 选 o- 域 (定理 4.18), НА. x (QO 
= [0, [6 6. H ta pz DIA А, BE (RO x Z 上 产生 的 
БРЕ И ЕЕ, ЕН (88.1), ва, ив 限于 弘一 致 ， 故 由 系 工 .3. 2), 
Ња, Hs 限于 可 选 o-hk-— Py, Bea, kz 的 可 选 投影 相同 ， 于 是 A, 
B J PT kx B 2 A. - 

2) 必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 ， 令 eilo A€.7.*U 
1107, сой, 29), DU VA mE, CERE EL о- GE Я 
4.22). E Е[4,:.#01=Е[8,|.2.1, НҢ —1Ш{#Ҥ[ 7, (33.2) 
REGE, ша (А, 9) = ua (F XO), Н ia, ив T © Е. 3, W 
Ha, Pa 在 可 料 с E— 3:0 1.3.22), ВА, B AGIR IRI н] ЖАҢ 
投影 、 同 理 , < 

eo 010.1], ACF o} U Ot, oolx B: BEF an #ЕВ,}, 

可 证 (33 .3) 式 的 充分 性 ， 

6.34% 1) 设 和 4 为 一 可 积 变 莽 过 程 ( 相 应 地 ， 适 应 可 积 变 
莽 过 程 )，B 为 一 可 料 可 积 变 差 过 程 ， 则 为 要 BB 是 4 的 可 料 对 懈 
BERE, 必须 且 只 需 戌 二 区 [do|. 多 0o-]， 且 "4 一 B( 相 应 地 , А-В) у 
一 个 一 致 可 积 蒜 ， 这 里 ”4 为 4 的 可 选 投影 . 

2) W 4 为 一 可 积 变 差 过 程 , 则 "4 一 4 Jy— F — 3 a] ВЕ, 

证 明 1) 由 定理 6.6, ^A 为 一 右 连 左 极 适 应 过 程 , 并 且 对 一 
WIER, °A,=E[A,|.Z,] a.s., Fk, 2935 (33.9) 成立， 必须 及 只 
需 Ba =Ë [ A, F 1], ЕЯ]—1ЛЄВ„, 

? 4; — B; — E LA. — Baol F ,] a.a., 
故 得 1) 的 绪论 . 

2) H 1), A-A Jg ВФЕ, A? — А? = 49— (A9)? 为 一 

Sx np, BA - AT Dy XX TUR, 
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6.90 定理 RAA- ENRE, M 为 一 非 负 一 致 可 积 右 
xk Sc Sk, 则 对 任何 停 时 Т, Ж 
(85.1) i [| M.dA, | -BUMr А}. 
Jo Bir, T] 
HE BH 令 X =Mrio, ry bil ° X =Ë [Mr | Fal Iygzry-M,. riper 
21 М. Ir rl, PEH Е Ж б 17, 


ELM AS = UN . X,dA,|- ё f °х ‚дА, | 


сб, p 


-el | 
L, 0, T] M.A, | 


0.36 定理 设 A 为 一 通 应 增 过 程 ， 且 对 一 切 tE 民 i, A, n 
积 ， 则 为 要 A 是 可 料 的 ,必须 县 只 需 对 一 切 非 负 有 翼 石 连续 屠 M 
太一 切 PCR, 有 
(86.1) E|] mwaaj- E|] Mda], 


ЖФ M.—EDM.]. A 44 为 适应 可 积 增 过 程 ， 则 为 要 À Zo 
п} ЖИК, GARASA DIRA AERA M, 有 


в» амале Mis] 


证 明 WERE X8 6.17 HE £8 CD] oa M BJ T 514% Ж 

Ta, M), Ват. ШАЛУ А. 为 适应 可 积 增 过 程 . 令 
€ —i([0, i] XFER, FEF}. 
ШЕЖЕ, хо ERI c-X, Ное) - (R, ) Xx. i C = ID, t] 
LECE, 令 Mi- EUr) Fd, M] ^Zo— МГ, 'Te= M Ign, X 
H À RETE (96.1) 得 
Bao) = ша (То) = aP io), 
I u у A dE ZO, EPERE 5 
$—-(OC2(R,) x. : mc = Palo) }, 
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则 学 为 A-3&, Н € C9, 故 由 定理 1.2, Z—Əc() = (В) x.*. 
р (RI) XU, 子 是 ma 为 可 料 测 度 , 政 由 定理 6.17, À 为 可 
料 增 进程 ， 对 一 艇 情形 ， 考 虑 每 个 适应 可 积 增 过 程 А", Ш ЕБТ 
证 , А" 为 可 料 增 过 程 , 放 4 为 可 料 增 过 程 , 

ж А 为 适应 可 积 增 过 程 ,县 对 一 切 非 入 有 界 右 连续 移 M. 有 
(36.2)， 今 M =M Imit Mrr MJ) AM" (pde 3E UE XE SE, ai 
ЕҢ (36.2), 

E: IN А М.А, | + ГМ, (А. А,)] 


=E] MdA) -E|| Mda] 


ГО, се 


=Ë | M,.dA, | +Ë М, А„— A]. 


LÜ, #7 
在 等 式 两 端 同时 减 去 有 限 值 EMA. AD], 8048 (36.1), FE 
根据 前 面 已 证 结果 , А 为 可 料 增 过 程 . 

作为 定理 6.86 的 一 个 应 用 , 我 们 得 到 可 料 时 的 一 个 刻 划 . 

6.37 定理 HTHH, WETERAN, 必须 且 只 
EH- UI JE SUB FUR EGER M, jS B[MS] - ELM), к Mo- 
A^EDM,|.,.]. | 

证 明 ”必要 性 由 定理 5.41 推 得 、 往 证 充分 性 ， 令 A nep 
BU А 为 适应 可 积 载 过 程 ， 且 对 一 切 非 负 有 界 右 连 续 坝 政 , 有 ( 注 
Ж. М„= м.) 


E |. et M 84, | = |Ë [M т] = үз [Mr Iz] 


=E Ma M, dA], 


故 由 定理 6.86, А 为 可 料 增 过 程 , 从 而 工 为 可 料 时 . 

下 一 定理 给 出 了 绝 不 可 及 时 的 一 个 有 用 的 刻 划 ， 

6.88 定理 设 了 >0 为 一 停 时 ， 则 为 要 外 是 绝 不 可 及 时 ， 必 
须 且 只 需 存在 一 零 白 值 一 致 可 积 坝 М, 618 M 在 [Т] 外 连续 , B. 
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在 [T<] 上 有 4Mr=1, 

证 明 必要 性 ET ARDA, 令 A= lran ША 
连续 ， 从 而 АШЫР АНН A 连续 (6.31.89). & M= À 
— Ar, Wú M 为 零 初 值 一 致 可 积 著 ( 系 6.34.1))， 且 六 满足 要 求 
的 条 件 . 

Е, 设 满足 要 求 条 忻 的 一 致 可 积 怠 M 存在 . 则 对 任何 
АМУ ©, 我们 有 

4Ms= ЗМь к< = AM; 1-6 = тв), 

由 定理 65.4, PIT=5<%] =E[4M.]=0, Т AARE A, 
T— 325 HB ТИЛЕШ e- 域 族 ( 定 义 4.39) 的 一 个 刻 划 ， 
8.89 И, =, Fo =S. M S Y (УЫН 

AER, 45291 H. FUffs — I — ЖАТ E SE RR A И А: XE SE BJ. 

证 明 XH. БОРША OM 为 一 一 致 可 积 右 连 
Hh, ДЕЕ [т ЖЕ T 20, 我们 有 

ELMr Ig г] =M r-d ire] 8.8. 

АВ ЕЕ F r= F r А М.р 关于 Fr пр], UR AM, Г 

=0a.s.， 即 型 为 拟 左 连续 ， 

TE, Fo 不 扳 左 连续 ， 则 存在 一 可 料 时 工 ， 使 得 
F[T<ee1>0, HW: ё.#т ER- SE H€ Z, r. 44 
M-—(Iu—B[Ini.Zrz ])Ig.p М СЕ ЯЕ 6.12), 
F. M 非 所 在 连续 . 

б.40 ЖУ oo- 域 族 ( 多 Diew_yuR, 称 为 全 连续 的 ， 如 有 果 对 一 
切 停 时 T.H M qm Ж т... 

TA ж Ж ӨКН A MEER PE. 

6.41 定理 E: S = о, S. =. uc, 则 下 列 二 断言 等 价 ， 

i) (Fo 全 连续 , 且 一 切 停 对 为 可 料 时 ; 

i) — 07— Sr ap gU Xe st Е Se, 

证 明 Dsi, dE D my, 1—07 — ТЕЕ ЕВЕ М, 
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及 一 切 停 时 (从 价 可 料 时 ) 守 , 由 定理 6.39, 有 Л. Mr. а.з., 这 里 
约定 Мо М», CERE Mo S CM) лі]. [B CM D RES, hk 
(M) 连续 . 

i-»D. Uri) ar, 出 由 定理 6.39, (Fo ШЕЖЕ Хн 
定理 6.87 类 一切 停 时 为 可 料 时 ,故人 (多国 全 连续， 


86 ужа 


今后 ， 我 们 经 常 与 适应 局 部 可 积 变 差 过 程 的 可 料 对 侦 投 影 打 
交道 因此, 有 必要 引进 新 的 简单 术语 和 记号 ， 

В.42 EX WE CAD 为 一 适应 局 部 可 积 变 差 过 程 , А 的 可 料 
УИ ЕЕ À 的 补偿 元 ， 记 为 2， 过程 AA ш A 的 补偿 ， 
KN A. RME Áo A= ELA |. Fo]. 

Щщ 6.34 知 ， 对 任何 适应 可 积 变 差 过 程 А, А-Л 为 一 致 可 
Bbk. 

设 (X, 为 适应 可 积 变 差 过 程 ， 如 果 (X. 0—80, ИК CX.) 
ЫЛЕ ЗЕЙ, 显然, 可 积 变 差 对 为 一 致 可 积 右 连续 蒜 ， 此 外 , 设 
CX 为 一 可 积 变 莽 款 , 则 由 系 人 .34， x =B [Xo] Fo]. 

б.4б БЛ Ynn, Л» 

d= 2, AM g, 
则 4 为 适应 可 积 变 差 过 程 ， 4 连续 , H 
(48.1) M,=M,+ A,— А, 
此 外 , 对 任何 可 料 过 程 CHO, RIA 
«8.3 Е[ 125,1 261 авга. 


证 明 5 D,— M,— Mo, 则 
D,— Di + Di = Di + As, 
(D) 为 零 初 秆 一致 可 积 靳 ， 于 是 由 系 6.34 An, А, = — Dt, 从 而 А 
连续 , Н (48.1), (48.2) A5 hEm 6.25.2) 推 得 . 
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6.4 EE 1) T — ku PA 06. 

2) ОСМ) D — BR H АЛЕ ЕЮ, M M = М, 

uS 1) Мр 为 一 致 可 积 右 连续 款 . 若 CM O 可 料 , 风 对 
{БН T, М, 为 Fr 可 测 , 于 是 由 定理 5.41， 

Мг= I LM |. т... | = Mr, 

EX 5.6, (M) 5 (M, у) лн, {8 H 右 连 续 , fM 连续 . 

2) W OM) р ñ n BUE RR, ЗКЕН R 6.34, M,— M, 
= Мо. 《从 定理 6.45 亦 可 推 得 此 结果.) 

下 一 定理 是 有 关 可 积 变 差 鞍 的 最 主要 的 结果 ， 

6.45 EE i MATIRE, 则 对 任何 有 界 有 连续 拷 
N, 1А 
(45.1) Eg Мыл DD AMAN), 
这 里 约定 M. =0, NN. —0. 此 外 ， 过 程 L= M.N — 5 Añ, AN, 


3—8& up PU xe BR, 
WRA $ X,= NL, Ш СА.) 的 可 选 投 影 为 СА), BUCH 


` ELM.N.] - E In _ F-4M,]-& Iñ „TaM, |, 
4 No- =0, (N, ) 为 可 料 过 程 ， 由 于 (MO) 的 可 料 对 个 投 影 为 
EMi: Fol, WA 
Ë Is QN aM, |= [ | К N, ай,|=0, 
从 而 有 
ELM.N.)-E I a AN, aM, | =Ë [> AN,AM,], 
S T 3 — ES ,NH (45.1) 于 抽 VT, 1@ 2] 
EP Mr Nr] = ГМ. Nr] =E [ > AM, АМ,\, 


Шш ETL,1= 0， 了 于 是 由 定理 5.40, (L) у Ski PU gh. 
下 一 定理 说 明 可 料 过 程 在 随机 积分 中 的 特殊 地 位 . 
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6.46 定理 5 MAIER, H 为 一 可 料 过 程 ， 使 得 
E [| „ ,HilaM, ]< +=, WI H. M Ph ERG E 
HEBA ”由 定理 6.26.2)， 
GI M = HÑ = HN = HELM] Fo], 


H.M- (Hf M)=-H.M—- HELM |Z. 1 АЭА, А 
而 H. M 为 可 积 变 差 蒜 . 


$'7 Ору Еау Doob-Meyer 分 解 


6.47 定理 E (AD 为 一 可 积 增 过 程 ， 令 (Z0 Элу Ж CA. 
-AD 的 可 选 投影 , 则 CZ 为 一 类 (DD) б RNE CZ) 23 BUS 
过 程 CAO 生成 的 位 芝 . 

证 明 ”由 定理 6.6，(2 为 右 连 左 极 适 应 过 程 ， 此 外 , 我 们 有 
Л, ЕГА. Al F] a.s., Bact, 则 有 

BZF] =®[А„— 4+|#]«®[А„— Arl F] = Z, a.8., 
(Z) М En ЖК. 53— 76180, 我 们 有 
lim Ë (Z, = lim E [ A. — A] — 0, 


故 (2 为 位 势 . 最 后 ，2: 所 区 [dw| A1] a.s., AR CED SIS CD) rS. 

注 D EG 为 一 可 积 增 过 程 , 则 (4 一 A0) 与 44 生成 相 
同位 势 . 

2) (Ад, (ВО 为 两 个 可 积 增 过 程 , 则 由 定理 .38 知 ,为 要 
A, B 有 相同 前 可 料 对 位 投影 , Dr 25 B. H a 

E [ 4o |. v] 区 [Bo| .多 0_]， 

BE. А, BB 生成 相同 的 位 势 ， 

8) UE CAO 为 一 零 初 值 可 料 可 积 增 过 程 , 令 ZO 为 4 生成 的 
WA, шлу АЖЕ (Ку) х.# 上 产生 的 有 界 浏 度 , ШАРЕН) Дш] 
5. 有 
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иа (15, ooi; = [ А„— 44] [А]. 

X (0101) —0, 故 ua # о Ed kai dH (ZW 唯一 决定 。 由 
ЧА BEL Ж PBH A ШЕЕ НИП 2 唯一 决定 . 

由 定型 6.47, AAT EAR SE IR XX FE -个 问题 ; ЖЕТКИ: 2E (DO фу 
ЗАЛЕ h np ДА РЕ Р ТОШ, RITER Ж НГЕ 8) 所 担 
BERT ZR Ж. РЕА X -— [Hi] ВРЕ НУ T, 

жыш LO, PS, TT 这 样 的 随机 区 闻 , 其 中 Fe. S, 
T M ИН, SST, 令 % 袁 示 这 种 随机 区 间 的 有 有 限 并 全 体 , 则 VE S 
只 ; XQ 上 的 一 -个 域 ， 且 名 生成 可 料 o- 域 GEM 4.22), 8 H= 
[04]U (L] IU, V.]) 为 名 中 -- 元 素 , 2 S138 10, eot n H 的 初 
№, 212% 为 [Sr -„=е[] OU? А8, 5 S, 为 Лү, со] H 的 初 
iB, S T. Sa lA H KREG, WI EZ 可 以 唯一 此 表 成 

H-[O: UIS, TU UIS, Т]. 
其 中 РС. о, Æ {б,< deel b, Sac, Æ [P Me] E, 
Pican SR I 的 这 种 表示 为 典 刚 表示 ,并 令 

H = Оли [So 710 U [LS,, Tal. 

6.48 5[ E 设 (20 5—2% (D) pt, НС, Hu 
IRA 
(48.1) H -. [OU TS: T.IU--UTS, Tal. 
> Z. = Ü, 

(48.2) иН) =EBE[Za— Ёл} +e +E[Z,;,— Zn], 
Muk V EU УЙШ, | 

证 明 ”首先 ,我 们 将 证 明 如 下 事实 : 设 HC V^, 则 对 尾 给 e>0, 
FE КЄЄ КЕН, B (Н) (К) 6, Ж, 3148 së 
H 次 形 如 JS, 71 的 随机 区 8), Hp S< Tp, B # [IS <оо] 上 有 
Ol o 


s= (S4 i 


2) 1 Ta == Tel zl. 
Th 4g ST], 
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RIE Ss, 5= 5, H # [S< оо] E, S,75. F] B, 
了 lim P,=7, 且 在 [天 十 ce] 上 有 了 一 了 ， 于 是 ,对 每 个 加 
DX, PICIS, Т], mf даже, Н 7 属于 类 CD)， 歼 有 


1 


L 
Zs, >Z g, Zr 2 21, 从 而 
lim ë| Z. — Zr] = Е [Za r], 


Жп, 4 Dlan Z+ | >El ZI — 21-а, 3F2 F = Sn 
ГЛ] Вр пу. 

ЕТЕНЕ BH m o- 可 加 性 ， 出 于 点 有 界 , 只 需 证 明 : # CH. 为 
€ BJ ase y 2) B [ Н„=0, Wo, 88 F 0, 8 620, R 
K, EC, 18 K,CH, H (Н) «и(К,) +2e dip 6L, 
= КАП K:N NEn ШХА n, Lc, L, E,, В. 
(48.3) nH CLEA) + а, 
5j —H i, CL) АВЕ РА. TE, 车 用 D, 表示 L, HD, 
则 [DJCE, 上 且 序 列 (Dw 上 升 趋 于 He, 我 们 有 acla l, 

ACE) S aC, D = BIZ», —Z.] = 8121. 


Lt | 
由 于 Zo, — 0(Z 998 (0) 8 85, clim e (1) =0. 出 (48.8), 
Him pe( 吾 ) <<s， 但 8 是 任意 的 , 故 lima (H,) =0, 3] BERHEE, 


6.49 ER 设 (20) 为 一 类 ( 轧 位 势 ， 则 存在 唯一 的 零 初 值 可 
料 的 可 积 增 过 程 А, ВАФА Жн A IE hq h£ SE. 

证 明 ”唯一 性 由 定理 6.47 注 2) 推 得 ， 往 证 存在 人 性. 将 按 
(48.2) 定义 的 名 上 的 有 办 测度 中 唯一 地 扩张 到 可 料 ox F b, 
Н б. 对 和 任 一 不 足 道 可 料 集 H, HOD D: = +оо а.в., 
天 Dy pH CEM 5.27), 4 F-[Dg«o], Ш ЕС, B 
们 有 | 

H cO; JOrn ee. 
ШТ РОР) =0, О,— oas, MUCH) ~0， 对 任何 非 负 有 界 可 
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测 过 程 A, A 
(49.1) о) —AC X), 
Wu ch SRI) XO 上 的 有 界 测度 , HET АЖ ESC Af. 由 于 
u dé ро BIS SE, КЕШ (49.1), АСА) - a0 XD, BD p 2g nOREBIBE, 于 
基 由 定理 6.15 Z 6.37 知 , 存在 唯一 的 可 料 可 积 增 过 程 4, 使 得 此 
МАШЕ, НР ЕА = (ШО) = ( 0) =0, B A579 a.s., 
ЖЬ, 由 (48.2) , ж {Еш PS S, 
Е[4..— 45: = (DS, ee) =É [Дь]. 

TRH CZ 为 CA« — 4.) 的 可 选 投影 , 即 艺 为 生产 生 的 位 势 . 

作为 这 一 定理 的 一 个 重要 推论 , RETE% (D) F #h Doob- 
Meyer 分 解 定理 ， 

6.50 定理 设 关 是 一 类 (OO) 右 连续 上 款 ， 则 存在 唯一 的 零 
初 值 可 积 可 料 增 过 程 А, d МХА у НВ 3x33 
Х= М-- А .X Ору boob-Meyer 分 和解. 

证 明 存在 性 , 令 

Z= КХ+—Ё|Х F. 
MORRA, 由 定理 6.49, 存在 一 可 积 可 和 料 增 过 程 А, 使 
得 . 
= ЕГА. – А1761 = ЕГА... — 4, 
A М, -ELX u-t A. |р. ШИ М X +A. 

ЕХ = M - À, X = M -4 3 XAA Doob-Meyer 
APER, ША AM--M узра n AE ЖЕ 25 BR, He gh xs Bl 
6.44.25, А 0, BE A= A, M — M. 

6.01 gx L.X J—— Pk a l R PE S їй, p X J E MU 
BU, MRH н] 7220, 有 | 

“| Ху. ]=Ё| Ху]. 
RA DE, Xr. —ELXz [L7 z-] (因为 恒 有 Xr >Er] T). 


可 - 
— J- 


160 JG XE АЈ 
由 定义 知 ; ЖИЛЕ E bb EBORE BJ AU; сират Bb bb 3 GE NU 
的 ; TREN Bon E s. | 
6.52 ER DXA —2E (D) di Ek F bk, X MAX 
其 Doob-Meyer 4Mt, MAE АЖ, БН АХ 33 YE Ml 
的 . 
证 明显 然 ， 


第 + ж 
2 Z А Ж 


MERE, ВЛИВА SEILENE. 除非 另 有 说 
明 ， 我 们 讨论 的 出 发 点 将 始终 是 一 个 完备 村 率 空间 (Q, F, P) 及 
一 族 满足 通常 条 件 的 .多 F o (F cen Ж B 为 简单 起 见 ,我 
们 约定 Fon s 

今后 , 除非 特别 由 明 , 我 们 将 对 不 足 道 集 忽略 不 计 ， 例 如 , Ж 
们 将 两 个 无 区 别 的 过 程 镜 为 同一 个 过 程 , 并 用 X —Y ARAE X 
KARY EKI, 用 X«Y 表示 LXY] ARENS. HW, R 
们 将 把 与 一 可 选 (相应 地 , 可 料 ) А Е K PU SEE ЭВ CR 
地 , TADES 把 与 一 右 连 续 ( 相 应 地 , 有 过 左 极 ) 过 程 无 区 别 的 
过 程 称 为 右 连 续 ( 相 应 地 , 右 连 左 极 ) 过程， 此 外 , 我 们 所 研究 的 过 
积 可 以 在 一 不 足 道 集 上 无 定义 或 取 值 +o, 

KAHE, 我 们 考虑 的 一 切 款 都 假定 为 轨道 右 连续 的 (从 重 右 
连 左 极 的 ), 四 此 我 们 经 常 省 略 “ 右 连续 ?这 一 定语 . 


$ 1 正 交 性 与 稳定 子 室 间 
TIES W M= (M) AHE, 称 M 为 平方 可 积 蒜 ， 
ШЖ supt | Mz] = оо. 
4r E41 ERE 3 F in m 
4 ——-43)5 £X: -— 3S n] Ж! Bh ss pj, 
УУ —— —n] 3H 48 здра qu]. 


1; 3169 ne, у-ү (RD eR CRT DNO EE, 本 条 就 是 可 选 ( 可 料 ) 
n4. 
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AET Ир 5s jl, 
ЖЬ, 令 Mo (M C.&: М„=0}, Ж {ШШЕ Ж Y, Mi. 
下 一 定理 通常 称 为 Kolmogorov 不 等 式 、 
TEE СМ,) Ju —SEJ n ЛАЙ. € M"—=sup|M,|, 则 对 


{к  Ас>0, RG 
(2.1) PM) < sup |Ë [M1], 
证 明 设 ih, Éa, ej) > Зя ачтан. ШШ Ж 2.18, 我 们 有 


P [sup | M4, |> А] < y sup [2/:). 


H T [u>] = |) [sup | M, | >A], H [зар | M, >A] AY x F, 
调 非 降 , BC 
P(A < z sup Ë [MT]. 


在 上 式 中 以 Ate 代替 À, 再 令 до, BI (2.1). 

7.3 定 理 1) Ë MEM, 4 M.— Hm M, as， 则 为 要 
MEAM, ҢА ЕМ] <+ eo, gt Mc. WA 
(8.1) i M2) =вирЁ[ М]. 


25 4? Xe 639 ОМ, N) БЕМ...) 为 一 了 Hilbert 空间 , 且 与 
L, Жы, Р) BM, MoMa AEREA. 

证 明 1) W M C. Z°, H Fatou 3| 2E, 我 们 有 
(8.2) eM: =] «supE[M;]. 


反之 , W MEM, HELMI] <+, HF ME Mal FA. н 
Jensen 不 等 式 , 我 们 有 Mi 专区 [对 .| 多 村， 从 而 有 
(8.8) sup LAT] «ELM? < +оо, 
ЕВН M c.47, WE M CLE, WEB (3.2) 5 (3.8) 18 (3.1), 
2) 显然 ， 


wk M. A. | 
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7.4 定 理 B Mac, MEM, gm ML Hela 
—lim (E[(Mz.-- M 0, MEETER Of)... 使 得 对 用 
乎 所 有 o, МК (о) Ж] ЄЛЇЇ — Sura F Mw), 
证 明 ARTI (Mon 使 得 c IMS 一 于 -ls<< 二 co。 Hi 
Doob 不 等 式 , 我 们 有 
атика E[sup| M? М. 


5? (E [sup (М — MD)? 


Mi м 


«2 ELMS — M.)2])Š 
< + So 
特别 有 S supIMP- M; < со sus. 这 开明， 对 几乎 所 有 上 
M? (0) 对 t€ F, RAF Mio), 
ТБЖ G ub ЖЖ РОЛИК, 则 odo 为 .4 
的 闭 子 空间 . 
7.6 定理 1) RR MC.4, Ш T, MEMM, Ж 
外 , 设 ssi ВЯ, E TS] оо as, 则 有 M, — M. 
2) Wk (Mua co^, MEM ж | MS-M.I0, Wr E 
何 停 时 T, [LM$— Mila 0, 
证 明 1) 首先 , 由 定理 5.39, MEM, XT 
ЕТМ] SELM] <4 mp B LMT] < +оо, 


CH B 7.3.1), MEA, 
设 革 个 十 cc а.в. 为 一 停 时 列 ， 册 Doob 停止 定理 , (ОМ, Уз 关 


ROGA.) 为 一 平方 可 积 丈 ， 故 由 系 3.19, 有 Mz, — М... 


2) НРСМ" М)? AER, IUS 
EL (Mi Ма) «E[UOMS — M.D]. 
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由 此 推 得 o. 

了 ,了 ?定名 RM, N AB 3E Yu ib. ЖАМ Bj N NS Ham 
Sr, WE Мо N = 0, H3] —3u)p£zimj T, ж EL Mr N | = 0, 我 们 用 
M) N 表示 性 与 入 相互 正 交 ， 我 们 用 M IAN JE ЕМ...) 
= 0, BE M | N 意味 着 M.N 作为 Hilbert 空间 .KA? 中 的 两 个 元 素 
各 互 正 交 ， 为 了 区 别 于 前 述 正 交 概念 , 我 们 有 时 称 后 者 为 弱 正 交 ， 

7 了 .8 定理 „М, NEA HM N I =0. MAEM HN 
相互 正 交 , ЛИЯ MN HP. 

证 明 ”必要 性 直接 由 定理 5.40 推 得 。 往 证 充分 性 ， 设 MN 
Эй, 则 由 于 M*CLD. NCI’, W MNCL, 从 而 MN hi 
үй, FE, Xp— DESIT, “[М, Ne] =E[M №) 0, Bp 
M | N. 

7.95838. UE A CE, О) # CHER PR ERE 2 09). 
SANCA NIS, m NICE), 

证 明 ERA N | (270), 这 里 7027) 为 出 久生 成 的 线性 
5а] 5 МЄ С), EUDEL), {н | М — M.I 0. d 
Em 7.6, ЖИИ Bsp T, M$ 一 > Mz 从 而 МУМ -二 > Му Мт, 
于 是 MoN = 0, ELMrNr]=0, iB N EM, Ri, VLZ). 

.10 定义 ос." 称 呈 为 稳定 的 ,如果 

i) 对 一 切 停 时 了 p СД =» МТС 

i) Wt AE.Fo. МЄ Z= 1, ,M C€ Z 

稳定 的 闭 线 性 子 空间 称 为 稳定 子 空间 . 

7.11 定理 TAMA, 2; 29 为 稳定 的 , MARZ) 
为 稳定 子 空间 , 并且 apo. ax 

іме: УМС, M LN), 
证 明 ENEZ, MCA. 则 对 任何 停 时 全 ， МС, WA 
ELM NT] = ЕГ.) =E[MrNr] -SLMZLN.]-0, 
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这 表明 NT C.47 此外, & ACE VM ТМ € Z, RA BEUN SM] 
-0, Am J NV E2, Bg, 27 为 稳定 子 空间 ， 于 是 (S ) = 
LEO 为 稳定 子 空间. 

MEMEA, Next MAERT, RNA 
MELE), NED, JW EMN r] = ELMENTI =0, Jt, 
HEA €.7. HIM EZ), ШЕ. Mr Nr] =0, 特别 ， 
‚ & T -0, р Mo Ne. 这 表明 M || N, 

7.19 = 2. (oL Wy uto Rud * oia T = 
lj, EUR A n9 Ji 

7.13 ES LH чүл ЮДОН EUR, XEM Cof, 

ERE М=0 aa. 

EMEA’, Us 7.12, M 有 如 下 唯一 分 解 : 

M- M + М", 

其 中 MEA, 2， 我 们 称 Mog M BJ XE SERE Л}, 
M* 为 M fabu E A. 

EMEA, 了 为 一 停 时 , 显然 我 们 有 

(МТ = (MOT, CMD = Orr. 





$2 ШЖБТ АЛ а 
7.148038. VE CAD 为 一 可 积 适 应 增 过 程 , (А) ЖО ББ (8 
投影 , 则 有 | 
&[42] «4E[42]. 
证 明 ANDAR ETAF] 的 右 连续 修正 , N* - sup| Nl. 
п Рось 不 等 式 ， 
Г ГАР] <4 启 [TW2 一 4 个 Td2] 
由 于 A— A 05 sip P DL. MORS 


1) Хх PR EA AIPE: СУ АЁ], ЗС МЕ ДТ Ж) ji E ES FO RBT E n. ДА 
TARRE Jj TRR E PLAE, 
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4,—2,- 8 [A-—4.1.7,] — N,—B[A. |.7;]. 
于 是 型 定理 6.17, 
E[42] — E IN _ А„аА .| = Е [ N- [À..|.2, 1 dà, | 


= Ë [| M" — A, +N, 4A, 
Г, = 
«ЕГА. Aa N* A.J. 
这 里 约定 No №. HÆ, 我 们 有 


E[1.4.]-E | NT ad, - s (| 


r, [Ü, = 


м, 44, 


= [N* А], 
BUR А ‚ 
ЕГА] <2E[N*"A s] S2 (E ГА" TE [42]5 * 
«4t AZ). 
4.10 5 E MEMA, 则 对 任何 个 时 于， 有 ” 
| [ДАМ ]=16®Ё[М?], 
这 里 约定 АМ„=М„, AM. = 0. 
证 明 4 М*=вар| M,|, 则 由 Doob 不 等 式 ， 


ЕЛ xz AE [M2] — +оо, 
{Н 14M | S 22M*, ti E [AMT] x 168 [M2]. 
FERRA 73 A ERI) ЛЫ. ` 
HT AERA T6 ax, 
CO [T] 4M €: М Æ [T] R E, 
显然 AT] 为 稳定 子 空间 . 
4.16 定理 设 荆 为 一 绝 不 可 及 时 或 可 料 时 ， 且 TT>0a.s.， 
则 
1) Mc.4"|TIo M-A— A, Hf 
А= 61, ЄІАС), 


1) 这 于 及 令 丰 ,我 们 用 АШ Aog (332. ERTER 4M? 误解 为 4D 
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2) ik МЄ." Т], WHH NEA, 我们 有 
(16.1) E LMIN.I-E[AMgyAN,. 

3) EMEA, MAAR ЕШШ N—A-AÀ, 其 
中 A= AM riir e. 

证 明 1) 271], WEEL F, A= El, ДНУ 
7.14, A- AC M, Т RARI RH, N A 连续 ( 系 6.31.3)); 
ETAR, W ABE Fr {定理 6.32.2))， 在 这 两 
种 情形 下 , 4 一 有 在 [ET] 外 连续 . 剩 下 只 要 证 明 A— 4 C.N, E 
NEM, A 

T = inf (t: Nn}, 
Mü 有 ,为 停 时 ， 且 于 个 十 co ав. АМ о, А 为 有 界 连续 蒜 , Ok 
由 定理 6.45, . . 
BA Л). Ny] -B[CA— 2). NIY = 0, 
从 而 由 定理 7.6.1), ЕКА - 4). Ne] —0, XXX A-A EAMH, 
于 是 A— 3 CT). | 

EHE, МЄ. ИГТ]. 2 A=AMrIme 则 由 上 所 证 ， 
A—À ECAT, W M— (А-2) C LPUT], 39-018, Ж P b 
绝 不 可 及 时 , AXES, ACA— Д): = AA, — AM, Ж ОТ 3 B| ЖН, 
则 A—ELAMz[.Z 170-0 (н 8 5.41), ЖОЮ AA- A)r 
—AM, Ж M— (A— 4) €. ^. TE М- (А-А) =0, Bi 
М= А -- А. 

2) G NO XS EUER EIN od xim) F 的 在 连续 修正 , 则 由 
定理 6.45, 

ETM N] = E[AMraAN Y], 


| ТА _ L? 
(ANS N. Ipsi №, МОН 5] ЖЕ 7.15, ANI ә ANT. 


十 是 在 上 式 中 令 n> f (16.1, 
3) HD ft, N-A-A C. PUT], B M-N #E [P] 上 无 跷 


168 LW FHA 
ШЕ 2), M-N | -A T] Bp N 25 M SI ATCP] 上 的 投影 . 
注 ”下放 我 们 将 看 到 ( 见 定理 7 了.19.2))， 对 一 般 停 时 了 >0 
а.8., RIIE 
меж 1=әМ= А-А, 
其 中 A= M; I a. 
ЕЕ Y kisi oE r p| ЖИЕГИ FS. 

7.17 定理 1) i M CLP, 出 有 
(17.1) š>: АМ SS [MT] (aM = М), 
AEST .1) BEES, BDUS M — Мс. 0, 

2) ИС. A CP usi ЭЕ M IER БАЛЕ ЕН] A CR, 
ЖЕШ 5.20), М" 3g M #j A? UI]. ЕШ ЖОШ M" 为 AM pur, a 
的 补偿 ) M. rh 91 322838 DM 收敛 于 M. 

8) BE МС. WJ M ar Fi — 38. 

M = Mas MÄ, 
其 中 мее, Me €. nt, Mm gatur RB, MC 只 有 绝 不 可 
JE BE, 
证 明 1) É (CP), =a 为 一 穷 举 M 跳 的 标准 停 时 列 ， 令 
Ar= AM, Tir M-A- НЕ У) М", 


һ=1 


mj М—М„—Н* xg [Ta], ++, [74] E 8k, 08 (016.1), M — M, 
— НЕЗ H*, X M", +], MF 机 互 弱 正 交 , kdy 
Ем: = ЕМ ELAD] --I&[L LM, M.— Н) 3] 


- ENS OD ФЕИ +E COM, Mo- Ну]. 
H (16.1), ELM) - BCAM?, 故 有 
(7.2 B[M2]-E[MZ- S ELAM, +®Г(М„—М„—Н®)з\, 


特别 , 正 交 级 数 Xuan EAA pu r-—H,BHCc.ues 此 
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外 , 由 定理 7.4, 万 与 M ВЕНИ, 故 M - H 为 连续 平方 可 积 蒜 ， 
从 而 М“ H, М=М—Н. IB(T.2, 我 们 有 
вг) = ELME 十 P3 IELAMZ 1 E (CM М Ну 
а МЕСОМ. Ma HUS, 
于 是 有 (17.1)， 此 外 ， 为 要 (17.1) SRY. SER M = M. 
+H, М#— M — Му, Ай, М Мс. +4, 
2) WIERA TF 1) 的 证 明之 中 。 
3) pia CI ad az у — 59336 M BEI ese ОЕ S. 令 Ni = (n: T, 
ын}, Ba [n: Ta AREH М Бр), E 
Mena 5 М", Meélcw М", 


пе B, nc Ms 
这 里 А" A AM. Гоз, от ЗЇ. 由 定理 .4,， M?" H # np K Wk, 
M! NAFAR HH 2 m, М-М М RE -E 
АХА uE pH C LEX 5.24 的 证 明 ). 
7.18 定理 1) 设 开 ,不 E.A2a， 则 我 们 有 
08.3) EDE laM,aN,|1 <. ELMI] VELEL. 


2) MEAT, ШУНА N c od 有 
(18.2) ECM. NL] = ВГУ AM, IN]. 


Ж, Da MiND AM, AN, 3 EUR Eh. 
证 明 1) H Sohwarz 不 等 式 , 我们 有 | 
EC AM AN LU < (ЕУ) AME) KE CR ANT, , 


由 上 式 及 (7 DERDI, 
2) 首先 设 NC. 02 mmis Ty, 


ELM. N.] = 2 (EC Nn)? ELME] — ET NI) 


一 (DUM, a ANO ам MANT) SED AM, ANA, 


то 第 七 党 RO np B 
BBB (18.2), XJ f NEAM, ENN Nt, Wo Ne € . t°, 
NEMI РМЕТ №, ЖЕГИМ. N] =0, мЕН 
eM. N] = Ë [M ONt]=E[S14M,AN,). 

(18.2) 得 证 . 

HT М8, 对 MS N” jj] (18.2), 45 [55] =0, dc 
定理 .40, (Ln 为 一 致 可 积 执 . 

下 一 定理 恕 立 了 可 积 变 差 款 与 纯 断 平方 可 积 蒜 之 间 的 内 在 联 
系 . 

了. 雹 定理 1) ROE ADW TAMS, 

2) BMEM iR E[S1 AM, 1 <+, REM CY, H 
HM = A-4, Kop 4,7 4M, 

8) WR MC, WME ЕГУЛМ < +оо, M MC nn 

证 明 1) МЄ. Г УГЛУ {ЕПВ YER UN o OE BIO. 45) 
(19.1) ELM. N.] - ГУАМ, AN. 
НТН BE LI 中 按 范 数 M= Ëv ELH] S835, BOB (18.1), 
RANEA, (19.1) jr, ESI N = M, WA 

ELM] = EL»; 431]. 

由 于 M.—0, 故 由 定理 了 .17. 1) LM c.g? 

2) BTYR AR M ВЯ], 令 

А" AM, Dos, Mns= As— А", 


Bx = Sa, 
ШЕ ЖЕЛ 7.17.2), B-E EA epu k T M. +, X — I 
ER, BEBE 二 > Mi， 另 一 方面, 令 
A= S AM, = АМ „а, | 





BT A Bi M Meus НҢ 
= 
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E I» 4M, |] - EC AM, 1] «oo, 
故 有 
me[[, ito] apes tan]-e 
于 是 由 定理 6.25.8) 有 | 


lim Ë ip a UOS T A, Brt BD |] 


it 


<21im elf dd (A,— BD |]-o. 


[Ü, = 

_ =. ГА ^ . 
特别 , С, 我 们 有 BI P: 一 > AA, 但 前 面 我 们 已 
证 天 一 第 一 NM TEH M- А-Л, ав. ШО М=А—ЛЙ CY, 

D Rn 为 一 穷 举 M 跳 的 标准 停 时 列 ， 令 
В* = Ў АМ, у, 
ШВ ВС. GERET.16.1)), B3 k— joo р], B'— B* 存 
JL rh kk p 29 ца N. Ж ӨШ, XI CR, Br- Bs 
Lš 

"у? HN, УЬ, 令 

А: 2)4M,— 21AM p Tossa, 


ДМ A— 3 (Д 6.43), Нн 2) 的 证 明知 ， 对 一 切 ER, 
B-B 5 А,—Л,=М, FEM=-N, MEM” 


后 一 сә 





з Ужар воін 
TOEL MEM, 由 Doob 不 等 式 M*—sup| Mil Є 
І», ke MRD TE Щй Doob-Meyer 分 解 定理 ， 存 在 唯 
—W appa АҢЫ GU OM, M»), 使 得 МЭ OM, M> у] 
{Н-ГА ВА. ИТ СА, МУ 为 与 M 联系 前 可 料 增 过 程 ， 
ü M, NEMAM BS 
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«М, N= LGOCCN, M+ N>— (M, MY №, №). 


+ 设 MEA Ш CM, M>= 0, p ZEBEHS.M-O, Im 
#F, 由 定理 6.52 3 uni M {ША 27, M| (M, М» 连续 ， 

7.2145) ВС) 为 一 独立 增 量 过 程 ( 关 于 CC 多)， 车 对 一 切 
& M, 可 积 , HE[Mil =a AMA, CMO ER, PE 7 p OM 
AFAT, MA (M, Mo Mid ЕТМ ELMI. 特别, GE 
М,=а, М CM, Mys E [Mi] 为 非 随机 的 ， 

事实 上 , at, 我 们 有 

ELM,- М.Л E[M,— MJ — 0. 

REH COMO 0—0. Фа) = Mit [Ar] —&ёГМ 1, 

EMi М: |9. = S[(M,- MS JJ =E M- M.) 2] 

—£ [M7] -EB[M:] =a (£) —a(s), 
由 于 60) = M3, 这 表明 M? —a (2 а А, 故 
CM, М>, =а(). 

Ж EMEA, WM ЭЛЕКЕ FLE, WR n <t 

<t, RRA 
ЕГ Ma UM, — Mi |] 
= (My MELM, ~— M,IZ,)- 0, 
BUE, RI | 
ELM 一 MX CM, — M, = 0, 

下 一 定理 刻 划 了 CM, No. 

4.92 EE db M, NEMAM, W| CM, N> 是 唯一 的 可 料 可 积 
ЖЕ 3ti BR, 使 得 МАМ, N> SEU — Sk u ST h. 

证 明 我 们 有 

MN— <M, N> =z (M +N)’ CMAN, M +N 


— M*--CM, M» — N* -CN, №], 
TEMN-<M, №) AE IMBRE SEU EUM, HE FE P B uH 


5 与 平方 可 积 黄 联系 的 增 过 积 TTS 


6.44.2) Æ HI. 
了 .中 定义 VE M, NEA, M, N° УЗУ tE SE bk R ЛУ. 


令 


(23.1) [M, №," М У AM, ANo 
Й ав 


则 LM, NJ Dalea ЕДЕ GEXE 7. 18.15). 
7.94 定理 设 M, NECA”, n 
1) ММ-М, S] AFU- ЖЕҢ БА, ЖОН 
E M.N. ELM, А... 

2) «M, МУҢ LM, N] RJ PLS В ХИ. 

证 明 J) S MM-M +M’, HEB 7.18.2), MINIM’, NJ 
уу ри х APN A-a Bj Pi Bh, dX MN [Mr N] = 
M'N*.-M*N* СМ, NO 3j — Sup gh, 从 而 MN М, NJ 为 
— SH T її. | 

2) d 0 及 定理 了 .22 推 得 . 

7.25 z:. ib M, NECA”, WJ F3 ЕИ: 

i) Map M. 
i И, N] AZA — Sx m] ЖН, 

iii) «М, N»-0, 

7.20 定理 M, NEC-A’, WE ER ALL RE SEDI. 

1) LM, Nj = 0; 

i M NEZ, HAMAN -0M 5 № EBE), 

证 明 і)=эй), ЖЕМ, N]=0, ШЕЯ 7.25, M Ej N AERE, 
H AMAN = J[ M, N) = 0. 

ii» JZ Af BSN FHE AM AN =0, ША 7.25, M, 
№ = <М°, №) у іН нра, ГМ, N] = 0 (E 3B 
6.44.21). 

7.99 定理 设 M, NGA, T Jg - PRI, ЮН 
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[27 , 工 ) M, NT» —CM, Му", 
(27.2) LM, NT] - [M, NJ*. 

证 骨 由 于 (HN)7 - OM, Му? 3 8k GE BLLO.89), н E 
386.44.2), WHE (27.1), АЗЕ СИМ) «М, NT» y yh. d 
MN'—CM, NT» tk, ЕН (Мм) ММТ әу, 我 们 
d 

ЕС: Me) Nr| 2] ®[(М,— M2) N11 Z, | 

=Ë[( M, — M4) Nr] F] 
—i[CM,— MONT. 
= (Мт MONI 
= (Mear МӘ Му, 

Bp (MN)*— MN? 为 一 致 可 积 款 , (27.1) 得 证 . 

H (27.1), (M*, (NT) = OM, QUT» = OMS, NOT, ИҢ 
(23.1) 818 (21.2). 

7.08 3138. UEM, NEM, WEJLOE BERE o, XE UL 0<s 
<i oo, 有 
(28.1) CM, N> (o) — «M, Nolo) | 

«GM, Му а) — (M, My)? 
x (XN, N>, (9) - <N, No. (9)? 
(28.2) LM, N1,Go)— EM, N} lo) | 
«UM, 1,00) — DM, MJ.) Ë 
x CN, N], (o) — UV, N1.G»)2, 

证 明 我 们 只 证 (28.1), (28.2 的 证 明 完 全 相同 ， 给 定 
O«s«i«oo, 则 对 一 切 有 理 数 入, 同时 有 

(M +ÀMN, M +)ÀAN>— (M AN, M HANY 290 a.s., 
我 们 用 OM, МУ дї OM, MlM, N, WA 

(M, MOiM2SACM, Му: MN, ND as., 
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EUH 
M, NY GM, МУ) (У, МУ)? as. 

B 4M, N>, CM, М>, CN, N> 均 为 右 连 续 过 程 ， 故 对 几乎 所 有 
,对 一 切 Ов оо, (28.1) 成 立 . 

由 引 理 7 了 .28 及 定理 1.48， 3€ TI sf BU ЖЕЛ WU F BJ Kunita- 
Walanabe 不 等 起 . 

7.299 定理 设 M, N C.P, H, 下 为 两 个 可 测 过 程 , 则 有 


(29. 1) | | Н, K, | | ФМ, М, | 
ГО, e 


«(T , Hid, AKIN , Kada, M») ad., 


(29.2) . „ PEU N] 
1 1 
а 2 
«(].. „НМ, Mj) (bs. y UM, N1) n 
7.80 & Фр, ç X —x HEdEG BE d«cp«coo, 1<q «6o, 
却 上 元 ~ 陋 则 在 定理 7.29 的 假设 下 ,我 人 有 
вол) Eff .IH ant, Ny,l| 





Е | —— 
| А H?dcM, M» Wf Kd N, N>, 
|Y ro, = ug [0, ver 14 


A 


+ 


(30.2) "D... н.к, 14м, Njal | 











«| MEETS шм, M M Af, EEN, т, ктап, М}, 


这 里 fej (EUEN. 
WEBB ЮЕ ЖШ 7.29 及 Hölder 4 8 3X (Е |in] < Edaini TE 
f$. 
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81 局 部 有 界 过 程 与 局 部 可 积 变 差 过 程 

8.1 EX WU H-(HOJA IUE, PH 为 局 部 有 界 的 ， 如 
RFEA Pt- ocas, ХЕИ, H Luna 为 有 界 过 
FE, 

8.2 定理 1) ii H Ai, По о щй MA 3H 
ARAT, DERW 如 一 了 为 局 部 有 界 ， 即 存在 一 列 停 时 
Т] оо а.5., ЖАВИ о, П" Мо 为 有 界 过 程 , 

2) 设 总 为 一 过 程 . 者 存在 一 列 停 时 T. B8 supa = + eo 
a.8,， 且 对 每 个 ww НТ” ARBOR SE, II 为 局 部 有 界 . 

证 明 2) & a= 018, ар Ш 7.00, É L= HlO, 
— Wer n, Ius ram Hoi sss Гоо, р ЖОН FEEDER, BW L XM 
ALS P, AER D НА. 

2) Xf n, 4f Rent 十 oc (ni 一 00)， 使 得 对 一 切 m, 
H oÍ aR, a TJI р], 对 一 切 n, m, H Tom, AR, 为 有 界 
| Sy =— V (Ta ^ Б), 


MJ S.T -- oo, H. H Losa УЖ УУЛАЙ, ВК HT 为 局 部 月 界 过 程 
TERR Г — 2 a 6 HIR REB, 
8.3 定理 设 靖 为 一 右 连 左 棋 还 应 过 程 . 
1) H .— CH, .) Jl oti A ЫЧ, 3x I H -- 0, 


81 pp Pep u Bb RFA nE 477 

2) WE H йлн, X UBHOAH-H—H ARARA 
Ж. 

3) ж Hi wJ SL, ШШ TI уййн FL. 

证 明 1) $ 

人 | 
则 于 个 十 29, Н | E777 imm, dE HL MG SIUS. 

2) &1› 的 简单 推论 . 

9) ЕНН 6.22 第 二 个 绩 论 的 证 明 相 则 ， 

我 们 在 第 六 章 已 给 出 局 部 可 积 变 差 过 程 的 定 尽 16.31)7, 现在， 
TE о. =. o A as F HITET Y 6.31 Е, 

Важи P As CA) ATRE iy EE, SU A y п] 
uE SEE, ШЖ А, 关于 多 oog- 可 积 ， 且 存在 一 列 停 时 T,.T2- oo 

， 使 得 对 每 个 吕 AT 4o 为 可 积 变 差 过 程 (部 e[|.— paa] 
<=) 

B.Dig 1) 04,9 为 一 有 限 变 差 过 程 。 如 果 存 在 一 列 停 
RIT, 9 зур?7, = co a.9.， 且 对 每 个 %，44" 为 局 部 可 积 变 差 过 
程 , 则 A 为 局 部 可 积 变 差 过 程 ， | 

2) W (A, 2— J H МЕЛЕ ЭЕ М. WMR 为 局 部 有 界 , Wil 
(4) Jy ep REB ра. 等 别 ， 可 料 有 限 变 差 过 程 为 局 部 可 积 
变 差 过 程 . 

证 明 1) 证 明 与 定理 8.2. D ЕЗЙ Ж, 

2) “ФЕ Б, оо, ШАБЕ п, АЛ 为 有 界 过 程 ， 令 


Ta = inf ft: J | ZA, | >n| Аб, 
10, H" 
HJ ec, 日 有 
J Id A, -Í IA, -H 1442,17, 
M Tal MA 


"E у 4: ДАр, | Tir, 


178 第 八 章 ЕЕ ЕИ 


A |, Ap ж, SES qaad ]«oo. iA e m n 
可 积 变 差 过 程 . 

8.6 定理 WE A= CAD 为 一 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 窑 在 一 列 
FJ EHI Patt oo, 使 得 AT" — As Jy ERU SERERE, 

证 明 无 妨 假 定 4 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 令 所 为 4 的 可 料 对 
BEBE (定义 6.24)， 由 定理 6.22 的 证 明 看 出 ， 存 在 一 列 可 料 时 
T. 4-00, 使 得 对 每 个 % (2)7#— До 为 可 积 增 过 程 , 由 系 6,27 .1)， 
СД)" (AT), фи AT" — Ag 为 可 积 增 过 程 . 

7 8.7 定理 ША НЯН, 4 为 其 可 料 对 个 投影 ， 

则 有 


(7.1) [А..<-- оо] C LA. оо] as, 
ШВ &7„=1їлї{!: A), WJ Tr, 为 可 料 时 , Н. Ат, а, 于 
是 有 


ELAn 7 = (10, 7,1) -ualO Т) —E[Z, ] «n, 
KHE [A <a] C [Pa оо] [4.00] а.8., 
由 此 推 得 (7.1)， 
下 一 定理 给 出 适应 的 局 部 可 积 变 差 过 程 的 几 个 等 价 条 件 . 
8.8 定理 设 4 为 一 适应 有 限 变 券 过 程 ， 则 下 列 三 断言 等 


1) АЈ ТЕЗЕ, 

2) B= 244, уам, 

8) С- УУ dA? 为 局 部 可 积 增 过 程 

4) A'— вир. л. 为 局 部 可 积 增 过 程 . 

证 明 1)=>2)=>8) 显然 . 

DSH. E C 为 局 部 可 积 赠 过 程 . 由 于 (24) О, ik MA 
为 局 部 可 积 增 过程 ， 男 一 盯 面 , 我们 有 
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A* « (AA "+ СА)", 
其 中 LA. HUP AL 局 部 有 和 界 ( 定 理 8.8.2), 故 CC" B 
WR SL, 从 而 A 为 局 部 可 积 增 过 程 . 
4-1). K A HARARE. Zu ULAS.-0. AR 
B,] Feo, 使 得 每 个 AS, 可 积 , 令 
T = inffi: |„ N |А, | > А, 


则 有 fa Tal | «4, | B |, Ты! |4А,| + | 241, | < u 24% 
从 而 4 X SER REIR, 


2 БУЕНА 

8.9;E X 设 型 为 一 右 连 续 适 应 过 程 ， 称 M 3 ЈАВЕ CHI 
БУ d, Ау ERE, Ja ир ЖЕЯР ЭИ), 如 果 存 在 停 时 了 全 o0 a.m, Їй 
得 每 个 MM, 为 -一致 可 积 蒜 ( 林 应 地 ， 类 人) Б, [Җиз 
Bo. | 

类 似 地 , RATE sr PRU ROB. ЛО ВВЕ) Ора 

8.107 HjE X HD е HL РЕ, 

1) 局 部 靳 为 一 右 连 左 摄 适度 过 程 ; 

2) dii BEES E (T mns 

8) ЛЕВА [Н 2 £X TE 20 Bh 

4) EMAER, T 为 停 时 , 则 MT Бун. 

8.11 定理 设 音 为 一 非 负 局 部 上 技 ， 车 Ho 可 积 , 则 并 为 
EH, 

Ш [EMIT oc a.s. HER M RED Eh. T 


Ossc, ME 
E Mur, = Mar 8.8. 


4 i90, Hi Fatou 3| £8 Wt, M, E. M, т АУ 
SPM; |Z] < М, as. 


tao ЖЛЕ ERE ERESHE 
这 表明 M AER, 

8.12 定理 HM J — B E Sh EAH, 

D 为 要 M жн, WALER EE Titta as. (8 
43 fp М" Тү 7 — SC RLBASR, 

2) WS, TUM, [4 M?EM'4—:£x pue, D 
М" 429 — 3c aT 8 ii | 

8) 如 果 存 在 停 时 列 (Т), fif$supf,—-rocas, В #1 
М" Jj ey bh, 则 24. 为 局 部 款 . 

证 明 1) K 3) 的 证 明 与 定理 8.2 的 证 明 类 似 . 72) 由 如 下 等 
式 推 得 ， 

MET = MS MT МЗ 

8.18 定理 12 M AARS, T 为 一 停 时 ， Шоу МТ 
— Si RUBUS, 必须 且 只 需 MT 为 类 CD) 过 程 ， 

证 明 ”只 要 证 充分 性 . И УКР) Е, Ш Moni, T 
是 存在 停 时 了 十 se， 使 得 每 个 M'^-—stnpsi mk Hom 5 
М ^7» xy eu Ий. Е O< s< t< +o, RiNS 
(18.1) ЕГА, рат F al = Mri, &Б.. 


ELT CM irr.) в» АЈА, Н. lim M ir, p, = Мт a.8,, 于 是 
| . n. 
E [ M, „ТАТ | Fa] I ro [га [Mir | EM a 


BEC 1) 14 noo 得 
ELM, +| = Мт. as, 
ix BH M^ Jh, 从 而 М y — Sk n PA Bh. 
8.14 定理 EM A-a, T 为 一 停 时 ,为 一 .多 r 可 测 
实 值 随机 变量 , up £M - МТ) Jj i Bk 
证 明 0 N- SOMO М), МАБ Му ВНЕ Б 
Jt, 往 证 N Ж-Н, ТїЄЛ,, SIS 
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BELN.|.7;] =EI£(M.— M,A >] 
-BLEE СА, MO lF nr] |F 
[EN Mr Жү] 
一 тен (М,— М, л) UT Ni. 
RENN 为- S nf gt, 
ЕНЕН 38, CR HEOMo—O0, ЊТ, co， 使 得 每 个 
Mh ERES 4 Sa = PRAD pou NS] oo, BA 
[£ (M — MT) J^ ET, , CM — MT) 
=F pp MT MT "y. 
于 是 由 上 面 记 证 . [€ CM — M?) J^» Зу Пра ЮА, Jui £ (M — MT) 
SES S 
8.15 EE 1) TARRE AR, 
2) Uk M Aa ER aaa TRE E ph. JD M == M. a.a. t» 
0). 
3) AA- ЖЕТДИЛЕ КУЧЕ, А Кирер (ШИЕ. 
则 A 为 叭 一 的 可 料 有 限 变 闫 过 程 ,使 得 A— A уа МОЙ, 
证 明 1) 及 2) 容易 由 定理 6.44 Wi EED. ES 
Pato, EBRR n, A Ао 为 可 积 变 差 过 程 ， 则 4" 一 Ао 为 
AT" — Ao 的 可 料 对 个 投影 , Mc A Ат 为 一 致 可 积 款 , 从 而 4 一 也 
JAREM 5—7, 设 吾 为 一 可 料 有 限 变 盖 过 程 , 使 得 并 一 是 为 
SUMMUS ELDER, А-Б АА ЈА SERDEUE 2: Ps d 2), 
À—B-0, H A-B, 3) 得 证 . 
下 一 定理 部 分 地 推广 了 定理 5.41. 
8.16 定理 设 开 为 一 局 部 款 , S AEA, E N — и] 
测 的 实 仁 随机 变量 , 则 
1) Mali. AT Fa- 9- 可 积 , НЗ 
(16.1) E[AM Tea. F a] = My_ fg. 8&8, 
xx HEY M. = Mo, 
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2) CAMs La. МЫЙ. 这 里 AM = AM. — 0. c 
证 明 1) 无 妨 设 如 为 右 连 左 极 局 部 款 ， 由 定理 6.9.2)， M 
的 可 料 投影 ?型 fefe, ПН 6.8, 7M = M_, Н Mo = М, 
М_ = (Mid. hk Ms I uu XT Fg o— B| fR, HS 6 1) à 

2) & А = ЕМ. 1, = ЕМУ.) Гв, M| H 1) 及 定理 

6.32.2), A Asi ир Di ЖЕЕ SES, Н А ISTRDERDSEB SO 
А = Е [£ Ms Eis | F y | Ж га, sot =E Ма. Гас) Рз, әр 
于 是 £AMsL s. А-А Oa HERR GERE 8.15.3)). 

8.17 定理 设 A= CAO АЛУ Jy mn PIDE A= 4° 
CAU AU, Hop A Ау, AU Aqua ES, 
А* 4 Кран ВКА GEB 5.24). Ш 

1) A" 为 纯 断 的 , AU 为 连续 的 ; 

2) 为 要 А 连续 , 必须 且 只 需 A” BR: 

D 为 要 4 纯 断 , PAM ДН o —0, H A-A Jy eg 

证 明 2) 及 3) 容易 由 1 推 得 , muri. CAS 
A: RERI pisi Л, 旦 对 一 切 o, 7',> 0, 此 外, 35 m= m, A ET 
[T4]-9. & H-LJUT.], RU ОН мир, 由 可 料 对 侦 投 影 的 
性 质 Gg 3E 6.20.25) 4j, 


elf Lr 2 [adr |< In „Тт (8, э\ад>| |=. 


这 表明 : 对 几乎 所 有 o, WE ge (оу 在 可 数 集 H (e) = (Tuo) : 
Т, (о) «oo) ZAPE, Вр Д9 (о) 为 纯 断 的 ， 于 是 А“ 为 纯 断 
过 程 ， | 
出 于 АФ 2:06, ER 6.81.8), AU 连续 ， 
8.18 定理 i (MOJ) 为 一 局 部 可 积 变 差 著 ， 令 
A= 2 АМ„ 


Bj CAO ж E ER u gak SERRA, 目 其 可 料 对 侦 投 影 (4 连续 ， 我 
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RESI 
М,= Mo A,— À,, 
此 由 ,车 MO Ии É 96, Dh) 
М.=М+ 之 AM, 
rR 


证 明定 理 的 前 半 部 分 由 定理 6.48 推 得 . 若 М дї ЖЮ, 
WARR. НАЛЕ, WHE 8.17, A— А9 为 局 部 蒜 ， 从 而 
А=0, JE M — M+ А, 

ТЕА SE ба B Tto Watanabe А, fy ju ЖД Ж 
EL Js XExx — АЕА. 

8.19 ZE j X ур EE х 有 如 下 唯一 分 
Ж. X—M—A, Hip M зуд ТАВ, А 为 一 零 初 值 
可 料 可 积 增 过 程 ， 

证 明 令 

了 一 这 下: Aon) Ат, 
风 对 一 切 停 时 S, 
X= Xp апі Ar, 
从 而 X^* AAD) E#h. h Doob-Meyer 分 解 定 理 ， 
AX 8M. АЧ), f 
其 中 М A- Sura. 4C 为 零 初 值 可 料 可 积 增 过 程 ， 由 分 解 
的 玲 一 性 知 
CAM 15» Т» = MW, (Ак) Tua A9 
于 是 存在 一 局 部 鞠 M 及 -一 可 料 增 过 程 А, ИЕ X — M -— A, Bo 
— pi n, 有 M= М, А79 = А КУ, 我 们 有 
ЕГА.) -E[Mr] -ELX r] «ELM; ] =E[M] =E Xo]. 
Ал E[A.] «EUCX., RES А 为 可 积 增 过 程 ， 由 于 X, ARE 
Т^ рК (3.27, M dp Du A. | 
分 解 的 唯一 性 显然 . 
$O BEENS i Ж X 3y— HE bk E Bh. WX 仍 有 如 下 


184 = ТЬ Sy. bh HIER 


唯一 务 解 ， X—M-—4, 其 中 M 为 一 局 部 拷 , А у S EHE SDN 
增 过 程 . 


$3 БЕ АЖ ЖЕШ КБИ ЖАЛ 
T- E RAS ЕКЕНЖ, ТТЕ eh pi ie rH Ж ЖГ. 
ТЕН. 
8.20 定理 j MHARE MXE 60, M n]fESIT 
分 解 ， | 
M — M +U -- V, 
Нн ОЗИН aa s AER, B. JU | <s; И ARRERA Bh. 
如 果 M 拟 左 连续 ,， 则 可 要 求 DU KY bMr EE, HU SV JR 
共 跳 . 
证 明 Abra 型 so=0. $ 
A=24M,1 


Гам, >57] 
MJ CAD Jy — ДЕЛУ 2 Н. 令 停 时 S t oo, 使 得 对 每 个 m 
Me у, & 
T,—if(iM,na 或 B |44| PAS. 
Wi Tto, НВ 
[dAn | TAM „| S Mr] L Mrl REM En, 
D |44| = 51 144,] + | 247, | m | Ar, | 3n | Ms]. 


HT USES, 0 ЕМ, |1 оо, REH CAO 为 一 局 部 可 积 变 差 
过 程 ， 令 六 = 4 一 4, Ми Азу Айу АЕ Ж, WV 为 局 部 
HERTA, [= М—, 则 对 任何 可 料 时 T, HEM 8.16, 
E [AM z I. | т-] =0. 
该 由 定理 0.830, 我 们 有 
АА p Ip. =Ë[ JA; тгл | v] 
= ЕД4 AM) 3| а], 


$8 БАР R KE EE E USA таз 
但 由 于 


ПДА. — AMO uua | = MM epo. шл Tol I 


故 |47» Laeta T 
[aU s [s [ AM ДА A | 43 | n. 
这 里 约定 JU. dM 45-0, К, SHEER М] T 我 们 
A ДА-=0 ак, HB 
207] LAM — ДА, | < s. 


TEWE T, | JU, | «sac, TE AU <s Em 5.5), f 
3] U ARRATE, 

An M 拟 无 连续 , 则 4 亦 拟 左 连续 , 从 而 4 连续 ,于 是 可 E 
V BEE, RUM ШУ=АМТ. si] USAMI вз, Ë U 
EVE. 

8.213 设 M A-R M М" 为 局 部 可 积 增 过 程 . 这 里 
Mi-sup M,|. | 

B.22 定理 y BRE Ep BE Уу mu 8.36 25 eu. 

证 明 iM у АЭ SPA, 令 

M -- My EU-F V, 

E: B U Ar iur ЛАА, AWATEA AT OU ЕН m 
ЖБ ЗЕ ДАН uE NL W U 为 局 部 可 积 变 差 款 (定理 8.5.21， 从 
而 型 ур рр Арэ ВЫ. | 

8.232 RAI- ENNART uf, MAR А 为 局 部 可 
ЖЭН, НТ ЖЫН ЛЕЗ В, hi A— В 
73 Ja ЛА. 

8.24 ;pX 设 M ARN, GROM Dus ky do gk, ШЖ 
Mo~ 0, E. M n] EXIT Armut 


186 iR AEE, ESSERE 
M--UTV, 
其 中 U A4 ERU MEZ DES, V 9A ТЫЛУ 3 Jay SB 
E. 
КИЯТ ЖШ Py SRB АО ARA. AEA uEHA PST n ЖШ, 
8.2b2]18 и M 为 一 局 部 著 , 2 Af B BEN BEBE 
ЕЈ Й, ЖОМ — 0, | 
ШВ OM UV, HHU NES CS W ai W SP ПО] EUR, 
V AFRA Е FER (И y АЈА ДЕЗЕ EO, 由 于 假定 型 x 
К M ABRERA, JAY V Jy ЗИСТАН Е TRAM 
7.19.2), V ARRA Pa EE, 从 而 M 既 为 局 部 连续 平方 
np gu, 又 为 局 部 纯 断 平方 可 积 蒜 , 且 Ar = 0, EM = 0, 
8.26508. ВУ УЗАНА ФУУ y^ 
十 Fu( 见 定理 5.24)， 则 V ADR, И — at. 
WEBB ”我 们 有 
0= Pop Tt 
由 定理 8.17.1), F” арт, ГЕ, Н. 
ўїз — CER ; 
i Ра -o, Вр Vemm Н Р-Р, 
8.27 定理 BM Уу ЈАТ, Ш M VERE 38, 
M — M*4 M?* М, 
其 中 M° AERAR, 好 3j EU RI ЕРЕ HORA, MC Уу 
RAT J Ec BE ЮТ Pu t. 
ШЕ FEH. 5 
M — M,C-U--V, 
HB U A5 AER ЭЙЕ, ОИЕ RTA БТЕ H = 
BH 7.17.3), U AW Т. 
U —U?*-4-U?** 07%, 
其 中 U* Jai АШ, Jy PLA ир 2 EIS I E SUEDE; IDOL, 
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De OS дда ЖИЫН а роуа в A 
үзү yasa, 
由 引 理 8.26, V“ элиги ВЕ GREA БЕЙ, Рр 为 只 
有 绝 不 可 及 跳 的 广 限 谈 差 局 部 鞍 ， 今 
M°= Motu, М%-- 0 һр, 
MU Ure 
Mj M = Ме М-М 为 所 要 求 的 分 解 . 
唯一 性。 设 M= MoT Mas М 为 游 足 定理 要 求 的 分 解 ， 则 | 
H 51 38 8.25, MMe 于 是 有 Me Mc MN M, 从 而 
Me- М» 既 无 绝 不 可 及 跳 又 无 可 及 跳 ， 即 м М 为 连续 局 部 
Bt. WEE 8.25, M^— Me: — 0, 因而 也 有 М#— Ma= 0。 唯 一 
性 得 证 ， 
ж GEM XN, SERNIK M° y M WJ EE Pt bh 36 A, 
М M^ М М ОЕ О 由 定理 证 明 看 出 ， 为 要 一 
局 部 坎 M 是 纯 断 的 , 必须 目 只 需 M°:= 0， 此 外 , 对 任何 停 时 到 我 
MA MD = (М), (Мт) (M97. 
8.28 定理 UM 5 — Bh B ИИ. WE — UL ECR,, 
У14М,| «coo a.s., WJ M 为 有 限 变 差 局 部 加 
证 明 令 
M-U-^Y, 
Jt U xa vg qma. V 为 零 初 值 有 限 变 差 局 部 蒜 (定理 
8.200, 由 于 M 为 纯 断 局 部 鞭 , hk U =M=0, BJ U 为 局 部 纯 断 
ERIR, 5 
A= 21 AU ej, 


我 们 有 AY, |АМ,| „> Aal, 


ly ЖЖ МЫН, Ио рулу А М ВЕЕ рТ рр: Меру M Ор ЕТ Ps pO ze 
4j, a EEE y CAD EAT БЇГЇН. 
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JT CAD 为 一 增 过 程 . 由 于 44 = AU] 为 局 部 有 界 , WADA 
ЕГЕ. TEREM 7.19.2, U WARRE D 
Jc, M JA ЛУЗЕ sb eh. 


$4 Ула вуна а 

8.99 51g Pk M— (M. 23 — JA BUB, 出 对 几乎 所有 的 e, 对 
—йгєй„ X AMI) «oo, 

WB 4M-MSGHUGY, Kop U X ato sts, V 为 局 部 
R[BUE ВА. Ac ERI TL] оо, В DIU, VIS EUR 
Сулу), VATRE WA, 

D AMPI«SCN 172+ > JP 


Ü ss Ta 


<9 Y 08 С] 147,0) <оо as。 


BEBE S TE, 

8.30. 定义 i M= (MD 3 —f Wm. M° J HE лу. 
у 
(80.1) UM, M],- CMS, М, + У] AM, 


这 里 , (ОМ, Ме) 为 唯 -- 的 可 料 增 过 程 , 使 得 (М9)2— (М, М) 
为 … 零 初 值 局 部 蒜 ( 参 看 定义 了 .20, 这 时 ,到 "为 局 部 平方 可 积 黄 ) , 
我 们 称 LM, М] og 3 Е M 联系 的 增 过 程 . 

HH (30.1) 35 4, 为 要 ЫН НВА M 为 连续 的 (相应 地 , 纯 
断 的 ), 必须 且 只 需 [M, M) 是 连续 (相应 地 ， 纯 断 ) 增 过 程 ， 为 要 
M —0, 必须 且 只 需 CM, M] —0. 

8.31 定义 ” 设 M, N SB WD A 


(31.0) LM, N], = LM N, M4 N),-[M, MJ, 
m 2%, Nja. 
容易 验证 , 我 们 有 


TE J 
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(31.2) [M, N] = (M°, №), + У) AM,AN,, 
Ü: g< 

这 里 

(81.3) Qr, Ny = 1 (att N°, Me NY 


—M*, М — (N°, N), 
ЖОМ, N, P SE 旺 然 有 
(31.4) [M --N, P] = [M, P]-- CN, P]. 
此 外 , H (391.2) Hh, SHE BI (p T, 我们 有 
(31.5) [MT N1—- TM, NT. 
8.82 定理 HMA mR, H| \ LM, М] 为 局 部 可 积 增 
过 程 . 
证 明 ”由 于 
“М, М] —|M,| x TM, M] м 
=s [M -Mo М— Mj, 
故 无 妨 设 M=0, 4 
M= U+T, 
其 中 了 HEUS MUS ЖЕЙ, V 为 誉 初 值 书 部 可 积 变 差 著 ， 我 们 
有 
NL, УАУ < DI, 
于 是 УУ, P) 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 由 于 1, Л] 为 局 部 可 积 增 
过 程 , v IU, UJ 为 局 部 可 积 增 过程 ， 亿 我 们 有 
VIM, M] «A IU, U)- IV, V] -24/ iU, UP, 站 
=v [U,U]+ NIV, VI, 
从 而 LM, M] 为 局 部 可 积 增 过 程 . 
下 一 定理 给 出 了 有 限 变 差 过 程 LM, NJ 的 一 个 有 用 的 刻 划 . 
8.33 定理 ” 设 于 ,为 两 个 局 部 款 ， 则 [LM, 了 为 唯一 的 适 
应 有 限 变 益 过 程 А, 使 得 AA= AMAN B MN — À HARB. 
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证 明 首先 我 们 证 明 MN — LM, N] ARARA, DEREX 
站 = 型 情形 证 明 这 一 事实 ， 因 为 一 般 情 形容 易 归 结 为 这 种 情形 . 
S M-U+V, Meh U ОЗАН AES V 为 局 部 可 积 变 关 鞭 ， 我 
们 有 
(83.1) — M*— (M, M]=U*— [U, U] -V? [V, V] 

4-2(UV — [U, V). 

HEH 7.24.1), U* — [U,U] 8 Jj Bis BEER 6.45, UV — [U , V] 
为 局 部 款 ， 又 由 分 部 积分 公式 4 引 理 1.44), 我 们 有 


yi-py,vn-Vi-3yi-3| V. ay, 


但 (V, ) 为 局 部 有 界 可 料 过 程 GEM 8.3.1)), Mod ДЕ zm 6.46, 
成一 IV, V] ж ERA. Ht (83.1), M?— LM, M] Xs Ja ORA, 
Ж, 由 定义 8.81, 我 们 有 ADM, N] = AMAN, Eua, 设 4 为 -一 
适应 有 限 恋 差 过 程 ， 使 得 AA-AMAN BMN- А ж, ИИ 
A— LM, ] 为 零 初 值 连续 有 限 变 差 局 部 蒜 . 于 是 由 定理 8.15.2), 
A= (И, N]. ZINE, 

下 一 定理 是 应 用 上 一 定理 药 一 个 例子 , 它 补 充 了 定理 8.14 的 
结论 . 

8.34 定理 i M -- й, 中 为 一 停 时 ，& 为 一 2, 可 测 
JANER. А (Л М), UN ЈН ВА, НОНЕ ЈА 
que L Ar 
(84.1) (N, L] -E((M, ІЛ - M, LJ), 

证 明 ”由 定理 8.14， 为 局 部 蒜 ， 令 

A-«£((M, L] (М, £1, 
我 们 有 
МЕ А = (М MYL-E M, L| — [M , L]7) 
=£[(ML-[M, ІЛ) - (ML— UM, £1)7] 
-EMs Epea 12). 
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UC IEEE 8.88 E E 3H 8.14 4] VL—.A. RRR, dn 3k. ш 
А(М —MT)AL-—Z4([M, Ei - LM, OD, RH AA ANAL, 因此 
由 和 定理 8.38 推 得 LN, DI = A, EG ЕП (34.1), 

АУ Jar Be Zr HL 3EJy АЈ ISI T T AXI. 

8.35 жй iiM Dy— dpi, MAEM Ыз үпү, > 
ЖАН RAM, M], 

MEB REESE 18е, ELMI] sË[M, M] co, 故 
АПМ <, FAAR Tatto а.в, ВАЕ М 及 每 个 
一 [好 "为 一 致 可 积 款 ， 我 们 有 


E М2. „] = Ё LM, M), A Tan 
TÆ 


` 


пре [М > | SELM, M] ,< + co, 


A. 8, 


ТА 
但 M n, "aoo Mi 1C H БЕ УЙ 1.11 AER 1.10, М.т, жор М,, 


设 О<а<#< +оо, 由 于 М?" — Sn D PAIR, SCR 
М 一 区 [Mr HE. as. 
ШМ, Z] 一 一 > ELM, F], Mate Extr 4 noo 得 
M,—E[M,Z,] as. 
这 表明 M AR, 此外, 1—17 £C RS, 我 们 有 
EMT] «sup [MPs] =supELM, М], 
«ELM, M]e« roo, 
从 而 M 2y— F Jy ВЕ, ЕШР. 
设 Л J © ИИИ, N Dg PE Sk Jay ERA, 则 [M, NJ = 0, 
从 而 由 定理 8.38 知 MUN AHM, TEKH, ix— HER 
TEAR T Bu Sp p SpA. 
8.36 定理 设 M A—UBHMÉESHERER. 如 果 对 一 切 零 初 值 有 
FERM ON, MON у ИШ СЕК ЖИГАН, LM, N] Уру), m 
M ASER А бу, АПҢЕА] 11И SE HEAT FRXE ОЙ GV, 有 
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LM, М] 0, M M A aer by Pi Bi. 
ШЕВ 5 M — M* MT, Fah M° 为 M IDE SESS A, М UN 
AM meer, < 
Da inf it: | M°] zn), 
出 Tatto a.s., B. СМ)" APR EXE SE SR. 我 们 有 
(CM), (CM) 705 = СМ, Ме» = LM, CMT 
Bii, (CM), СЛ) "еу PESE HURTS BR, 从 而 
CCM?)", (MOT = 0. 
于 是 (M° = 0. 5 n> {8 M*—0, xx XeHH M Ja hi a u s, 

下 一 定理 是 前 一 定理 的 对 侦 形 式 . 

8.37 定理 HM A-AA WER Wai a w N, 
ММ XR, 则 M HERR. Ф), WRA — p h r a 58 
Ex N, AM, 和] =0, 则 M AERAR, 

证 明 &М=М°ё+ M, W MAM SMMM іН, 
ММ" у у. X H EJ 8.30, MM Эу ЮА, kk CM? 为 局 
We, 从 而 M°= 0. ER M EE E WE. 

8.388 定理 HM l—sSETJIE a NE. 如 果 对 一 切 堆 初 值 有 
界 蒜 N, MN 为 局 部 各 (或 者 等 价 地 ，[M, Музу y RB, M 
M= 0. | 

证 明令 停 时 了 由 二 co， 使 得 每 个 МТ" aA, j N 
HARR, MAT AAR, 故 自 假定 ，[L NW] = LM, МТ] 
一 [ СА) Auk 8k, РАНЕ 8.88, MUN 为 局 部 
& {Н M'"N 为 类 (D) 过 程 , ЖЕШ ЕЕ 8.13, MN 为 一 致 可 积 
h. ЕП, 我 们 有 

E [Mr Nl =Ë[ MoN o] = O. 
由 于 Mr, OX. up Na ЫЕ ЕТ DW... mpi Hg 
E ik M, -0 JW M7—0 Anco 48 M —0. 
8.80 gx EM, АВЕ WE [M, N] 为 局 部 
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и] ЯЛЕ ЖЕТП, MRNA <M, N 表示 LM, Nl Bg тү АЩ. 
AART M, NW» FE. 

BM, NX А Py РУ ПГ, WEM, NFE, ЭЕ B. 
HER 7.24.2) |, REER М, N> 与 直接 按 定义 7.20 确定 
H CM, N> 是 一 致 的 . 

8.40 EE D EMA- WERE, Wu CM, M» 存在 ， 必 
MEA Ta M A aT YE RE 

2) BMA- ARFA TER, WAE M =0, ИНИ 

«М, M= 0 

8) ЛТ зур yu an. S. T B (Ed, Dup y x 
M? = MT, П Н CM, M> am M, Mòr, 

证 明 1) 充分 性 不 待 证 , 必要 性 由 定理 8.35 推 得 . 

2) 显然 . 

3) ЕК. 往 证 充分 性 ， 设 有 《NN, M5 I = «М, AD, 
MJ (M, М C3 一 CU， MT 6 N= MM, W N H 
局 部 平 刘 可 积 鞍 , 旦 有 

(QN, № М, МУМ, Му ом, MYS 
= Ü, 
ggg 2), N=0, Hl M7 — ME 

T—GERÓ BS CM, N» ТЕТЕП CUT ҖЕ. 

8.41 定理 EMA BRAD, WMH- HARRAN, 
(M, N> 在 在 . | 

证 明 = N= Ni FU +V, Rh U Zip xw V 为 局 部 
ШЕШ ШШЕ 

[M, N] [M, Ulei- EM, Vliet А, 


显然 , ГМ, ULERELM, V] $8 Opin f 2228 ERR, KIM, АПЫ 
RRE L, ВП OM, М» FE. | 
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$ 与 ”局 部 平方 可 积 拷 的 一 个 不 等 式 

本 节 研 究 局 部 平方 可 积 款 的 as. 收 佣 性 ， 给 出 局 部 平 万 可 积 
ВЕН А Эб ЛЕ ру АҢ. 

8.42 TE UEM 018 y 56 P Jr p USE, IT 
(42.1) KM, M 5. <o] — Him М, fffEB 423] a.a. 

Ш 4 

T=inf ii: (M, Wn}, 
3] T. DEBE, H. Tati eas. 4 
МТ = MI Мт, Ir... М" AM p, Ig, 

这 里 约定 Mo. —0, HJH EBE 8.16.2), M- AARM, BA 

[MT M] 2 IM, M] 7 AM Iir = DM, M], 
PEHA 6.27.2), 

ELM", M^-1.- ELM, M], = ECM, MS, Sn, 
故 由 定理 8.84, MT" 为 平方 可 积 款 ， 从 而 im MP” a.s, ETE Н. 
有 穷 ， 因 此 我 们 有 
КМ, M>=<oo] = V] [Т„=оо] c [lim M, FERHAN] г... 

8.438 38 i М-КА Лу BIDDER, BB) Xp TE 2: 
870,820, AEF К-И T, 我 们 有 
(43.1) РАП [MT] x FP (A n [CM, Муу;>г1), 
这 里 ， М' = вор | M,|, Ot 十 ce， 

证 明 m 

S —inf(t: (M, Mye}, 

NJ S ху Гавін), 3tp iE 8.49 ЗЕНА IL, MM 为 平方 可 积 款 , B. 
E[CMS8-S] = BLM, Л] е. 出 平方 可 积 款 的 及 olinogorov 
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不 等 式 ( 定 理 7.2), 我 们 有 
PME yaro «Lepus ) 





但 是 , [See] C [< M, Mzee], Н 
АП LMLZS)JCICOMSÓS28]UCAF ES «oo]) 
C [СМ 228] ОСАЛ СХМ, M>. e]). 
由 此 推 和 
(48.2) Р(АП M11281) «o БРСДП EM, M>. е1), 


对 MT 89 Я (42.2) 3E BI RI a2. 
8.44 & iM ЫНЫР ИИЙ, T 为 一 停 时 , 则 
(44.1) KM, МУ =0]сС [M*-—0] as, 
证 明 dE (43.1), 2 A= (М, Myr<e] f 
Р([<М, М.е] N EMS 


在 上 式 中 令 1⁄0 得 

Р({<М, Мув=0][П[М1р>8]) =0, 
КЖ UJ 0776 成 立 , ЖОН 

P([CM, Му»=0] n [М®>0]) = 0, 








此 即 (44.1). 

下 一 定理 是 不 等 式 (43 .了 的 一 个 重要 应 用 ， 

8.45 ҤЕ (Л), 为 一 列 零 初 值 局 部 平方 可 积 部 , 型 为 
{н ЫРК Л n gms, WAHE T ЖТ AC, S 
А 
(45.1) I CAI — M, M*- My > 0. 


m 
> Тавор | M2— M| — —» 0, 
t= T T—»coo 


证 明 X М"-— M (43.1), 我 们 有 


196 Жл лр, O SIR 
P(AN [sapi Mt — M.| 2>Š]) 


= š ЫРГАП [CM*— M, M*— Мур;>є]), 


由 此 立即 推 得 定 邢 的 人知 论 . 
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8.4бту WX (X) 为 一 在 连续 适应 过 程 , 称 抒 为 一 半 
Bk, 如 果 X 可 作 吉 下 分 解 : 
X = M-- 4, 
其 中 M у КАЕ, А 为 一 运 应 有 有 限 变 差 过 程 . 
由 局 部 就 基本 定理 (定理 8.204, 29 E Е SGB ERE А 
з AE B ELSE X 有 如 下 分 解 : 
Xs MHA, 
其 中 M 为 一 局 部 有 界 款 (甚至 可 要 求 M 的 跳 有 界 )，4 为 一 适应 
有 限 变 差 过 程 . 
8.4 定义 Ы Х-Р}, 5 
X—M-A, 
其 中 M 为 一 局 部 贰 ， А 为 零 初 值 有 限 变 差 过 程 . 容易 看 出 ,在 这 
一 分 解 中 , M WIES NAR M° god X 唯一 决定 ( 引 理 8.25). 
A Х°= M: Жү X° ЫАЛ X (uk up. T AA, 74 
易 看 出 , RMA (AD = (X907, (ЖТ 1 - 0X9)! Хото, 这 里 
XT--— XT— AX erp ur. 
B8.48;:g X dt X J-> Bh, ^5 
LX, X]; - CX, Xt 2; ANT, 


MEX, Хуу. RIR, X] 为 与 半 钠 X 联系 的 增 
过 程 ， 
设 X, Y WW Ф 
LX, YJ = (X*, Yt $) AX MY, 
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О СХ, Y] AEA MEE Esh, ХРЕН Т, 8 
LX, Y']- EX, YY, EX, Y" ] 2 LX, 了] 一 
8.885 — yt X, Y ANTEA. ЕС, Y] 为 局 部 可 积 
ЖЕ ЭЗ ЖҮ, ШАВА, Foo LA, УУ] ри] ЖА ДЕ. 这 时 
RALA, 了 > 存在. 
FDA HEP EAMA H Kunita-Watanabe 不 等 式 
《简称 KE-W 不 等 式 )。 
8 .的 定理 Ub X, Y Эр Тр; H, K 为 两 个 可 测 过 程 ; 
р, 9 为 一 对 共 珀 指数 刚 有 


60D |, |Н,К,||арх, F} 
1 1 
<({ вах, х2) (Í | кїщУ, ҮЗ.) в. 
MEUM mE : „тб, eer 


(50.25 a Н.К. dX, у], | 


«|j, matx, x пх, xui | vy) 


MOX, », (X, Y», «Y, Y) Hard, 则 也 有 相应 的 
K-W 不 等 式 ， 
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8.5) 定义 BX App, ОХРА, UR 
如 下 分 解 ， 
! X = M: A, 


其 中 型 AE A sin pu Ee. 

ШЕЙШ 8.19 的 注 知 , ЯЗ FE 26 E OX T BO AUSSER. 

WA Mesa aR, N = N q B AA КР, XD N 
мт, ВУ МЛР ЙЫ. Mif В A= M —N 为 有 限 变 
ume B-A зун] Pig Eh GEN 8.22), Mag B Ars 
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部 可 积 变 差 过 程 . 

8. 嘴 定理 设 互 为 一 特殊 半 款 ， 则 并 有 如 下 唯一 分 解 : 
Х=М+А, rh MARRE, А 为 零 初 值 可 料 有 有 限 变 差 过 程 ， 
今后 , 我 们 称 这 一 分 解 为 特殊 半 灶 下 的 典 则 分 解 . 

证 明 ”存在 人 性. WX — N +B X Bj— 4-3 f, Жр А S 
部 对，B 为 零 初 值 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 令 A= B, M- N+ B— B, 
RE Eu 的 可 料 对 假设 影 , 则 得 所 要 的 分 解 : X = M + A. 唯一 
性 容易 由 定理 8.15 推 得 . . 

下 一 定理 给 出 了 特殊 半 蒜 的 几 个 有 用 的 刻 基 . 

8.058 Z dt Ху, 则 下 列 诸 断 言 等 价 ; 

1) ХЫ КОЙ, 

2) УТКА, X1 hg и] Ж ЕВ 

3) X; = sup |X] 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 

证 明 l1)—2), 设 X җ ЖАЙ, & Х—МИ--А DECIRLE A 
f, mM KE-W 不 等 式 ， 

VIE, X] = LM, NI+otN, АТГА, А] 

20 2I, Ml T IA, AJ. 
由 于 МУД М, М] ` P) 368 8 BUM TRES 8.92, УТА, A7 
=D AA SM 4А,| 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 放 IX, X 为 局 部 


可 积 增 过 程 ， 
2):э8). W LX, X] 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 由 于 


(аху 5) (ax < XT, 
RAD 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 另 一 方面 , 我 们 有 
Xd 
H (ХЭ, X... dUFCXIOOU US R GER 8.3.00, х)" 
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t. БЕ Fe, 从 而 X 为 局 部 可 积 增 过 程 . 

321). Y X" Ja ЈАН ЧА. ® X = H + A, 其 中 М 
AARM, АИВ Е RETZA Hí F M” 为 局 部 可 积 增 过 
EUR 8.21), hk A" ЛЕ nj Pipra Mami d 838 8.8, 4 为 局 
EHER WEN, ХОРОМ. 

змя — EUG ULIS EE (或 者 更 一 艇 地 , A ЦЕ) 为 特 
PRERE 特别, H ge 8.2.90 S A Tio pe O ERRE BR. 

8.90 定理 设 ХИРА, X = M + A 为 其 典 则 分 和解, 
AFERA O0, ЕУ-а T0, 有 AX, «С as. 
Bj | dA! C, 

证 明 设 节 >0 为 一 可 料 时 ， 则 让 定理 8.416.1， 我 们 有 
E [Mp] Fr] = 0 a.s. ,SUBON A арр) 

AA, = ВТАА, [2.1 -E [AX AMr| Fr] 
= EDAX... a.s. 
从 而 44, Cas. (8-1 3 nj KEY T, AAz=0a,.8,, F 
是 有 |44| «C, 

8.563: 设 三 为 一 拟 左 连续 (相应 地 ， 连 续 ) 特殊 É Ж, 
X = M +A АЗИР, ДАЕ, M 氢 左 连续 (相应 地 ， 连 
£k), 


58 JW. Rao 分 解 


8.57 定义 di X = (X) APERAMA, UTER X A 
JUL BR, RAE 7) СА, Х.п, HA 


(57.1) Var(X) sup] DEL X, (Xua) |] 
+É [| Xn] J| «ceo, 


这 里 т. Оо e <= со у [0, оо [的 一 个 有 限 分 割 
sup 大 在 10, --oc ( ЛЕКЕТ Ей, 


200 #74 ARER ЕЕ felei 

JT BOE XE ЗЕ ҺУ Л X pE, 则 令 Var(X) = + eo. 

Ху М SE — Ek п] PY SR, ШЫ (57.1), Var(X) = 
B[| X=] <20, Mu X Jude, dx Ху ЗЕД ГАЯ, MU 
Var(X) =£ [Xo], МИ X AMER, 

设 X, РТ, 显然 有 

Var(.X +Y)=< Var( X) 4- Var(F). 

下 一定 埋 称 为 氢 蒜 的 Као 分 解 定 理 . 

8.58 定理 jr X = (二 为 一 右 连续 适应 过 程 , 则 为 要 于 是 
HE, AE ХАЛЕ ЕА ERE. 设 X EMR, 
WX dn F WE y BR (PR 2 Sh X 的 Bao 分 解 )， 


(68.1) X=X X" 
其 中 хк "АЕ БЕ ЧЕ ТД Е 80, 使 得 
(58.2) Var(X) =E[XL+ X]. 


证 明 ”充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 . a aM, т, t= o 
«dh xe 01, coo 为 区 间 区 二 50[ 的 一 个 有 限 分 割 ， E 
б) -E[ S On EX l FIXAT], 
Uto) E| S Oc ER 3) Ха]. 
HFI исо, ЖЧП 
(Xa ЕХ, |.) 
—-(X,—EDX.L.7,]-ELX,].7,] - ЕХ, |.2.))* 
«OX,- ЕГА, Aa] t ЕСА ЕГА, |32.) 1-5 ,1)* 
< (Xs ВХ, |27) него, рх), 
从 而 有 
Eg[CY,—-EEXS FD F] SEX, EBLA FD | ] 
ЕХ, SEX AD lF. 
类 似 地 , 173 
ЕХ ШАГ.) Аг |}, 
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BI IE, 当 分 六 v^ keart т MAR, 则 有 
(ту (ту, тул (т). 
但 对 [%, 十 co[ 的 - - 013 439) z, EU] « Var CX), E(UTGO] 
< Var(X), М U, UIO WR ГЬ, eolit BU SS k: P Ж 
ВАТ L pue, зо R Е, U G? = ess. sup 0; (v), 
U; = ess. supU; (2) i s<, MA 
B O zd [с-ш 3) X L9] 
<E| (X -EFD 


а OC X nl FAD 013] 
-—ULG)xU. as., 
Hop $7 [s tolit ИЮЛЕ. TEA ЕС, |7] 所 Us, BB 
(С) df Б. pgs, (UD) ЗЕЛЕ SQ AR 中 有 理 
жг Ж, H Fóollmer | BE GA 3.5), FEDERERA 
(XD, ВОЗУ JL S.B со, 对 一 切 16 R, 有 
Xi(e)- lim Ui(o), X le = lim Uio). 
sQ. s|: s£ Qa, skt! 
但 对 П, tæl UI BR AES + Ж 
Xe 7, (т) UY) mas, ЄР, 
从 和 而 有 XK =U U. TEH САО RBA ЕЖЕН 
Х,= А’ Жұ a8., 
Ж, ЗИ 
Var(X) =sup [U (a) TD] =E [0+ UT] 
2» Hm E [(U;--U;]z E[X + A Faton 引 理 ) 
= Var(X) 4- Var( X. 
TIBA SEA TEL SE, 故 有 【58 25, 
A ТҮ НЕ ИН E (08.2) 的 分 解 是 瞧 一 的 ， 设 X = Xt*— X? E 


202 UE БЕ EXE puk 
中 Xt, X: AATRE di E ba, 使 得 
Var(X) ЕСА], 
E seb 我 们 有 
(ELX, ~X; |F) = (ELX1- X17] 
—E[X2— X7|.2,])* 
«ELX1— X1|.Z 
几 此 容易 推 得 
Ui «X B[UL—U.LZ,) ЕХ X1|.74. 
从 而 XU Е pe, X'— ХЕ АВЕ f E Rh. [pm 
nu X’ ХА E Sk. 但 依 假定 , ELX ХУ] - EEX34- X3] 
— Var(X), 从 而 X3—X 5-7 Xi— X1—0, TRRX — t X1— Х| 
=0, X?— X7 —-0, ИЕ ЕЕ, | 
8.59 1) WX XM, = X'— X" 为 其 Rao 分 解 ， 
& X «Y -Z, 其 中 了 、Z 为 两 个 右 连 续 非 负 上 鞍 , WIE БЕН 
HG, Y X' RZ-X" чий Ek. 此 外 , 如 果 X — XT 为 一 
февр), Ж CX07-- X", (X) X". | 
2) iT RE BUE f E Bue D qot Ж, os se t, БИШЕ ЈА 
中 有 界 . 
8.605] 设 互 为 一 适应 可 积 增 过 程 , MI 
Var(X) -2EL X 4,1 ЕА] «c H-oo, 
A Xd 4 
X, =EL Fd, 
X; BX a| F) — Ху, 
则 X' 及 X" RENER, X = X'— X" X ñj Rao 分解， 
由 该 例 知 , X gv wu] Bn E SERO EL iR. 
下 一 定理 表明 ， 在 参照 o- 域 族 减 缩 下 , MUERTE, OX 
ERRUTEA. UA, 我 们 将 利用 拟 扶 的 这 -- 性 质证 明 
半 豆 也 具有 这 一 性 质 ， 
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8.61 定理 dx (Z) 为 一 满足 通常 条 性 的 子 о-й, (EROS 
ER 有 405. W X = (х жт 21) RM, НЭ 
T C9) xx, X 关于 《32 ОУ ВА. 
证 明 ik 0=.8<27<оо, 我 们 有 
BLE- E(X ®,)|] = ПЕГЛА, 12,112, 11 
еее, - X47, |] 
= ЕА, - ЕХ...) |], 
于 是 由 (B57 .1) 有 
Var(X) (ZY < Var XI (Ж) < 4-oo, 
从 而 АХ XO ATE. 


$9 | БЕП АР) Kriekeberg-Razamaki 4 8t 

ҖЕ ЕДЕ L^ rh 8 LB ERR, 

9.60 引 理 Ut X 为 一 右 连 续 适 序 过 程 ， 

1) W STA, Bd: Var (XT) < Var (X). 

2) 设 售 时 了 十 co 出 有 Var (X) =sup Var(X"), 

证 明 1) ЖЯ Var (YS) < ноо, ШЫ ХИВ < Xš 
= X 一 后 “为 下 的 Hao 分 解 , 则 有 二 T (Х")", Bei 

Var( X): Vari YP L Var( X" = Ë[ X$1 БЕГА] 
- Var К”). 

2) Жр вор Var(X T) < Боо HAA n, X Ta — УЮ 

ДВЕ ХОТ” BU Rao 2288, MAE 8.59.1) д, XF 573, 我 们 有 
PONSO Июнь 
于 是 对 固定 m, М E 32m 时 , 我们 有 
Vana y Gm Тәр OT 

这 表明 ， 对 每 个 国定 的 m, (OT) ДЕ (ДОТ) su 为 右 连 续 非 
fa E BS He ЧЕ НЕДЕ P, ЭР Ш.Н 


204 第 八 章 ARP we 
lim (ЕГУ +E EZ$?]) —Iim Var(X 77) < -- оо, 


BEER 5.48.1), 这 两 个 序列 的 极限 了 Zn DB dk fa 
Е. BARIA 
(V (m+155 Te yon (ету Tm Zm, 
主 是 由 定理 8.11, 存在 石和 连续 非 负 上 款 了 了 及 2 使 得 对 每 个 m, 有 
Fm 了 Zm, 这 时 我 们 有 X=Y- Amb X ne, 
Ая 
Var(X)=Ë[Yo + Zo] = lim ё [Y $? + Z(?] 


= lim Var(.X ^») —sup Var(.X Т”), 


а 1), RNA Var(X) sup Var(X, MERRE 
| Var(X) = sup Var(.X 79), 


S) BB ut Ha, 
PI, 表示 有 界 停 时 全 体 ， 设 开 X RUBUS 今后 我 们 令 
|A l= supE[|Mr[]. 


FERE ЖОМ 在 D 中 有 界 ,是 指 |M |+< teo, 

8.68 定理 1) W M I-AR, MAEM HAR, 必须 目 
RE M E D qoi B. | 

2) EM AED DHARRA, mp Var(M)-|M| W: 
bh ФУ Tatte AIAR, ШЕР И n M Я—3 ин 
297 
(63.1) [M sp IB [| M7.|]. 


证 明 D 的 必要 性 不 待 证 , 1) 的 充分 性 由 20 得到. fk UE 2). 
对 每 个 mw М7 упр Е, МТ М ТР, ЕМ, 1] 
单调 非 隆 . ULT у АОВ, 由 Fatou 引 理 ， 
ЕС] <lim infE [| Му, у„|]«<варЕ[ | Ms, |], 
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从而 有 (63. 人 ， 此 外 由 引 理 8.62.2), 我 们 有 
Var( M) —aup Var( АТ") = sup & AM; |] = 1M Ji. 


T— 5 RE JE fi E BRE Tto- Watanabe 分 解 定理 的 一 个 推广 
"E ЖИЛ, BÀ fp PRSE BR, Fa BAUER Б FERE SEM [8] — RES: 

8.64 定理 没入 为 一 右 连 续 适 应 过 程 ， 则 为 更 X JER В, 
А В х 有 如 下 分 解 . 

X — A -- A, 

其 中 М AEL PAARE ВВА, А Эле НГ Жүл] ЖИ ЗЕ ЭЕ] 
T. ЖК, ТАЙАХ Bb Ж E ME — HJ, 

证 明 充分 性 显然 ,必要 性 出 和 定理 8.58 及 定理 8.19 19, 这 
Tir SE BS ME- TE IER. 

F E EB Е Py EAS Krickeberg-Kazamaki 分 解 定 理 ， 它 
WE Rao 分 解 定 理 的 特例 . 

8.65 En HM JED Hg ARR. 则 M 有 如 下 
唯一 分 解 : 

M=M'— М", 
其 中 М' 及 М" т ТА АЕ АВ, HE 
аа М", 

ШЕ HEH 8.63, M AED, НЕ 8.58, M 有 如 下 唯 

一 分 解 : 
М=М'—М", 

其 中 M' ROM" AERES F BR. H Var) -1M[,- ELM. 
HMA., S Tatio у УЕ, 使 得 对 每 个 mW MT 为 -一致 
可 积 蒜 ， 于 是 对 一 切 m, 我 们 有 

BIAIS S M.) = | Mi-supE[| Mr, |] -supE[]|Af,,[1 


«sup Mhp, 4M) -—ECGOML T MT. 


A ELM RS M 1, ELM] >E Mrl WA ELM] - SM] 





2058 GERE куар, CE Wf 
B [M] =®Ё[М ]. EH, DJ m, (АТ), OM") T ORB, А 
而 并 及 型 "为 局 部 鞭 ， 此 外 有 (定理 8.63 .2 ) 
{М [1— ELM, Wo] = Vari M’) + Var (At) 
= [M je H JM" la. 
ЖЕ JH HE Ча, 
8.66 定理 UM A-H, BEE Mps, ШАТЕН 
一 分 解 : 
M—M'—Mr", 
其 中 型 及 МЕ РР AREN S qr 
[| M l= LM" 42 1 M" fa 
证 明 ”在 前 一 和 定理 证 明 中 令 7, ny 即 得 本 和 定理 的 证 明 . 
最 后 ， 作 为 本 节 的 结束 ,我 们 证 明 在 天 中 有 界 的 局 部 黄 的 一 
个 不 变性 质 . 
8.67 ш ik (7) 为 一 满足 通常 条 件 的 子 o- 域 族 ， 使 得 对 
— W iE Rn 有 C7, É M AEL dU EIC d u a eh, 
H.A (Су, M M AE Lt rh 38 SE BJ (Z) P Pa wn. 
ШЕ 4 
P = inf {ti | M| >п} Ат, 
则 (TW 为 一 列 有 穷人 99) 停 时 ， 且 Tt-t oc a.g. 。 H EL M, |] 
<+, B. | M?*| «ә | Ms], MAAAR. BY 
М.л у np, A; 
ELM. | F) = SEELM LZ 
=E [Mra F] = My... a 。 
Xxx B] М” ARR (7,) 0, Mor M Su) ym bh. 最 后 , Л 
(Фу) ei] РОУ С DERI, BUR. | 
[AM 1409) MT, С), 
从 而 M AE D PRAE СОЛ) 局 部 拷 ， 
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$10 ЕТ EBI 
在 研究 时 间 变 换 之 前 , 我 们 首先 证 明 : Буй К A P SR, 
8.68 定理 设 半 为 一 右 连续 适应 过 程 ， 车 存在 一 列 停 时 
T. 使 得 sup, = + °° 2.3. , 且 对 每 个 л, A PE EL. CHR MS, 特 
ЖК), MEX. TEES OR НЕ, РКЕ BR). 
证 明 ”无妨 假定 了 十 co as ， рү ОРБИН, BD 
设 每 个 AT НЕКО A 7" -- MA ЭҢ ЖЫШУУ, prf 
由 分解 的 唯一 性 知 , 我 们 有 
(M'te — М", CAT To d" 
p Ta == 0, ^> 
M = D Mhrs тз Á = $ д" rr, TA 


ШОМ 为 一 局 部 向 玉生 = 及 中 ,者 为 一 可 料 有 限 变 差 过 程 (4 "= 
А"), НҢ Х=М-А,$ X Nx js d, 
BLA AX” КА, ND EX 为 右 连 左 极 了 过程。 令 
Ve- 2, АХ, loas, sn 


ШР DEARER, HX -y= (X — V)” BJ BER 8 
(UL 1M), Am CX —V)'" AR RRR 0 8.54), 由 上 所 证 ， 
A-V Яй Жр E, 从 而 X AFR, 

8.00 定义 — H WD TL (т) ЖЖ CAL OBI AE ph, 
tno — 9] £€ X., т, р as. cg 23 BJ C) PF. 

下 一 定理 表明 , 在 时 间 变 换 下 , FRERET. 

8.70 定理 WO XT C7 0) Bina. ACAD -UCF HQ), 
D COE IESUS ЛЕТ. W X AFORA, Ф Y.— XV M CES 
A С) МЮ, po Н X ARRE, NO OCTO 
WE PR, 

证 明 (9S УСЕ ОК, ЯТ БЕРЕШ ШШ 4.4.10) HE ftt, 


208 PNE А E RISI MR 
Ë X = M +A, НН M yY EEL А, 4 C? 0i 
应 有 限 变 差 过 程 ， 令 (Fo 停 蛙 T too, Gugap 型 "为 一 致 
(7), 4 
N= M r= M enra 
则 容易 由 Doob 停止 定理 知 ， A” у Aa (20) 80. m 
а= + >= Т}, 
m 7,601 = [>T] Є.# „= Z, m 3) СФ) ФЕН. НР 
TV] со а. з., BAJE t ER, РО, 21) =P (UP, 1D 9d n> 
ос), Mm ТЇ-Есо аз. 此外， 由 于 EST = lÍ СТ), RIIA 
Мот Мат, отд JM. Гут М.т, оға. 
5 NOM. W. pH 
М?” = NT" Tona F N y, For, pom N" от Ng, Г, 
=N" + (Nz, — Nm, 

由 于 入 * 为 一 致 可 积 (Z) 88, Му СФ) 33S TEHER 
8.68, N 55 (Fp ри 5—1, CALDO BRA (Fo 适应 有 限 变 
AE, 故 СА.) Зу Сй) PEL 7 АБЕ RRA WE HH. 

НН, 在 时 间 变 换 下 , ФИ PEA TPS, 

8.71 定理 фт) ART (Z) ARMER, (X) AF) 
HA, A Z=, Ү,= X. WI (F) 2 CZ) Mm, 

证 明 由 定理 8.58, 不 妨 设 (二 二 为 一 非 负 (有 本 上 部 .这 时 ， 
H Doob Е, (Y 为 一 非 负 (多 Ей, АЛИ ОУ) Ж (Z) LER, 


$11 йы: 
8.72 ER BXA- EM, SIRER- BA FOX) 
3 —3 81. 


ЖЛЕ НАЛЕ ЖЕ, и | A, «0. 这 时 , ХЕ 90, 20] 
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HRH, УСЛУ БЯДА &К 3 f # L—20, 20) 上 的 
Lipschitz: df Xr, E 
Yf = f( X) +K [ |А, |. 
EE КУ, 07—80, A s<, 我 们 有 
FOHA) -S (Met A) |S KIA A< E | |44,1. 
于 是 
B- F LF 
-g[ f M+ A) -f (M A) K | аА Е F, 
+ÉË[f CM, tAn) M |] F Maida) 
=Ë Lf OM I+ AQ |. a] —J Mat A) as., 
FH + (Me-t A... Ag, i (fO M Ar) ig БАЙ, JA gd EX 
EIY.—Y,)57,]20 as. 
这 表明 (Ур БА, FE (Y O ИЕА, f CX) xit, 
WEBE Хож. C X = M + A, Hop M 3y2q 5 ЭМИ, 
А ЗИН ЛЕ. ФА T' fee, MES U AAR E 
rice Ü” Macr, ma 


А?" = Aw pet Ar Erros 
уви EAW, ОХ) eR BRNA 
уок = AE (Ж) FOX К a 
ӨК ЛОХ) ug. nm f (CX ЕВЕ. 

Him, РКК OX, 4 В, оо. ор Oua X07 
Af y a = X Хо хл, ШН ЕРИ, (Ху rg 但 
我 们 有 

FA - f (XB T, x, em HF NOI таза, 
BLAT XE МПР) AFR. 


210 UB ЕА, ЕДЖ БШ 

8.73% 1) WX 26 SR OB Hs, REPO, ШП] X] 为 半 
ge (ЖИ БАЯН, Seek. 

2) WX. Y AMTER GS, 00), W) AV Y m 
XAY JR OBI HB, ARM). 

证 明 1) BS, D 由 A АДЕН. 


X4Y , X—Y| 
237—739 


^ ` == Ll. = -- — — .— 


XVY- 








Е 


1 


第 A ж 
随机 积分 


所 谓 随 宙 积 分 , 是 指 形 如 |. ax, m f Hax.) mm 
4r,drpGIoqm АКО AAA, 1944 Е, То Ж og X 
了 适应 可 测 过 程 对 布朗 运动 的 贿 机 积分 .这 一 积分 的 一 个 重要 特 
点 , 是 积分 得 到 的 过 程 为 一 各 .或 者 是 一 般 地 ， 局 部 蒜 )。1867 Æ, 
Kunita 和 Маіаларе 定义 了 适应 可 测 过 程 对 一 般 平 方 可 积 软 
的 随 视 积分 , 近 出 了 现代 随机 积分 理论 的 关键 性 的 一 步 . 1970 年 ， 
Doléans-Dade 和 Meyer 研究 了 局 部 有 界 可 料 过 程 对 局 部 缺 及 半 
园 的 随机 积分 ，1976 ^E, Meyer” ”研究 了 可 选 过 程 对 局 部 对 的 随 
ДАЯ. 1979 ££, Jacod™ WFE TEH A ВРЕЛ yap SO JBS HL 
积分 ， 本 草 介 绍 随 帮 积分 的 定义 及 其 基本 性 质 . 


81 可 测 过 程 对 局 部 著 的 随机 积分 


8.1 记号 ”为 叙述 上 的 方便 ,今后 我 们 将 采用 如 下 记号 
A- SCR Teh <= [a]. 
Н] {ДЯ 22 Bb =E la], 
WY — — VH BJ ЖЮ a! ЖИ ЖЕ ЗЕ Bh == [Н] 














et FUB HUI RT XEBENI ИЛЕ 3 Bs M. 
A2 — E Jr а] # gh z= |a), 
ИТ WE SEP Jy н} BUB BI, 
FE Ар е ^ [RT 





-ae 一 只 罕 训 及 跳 的 纯 断 平方 可 积 园 空间 . 


212 ZIE 随机 积分 





ad 2 EE КАЈА lig SE; n Pta =E RI. 
„о 局 Ep ui e Їн], 





Zi — Е Eb JE) ip Me == ЇНЇ, 

A BÉ SR Sh == [Н}. 

P e Hg ЗЕ n 8:33 25 [Н], 

Ё 714 BRE 2: ar ib pe СЕП em BLEU ЗЕ А) == HJ. 

Jt ӮЬ, 我 们 用 v og BEER) ZH Bh s [Н], 用 Afo, too X 
REPERE zz [Н] ТЕА АА Hu. X 所 等 记号 
Ну. 

9.92 定理 > M ARRE, H 为 一 可 调 过 程 ， hh 45 
E (|, „Нм, М]. | oo, 则 

17 TETEE — HJ LC AE’, ug --u N c.t, 有 
(2.1) ЧЕЛИ, =н |, „Ha, ®\,], 


RILA H ЖТ M pupa. H. M. 
2) 我 们 有 
(2.25 ENH, My23«E IB , Hut, M]. 
D 对 任何 绝 不 可 及 时 了 ,有 
(2.8) ACH, М). - IET AM, F а, 
HEAT 720, cH 
(2.0 A. М): = ЕГ,АМ, 3] —E[HyAM,] Fp] as. 
JH Fr, 


(2.5) CH. M)ya|=E[H M. Z] as., 
4) HEREN Т, A 
(2.6) (Н.М, =H. МТ = СНІ, m). М, 


D) M C. u HM Cof, M € .&u C ш, в) еН. М 
C d t C #"%, A TY) 
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一 Hilbert 55 [8], HI Kunita-Waianabo 1 250 Gg M 8.50), X| — 
P) Nc. RIIA 
[| маги, лз. 
K [Ü, 59 


«( a IN „Нам, М] Je PADES 


从 而 Neuf Hd, NL| 为 .ha EOS R RE E BB, d 
ТАЕНЕ J LC.4€7, E13 X] — 5) N € V7, A (2.1). 
2) di (2.1) E K-W 不 等 式 得 
EKE. муз] -| | Hatu, H.M),] 


«(& IN НМ, м.]) (E LH. м2), 


由 此 推 得 (2.2)， 
D 设 轩 为 一 绝 趟 可 及 时 , Z 
A= Түк op 
其 中 去 为 多 mr 可 测 随机 变量 , Н EET соо lA ELF). 
4 N—A—À, ША iE, ENCA (7.16.1), 故 有 
CM, N] = EAM y Iva, 从 而 
E IN „В.т, N) ,| ~ ET, AMrE] 
=E[E Hr AM; Zr 
但 由 定理 7.18.2), 
ELCH. M). М] -IE[LACH. Met], 
EH (2.1 49 
ЕАС", MN)r—ELH JM,| Fré] = 0. 
特别 取 €= ACH. Mr- BLAM S), MA EE, А 
£-—0a.s., Rf BH2.3), 
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В 7 прев, Н. 720, 5 
N = Lir, sp 
Hh EÉCIAMCEO,HHEIZIZ.]-—0, MEE T.16, NEAM, 
BUR 
| eff „Pa, №.) 
= ЁГ. АМ] 
ELE [Hr dM | Fn] -ЕЕН,4№,|.9, 1}. 
ЕГН. М). Na] -IELACH. М). 1. 
B £= A(H. М)т-- (ELH SAM r! Fr] — [H L AA. S gl, 则 由 
„Яр Ж (2.1) ХА 162) =. 0, AW £-0as, (2.4), 
A N,=N C 12 GCS,WBG.D, 
E[CGH. M)e No) - (Н. M)... No] =Š[H; Mo No], 
H 48 (2.5). 
4) 容易 由 1) 推 得 . 
Б) W M C.L, WEDA, 对 一 切入 EN”, 有 
. ELCH. M. Ne] = 0, 
从 而 Н. MEAS AATE 
Mc. = H. MEM”? 
进一步 记 9) EA 
мє. (Ll y H. МЄ." Ө (АТ, 
9.8 X МЄ. H AAWE, 使 得 对 开平 所 有 o, 
[®:.Н (оу 40] ур, 则 H. M — 0. 
9.4 定理 设 М-Ә, H aaa, 使 得 
EDH. AM, | «oo. А] 
1) 存在 唯一 的 EW ABRE ВН RUBRA IN 
(4.1) ЕГ... Ж] -E[£ H,AM,AN,], 


1) gBi3) ЕЗ] E SHEER M € 1, H. ДЄ... 
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ЭПЖ Lok H XO M 的 随机 积分 , 记 为 H. M. 
2) 我 们 有 
a.2 — m[( | er. uy, |<2 tm prs an n. 


8) ХМК, ЖЯ 
(4.3) ACH. М\»=®[ НАМ! Fe as., 
对 任何 可 料 时 了 工 :>D， 帮 
(4.4) ACH. M, E LHP AMI v] -EUT AMI ]a.8., 

4) ЖИЕН М Т, 有 | | 
(4.5) (Н. AOT « Н. M= (НІ, 4. M. 

5) мсиси) әп. M C ts (yy. 

ШЕН 1) 存在 性 ， 令 (To 2 — 2328 M 跳 的 标准 停 时 列 ( 定 
J 5.20). S 
(4.6) А = > E LE, AM, rep 
WA 

E[) Al] СУ US, амь E972 0 
SCIL, AM s! ] ЕСУ, АМ,|]<оо, 
And Sh АЈДА ЯКЕ РА. 6 
(4.7) L= À— А, 
СИ. WER 6.20.20 7€ 5 3 H, (Т„) (52328 LAW, ELE 
Ta ATI RE, 则 有 | 
(4.8) Ам „== ДАр, = ЕСН ЛМ» |27. Д, 
d$ Ta Ap np, 则 有 
(4.9 АГ, = ДА ВЛА, 1.2.1 
-EH r, АМ, |91819, AM: |F]. 
РУ PHAR N, 出 定理 6.45, 我 们 有 
BELL. ль] SISA, LN (540,27). 
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但 车 T, Зору, Па BEANS I. r] =0, Hin 
E[(#[H, AM m, | 多 dwr] =0. 

HERNIA 

ВГл. Na] = ELS Hr, AM c, AN: ELS HAM, AN). 
旺 即 (4.1), 

ЩЕ Е ВЕЛИ, L'COWU. qRTRXI— UDH NRhk N, 有 (4.1) 成 
x, WA ELL- L INe] 一 0， 特 别 ， 对 全 何 AEF a, EIC 
—L2)1,]-0, BR LL—IA-S[DL—12|.22. ]-0, ҖЕ А, [АЛ 
CAA, iW L-lL 唯一 性 得 证 ， 

2) 出 定理 和 .325.2)， 我 们 有 


eff, . aA, ]«e[]. _. 14А,| |< ® 5] E AMT, 


18 (4.2), 

3) 设 了 为 一 绝 不 可 及 时 . 5 

DoST, S,—T.anar, (21), 

则 OS.) „о 为 一 穷 举 М ШЕП p HE SERRE PI. ИХ] SL. = T УН) (4.8) 
AF2 04.8) [нд] nEL ES]; 770 可 证 地 .4)， 

4) f 5 1) 推 得 . 

5) 容易 由 8) m. 

下 一 征 理 表明 ， 定 理 9.3 与 定理 9. 和 4 定义 的 随机 积分 是 网 合 


9.5 定理 设 弄 为 一 纯 断 局 部 款 , 为 一 可 测 过 程 , 使 得 
ЕГУ Ef, AM,|1<ço, ЕГУ НАМ] соо, 


峙 分 别 按 定理 9.2 及 定理 8. 和 所 定义 的 随机 积分 五 .好 是 相同 
Bg. 

证 明 Q H. M BOERS9.2 Xd (2.1), XI] — BJ А Fa bh 
№, (4.31) 成 立 ， 但 由 定理 9.4 唯一 性 部 分 的 证 明 , 使 (4.1) Ду. 
hg— sup gii L ЖЕҢЕ -- gy, 放 有 定理 的 结论 ， 
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FERR ОМ ЫННА ОЕ НА, JH АГЕ, ЖЛ 
BB 9.4 ХЕ BR PLUMA ЛОН И Stieltjes 积分 。 
9.6 定理 i MC, 互 为 可 料 过 程 , 使 得 
EUM BAM, <<, 
则 对 几乎 所 有 名 , i -B £C R., 有 
(HI. М), бо) -| ， Tw dM, со, 


这 里 A., M Noe 9.4 Wm BJBHALELAR, SIX mE Blieltjes 

证 明 十 定 更 6.43 知 ,| ал, сее, t n-| Н, 
M, MAER 6.46, Lco EX WAREN, 有 (定理 
6.45) 

EIL. No] = E UE AL, AN] -É LS) HL AM, AN], 

9.4.1), ЕН. M. | 

现在 ;我们 应 甩 定 理 9.2 Rig PB 9.4, fru n Ni SpPRON Erik 
的 随机 积分 的 一 般 定 交 ， 

9.7 定理 RM ARa, H. Mo= 05 Ф.Н у-у 
程 , 使 得 v ETM, M] 为 遍 部 可 积 增 过 程 , Н H2. M, МІУ 
局 部 可 积 增 过 程 : 定 多 6.21)?. Hi 

i) FEE 人 的 零 初 信 遍 部 球 ,使 得 对 一 切 满嘴 











(Т.Т) Б yÍ Н?агм, M], <20 
LD, TI 

与 ejf нм, M), ] «eo 
. EO, TC 


的 停 时 T, R—1 4i $3 N,CR 


D ARE M—0 ЖУТ EBE Е, 1—80) M E Aon PI H. M 
= Hgo Mel Swa |+ O ny. 

2) FB, Жк H Yop MaE ROS Д Ч. К, р МОН aj 
М Э Е-Е RS Ph И Bl. 
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(7.2) [N =Ef] matu, No]. 


RIZ Los H 关上 上 开 的 随机 积分 ， 记 为 H.M, R| HadM, 
(ки, RIAN M | Нам, 828 H Lees м). 

2) 对 任何 绝 不 可 及 时 也， 和 有 

(7.8) ACH. Му,=®[НтАМт| Fr] as., 

对 任何 串 料 时 T7-0, + 

(17.4) Д(Н.Мур=®[Н„АМ»|.#›] -Е[Н»АМ+|.#у_] a.s., 
换 句 话说 , 我们 有 ACH. М) =°(НАМу-*(П АМ), 

3) 对 任何 停 时 T, 有 
(Т.Б) (Н. MY" Н. М-Н) М, 

4) M C d LL CIEL) H. M C. Z; C E), 

M C IC) H. мес). 

B) WHO, HO 为 两 个 可 测 过 程 , 关于 M 可 积 , 则 对 任何 实 
го, 05, a HO Las НӘ Xp M ISO, BOR Gu HO a HO), М 
—a HO, M Ta HUP. M. 

6) Wt МӘ, MO 为 两 个 局 部 蒜 ， 瑟 为 一 可 测 过程 ， 如 果 IT 
关于 МЧ 及 МӘ) 可 积 ， 则 对 任何 实数 a о HRF NG 十 
aM” ipfi, HE H. (Ga MOD aa MG) aH. M? a H. М, 

证 明 1) ФЧ T, -- ee (To — 0), 使 得 对 一 切 m% 有 


EV| Hid[M, М],<оо, 
LO, Tal | 


E[ J „Ятам, М). | со, 


则 有 (Hr AM, | < / | H3d[M, МЇ,Є ТЇ, 
[0, rw] 
令 Н'= > Ату В = HI à ma, 


WA H =H", #88 
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|А прам”, Mo пасм, м], 
h =r " "l 


[0,1 


«|. Hid[M, M] € TA, 
I^. TOT 

D R'AM] = уам, < © | H, AM, CI, 
8 ла T, к=1 


故 可 分 别 按 定 理 9.2 及 定理 8.4 定 网 五/ MY. Н". (MO A 
(7.7) Pes. H'.MTee HUS СМ)", 
Ju Hi (2.6) (4.5) 37 GAD — Т^, WEE L € Mion 使 得 对 一 切 
n, 有 L—4^, WER 9.2 及 定理 有 .4 M. HN T. BLUAR 
EN, d 
(7.8) E[L, No] - ECCH'. MI) NT EH", (MY Qa №77] 

n = [| Tl П.М, N] au NE Н, ам", м.) 


=E I Нарм, N], +Í... Hid LM, М1, | 


=E un H,u[M, К), ). 


WIFI T RWE (7.1), $ S = T, S,—TVyT.(nz2), Шр 
X, LC о, 使 得 每 个 Т» 28 — SR BUBS, EDS ARIES (7.8) 成 立 ， 
TUE, BARRA n H Ае paara. WELL E (0.8) 中 令 
Bi T 48 (7.25. 
HE -- PE TAR. 
2) BT AERAR, 由 定理 9.2 及 定理 9.4, Xp— 0] n, 
RIA 
ACH. М) Гута АН. М?) Eau 
= Ë LH e AM т, Fr] Inr 
=E [Hr ДАМ: irern Zr} as., 
由 于 ТТЛ € Fn ВОЈТ, 70, C HrAMr 关于 .多 ra- 可 


BL PEREN 1.1946 
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JOH. И)т тта Ë [H AM Pr] Trer,) 2.8., 
4 W300, зг AMT (7.3). [ER пр R 70 aE (7.4). 

3) 容易 由 二 HES. 

4j Hn H. M pg X Rag 9.2. 定理 9.4 推 得 . 

5,.6) 都 显然 . 

9.8 # 设 型 为 -- 局 部 款 ， 为 一 循序 可 测 过 程 ， 使 得 
МИН? [M, M; 为 局 部 可 积 增 过 程 , 则 H2. M, Муха Яе 
(从 而 准 局 部 可 积 )， 因 距 H. M AEX. ЕЧ, H. M 为 唯一 的 
ERWE L, 使 得 L. = Н.М, АУ tk N, LN— EB. CM, N] 
Хр yi bk. 

证明 由 定理 4.48.D HL. HÀ. [M, М] 为 适应 增 过 程 ， 
H, M, N] 为 适应 有 限 变 善 过程. 无妨 假 定夺 o=0.， 设 停 时 罗 
ETDE, Mia. D, CH. МУМ—Н. EM, ND 为 一 致 本 
BUR, 从 而 CH. MDN— H. CM, N] 为 局 部 款 . 

9.9 系 Е М-З н, H 为 一 循序 可 测 过 程 ， 
使 得 уп? ТМ, M] 为 局 部 可 积 。 WAE ACH. M) 5 HAM X. 
Ky, 3 EI — 9185 А, 有 
(9.1) [H. M, N]= H. CM, N]. 


这 时 , H. M НЕ-Е L. 使 得 L = Н„ М», BA-HR 
BEATEN, 有 (9.1) 成立. 

证 明 B.D, 对 HS RT RISE T, XH.MY=H,AM, 
a.&, Bl (7.4), р Ula etit 720, 有 ACH. M)r= H, 4My= 0 
a.S., 从 而 对 一 切 笃 时 T, Ж AGI. MO4— Н:АМтв.я.. ТЕСТЫ 
-FAE M Bit Gom PERS 39], MJ 

HAM = CHI uma) AM — (之 Hr тд) AM, 


从 而 Нам 为 一 可 选 过 程 ， 因 此 ACH. M) 与 H AM 无 区 别 . 
UN HESS UB 9.8 及 定理 8.33, RALH. M, №] 





A “ч. 
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— H. [M, N] — 918 Bo 35 ИШ, 但 由 上 所 证 ,4 她-- 0, 
故 BE, МШ А-0. В (9.1) Н-П М 成 立 . 设 
N 为 一 局 部 蒜 , 2 
N=U +V, 
其 中 юн mq, V 为 有 限 变 差 局 部 鞭 ， 则 显然 我 们 有 
Г. М, U1= 11. ГМ, U], 
LH. M, Vn-EAG. MD,AV,— У; H,AM,AV, 
= (H. LM, V1. 

MTO DRT. 

设 五 为 一 局 部 款 ， 使 得 L = H Mi, Н DEURA ЛС 
,有 (9.1) 成 立 , 则 由 定理 8.38 知 , L= H. M, 

9.10 系 i My- ERR, Hoy — aper EL db d 
V Hš (M, M] 为 局 部 可 积 ， 则 过 程 4( 吾 . M) 5 HAM 无 区 别 ， 
Jf EDI АЖ S N. 有 
(10.1) [H. M, N] =H. LM, N]. 
这 时 , H. M 为 唯一 的 局 部 邯 五 使 得 Do- Н.М, EXE— UIS 
值 有 界 著 入 ,有 (0.1 成 立 . 

9.11 定理 5 МА ОН, BEHE WES dp BO, 
H K 为 两 个 可 料 (相应 地 , ФЕДИ) IIT. WME H X M и 
E, WAK X: H. Mum, НЯНЯ ЕЕН X: M 可 积 。 
这 办 ,我 有 (K H5. M= K. (H. M), 

证 明 由 系 9.9 及 9.10, 我 们 有 
(11.1) K?. [H. M, H. MI= (KHY. [M, M]. ` 
由 此 得 第 一 个 鱼 论 ， 此 外 , 对 一 切 局 部 款 浆 , 有 
(11.2) LE. CH. M), N] = (K H>. [ M, N] 

= [(K H). M, N]. 

由 此 得 第 二 个 结论 . 
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$2 узае 

现在 我 们 证 明 , 可 测 过 程 对 局 部 著 的 随机 积分 , 可 以 归结 为 可 
选 过程 对 局 部 摇 的 随机 积分 . 

9.12 定理 ш M 为 一 零 初 值 的 局 部 靳 ,如 为 一 可 测 过 程 ， 
使 得 МНЕ ТМ, M) 为 局 部 可 积 , 且 H: ГМ, М] 为 准 局 部 可 积 ， 
则 存在 一 可 选 过 程 豆 ， 俩 得 Hš. L, М] POUR, НҢ H. M 
= Н. M. 

ЕН gN T, оо (То 0), EIM, М] xn, BE 


E... Batu, и], HidLM, М\,<оо, eff Hid[M, M), |< =o. 
H Е-# 不 等 式 (定理 8.50)， 我 们 有 
E ffar Hel LM, м), | 





[O, Tal 


<(eff „HE20, м.) æm, М1т„)1<ое, 


又 令 mua ЖК ТЇ б БВ p ГМ, МІЖ (К) x EEK 
©-Ң 限 测度 ， Ш дух, м РАЈ о € 也 是 天 -有 RAJ mx 
п Radon-Nikodym 5E Xg(Loéve[1], p. 3125, 可 定义 丁 先 过程 
Н= „Н | 0), 
由 类 似 于 条 件 期 望 的 平滑 性 质 , 我 们 有 
Ilo = Ё m т.116], 


Н 
"AM. {eo ат Еа | 一 二 一 АМ”. Гам, +01 Стд e |. 


СН Jensen 不 等 式 得 


H'l orrs E LH? Eo, ral € 1, 


Fila Ыз 








H H | 
| dui Hor Ip. Е, „| AM, | Хам. 0] Ip e |. 


1) WA- GRT REHA, 
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Ë JÍ ‚„ НМ, M], 





-g VÍ.. Нари, Мі, TE AME, 
Tal 


二 一 — m 
. 


<= "a Н:а-М, M],+E [| E, AM. |] 
EU, Tal 


ПГ 


< ( ef NI HidtM, М] y! 


JE [| 
[Ü, =f 


t 
= CE, uan LT) i 


H, 
da ARI need “dM, M1, 








AW. x I aw uo] La] 


<( Ë nn Пам, MY, y [LES AM, |] «oo, 


这 表明 МА. LM, M] улар, METEN H AFM ng 
随机 积分 H. M. 

Ti mj H. М-Н. M. BN 8, 令 ar уу 为 
适应 有 限 变 差 过 程 [MM NE ZR.) xF EPEK oA RNE, 
由 К-У Ж АЯШ, ЯЛЖ, В, ER o BL RI 
СМ, N] (о) | 关于 o- 有 限 测度 dM, М. (о) 绝对 连续 . 故 由 
定理 6.18, 存在 可 选 过 程 了 , 使 得 对 几乎 所 有 o, XE UL (CRUS A 

(М, №), (о) - | foto dM, Mleko). 





这 也 就 是 说 ,kan tos us, Н. /= н, FEER, X 
(E I m, 
Ë Ja H,d^M, m] 
Ej, rora] — Es a EFI Ig na] = Eana LSH Ip rl 
mBan D Ina] = 41], Я.М, М), |. 
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故 册 定理 9.7 Ap H. M—H. M, 定理 证 毕 . 

下 而 我 们 研究 两 个 特殊 例子 . 

9.189 M A- 5E MEXESE NR Rh, HI 为 一 循序 可 测 
过 程 ， 使 得 H2 关于 DM, М] пр, MEER, fid 
H.M-—H.M, YE, BH K-W 不 等 式 , HF LM, M] I, 
从 而 H. M, M] ЕА УЛУ ВЕЛКЕ Е. 由 和 证 理 6.18, FE 
— арЫ H, Ei H. ГМ, M]= H. [M, M]. TEF 

H?*, ТМ, M] - HH. (М, M] = H. (H. ГА, MI) 
=H. (H. [M, Мін? ЧМ, M]. 
Jm H. MAE. Esh IH 8 (H- Н). [M, M]=0, ій 
(H-H). M=0, Bl H. М-Н. M, 
rp—BPILFIPIe S5 rx ieu oe. 

9.14 J 设 MA- B) EC ABER, H Dg— TREE A 过 程 ， 
使 得 VELIM, M] 为 局 部 可 积 . A H J — пр М, 1 8 
H. [M, M] -H. [M, M](g 38 6.15, MA HA? [M, Mj- 
п.м, M], BS H.M=H.M. _ 


5З 随机 积分 的 例 Yceurp 引 理 


下 一 定理 表明 ; 我 们 给 出 的 随机 积分 的 定义 是 合理 的 . 

98.15 定理 1) W M 9 — HB ЕВ, 5, TT 为 两 个 停 时 ， 
BH ST; 6 5—31 2. ТШШН. 2 H =S Lax WIE X 
可 笠 过 程 , H 关于 M up, Rp H. M—SCOM-M?), 

2) М у ФАИНЕ, ER 为 一 可 料 时 ,和 为 一 .多 Rn- 可 
disce EB L E e. S H =xl a, MW H X: F M u[ m£, HO 
H. М=зАМ ipa. 

证 明 1) Ж L-—cOM'— М"), Wise XE 8.34, L sj BE e, 
HA 

IL, L] -£' (LM, M T7-— LM, М] = Нн? LM, M]. 
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从 而 vH? ГМ, M| = VLL, L] 为 局 部 可 积 ， 故 H. M 存在 ， 此 
外 ,对 一 切 局 部 热 六 ,我们 有 
(b, N] =#([M, NY — LM, NJ = H. (UM, N]. 
故 由 系 9.10, H. H= L 

2) 前 证 明 与 1) HERR, 

9.16 定理 i 以 为 一 纯 断 局 部 蒜 ， 瑟 为 一 循序 可 测 E, 
使 得 24 |H, AM, 为 局 部 可 积温 过 程 . JH XO M REL H 
B. M= А-А, 其 中 
(46.1) 4,- 2 H,AM,, 


WERE UE (8。) 为 一 穷 举 M 跳 的 标准 停 时 列 , 则 有 
A= $ Hs, AMs, Is, 


RRE А 为 适应 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 令 停 时 了 中 +co, 使 得 对 一 
W n, A ELS | 五 4 ] <оо, 但 我 们 有 


"= > ИН», Ї [31 Tn] АМ», Ila, -D 


故 由 定理 9.4 的 证 明知 ， 
CH ота): M = А?» — AT» — (4—4) T" 

于 是 由 定理 9.7.4), (Н. M)T-— (A— A)7*, RA H. M — А-А. 

下 面 我 们 应 用 定理 9.16, ЖЩ nT Xe EDU ЕВН У 
的 一 个 有 趣 的 例子 ， 

9.17 定理 $X A-R, MA-ZA ME. MA 
X AX 关于 Ми, DN HB R X, M> FEGE 8.49. $ 
(X, M» BE MA 
(17.1) (4X). M= [.X, M] —CX, M», 

ШЕ ЖЕЎ, ЖЖ AX ETOMRDE, bA M H FB T P s 


“У АХТАМ: : = ХА, LM, M] AWRA. 由 定理 8.8, 这 等 
ВР ГК, M] 为 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 即 “ 所 ,型 > Е. WB 
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CX, M> 935. + М- М°+ М, WS (dX). M =E 9.3), ix 
由 定理 9.16, 我 们 有 有 
(AX). M -- (AX). M'=[X, М -[X, M 
—[X, M] —&X*, М - (CX, Му <°, M») 
—[X, Mj—CX, М», 

9.18 定理 BME w 日 为 一 美 于 型 可 积 的 可 料 过 程 . 
MENIER, 加 1,4M| < ee аз. BJ H X M HER 
iB АУ Stieltjes £H 4 ETE XE, 且 两 种 积分 一 致 . 

证 明 首 完 ， 不 妨 设 М„=0, ЩА. MEA 出 于 对 一 基 
ER, >: ACH, М), = >| H, AM,| < +00.8., ВЕН xg HB 8.28, 
HM Cs, т У, | Н,АМ,| 为 局 部 可 积 增 过 程 ， 故 由 定理 


9.6 推 得 定理 结论 ， 
9.19 EE É M cA, H 3 — u k. ph Jj, (ia 


HER, D E, AM, «cosas, JH H M 与 有 限 变 差 过 程 


fai 


> H,AM,JGEE |. 1—0 t€ RUN 
(19.1) (Н. MT H,AM, na. 


ШЕ 由 定理 9.7, Н. M CTI, ЖННЖ 9.10, ACH, M) 
= HAM, WEBE, HP € F... 2;4(H. M),—--eoa.s., BH 
定理 8.28, Н M CTS. TUE, HEM 8.18 有 

(H, M) =D AH. My = У H,AM, as., 


F -ERARI Yosurp 引 理 , 今后 我 们 将 经 常 应 用 它 . 
9.20 定理 М-Л, А 为 一 可 料 有 限 变 差 过 程 , 则 
有 
(20.1) LM, A] — (4A), М, 


«#1 мыл S: 
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Р, (М, А] 为 一 局 部 蒜 ， | 
证 明 ХЕ M a =O 由 定理 8.3，44 为 局 部 有 界 可 料 过 
程 , 从 而 АА 关于 M 可 积 ， 可 由 定 型 8.17, 我 们 有 
"нә" 
| ZA, M — 1м, A]— CM, А]. 
н *(4M)-—0, HE 
UM, 43,7 3 AM AA, |, , AM,qA,, 


故 由 定理 6.28.2), 


СИА], = | | #(4Му,аА,—0, 
LU, E, 


1 Ж (20. 1). 
$4。 随机 积分 与 稳定 子 空间 

下 一 定理 刻 划 了 A 的 稳定 子 空间 . 

9.21 38. d 2 为 .ha 的 闭 线性 子 空间 ， 则 为 要 2 是 稳 
定子 空间 (定义 7.10)， 必 须 且 只 需 对 一 切 必 E 儿 及 任 一 使 得 
s|| maur, м1,]<< тве Н, AH. MEL, 

a "D 

证 明 必要 性 ， 设 多 为 稳定 子 空间 ， 令 Me, H-N 
料 过 程 ,使 得 [| ягам, an. ]«oo. ЩЫ. MEM’, 由 定 
Т.П, ANER, M МЕ, ük Of, N> -0 (Ë 
7.25), ШЖ 9.10, (H. M, N] = H..LM, N], kH CH. М, Ny 
=H <M, Ҹу --0 (EM 6.26.2). REH H, M E N Ex, H 
H MEY = 

充分 性 ， 设 МЄ, TARN, WM= (Тр, М. В 
EMET, ШАС, WIQM- (Таа). M. BU PR БЫР, 
I,M CA, 这 表明 A AREH. 

9.2298 MEA, A 
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DOD — үн ' H DR SER, 使 得 eff „Нам, М] ) 


c. 
则 27—(H, M:HcIP(M)) Ah M AERE T == [aj СИР 
M 的 最 沾 稳 定子 空间 ). 

证 明 显然 多 是 .KN 前 线性 子 空间 ， B 多 是 稳定 的 H + 
IPOD =L (R xO, 2, hanb Mti TA CM) ERAR, aX E 
ВСН s 5 LM) mE. 
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9.28 定义 VEM, N AW RADAR, SRM HON ME AE, 
如 果 MN EU BR SER. 
ШЖ E 7.8 S, 3X — ЕХ ES SEE A EE STE X GE 
AUT ID RGB EHI. 
由 定理 8.83 5], 纯 断 局 部 靳 与 连续 局 部 鞭 相 互 正 交 . 
下 面 两 个 定理 分 别 推广 了 系 7.26 及 定理 7.26, H up H Ж 
ЖАТ]. 
9.2 定理 iM, NEAM, ШТ РЕР. 
i) M EZTAN; 
i) LM, N) 为 零 初 值 局 部 靳 ; 
iii) <M, N> FEH (M, М =0. 
9.95 定理 设 M, N€ MAMo, ШЕЯ аЗ, 
i) [M, Nj =0; 
i) M5ENIEXE,HM EN EARR АМ ДЇ = 0), 
F ЖП ЗЕ. Fo Pó bh ДЕ 56276. 
9.26 定理 WM C.o4L. MAE N EMko TEN 的 如 
TA. 
(26.1) N =H. M +L, 
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其 中 H 六 一 可 料 过 程 ， 使 得 H: CM, М] 为 局 部 可 积 ; L 为 一 与 
M АЕ Лир ДЕЛ ИЛА. GV 的 这 一 分 解 按 Н. M 及 工 是 叭 一 
HJ. Eih A N EMT, W LEAT, 
证 明 H K-W 不 等 式 , Е Or oo, 有 
. "n 3 
оно юл (sa муу], „ает, а) 
ХЖ BH. 对 几乎 所 有 К, F BJ Ш ВМ, МУ, (о) 关于 
ACM, My (Go) 绝对 连续 ， 教 由 定理 6.718, 存在 一 可 料 过 程 H, fii 
i$ <M, N>= H.<M, МУ, ŒE H: M, Mo 为 局 部 可 积 ， < 
H'"—HI, вз, WAE EW AFA, 


| AAM, M»- | RPH, М, Му, 
10, f] [e 时 


=| нуа‹м, N>, 
tQ, £T 
; ? 3 
(| BdM, M») CN, N)? 
由 于 |， Ham, М7, сео, 放 由 上 式 得 
| „„ He" 4(M, My&Q, му, 
HF HM tH noo, KEELAH S noo 得 
ma. (M, My«N, №, 
从 而 А? М, М> Зн, ЖИР H*: [M, MARRA 
积 ， 特 别 E.M 有 定义 , 且 H.M ZL, 2 L=N- Н, М, WB 
Ж 9.10, 我 们 有 | 
= LM, N] —Н, LM, M], 
ЊЕ CM, ГУ, CM, N> FE, W H.LM, М] 的 可 料 对 偶 投 影 在 
— | 
ж, Нл H (M, 时] -= Н.М, M» 定理 6.26.2);， 于 是 由 上 
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式 得 
(M, LD>y= CM, N»— H M, M>= 0. 

即 M E Lid 

往 证 分 解 的 唯一 性 ， 设 有 满足 定理 要 求 的 两 个 分 解 ， 

AN —H.MaeLnL-eH' M-E, 
WE L-L-G'-HD. M, H T L-—L IEE 3 M, Mon El 
9.24, [L— L, M1 Wi RR, ERNA 
[b—-L' L—L']-L[L—E£,QH'— Ну МИ] 
-(H'—H), LL — L, М), 

故 由 定理 9.18, LL L', L-L') Ee wi dijs dh, 从 而 L— U 
=0, TRE L-L, H. M—H' 村 .唯一 性 得 证 ， 

最 后 , NCAP, dp <, М›=0, BE 

IN, N = CH. M +L, H. M4 Lj 
—LH, M, H MJ) -2H, TL, M]+ EL, L], 

故 有 (I, N» (H. M, H. My>-- CL, D, 
特别 有 EIL, LD-«8[(Q, N>.]<ceo, АТ EE, 2.) = 
ERKL, Ту.) оо НЕЯ 8.84, LEAMA 

9.97 定理 设 开 为 一 PEB. ДХ o SERE N. 
存在 N 的 如 下 分 解 : 
(27.1) | N-H. M+L, 
其 中 Н 为 一 可 选 过 程 , 使 得 VAT ТМ, М] 为 局 部 可 积 工 为 一 
КЙШЙ, 使 得 CL, M] —0, N 的 这 一 :分解 按 H. M 及 工 基 唯 一 的 . 
kk, d; N €..%*, W| L C." EUN JARAY, 则 工 为 局 部 有 
PEN 

证 明 由 定理 6.18， 存 在 一 可 选 过 程 互 ， 俩 得 M, N]- 
H.[M, M1、 与 上 -定理 的 证 明 类 似 , 我 们 可 以 证 明 

I1? [M, M] [N, N], 


— "r Te 一 


Bani Уна [M. М] 局 部 可 积 , H. MAX. ^? L-N-H M, 
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ДЕ < 9.9, 我 们 有 | 
М, L] - [M, N1— LM, H M] 
=H [M, M,—H,LM, M]-0, 
往 证 分 解 的 唯一 性 ， 设 有 两 个 这 样 的 分 解 ， 
N= H. M+L=H'. M+ . 
则 有 L—L-—O0I H), M, T ZE: 
[L—L', hL] -- [L- D. (H'- HY. М1 
=(H'- HY,[L — E, M] —@, 
Ai P= L, Н М-н М Ф ЕЕ. 
ENEMA, WA 
(N, NJ]= LH, M--L, H. M4-L) 
-[H.M, H.M]-IL, LY IL, L), 
m SOL, Lles E(N, N] <оо, Mi Lc.4?* Em 8.34). 
最 后 , 设 Amas. Hi EH. M, D) -H.TM, L] =0, 
k H. M S LOGUAEBECERE 9.25), 从 而 有 
[AN —l ACH, M)|+ 1 AL], 
特别 ADIS AN |, 从 而 [ALI 局 部 有 界 , BD L ARRAT. 


$6 IESU ИЛИ 
9.28 定义 d X Xx— p, H 为 一 可 料 过 程 ， 如 时 窒 在 
X 前 一 个 分 解 : Х=М+А, Hob M 为 局 部 黄 ，4 为 有 限 变 差 过 
程 ， 使 得 H 关于 可 积 ( 即 过 程 /五 5 [M, M] 局 部 可 积 )， 瑟 
关于 A ирен (BIH ER, |, „ЇН, |4А,| <+ се аза, ), W 
W: H X X WE ОНЯ Н у X-H), ЭИ X — M+ A 5 X 
的 一 个 五 -分 解 . 
9.29 定理 ” 设 可 料 过 程 H ETER X 可 积 , 
1) $Х=М+А, X —N-BOy X W W HHR, WII 
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H M+H A-H.N-H.B, {ОҢ E. X 2: H. МІНА 
(Н, X ЖЮ 的 基体 的 HO, ЖН. ХО H XT X 
的 随机 积分 ， 通 常 我 们 用 | Hax, ARH. X), 用 | Н.х, 


XR СНГ, ед. X 

2) RE X=L+O ХКА, Мр LOSS, C 为 
有 限 变 差 过 程 ， 则 为 要 这 一 分 解 是 X 的 一 个 HR, SSE R 
8 IH 关于 也 可 积 , BUER, 有 9H BLA, < +e a.s. 

证 明 1) 由 于 M- N= B- À 为 有 限 变 差 局 部 靳 , 故 由 定理 
9.18 sr Z ES 15. 

2) 只 需 证 齐 分 性 ， 设 瑟 = 开 +4 AXA Н, BU 
М 1-0 А 为 一 有 限 变 差 局 部 鞍 , 依 假定 H 关于 M —L 可 积 ， 
H3I—9 ЄК, 

2j H, ACM D, | <> Н,20, + oIH, dA, 


«Loo n... 

故 由 定理 9.,18, H X-T O— À TG Stieltjes 积分 存在 ， 从 而 
H т Он, B, X = L+ O 为 X 的 一 个 五- 分解 ， 

ik D XAM, X = M + À 为 X 的 一 个 务 解 , 其 中 
М 为 局 部 款 ，44 为 有 限 变 差 过 程 。 如 对 尾 何 局 部 有 界 可 料 过 程 
H, H Xp X а, Н X— M+ À H-M&. 

2) 这 里 关于 可 料 过 程 对 半 蒜 的 随机 积分 的 定义 ,是 可 料 过 程 
对 局 部 加 的 随机 积分 定义 的 自然 推广 ,事实 上 , 设 M 为 一 局 部 蒜 ， 
JH 为 一 可 料 过 程 ， 如 果 在 局 部 热 随 宙 积 分 意义 下 ， 互 关于 M uj 
积 ， 则 在 半 蔷 随机 积分 意义 下 , H 关于 M 也 可 积 ， 且 两 种 意义 下 
的 积分 是 一 臻 的 . 但是, МЫЖ, 如 果 在 半 靳 随机 积分 意义 下 ; H 
关于 M AE, 出 一 般 不 能 源 言 Н, M {Ду} И, БЛП ТЕ ну AREE 
随机 积分 意义 下 , H 不 一 定 关于 M 可 积 ， 

下 一 定理 概 拓 了 这 一 随机 积分 的 基本 性 质 ， 其 证 明 是 不 足 
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jË BS. 

9.30 定理 VE X AEP, H 为 一 关于 X 可 积 的 可 料 过 
程 , 划 | 

1) 我 们 有 

GI, X- Н Х°, A(H, X)= НАХ, 
2) Х-Н Т, ,有 
(H. X= H. X*— Hion. X, 
CH, X) = H. XT 
3) AM--UPpek Р, 
[H X, Y]= H [X, Y]; 

4) BE H EFTA -Ei Y qug] H XF X +Y 可 积 ,县 
HHXH. X+ R. У, 

D ЖК у-и. 车 | EK |< |H, W K Жр X UD. 

THERMAE LX) а реи Х 可 积 的 可 料 过 程 全 体 ， 

9.31 定理 БХ ARIER, RENHA Х=М--А, 
S HEL(X), WAZ H. X {у BR, P NE H X = МА 
为 X 的 一 个 H- Y W. 

证 明 ”充分 性 有 显然, 往 证 必要 性 . ШОН, X ARREN S 
X — N +B AK 的 -一 个 二 -分 解 ， 基 中 У ARRA, B 为 一 零 
初代 局 部 可 积 变 差 过 程 ， 则 有 H. X = H. N+H, B, Æ, 
F. X 为 一 等 瑟 半 蒜 ， 从 而 五 .五 为 局 部 可 积 变 莽 过程， 由 于 


А-В, ни 6.26.2), Н FAM, BAHA- НВ, 我 
们 有 


«LH, X, H. X] +2|#H,4A,|. 


由 于 МЛ. А, H X] 为 局 部 可 积 增 过 程 (定理 8.58), HOxp*É 
МИ? UM, MI ARRAS, 从 而 H 关于 局 部 坝 型 DEL Zi b; 
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Ш, X — M +A 为 一 吾 -分 解 . 

下 一 定理 是 上 一 :定理 的 一 个 重要 推论 . 

9.32 EE ШХА, HELAK) 50 N— BJ X, 
48 Шо HAX >L 4X >11, HAULER wm， 对 一 切 
(CR,, [s:(s, © EUN, t] ESAERA ARA. B 


А= > АХ, иа лус бз Z = Xi А, 
Bra | 


WEEL), BA Z ИЙЫШ d Z- N+ B у 百 - 分 
解 . 

证 明 ”在 定理 条 件 下 , 显然 {4 有 定义 , (4 为 一 阶梯 有 限 
FEAE, KHA 关于 A 可 积 , 从 而 H LT 2 ран, kh 我 们 有 
|4Z|<1, |4(H.2) | = H AZ | «1, Аш Z Ж H. Z URS, 
FREA 9.81, Z 的 典 则 分 解 台 一 下 十 至 为 一 H- 8. ` 

+ 在 定理 中 ， 如 果 令 U=[|HAXi>1 s |aX |21], WJ 
X-N+(B+ А) X l—4 Н-308, Moh у 8, Н. 
AN | <20 | АВ| <1), Дїй N ARRARIR, 

下 面 我 们 应 用 定理 9.32 进一步 研究 随机 积分 的 性 质 ， 

9.33 定理 i X J— bh. 

1) H, КЄР (Ху H+KEK C€ LX); 

2) & H €L(X), K 为 一 可 笠 过 程 , ШЕ K € LCH. X), 
МВА KAHEL), 此 外 , 我 们 有 K. (Н.Х) - (K H). X, 

证 明 1) 存 定理 8.823 iU = [| HJX 1 KAX >1 
& |4X|2>1), W X. N + (A+ B) Bg 五- 分解 又 为 K BM. 
而 为 HARK- U H + K C LOX). 

2) 必要 性 显然 , 往 证 充分 性 , ЫК HC L(X). EEH 9.82 
h. Us ПНАХ |1,8 KHAX|2>1 mk |4X |т>1], M X = W 
+ (A-1- B) у Н-598 029 HK- OX E) Н Х-Н 
+H (A+B) X H. X ft K-i, WH K € L(H. X), HA 
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K GOL, X) K,CH, N) - EK [H (A B) 
(K HO, N (K HY (AM B)-(QK H, X, 
9.34 FEB H ARa EE, А Ae MRE 
时 Tat ос, 使 得 对 每 个 四 B HEL, WJ H ELX), 
Шая Hy H [X, З=Н, X^ H. Xn], НХ, 
Ху ж, < 
4, = 2; 4X. Fis AX 3 Ж AXi] 
L= X, — А, 
m CAO Xy — Br EHI ЛЕ 2E IER ЕН, 4 存在. 因此 只 需 证 
AHEL). W Z-NMLBOERECPEIENARSE Smp fT 
n, ЖТ" = №" B 为 Z^" 的 典 则 分 解 。 由 于 
ACH, ZS |= LH AZ?" | «1, 
Н.ДА, Oan 9.81, H NT OE OH. B'j 
fc. WE H.N K H. BFE, B EEL), ШЕКИ 1. 


8 了 ERD BK SE XR 


本 节 研 究 随机 积分 关于 被 积 过 程 的 连续 性 . 

下 一 定理 是 定理 8.45 的 直接 推论 

9. 中 定理 设 M у ИНЧЕ ЈГ ЯГ ВОВА, 好 为 一 可 
WALE, (Hen) 为 一 列 可 料 过 程 ， 使 得 H 及 每 个 He 关于 M 可 
E, RL I. М 及 每 个 I. M 为 局 部 平方 可 积 摧 ; 令 AEF, TH 
зван, ma |. hn Н,)гасм, My, 一 > 0, 出 有 
L,sup | UI9, Му, (H. М), M. 


9.88 定理 Jb X X3. H — яар, 
Qt) 为 - 列 局 部 有 界 可 料 过 程 . 令 AC, TS UR A E Hl 
ЖР ИЕН ®Є A, 在 区 间 [0, P (oy) E, GHeo_(o)) а —Ж 
Ж, Bil lop П. (о), WR 
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| | | Р 
(36.1) I,sup | (H X),— CH, X31] —> 0, 
Te 


证 明 o X —Ma.A, Hep M 为 局 部 有 界 蒜 , А RARE 
过 程 ， 在 定理 假定 下 , Lebesgue ФЕ ВИ ЕДЕ E, RITS 


lim raf LH; — HPd4M, My,-0 us, 
[0 Т7] 


n2 


ле Я 9.35, 
Lsup | H9. M),— (Н. М) | — 0. 


此 外 , Bi Lebesgue Fr ТИН S xg SERE 
I,sup | (£09. AD,— CH. Ae] 


T n. 8, ' 
«n | H9? Н, | | dA | Z5 о. 
{й — 


986,1), 

作为 定理 9.36 的 一 个 应 用 ， 我 们 得 到 一 类 随机 积分 的 
Riemann-Sħtiel tjes 通 近 ， 

9.37 定义 、 设 为 一 有 穷 停 时 ，(T,) so 为 一 单调 增 停 时 序 
5j, $48 To= 0 as., sopT,= T a.s., 称 v:0— To TQ, 为 区 
ї] ГО, 189—711 BS DLAr 38, ХАЯХ) JL SES c, EF) CT, (00) ) JE FÉ 
xE RJ CHI r4 ESAE пош), WFH n>n, 8 TG) = Taco) 
=T (e), 也 就 是 说 ,对 几乎 所 有 o, СР, бо) ) 构成 区 间 (0, 2 (0) ] 
BI—4o HAE) G 

(т) = впр |74 P}, 


MJ ó (z) 为 一 4.9. ВЭА, ER 8(т) 22 2 r 的 步 长 . 
9.38 定理 设 X Ft, H 为 一 右 连 诺 极 道 应 过 程 , T 
-AFTN $ 
Ое Tas Pee n=l, 2, oe, 


为 [0, T1 РСВ, 使 得 imah) = 0 аз, WA 
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m 
— Ü 
п — oco 








(38.1) sup 

证 明令 HU-NHrlun.nn, HD НЗ Н Ы 
过 程 , 且 由 定理 9.15, 

(Hm X5 D Hry CX rg tc Arpat ), 
H Fr PEAR EE 五 . (0) ERRAKI [0, Tol b 9t, JP Wi 
(H9 (оуу 在 [0, T(2)] 上 对 m ОБ, ЖЬ, HILERA 
o,X] —19):€ [0, T (o)], RETA 
lim H;i (c) = H, (о), 
ix Hi ig BH 9.36 $83] (38.1), 

下 一 是 理 是 随 宙 积分 的 控制 收效 定理 . 

9.39 ER kX y, ACL), K" E K uud 
HE, 使 得 IKs|< |H|, IK]|< H|, 2 A€.Z, T B— ә 
В]. 如果 对 几乎 所 有 o € А, XEU t€ C0, T (2) ], Ж Tim Kf? (o) 
= Ko), 则 有 
(89.1) авир (К, X),— (KE. X] — 0, 


Lj 
X Hrp Eni Xepa)— f, H, ax, 


证 明 无妨 设 X = 0. 4 
A= БАХ, HAY »\>1 Ё& AT |>1]› 
Z= X,-- d, 

Ë Z= N+ B ЭИ Z A MAH, ДНЕ 9.32, X—N 
十 《 召 十 4 为 至 的 一 个 五- 分 解 . 此 外 ， 我 们 有 147 | <1, 
|ACH.2Z)|=]H43Z|=<1. 从 而 由 定理 8.55, Æ AN 1 « 2, 
AQI. N) <2, A N K H. N ONSE RETE 0 9 {Н 
HRE, K< H|, |К|<|П\|, ANKE" N E K.N ЗД 
全 局 部 平方 可 积 款 。 其 余 证 明 与 定理 9.36 的 证 明 类 似 . 

注 ВХ HER, HC L(X). 4 Н"=Н1 я sn 则 由 定 


238 кле и P > 
理 知 : HER, H". X 在 [0, ERRER- So Ser ПХ, 
RICE 


m 
вар | ( H" X Ja- CH, X! -一 一 > 0, 
Ex} 


最 后 , Mikii: 在 半山 积分 意义 下 ,可 料 过 程 关于 适应 有 限 
变 差 过 程 的 积分 , 不 一 定 是 Stieltjos 积分 ， 但 我 们 有 如 下 的 

9.40 定理 БА н-м, H 为 一 可 料 过 程 . 
如 果 在 半 贰 积分 意义 下 , H 关于 A BDIR, 则 在 Stieltjes 积分 意义 
T, 瑟 关 于 44 也 可 积 , 且 这 两 种 积分 一致. 

证 明 $ HMHI men 显然 , 定理 铺 论 对 每 个 НОО руу, 
特别 , 每 个 H А 为 可 料 学 蒜 ， 于 天 由 定理 9.89, IT. A мар 
Ep, АШАУ С 8.54). 于 是 由 定理 8 .8 推 得 定理 结 
ie, 





第 + жя 
变量 替换 公式 (lto 公式 ) 


1951 ££, Ito 最 时 建立 了 关于 Brown 运动 的 随 宙 积分 的 微 
分 法 则 《 即 变 量 赫 换 公 式 )， 简 称 为 to 公式 ，1p67 年 玉 nnita， 
Watanabe", . 1970 年 Doléans-Dade, Meyer fr ME" El НЯН 4 Н 
同时 ， 也 丰 应 地 推广 了 dox. WAH, Но ДА БДИ ЛЕ 
论 中 的 一 个 最 重要 攀 结 果 , 是 随机 分 本 的 一 个 极其 重要 的 工具 . 

本 章 首先 建立 По 公式 , 热 后 给 出 应 用 It0 公式 的 一 些 初步 例 
T. 

81 lIto 公式 ， 连续 情形 

10.1 定理 jP Fis, y) FO 上 的 一 函数 ， 关 于 wm 一 次 连续 
了 Aii, ШАРХ, Yo AER, 且 对 一 切 ER, 有 
(3.1) ЕХ Yo)— ЕХ, Yo) | 

= | Fn, У)ах, +| F(X, Yoar, 


++| КЫ(Х„ ҮЧҮ", Y, as. 


其 中 Y° pepe Y 的 连续 款 部 分 , 

证 明 0 V = AT A 7 Y 的 典 则 分 解 , 则 由 系 83.56,， M 为 连 
SERR, АА НЕВЕ ВА ЗЕЕ, АШУ M. FE, 
可 以 假定 Ао, Yo 都 有 界 ， 否则 ， 对 每 个 mw 考虑 下 Treen Ë 
УГулха. ЖК, A IB ЕЛЕЕ ЖАК, iS 





240 ЖЕБЕ FE haz: (Но 公式 ) 
| dX | €K, | [dA | < Е, 
[FO = 0, I 


|[MI«K, CM, МУ < K. 
否则 令 停 时 ZT, 全 二 oo, 使 得 对 每 个 ХО, AT, МТ", <М, My 
їй НУШ ЖЕ. ТЕ, ip TEX ELK, Kl h R iB, УТЕ 
L-2K, 2K ) H HË. 
我 们 有 如 下 的 Taylor 公式: 
Fw, y) — Pi, y) = Fi, y) '—-z0--AG' =", y), 
Fe, y") —F(z, y) 
=F, Gs y) G' — u) + Fula, y) (n Ty? 
| ty vy, T), 
Р 2, РЕГЕ, -K])xi-2K, 2K] 上 一 致 连续, 故 存 在 
R. 上 的 增 函数 eG), E lime) 一 0， 且 对 一 切 (z', z”, a)C 
L-E, К], i, y^, yJjCL-2K, 2K], di | 
С", a", y) | <s (|a а |) 122, 
iv G^, у", so ssCIy'—-v iy" V». 
此 外 ,我 们 取 一 常数 ,使 得 在 [一 K, K1xTI-2K, 2K] E, —3* 
地 有 (Fi so, Fse, | gz, | <0. 
现在 我 们 构造 区 间 ГО, 2) 8y— FPESHL 2 R|, d$ E a0, 4 
T,—0,3F Hx X. T4, Т», … 如 下 : 
人 一 和 六 【He Ainfís- T,:]X,— X, | + | M,— Mr] 
+ |A,-- 4: L (CM, М, <M, Myro >a}, 
M "P t B|, Tua TP, H Ta tA Titah, A 
| X p, ~ X rd t| Mr, M p] + Ат, — An l 
TOM, Myr — <M, Myr) =a. 
TERRA, 1:0 TR р [0, 0 AA M С, E 
34.9.87), ER (т) «а. Jue yk, *|— tj 6, # 


$1 loss aik 241 
LX n — À +, + | M s, — M,| + Az... — Ат, | 
7 CM, Mra — GM, Mor.) <a, 





我 们 有 
FOX, Fp — (Xo, Y) 
=F (Xpo Yn) EX s, Yrd] 


= РХ, У...) E A ra Y] 
HDE po У) -ECX r, Yr) 
n 
CASI, Yn Cr. — Ав) 


T HFA r, F p) (Y y. 1 7) 
í 


+2 > ЕХ p, Yz) (Fa F 
BEBO X... Fra) EYY ra ros Хо) 
4 
Au. HS 名 十 二 St? RE RP, 


H Lebesgue 控制 站 scm. 我 们 有 

бо ( F (Xn У.Х, 
由 定理 9.38 我 们 有 

se —, [| For, YoY, 


К, RIIE 
| HU 





<> CX. Rn) Xn, ~ Xn 


«e(a)| |4Х,| K s(a) —> 0, 
(9, 1] a0 
| R: | <> ë 4 | Yn, —Yn) CF m, —Yu? 
«20 (z) » [CM p, — Mo)? i Ar. — А»,)?] ) 


{ 
«2e (C М „—М„,)®+е | 14441). 


242 ЖТ сшщ (о 公式 
由 于 E (Mr Mro = ELM? —ELM?S], mfg 
£i Bi? | «28(a) (ELM?]-- aK) — 0, 
| P 
从 而 RP—0, Bub, ЗТ ЕВЗ OLD S, 只 需 证 明 
. P t . 
sp Ty frons YDA, му, 


令 Se «V? + Ve +e, ДР 
Vr = > [Ey (A te Fr) (Ал, — Ap) ] Cdr, m Ar) y 


yi = 2 [Fy Ху, Y. (Moa MM (Ara — dr); 
Ve = 2E, CX, Y v) OM r, = А)? 
我 们 有 


IV ао У | As, Ar| aO — 0, 
|| < 200 У | Ara – Ал, 240 K — 0. 
此 外 ,如 果 令 
=F; (X; Yr) (CM, Myra — CM, Myr), 
则 由 Lebesgue 控制 收 全 定理 , 我 们 有 
PES | ex, Yoaar, uy, 


因此 ,问题 归结 为 证 明 LV 71 s о, 
我 们 有 
Р =E FI Pr) Ls, Mr)’ 
— (OM, M»s,,— M, M>). 
由 于 当 jg 
EL Mr М, 3 — (CM, Mr ~ <M, Æ Sra EEA 
=Ü 
故 前 式 右 端 求 和 号 下 各 项 两 两 正 交 , 从 而 有 
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ELF E-J] 
DEF UC, Fr) Us, Mn)” 
— XM, M»r,,— XM, Mrl”) 
«20€ CRM ra 7 Мт) + (OM, M»r,, - XM, M41) 
x 209a? |Ë [> Мр. M.D] TG [6M, M») 


^20 (2? B [MT] +a Ë[CM, Му) сә 0, 


特别 有 了 如 一 J 多 一 0， 定理 证 毕 . 


$2 Ito 公式: 一 般 情 形 

10.2 引 理 设 政 为 一 局 部 蒜 ， 卫 为 一 停 时 ， 令 re 
M,= M; (т<. Й 

D М СФ) Fú SES 

2) 对 任何 局 部 于 L, 我们 有 

[M, L) (Zo = (LM, Lre- LAM, L]z + Mob) was 

3) 我 们 有 

M*— t Myy М Mu M’ = (Mya Ë — Мт) усе 

4) 设 五 为 一 汪 连 左 极 二 应 过 程 ， 今 H,= H, т< 9% 
们 有 

E T+Ë T 

(2.1) |. Н, aM, (|. H, qM, J Bead) Ieee 


res] S 
证 明 1) 5620—1397 C708, 
R-(S—1)* Iepe t CF ee) Ep as. 
则 对 一 切 ER, 
LASH = [(5-T) <t] n T <o] 
= [S zT 4-40 Г [P o6] € vai h. 
ш RA (Z) БЫ. JG Mo-O. dk M" у о, 则 


244 ZTA FRAMAT (IL 公式 ) 
有 (注意 RM =S pen Tia) 
& [Ma М, 2.) 

= [ОМ e— Mp ra] 

= Ms ire Мт в Му) рр F ral 

= (Мала урав HM r dipan Mi) Hg 

= (Musa Мт) E ires = M, . Mo, 
yka HH (M — M)" Е CS) BR, S 8 ЭУ C70 PE RE S? 
+оо, 使 得 每 个 М 为 一 致 可 积 C0 Bi. Vk BR, УНУ ER] (5) 停 
时 , Д2, 1 оо, H£ (M Mo" у — SER CAO Br, ER e M 
X (Z) ARR. 

2) & A-(CLM, Рт, DM, Elo Mr Er) усе, 则 出 1), 
ML—A Э (2) RRM, I5. ДА, = AM: Era = AMQAL, ix 
由 定理 8.33, [М, T (Z = A, 

3) Ж Kis (Mino Мо) осо, Wi 2), ТЕ, K] 为 纯 
ЮТЕЙ, 从 而 K Ил CHO 局 部 珊 。， 男 一 方面 ,Wi 全 Mi 
М + И») 1) MER CE) 局 部 较 , 从 而 K = М“, W = М. 

4) WEN Z—3 8) fS NX (%) W, o = ЕГА. |2), Wu 
0т = ÉELVS].2,] =ËE[TN.|%]= No =0. 从 而 v —0, LM, 0] —0, 
EC, 我 们 有 

N,—SDN o] rua] = Prae Oni r<, 
于 是 由 3), 我 们 有 


тА Ё 
(2.2) Го) |, H. dM, = |. H, ам, vl, 
- (Е, ам, Nl. 


4 L= [OH _ M)ra—- (Н _,М)т]1\т Q. H 1) É 2), ЕС) 
WR, 且 有 

(2.8) [L, МОй) = СЫ M, ът Түт, 

H 9.10, (2.3) RB 5 (2.2) Jc Y E, 故 有 
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[L, N] =H-. LW, N]. 
于 是 由 系 9.10 知 , L- H. M, 此 即 人 2.1)， 引 理 证 毕 ， 

10.3 定理 F (z, y) 为 Rr 二 的 一 函数 ， 关 于 一 次 连续 
可 微 , 关于 yg 二 次 连续 可 徽 ， 令 X 为 一 通 应 有 限 变 差 过 程 , 了 为 
е, ш FOX, Y) 0—36, BAER, 有 
(8.1) F(X, YO - F(Xo, Yo) 


t Ё 
-| FG Х,_, Y )ax, | FX, -} Ү._\@У, 
Ü (1 


el вх, Y,Od4Y*, Y5, 
+I Fs У) РОК, Ya) 
-EX a, Y. AX a FF (X, , Y, 24Y,] a.s., 
这 里 , 最 后 一 项 级 数 绝对 收 化 . 
证 明 首先 需要 指出 ， 出 于 F,(X,, Y.) РЕЛ А РУ ЗЧ 
程 ， 从 而 FQ, Y.2 0 А БИЕ, Q.D 中 出 现 的 
随机 积分 有 意义 ， 
ТЕЛЕ (3.1) rm ag sci dre ax, cO, ОХ (о) |, [Y Qo» | 
在 O, £] PAR, W CQ, ox ARA, 在 [一 Ct, o), C, o)] 
x [—C(, e), Ct, oy] E, Fi X |.F,| S ER K (i, о) 9. 
住 ， 于 是 对 sx, 有 
РОХ, У FP(X,., Y42 FX, , Y, 3 AX, 
F(X, Y, AY, 
< |F(X,., У) P(X, У.) - РХ, Y, ЈУ, | 
РХ, Y) ВОХ, У) F(X Y, )2Х,| 


< KG, J)AY242FK G, )14X,i, 


EHG. DPR AH. 
FERDA Р ЖОЕ ERRE, 
(1) жЕ N Л WE Tu Tu, noe, TOSS 38 X F Y ЮВ, 


246 ETE ENS (Tto 公式 3》 
ТЕШЕ (8.1%, ИЙ yr. 

我 们 将 (3.15 xo giao GOX, Fh, ETAN T, 我 
EA <), CITY» = У", Y", BW HESS 9.30.2) 5 s 
G(X', Y) -GOX, YY, G0X77, Үт) -8(X, Y)'-, XR 
XT-AOXT— JX, aum X Fett Xp ua. 

хи Т1 Ру Д) XT M YE BUB ЫЛЕ ЭНЕ, Y 
РЕ, МШЕ 10.1， 我 们 有 

FOX, УУ — F( XS Уо)" 
E(X", FO- FAXT, YF C) 
= Y^-)-Gq( x, Уу" 
但 显然 有 AF CX, YD AIG, У), а.з. (00), МАЗ 
(3.2) РОХ, Y)^—-F(Xy Уа) - а(х, У)", 
S X,= Xr Imas Yi-Ynaimgoa (F) = (Fn), R= (Р, 
Р.) Ц, ee t (-Foo)I;..,, WAR 10.2, y ^ (Fo ER, R 
^ (D BF. Rob, X. Y 在 [0, RI 上 连续 , ЖШ ЕЛЕ ЕВ ЖЯ 
理 10.2 得 
(8.8) LEA, Y) —- РОХ, Ут) о 
—-[FCX, Y)* РОХ, Y] Tr co 
—GE, Y )*Iu сел 
-[GCX, Y)*—GX, Yon]. 
3668.2), (3.8) 18. 
FX, Y) ~F Xo Yo) =G@(X, YR, 
REZE, F, Y) - Р(Х, YO =G@(X, Y), WE (3.1). 

(2) 设 X А-а ЗЕМАН, Y= 型 十 4 为 一 半 巩 ， 其 
FMU 为 局 部 拷 ， ЈАВИВ ЕЛУ НАЗЕ Е BETERS 
K ,使得 


|M — М„|< К, тах, |<, [ал <, 
Ü 
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往 证 (3.1) K. 
uS A-AA, M 及 А 的 跳 的 标准 停 时 列 ， 令 ” 
x 
X" = К“ + 22 АХ т, Їр, eet 
k= I 
- Y Án 
MML > FAM Tr, от Mr Ir a; 
k = 
x 
А" = A- >] ДА E, et. 
kal 
MBERE | X" — X 0, | А*—ДА{|у—э0, 'M* —M]|.n-0, 这 里 


[Bleef] _ lana]. RFI N), 使 得 
CO, ор 
Xu X — X |, <eo, > A A|, 91 MY M | 4. oo, 
K : Е 


ШЕ SE SR 7.4 的 证 明知 АЛЕН o, М" (o) X] t C R, 一 致 收 
SUE А, (о) Ох MMEA. Ww, 
ч АЕ __ ! ч Мұ 
&[ $isup; X: x,4]«g[ S| lax: хо] 
= > LA AX [yx oo, 
让 对 几乎 所 有 o, X (a) 对 F€ R, — S0 SUP. X0). 对 才情 
3 25s 4i. 
A Y*- Мч AN, gi (1), (8.1) 式 对 X, Y^ doy. E 
г = |, PORN YED ax- f FX., Y, )ax,, 
1 - |, РХ, VD) daz- | FAL, Y. )dA,, 
IP [ros CE Ү,)аМ„ 
IP= | кых, YH) ag, YD, 
р | P(X, Y, dl", F eye, 


1) ix Hi X^, 4^ SATA EET X, 二 的 连续 部 分 。 


248 3 S — dme: 
IP= 3| GFOUS YP -F QUIS, YE) 
-FPX N, V39AX к Р(Х, Y 239 AYT] 
-FiXa YO) ЕХ, Y, ) 
EX, У, AN, FEX., Y424Y4) 
我 们 有 
I s LP ronis, vo ace xo 





+ || Eh, vi - F, 








A EE IS 
HRE о, НТРУНЕ- k, РС (о), YE [0,4] EAR, 
ВАЕ [0, :] 1: К, ТЕ ТЕЕ OG, ш) «oo, У — Ы k, 
对 一 切 s€ [0, z] # F E, FEAD | <C (t, o), 
|E (X, Go), V,- (0) | &O(, в), 
tH Lebesgue 控制 收效 定理 , 有 了 ——› Ü. Ш, 我 们 有 
ie) «0, o) | Iam» - Хә). 


从 而 I9 —50, РАН 050, Hag no 0 m. Ye 
=М°=Ү*, фиш IP — 0. 
现在 研究 IT 名 ， 我 们 有 


IE f FS, YD (ME M.) | 


4- |J. LF, (X 5s, Y?) — FA CX a, Y,34N. 
eSI. 


由 于 
EC Q M, MY — My.) 


= M- MS OM UMS Mu «oo, 
k К 
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故 有 «М M, M. МУ — 0 УРЕ г = 0 类 似 ， 
RIIE E 
|, [FICA Ү,*}]14<М*®**— M, MMS, а. 0. 


НЕ 8.45, Л — 0, 同样 由 定理 8.45 容易 推 知 18 —, 
0, 从 而 TP — 0, 
Н, WIP D aP. XDAUE o, 存在 正 数 OCt, 四 ,使 得 对 
—9i&, 及 一 切 sE [0, 1], 有 | 
LX (ш) SOG, ay, IYD SCG, o), 
|T OQ, ө), [Yla  <C (G, o), 
在 [一 CG, w), OG, o1? E, |F] Ж | Fo] ЕЕ (#, oy) 界 
住 ， 此 外 , WRA AIF < АУ, |, AXD] |4,1, 故 由 前 面 关 
TS SE ERO E SX IT uE Н, 我 们 有 
la] «I KG, -) (AY m4 AY -) 
+2K G, -) C aX |+ | AX T0) 
«KG, -24Y + АК G, 2] AX,. 
于 是 ,对 国定 o, 级 数 E aj Qo) XT k — Sol St, 从 而 有 
lim Jo = 2j lima,—0 a.8.. 


综 上 斯 证 , SAT G. DRE. 
(8) 现在 考虑 一 般 情形 、 令 
Y — M 4 A, | 
其 中 M Uer WONG, ААА ЛУ ВЕ Каміла — ë Hj 
S.T A eo, 使 得 对 -- 切 本 MMM DRRR, 4 


T, int (i: | |4Х,>» R | (аА, AS, 
IP ito HRT a, Ф 


250 第 十 章 30 {По 公式 ) 
Xe y", 
Ym ML (AT AM r Ie = У", 

MJ (2) н, (3.1) 式 对 X 0, Y? 成立. 4L 1) SRI RR BE, 
(8.1 KA Im, YU 也 成 立 ， 于 是 @. 力 式 对 下 ,了 mar E 
理 证 毕 . 

定理 10.8 给 出 了 一 维 情 形 的 По 公式 下面 我 们 将 给 出 性 
维 情形 的 Ho 公式 , 其 证 明 与 二 维 情形 完全 类 似 , 只 是 符号 较为 复 
Ян, 我 们 省 略 这 一 证 明 ， | 

10.4 EI ТУ (лу, ms, `", Oa W, уз, occ ys) ЯЛТ" E 
Ву, 关于 每 个 ж 一 次 连续 可 微 , 关于 每 个 二 次 连续 可 微 . 
令 X0, XO, .. XO 3X a AVAREZA, YO, e, Yom 
为 m AER, ЭЩ РОХ, e, X0 YO, e, Үе) Xj, H. 
对 一 切 5ERR,, 有 


(4.1) F(R, Yo- FG, Yo) +È f FAO, Y. УХ 


(ín ats Fa 


++ E f ros Y. ya re", vy 


十 2, FO. YO -FGO,, Y.) 
-$ FL, T.) Дх 
-È FA PAP] as. 


xm, YA(XO,.., X5, YaA(yom, .., ye 

注 在 定理 中 , “m=0 EREE o AA UL, 这 时 (4.1) рр 
Wi) о ZR “m= 0" 意 味 着 变 元 9 TRU, ЭКН] (4.1) AARE 
ЖЕЗ ЖЕ Т; AE ИА IS XX 
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§ 号 ”分 部 积分 公式 , LX, Y] 的 通 近 


作为 to 公式 的 一 个 重要 的 例子 ， 我 们 有 如 下 的 分 部 积分 公 
rÑ. 

10.5 定理 ЫХ, YAFA, WERK ХУ JFR, ЖН 
我 们 有 | 


б) ху, f ж, ау,+| y. ax etx, Yle 
WRX зун Na ЗЕ ДЫ, 则 还 有 
(6.2) XY. f X, dY, + |, Y,d X,4- XY. 


证 明 (OD ERR (а). WX 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 
则 X 的 连续 靳 部 分 X° = Xo, МОН 
[X, Y], = < °, Pir 2 АХ,АР„— KY ot >; АХ,ЛҮ, 
= XY | (ay ax, 


KH (6.1)1452J(5.2). 
10.6 定理 设 到 为 一 可 料 有 限 变 次 过 程 , Y X kid, HM 
4 
(6.1) XY, | xay, У. ax,+ XY. 
ШАА $ Y= Yo M+ A, 其 中 М ЖЪН ИШ, AAF 
TIMER ЛЗ ЭЗЕ. dp Toeurp 5|38 (EM 9.20), 我 们 有 
[X, Y 5 XoYot- LX, M], + EX, А], 


! š 
_ X.Y, +f, JX ,4M,+ | 4Х,ЧА, 
= XYot| AX,ay,. 


故 由 (5. 了 ) 推 得 (6 1). 
作为 分 部 积分 公式 的 一 个 简单 应 用 ， 我 们 得 到 关于 DX, Y] 


252 G TSK Ж Ж Иал д (Tto дуо) 
HEEM, 这 里 X, Y EMTEA, 

10.7 定理 Ü X, Y WA EBR TAARN., $ 

r 10 — T$? Бүр... 
为 [0, T] 的 一 列 随 机 分 割 《 见 定义 98.87)， 使 得 其 步 长 O0.) a.s. 
ЖТ 0, WA 
(7.1) Sup | > (X Tp рро ua ) (ту At Y rw at) 
+X Yo- [X, Yje -> 0. 
证 明 ЗРЕНИЕ HR R Fu ДЫ”. 
k—1 
(7.2) 25 (dig Cr) (бана 54) 
1 k—1 
= aD — do bo — > асбе) 一 > b, (аца с) ‚ 
iH (7.2), 我 们 有 
| Xr Armat) (Yam at — Y pma) NX o Yo 
=A y at Кү 一 之 X rm at (Y rs m Y za) 
一 之 Y po» ^t CA pim at 7 AX pm at) 
= X5 - Кол: -之 Хоту» CY pie АЁ Y ro» "m 
一 之 了 rw CA riis Arpas). 
出 分 部 积分 公式 (6.1), 我 们 有 
ФАТ tAT 
[X, У], т XvaY ra | x, dy,— | Y, dX, 
0 Ü 


于 是 由 定理 9.58 推 得 (7 .1). 

+ WX AA, b CR. c0-—4) HI. c(m-t 
为 [0, 7] ЮНЕ RUP P, 且 其 步 长 909) CF 0. HO 0D, 我 们 
有 


| 
Se (X) -Xiem (Хе Ха) > LX, X] 
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Bu, RGAE ГАХ, X1: PR X EKE [0, £1 上 的 平方 变 
52, Е ГАХ, X] ар A OFEA Cara, 


84 Brownizzjü)s&zixi(lévy 定理 ) 

10.8 EX ”-- 零 初 值 连续 适应 过 程 CBO иң fic 26 P Ra СОЎ.) 
HJ Brown 32; JJ (E Wiener ppm, Jn Rx TE «scie, 
B,— B, 与 .多 Rr, JE E. B,— B. B AF948323. 方差 为 1 一 8 的 正 
态 分 布 . 

п АСВ, Bi, +, ВГ? n 8k Brown 运动 ， 
У ВЕ (B) 为 Brown 运动 , 是 不 同 分 量 之 问 相 互 独 
X. 

下 一 定理 称 为 16vy 定理 ， 它 给 出 了 Brown ë shua 刻 XJ. 
2h fij je o, 我 们 只 讨论 一 维 情 形 . 

10.9 定理 设 (BO 为 一 零 初 连续 适应 过 程 。 则 为 要 (B84) 为 
Brown 运动 , 必须 是 只 需 (B4) 为 一 局 部 扫 , H <В, Bat, 

证 明 ”必要 人 性, ik (BO 为 Brown 运动 ， 这 时 B, ЈА, B? пу 
FR CEN B, 服从 正 态 分 布 ), IR OSEE f] wsc, B,— B, Ы Z, 
Ji sr, ЖОН 

&[B, — B,1.7,] -—- &[ B; — B,] 一 人 
从 而 (Bo ER, 此 外 
LB? В: S,] E[Br — 28, B, B| F] 
=Ë [(B,—B2312 ] =É [L (B,— B*] 
=t— 8. 
这 表明 Вг: ИНА, EE <В, Bo = t, 

Eat, dE (BO 07—360, В <В, B.—: 于 是 由 定理 

8.84 容易 看 出 , CB AR 


a 
设 ЄН, 5 Р(а, y) =ехр (5-24). = 


254 BT ЖЕ ADD y (Ту ^X) 
2 
(9.1) Z,= ЕО BÒ- oxp (jm Bye), 
则 出 Io 2x, 
мё ft, oft м2 ft, | 
дзї+ лаба Z,4B,—5- | 2,4, B», 


Ё 
| 
— 1 = iu | Z, UD, 
M 


7 
本 一 E 


由 于 |Z, <e ‚Е EX (20) 为 一 ( 复 值 ) 持 .于 是 由 {3.1)， 
对 1275260, 我们 有 


E [exp {#и(В,— BOY | 9] = oxp{— (0—8) |. 


因此 В,— B, L3 Z, frr. HL B, BR HA PM А E NIEN {一 8 的 
正 态 分 布 , BD (В,) 为 Brown 运动 

下 一 定理 是 Levy 定理 的 一 个 重要 永 用 。 

10.10 定理 设 人 ao 为 一 堆 初 值 连 续 局 部 鞭 , Н 


lim <M, Муос mg,, 


je 
今 T,—inf fa: (M, Moat}, 
MU) (Mro A C7 ro Brown 运动 . 

ME BA 令 No M, = F n ECR), s o F a, 则 由 定理 
4.50, T, 75 C7 ,) RISE, Н CM, Mor, t 故 由 定理 8.35, (Mi Jaso 
МЛ ИЙИ, [DOMI rn CM, Mone A — 3 np AER, E 
3< 由 Doob 停止 定理 ， 

BIN 7] = RM n Fa] =M y = N, a.8., 
ELNE- t| £,] = 1м М, Mp) Vul 
-MŁ <M, Mòr = Ni—sas., 
KEHNO AN — 2) (Z ) mh 

FERITE (NO EE, O Fr Frua CERD. BUPXI 
— E sE Tu, Ti M, M>; M, M», 故 和 容易 由 定理 8.40.3) 
Ap, 对 一 切 228, 我 们 有 


$5 FEeisson інфа] 2585 
EM FN S[M Д Мут, = Mas. 
这 表明 (М) XT CA OON BR, MES у С, ВТ, i (MO 
连续 , Wk NS -af ,由 定理 地.51， T's E T WE СУ {Е.И 
bh, HF AM, Mo (Z, - COM, M>, ОМ, Mor = S, EMT (7, 
ME yu ih RHA 
E [UN a -N7 = ELOM: — M 2,3) °] = Ё [ My, — Ms] 
EKM, М, QM, Myer] 
=Ë[S — S] =0, 
从 而 Ns=Ne а.з. НР ЕЖА SR, SON OD AE S 
(J Bt 
综 上 所 证 ,由 Lévy xg SB Xj, (Wo 为 《Si Brown 运动 。 


8 5 Poisson уі ge gu y 
10.11 gx (РО Aaii a E, Po=0， 其 跳 为 
十 1， 称 i 了 Pn 为 一 Poisson 过程, 如 果 对 一 切 б=г<{<оо, P,— P, 
与 多, 独子, di P, ,— P, 服从 参数 为 1 一 3 的 Poisson 分 布 , BI 


РГР, P, =&] ) - D ec, k=0, 1, 2, .... 


下 一 定理 给 出 了 Poison HERR ЖШ, 

10.12 定理 (РО 为 一 纯 断 适应 增 过 程 Po-=0， 其 跳 为 
+1, MAEPA Poisson 过 程 , Н RSS (P. 0 39 — $8, 

证 明 必要 性 . 设 CPp 为 一 Poisson 过 程 , WX] Os s«i«oo, 
我 们 有 

ELP Pel Fa -IE[P,—P,] =a, 

从 而 (了 一 如 A- Bk. 

JE ATE Pet X — 4, A н ЄН, Fi, у) =expí(1— вул 


Y) АЗ А Fak mi ЖЕКИ ЙҮ: ОР, -4) Jk. sy i (P,—t) 为 
йй, MU Pot Ег} =, P, НЫ. TB (P, 1 At. 
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Téuy) FE 
(12.1) Z,—.F (t, Pi) = exp {%Р,4- (1—6), 
pag Ito 公式 ， 
t 
42.339. — Z,-1r E (1 — g^ Z, ds+iuf Z, ар, 


— D> (Ala qu Zu ДАР,), 


Ü я ҮА: 


但 我 们 有 
У 4Z,= У) Z, (an 13) = D Й, (6-1) AP, 


= fet- 1; j Z,.dP,, 
н (12.2) | 
(12.3) Z,-1c (9+1) | z, ag». 


由 于 Ze", Tj: 12.3 (Z) 为 一 ( 复 值 ) b. Wk, H 
(12.1), 对 £7» 2=0, 我 们 有 
€ [өхр{— (P,— Ру} |2.) = exp e—a. 

REH Р-Р, 与 多 ,独立 , 且 P,— P, 服从 参数 为 4 一 8 的 Poisson 
分 布 , 即 (P) 为 Poisson 过 程 . 

i£ 设 (已 ) 为 一 纯 断 适应 增 过 程 , Po=0, 其 跳 为 +1, Ж CPO 
连续 , 则 由 定理 证 明 看 出 。 过 程 Z.—exp iu P, (1ї—е*уР,} 为 一 
(HEDRER. ЖИШШ, CZ 满足 如 下 方程 ， 

Z,-1- (1) Z, acp,— P). 


作为 这 一 ' 定 理 的 应 用 , 我 们 有 如 下 类 似 于 Brown 运动 情形 定 
H 10.10 jeg 

10.13 定理 i$ (Py 为 一 纯 断 适应 增 过 程 Р„=0, H HR Bk 
p +1, 此 外 ， Ë (Р) HJ EJ ЖЕЗ 0 (P) mA, H lim Р,=со 
&.8., 4 


T,- inf {8: P. iY, 
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Bp (Pu) Xr С) 为 Poisson 过 程 . 

ШЕ S Q — Pu, Z#=.Z,, BA T, AAH, E P, = t 
MEP- P) 33 — BOR EUBR, WE s<, hH Doob 停止 定理 , 我 们 有 
BQ —2| €] ~ [Pr,— Pnl 7] — Pr Ру, 
= Q,—8a.8., 

x XE BH (Q, — D) 8 C92 Bh 
全 FiF rp, WS AAR UA) ЕН, ШЕ 4.51, T's 为 
CFO, Ta ЖО ы. ATEA) n p gui, 
В — ) £€ R.,, H Doob f£ ip 5E XR, 
I [Pr,: Pug =E[Pr, Pnl F r] 
= Р Tat rs, — P Te ^ TE, 
但 由 于 ys = D, 故 容 易 看 出 ， 我 们 有 Pra = P, Рт = Р yn 
B E 
B[P,,— P, 4] Pra Pr 
这 表明 (Р-Р) A (Ж) — SK H Bh ОҢ 
E[P,, Po, ] = BEP; — Pay] = Е[8 —,S] ~ 0, 
HOTOPrnAPHo EARI P. = P, as. HAm, xF -— HI 
{>0, 我 们 有 


Per- = lim Pr, ~ lim Q= 65, 
š] 1! 81 T# 


于 是 Qs— Qh = Py, — Р, у = Pau Po, 5 8.8., 
XRH Qa — Qe- a.s fr (0, 1) ARE HT S 为 任 一 有 有 S (ZO 
БН, КОЯ (Q, 的 跳 为 +1, 

综 上 所 证 , 由 定理 10.12, (Q) 为 【2 Poisson Hf, 


第 十 一 章 
m = [| % Tn BAO 


Жа B УЕП) РЕ ЖЕ ЭЩ {ЧЕ rh ЖЕ ЯҢ ПИЕ] tb ДЕУ Е ИЧ ФЕ m. 
空间 Ж. 和 2. Z€ 都 是 从 分 析 那 里 借用 来 的 术语 ， 瑟 意味 着 
Hardy, ВМО Æ #7: “bounded mean oscillation" 的 三 个 词 头 ， 


$81 Ü = а c 

11.1;g x dM — 3 bh. E 
(1.1) 1: = E[N TM, М]„], 
令 C = (M C. бы: Mig < col, RI 2: PERA! 
Bh EIR, ЖТ 为 一 线性 空间 ， | 

112+ 1) 容易 验证 , lie R A Е. 特别 ， 老 
[M iae = О, W) M 0, 

2) ME Н E&ELMo|] « tree, M hEN 8.32 ql, ZE 
在 停 时 T.T 十 oo, (fig Меж ‚ 

3) WMC.PC, Wpm-pepLM, М12]<(ёГМ, 81.2 
«oo, ду M C t PEBH IM ||. 

€) W меу, M| PV TM, M]. = DIM «X |AM,|, 
Ш МЄ", HEA М uox IMS ХШ МАЕ dMi], 

D tM coc, WMA tE dj T, MEA, EL [MT] = 
IM bon. 

F- tz AS R ERE Gur 8.20) 的 精细 化 ， 上 带 助 这 
一 引 理 ,我们 可 以 把 许多 有 关 局 部 著 的 问题, 归结 为 研究 有 界 鞍 及 
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单 跳 可 积 变 差 过 程 的 补偿 这 两 种 特殊 情形 , 从 而 使 问题 简化 . 
11.8938 rM 为 一 零 初 值 局 部 款 、 念 
G.D A= M 27, a as V -A-À, U-M -V, 


则 存在 停 上 时 Ta t +o, (ETE т, UT^ Xp Fh, УТ» 为 有 限 
APENE АУ a HT ЗЕ а РИ. xx HQ {ЭЕ ЖЕЛП S Tr... 的 
EPA АВЕ Я, 
证 明 551-і: ДА |1}, ЗЕНА 3 (85) ко 如 下 : 
ьа = {i S: | 44,| 21), 
Шр S. 为 个 时 , бу] оо, H А3, Ж [SJ n 1S4] 9. 此 
外 ,我们 有 


A= AM Ўр, от. 


由 定理 8.20, ТЕТЕ B. ноо, 使 得 UW 为 有 界 SR, AT" 7 ug 
AH АЕ ЖЕТ] ЯШ, 4 T'a” Hai Sas Mi] Tat +20, Яж 


Ar = > AM a Tis cmn ad qm en, 
(BS, 我 们 和 
> | АА, | = > | LT users. 


B<; e. 


TE, H isisa, АМЕ, вт в, up BW) у n epp» ВЕ, BD 
AM sdieri 为 单 跳 适应 可 积 变 差 过 程 , 8 Via = АТ — 
(А). ЕЕ, 

11.43 RMEL 令 (Т) р, dd 
limT,, = +оо, ЛН lim| M — М [0 


证 明 5 

én= ТМ А, М M) = V IM, M)-— UM, Min. 
HTE SO, B VUL, MIL CL, йж EEO MA 
lim || M — МТ» = 0, 
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11.5 定理 ят и, 

证 明 由 于 有 界 台 全体 在 A mE, HAA Ri 223 
的 范 数 强 , UH A EH 3 xp ot 中 秽 密 . 

W M cof", EFEM CAT, 使 得 M- М igi, 
显然 , БЕ M - O. ЕЯ 11.4 K5 M 11.3] h, H sS J 
M 为 单 跌 补偿 情形 ， 

BEY 为 一 停 时 , £ 3u— Z, ин [ИЛЛЕ ЕШ, 4 

А-ы, М- А-А, 
AH — К саат М А®— АЮ, 
MESIRE 7.14, МОС. НЕ 11.2.40, 我 们 在 
ME Mja M? Му 
«2490 A pE ge а 29. 


这 里 第 二 个 不 等 号 是 报 据 定理 6.25.2) 得 到 的 ， 定 理 证 兴 ， 


82 ја 2.40 
11.6 gp EM X—EJn[TiEk, Е 


| __ iM. — Mr) 
6.1) (M aa р Т9 


这 里 9 为 停 时 全 体 , 并 约定 М 0, 0-0, 4 
(6.2) BMM C I: LM | uas осу. 
我 们 称 ZAMO 的 元 素 为 YAB Sh. ас, EAR aM auo 
lel М». ШР 

EIE D? у ER + MEL, 
UB M-AN eae |М oae iN dae. 
此 外 , 设 M COLO, WJ ММ |... PERI, ELM | але = 0, 
则 型 =0、 于 是 BACO 为 ~ 线性 空间 ,| ge EML 上 的 一 个 
范 数 . 


2 jh Z= [a] 4.47 261 
11.7318 VEM C, MA A 7, A 
(71) ГМ. Me) Fr] - EELM, Mal Fr] 
— ULM, Mirt AM? a.8., 
证 明 ”我们 有 
B[CMAS— Mr 21.2 =Ë[M2 М.М.М | Fr] 
=[Ë T M2 |. 多 站 —2M My + ME, 
=E[M L| F] — ма + JNM? 
= ЕЛ, M]. | Fr] — LM, M]r 
--ДАМа. s., 
11.85|38 EMEA, Шу MC Z. 2, DEB RETE 
{ЕК 02-0, EB T, A 


(8.1) ЕТОМ. — Mo)? Fr] xoa ass. 
证 明 ”必要 性 . WM C Z... 出 对 一 切 停 时 下 ,有 
(8.2) E[CM S — Mr )?] асс (T «o, 


Hp e= iM |z ae, 设 АС. т, ЖЕ (8.2) 中 用 了 代替 那里 的 1, 
我 们 有 
EI (M. – М. Oa «еР(А П [P <co] x a2P CA), 
019 (3.1). 
3&4 E. BOGDA- Wig T 成 立 。 我 们 有 
E (Mo Мг)? |51] = ЕМ. – Мт)? | F r] Дт 
Se P r. a.8., 
# EX ТОЛ БИН EB 73 (8.20, 因此 M C 22,0 ， 
11.9 定理 > M ARM, WF УИИН ЖОЙ: 
D A cS. 
2) 存在 常数 cu 027-0, 使 得 对 一 切 停 时 于 ,有 | AM s | «о а.в. 
(АМ„& Mo, HA 
(9.1) ECLM, M]«.— [M, M)r) EP CT «205, 
З) 存在 常数 01, 04770, EIR — EJ RESTE T, A | LM c | Sea. 8., 
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H 
(9:2) ELM, NM} | Fri- LM, M]r& aB., 

4) 存在 常数 cu саг 0, ЛЕТ, ЯДИ oia. S, 
ШК, XE £O. Б 
(9.3) БГА M]. 2] — LM, M] <i a.s., 
特别 ， 和 多-A2 üh Ky EUG R, 

证 明 Des EE RS] 11.7 及 引 理 11.8 8 B. DSH 
WEH #0054 11.8 ВУНЕ НЫ. РН ШЕЯ HS3), 设 对 一 切 
PER. AOSE. SADAR BLUM, М.т 
1E, NU] ri (9.8). А X ГАГ, M] PJ EE S PE, 对 几乎 所 有 o, 对 一 
gJ:i€R. A 

X,(o0) M, Mllo е, 
特别 , Г-И T, f 

Хъ- (М, Mr a.s. ` 
IEA (9.2 20 R y. 403) RE. 

11110: 1 设 开 EHC， 则 由 定理 姑 .9.2) 8 H, Ж 
М „= |M | sa e, ME! ge | M| sas. 

2) 证 去 为 一 as 有 界 随 机 变量 ， 今 后 用 [£ [= ЖЕК £ W a.s. 
Ея. ШУ 11.7 & 11.8 HEHA: Ж M CES, 有 

[M [ue — supi £ LEM, Mjo- LM, Mz | rie 


= вар БСМ. Мо)? |F r]! r=, 
Tex 


ЗР, 36M c 5.46€, 则 用 引 型 11.7, FAM | « |M | аде, 
ВЕ М 37 — yb qu, яр M qo e, m |M |до = oo. 
下 面 我 们 给 出 47 Bü tj US 5 НЕЁ T. 
li.il;gs M yA, W| M COO, EUR 
LM Jasos? |M niz, 
WEB] iMa =e, HT MiM 21, MUS [MI 
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c aa， 于 是 对 一 切 停 时 到， 
ЕГО. -– М)? |.) < (2c)? в... 
从 而 有 LM |. 626, 

11.12 定理 H (CAD 为 一 适应 可 积 增 过 程 . GR CM, ЖЩ 
&[A.|-7,] 的 右 连 续 收 正 ， 如 果 存 在 常数 se>0,， 使 得 对 几乎 上 所 有 
о R- (CR, CH M (о) — А, (0) «oe, ЩШМЕ 2.20, H 
LM gann З, 

88 b X,—- M,— AL, Шео>Х„0, 县 对 一 - 切 停 时 如， 有 
М..— Mr = (А. — Ар) Ar, WA 
(12.1) (ET(M.. — Ms? |F z] < [C 4. Ат )2+ Хт. |. т] 

<Ë [CAS — Ar) |. у] He, 
HFE ра ап), 我 们 有 


a(es)*-a(i— y m[ «dat |. (dat) 


>2] a(s — ) da(s), 
[t, Е 


HH 
(а(ооу—а(4—))%ч<2| [a(99) -a (s—) Idata). 


TJ GERY 04 CA- — A ) BJ и ЖЕШ) 
[CA — Ar) Fcl Aada dA 177 | 


IT, = [ 


-.2B | X dde) Fr \<ое® LAS Ао | 多 可 
-+ TiL 
- 2e[ M, — A4] E2, 
(12.15, EDCM.-— M, IF Ea, HERI Mu ao 
《网 注 11.10), 

11.13 定理 H (AO 为 一 可 料 可 积 增 过 程 ， 昌 А„=0, 4 
(Mo SR ЕГА. ЗН ТЕ. ATEM К eo, 使 得 对 
— H єк, Я Mo-A;xeas., Dj MERAC Б M); 8 < 
24/ 8 e, 
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证 明 2 V M— A, BJ O«Y «e, Y SER, HY M 
十 (一 起 为 其 上 是 则 分解 。 由 定理 8.55, 我 们 有 OxdAseo М 
几乎 所 有 c, H-E t€ P.H Mite) – А. (0) «20, dk BI xe Ж 
11.12, M C Z4. , Н LM [uae 2A B е, 

li.i4;gig k M C247, B AEWRE S L= B М 
(BB L 3 BOXCE M HEULA. ШЕСЕ, |8,M,| x 
1a, 8, 网 EA TELE aao 2. 

证 明 Ж” 34-—ё М, COT LL, Li = В.ГА, M], SE Haii 
АЛ ДЗ, ЖИП 
(141) [L, Ijs- (E, r= |. | matan M]. 


> | CAM, М1-— EM, MDGB 
+ (DM, MC CM, av) 在- 
H FOM, M] —M? Sap pue, SERIEM, M]. — LM, M] 
与 过 程 (NMz -ax3) 有 相同 的 可 选 投影 , 故 由 定理 6.19.1) 得 
агл) BI), | (TM, MI LM, M14821 


= t: 1А „(02 -мрав Lu 
«е [м (B: — Вт) |. +] 
<1— Въ € [ML rj as. 
另 一 方面 , BATTU 
ВЕСА, М. ТМ, M]: 2 Bi. |. r] 
= [ ЫМ, M].— (M, Mjr Fr] Н?_-4-АМТВЇ.. 
= [M — M2| Fr] BR + AMBE 
< BEML Fr] МН A 2( MT Mi Bi. 
=p; ЕГМ2 |51] + М2В8 -2M2 Bl. 
«D ЕРМЕ |] +Š as. 
放 由 (14.1)、 (14.2) f 
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EILL, Ele- [5, Ely LZ к] x4 a.s., 
АШ L C 2. &@, B | L|. 6 <2. 
11.15 МЄ, Н у-ро. 若 在 在 一 适应 
增 过 程 B, k 3 | BM 1<1, H |Н|&В_,‚ W H.M C#m. #6, H 
[H.M [uuu 2, 
证 明 S LB М, WEHR T, 


H.M, H.M].— [H . M, И.М -| HM, M), 
ET, "I 


«| В? а{М, Mle- [L, ГЛ. LE, Er. 
Co eL 


由 于 EBAG, WH. MEZAMAC, B |Н.М gss |1 uas S2. 
最 后 , 我 们 以 ZAC SIS —-1- 5ТЕ И А И. 
11.16 定理 4 McO.V0, ， 则 对 任何 停 时 2， 有 MT € 
BMC, M — M* € Z. NO, AË 
(16.1) 1м [ал M'as | М— MT |до <| M | sue, 
itih, & Ben T. T Head., WA ДШ | але Ф |M | жь», 
证 明 i S Dg РЕВ, RETA 
гм", MT]. М", М". 
= (LM, М].- EM, М1) From LM, M] — [M, M]s-, 
[M — M7, M— MT].— [M —M?, M — М". 
= М, M|l.—[M, М1. LM, M] I + (LM, M] Je- 
< [M, M].—[M, M]s. 
Н (16.1), 
Ш 7, 1 十 cc ав. ШЕРА R S, 
DM, Мт). [M™, A" T LM, М.-М, M ]5., 
故 由 注 11.10 容易 看 出 ; [MT uae T |M эш. 
i£ Л 10 — МТ" |. 单 请 非 增 ， 但 一 : 般 说 来 ， 未 必 有 
M- М") aet ERL, 44 为 有 界 鞭 全体，Dellaoherie， 


288 第 一 章 QETA 和 dec 
Meyer, Уот f ТАЖ: Ж 475.4 O, W) AE LFU 
中 既 不 是 闭 集 , 又 不 在 DAC пи. 


$23 Fefferman FHA 


下 一 定理 给 出 的 Feffaerman 不 等 式 , 是 有 关 2(7 RI BAC 理 
论 的 最 重要 的 结果 , 它 比 Kunita- Watanabe 不 等 式 深刻 得 多 . 

11.17 定理 WM, N 为 两 个 局 部 抽 , U 为 一 可 选 过 程 ( 或 
ЗЕ — Н, АГУ | йү ), 则 有 


av. Bff 1e, аги, | 
LU, =, 


wA ef os OLM, a.y] UN ка. 
TEAM, dT U-1, Шу 
av m[| Тагал, Ni JSE M|. EN iaso, 
证 明 ТЕЕ (ІТТ) тШн. A 
co TEN， М], 
我 们 定义 两 个 非 旬 型 选 过 程 H, K 如 下 |; 


U; 
HIM JG Faso Ere 


` 
则 有 HK? >- ОЕМ. 9]. 


ЖК, BARADAT. 我们 有 
ae, 一 d (4 е)? — A бу хе FN Хор 
= (er -| ` > Ü... e; av e. 


de, 


FE HIM, MY Laos y jm lieu d a, 





l-POCW 不 等 式 ) 
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| Шо EM, №11 
ců, = [ 
1 1 
<({ _ Ut ua UM, M1) (GN, М) 
UO, а 


-| 


1 
> E 
| Lodos ) СОУ, N1-)* 70 2.5, 
r ГО, = r 


WU | T | _ 
NZI “| 1U: d LA, N34 | 
- 2; eff Les Tal «rM, Nj. | 
«E [| [IE] laL, Nhl |< V Ev Ёз, 
其 中 
m-e 


е. НМ. м1. | <E |! 


d Va | SE Аш 
cO, =ər 


1 


E (| tau, м.) }, 


= Ë | (UN, №. LN, м], JAK? | 
[G, г 


(pL 19 (10, Nje LN А, 0 АЯ ELN, №]. 
—[N, Nho EHR ао BUL EE, ВОВ 


E, = *|| А CELL, N1.7,]— LN, N1,-)aK; | 


<| N haB DN сә 1. 
(17.1) 48 QE. 


-F-- 定 理 给 出 了 Fefferman 不 等 式 的 加 强 形 式 ， 
11.18 定理 üM, NAMER, U 为 一 可 选 过 程 , 为 
一 停 时 , 则 有 


268 ZTE gu tm de 


(18.1) [| Ual UM, 1,1] 


[T, ea 
«Y s[({[ via (M, м], y] EN e 


(48.2) &l| | iv. etur, iul iz] 
LI, вер 


се|] шм, м.) рна. 


证 明 YET. Do DD UL, REREN U, 得 到 (18.1), 
对 任何 ACA. TE(8.D h bL Т, CET, W13 (18.2), 
作为 Fetferman 不 等 式 的 一 个 应 用 ， 我 们 将 证 明 ЭЁ? bh 3y— 
sap gis. 
11.19 定理 jb MET, p M Dyg— GERD BUM, Н 
А. Мо, _ 
证 明 首先 , 设 Мы — пряк Bh ЖП, ШЕ 
М №, ШАЯ 6.45、 定 理 了 .34 及 Fefferman 不 等 式 , 有 
|JE[M.N.1|= 60, N).| <. 2 LM lae |N |a ae 
«24/ 2 |M |Ë [N ol rm, 
最 后 一 个 不 等 号 是 根据 定理 革 .11 得 到 ,于 是 有 ( 令 М. — sgn M.) 
2w 21M! 
对 一 般 的 M COP, ASW SIT оо, 使得 每 个 MS 为 一 有 
SLR ij — nj 1р Ege УП, 则 有 
Mo,- Mal m2 2 |M M=] a. 


由 于 |M Me —2 0, EREN (Ma 为 局 中 的 基本 列 ， 从 
而 Me £N ELE 的 右 连 续 修正 ， 旭 对 任何 给 
定 的 m, 有 

ла = Ë GEENT = CL" Mim SLM, | лв] = M, B.B... 
于 是 对 一 切 M = as. 特别, M 3 з, H M. = 
Eas. АБВ 
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PMT im] M, =< 2 / 92 limi Af" | „,==2 ^2 М], 
RA RA 20€ ax Na ZAO 


首先 , 我 们 给 出 BAO BS —А- Н P Ж] T 

11.90 定理 ENEA, WX N CZ. &0, DAR ҢА 
在 常数 e>0， 怖 得 对 一 切 M € .&*, 0 
(20.1) l'&EM, N]«| «e| Ms, 
XC Hb, DN |, < x бе, 

证 明 ”必要 性 出 Fefferman REAR Ot = A/S |N eae, 
往 证 充分 性. 

首 光 证 明 № | seas, Z В = [| No | >01, BE PB) =0, 
®#-Ж е1» 这 里 及 今后 , 我 们 约定 


+i, z>0, 

BEN z | О, z=0, 

— Í, g0, 

I 

WII == 
Мы = 16111, 但 我 们 有 


SLM, N1.| = 区 [MoNe] =E eder 095] 


I, Ë[|£|]]=1. $ M,=£G CR), Wm M c.v, 





>с=е[М |, 
这 与 假设 条 人 忻 闻 盾 ， 因 此 , CAA FB) —0, BI Nol] <e a.s., 
其 次 证 明 AN | 所 3， 设 了 为 一 绝 不 可 及 时 或 可 料 时 ， 且 
T0, BE Р([|4Уу]:>2в]):>0, $ 
2... 8n INT р 
etc ETIN p] > 2e] ) [14 N | > Ze]s 


1) Жс jaia PP bh Ш A (20.1, 


270 BHE Е l +] wat 


MU £ Cg 2 + ОТИ ЯТ РОЗЕ TE Н Ее =Ü as. % 
М -Elir 1 ЕГ, әр 

Wj M c.m?^7, M Efe Т! aA Bh. 

AM,-(£-IBIE]-Z, D, ЖТ upem, 

AM, -— £, f; T МААЛ DEB. 
且 有 IM [aem DM 0x2 Sl, le = 22: [| ç] — 2, 由 于 当 为 可 
В, A BLIN? 711-0, Me {ЕРИ ВЕН F, BEM 7.24, WA 

ELM, N].— ZG [AM IN: = 24А] 


ге? | AN yp | i, іл -a vej | " ' 
==: | -—— dr ee = п М 1 
| Prp AN | 26] 2 20220 |М | л, 


这 与 假设 条 件 矛盾 ， Dt. Q BUS РСПА [2+ 201) ~ 0, Ор H 
Мт оса. з. РАТЕ T, 也 有 l ANT) Әса.8.. 
最 后 , Ту Е М-М, £ = [N, М). [N.N]; 
wW ME. 4°, B [M, M]. = [M, Nl--6£, WEBE, 
&[£] - ELM, N sse Mian -cv E) 


=Ë (sE Iire) < e(e [£2 IPQI o1)? 
FE E gjs oe], 此 即 
BIIN, NJ. — LN, NIni «ct CIT <ee7), 
£k EHE, 8 11.9 5n, IN C o0, 7, ЗЕН. 
[AN [ar EN C+ Qe) = < B e, 


现在 我 们 证 明 ЖЕ MM B= [Н] E 22.460, EAH, ЖЕП 





有 

li.21 定理 имти E ML ТЕЛУ D 4 PK Pt pR BU 
Banach 25 [н] (HI A7 7 REB ZSBD. SEN COLO, S 
(21.1) ppi M) EM, М], M Corn, 
则 Nps 为 ECT 2 Еу РЕВ, 3F HE ЕВ 


] i — y 
(21.2) „2 | Д алом 5 Inl, 
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RE eb XE ACER DEGRÉ o "py фу, 2⁄2 Yz yu d 
| aae 27 Banach = j], 
ЗЯ B NES AC, h Feflerman RASA, ` 
pa CM) = 1: DM, N]oj Ss 2 N Loan Та, 
m o C КЕ, H Ж = 3 UN ua, 

谈 N Ег, Ң фу Tg O ERIS. H Zc. s ot BE 
4 EIN, N]& = pe 0, Wi AN =0 ix XH] NI. 是 BAC 
$J). PR —xXj # Te Sp CER d: ТЕШ). 

剩 下 要 证 明 р. 的 象 空间 是 整个 空 亲 ЖР, H [N uae 5 
(exl. SPET, HOP C Т, BGA | |с bes SOS 0) 
MEMA, 1 

Io UMS | p LM eR Lp M us 
这 表明 p Тт 47^ Hilbert =W . Z LES RREZE, BUD 
ТЕҢЕ—[К) N €.7, Big; M C.N, 有 
ФОМ) =E MeN a) = ЕСМ, N]. 5 «lel EM flan, 

H E Bg 11.20, N C440, H |N |a, <s 5 lol. Ж, px 与 
p RF AE (А.Е 2 О (ЗЕЯ 11.5), PL oy 与 9 是 
Жл" rR[B]I— 72634. XX # BB 

A” = (ox: N € 0}, 
£x ЕЛИ, AE 按 范 数 Ip. 与 ЭРТ" aja. X (21.2), Süd 
les | Б N 1 auo 等 价 ， BAC ЕТШ | | эш» 是 完备 的 ,- 定 
ЖЕРЕ. 

Ш HERH, Жз БАЕН НЮ (21.1) 的 形 
z. 

我 们 令 

JÉL-(4MCOC!:M,- 0 а.в.}, 
у {М € BMC: M = 0 аз, 
则 在 定理 11.21 的 证 明 中 用 о ЕАН, 我 们 立刻 得 到 


272 3 —X« Eh H) ж +H 44e 


FEM, 
11.2 = E N€. ZO, 2 
(22.1) py (M) - ELM, N]., MEHA, 
则 Мру 为 BAC SI COE LP" 上 的 一 对 一 线性 有 映射 ,并且 有 
lo, J 
(22.2) р Фу | < Tuae 5 les. 


8 5 Davis 不等式 
11.285138 MA- АВ, H 为 一 可 选 过 程 〈《 或 更 一 般 
地 , 为 一 循序 可 测 过 程 ), 使 得 H, M C 2, EL 
E| ( | ІМ, М] y] «oo, 
则 对 任何 N € 467, U.M, NT— H.LM, N] np tuu 25 Rh. 
вар EDT. M, N].— 四 | НМ, N, |. 
证 明 RNEZAT HT N ER, WA ARRAT A, 


ЖЖ HZ 9.8, [H .M, N] -H ..[M, NJ Ay ERE, H Fefferman 
不 等 式 , 我 们 有 


E [| н.м, Ns | ERE. MEN uae coo, 
eff IH. IDM, э] 


3 
<v5E[( _ mac, an.) ао, 

ICH M, N| — H.[M, N] X a gotex pi. 

Ë 为 一 右 连 续 过 程 ,我 们 令 

МЇ (ш) = sap MG) М' (о) = ML (2) «sup Malo) |. 

下 一 定理 是 Duvis 第 一 不 等 式 ， 我 们 这 里 给 出 的 形式 是 通 党 
зЁ. 

IAEE уму, 1/ 为 一 可 选 过 程 ( 或 更 一 
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一 般 地 , 循序 可 测 过 程 ), 使 得 HTDM, И] Буйрин, WE 


(24.1) ET(H MI" «24/6 &(([. FIM, м). 


特别 , RIIS 
(24.2) E [M*] «24/ 6 | M [y., 


um хн (| BAM, MLY |< RRE Me 
可 积 ， 于 是 可 进一步 假定 Н.М CA, 资 则 令 停 时 各 个 二 co, 使 
得 对 一 切 由 Н. MT-= (H MY CS gi (Н. Mr)" 
(Н.М)', 设 吕 为 一 有 限 值 非 负 随机 变量 , 2 B—sgn (H М), 
hae SADABAT EARE. 则 容易 出 定理 6.25 看 出 ， 
对 一 切 个 有 时 Т, A 

Ë |44 ЕЛЕ | „_ _14В›| =, Ed a.s., 
于 是 有 

ЕГА – A; | Fr] siaa, ЕГА – Ap. Sr] S] ad 
这 里 А+ A^ ЖЕЛ A BU IE ME. SNo AW IELAL FH 
右 连续 修正 ， 则 由 定理 11.12, NC Z. 40, BIN aws 8. 

HERMA Luck Н.М, 3 Ë ж Let 5®{@ Tat 
十 co, 使 得 对 一 切 n, МЫҢ FUR, L7" 为 一 有 界 睦 与 一 可 积 变 
差 蒜 之 和 各， 这 时 我 们 有 
(24.3) ЕСУ) =Ë[L, N] т. = ELL, N**].., 
B E3138 11.23 及 Fefferman 不 等 式 得 
(24.4) Easg E)E [| rra, 


-£[ f . Trda] == (| rd | 
= RII, Ao] = EUr Nu] SIL, No] 
= BL, NT-]. = ef E ALM, Nr. ,| 
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1 


«a [([„ „2:9 LM, M] ) | ПА" жле 


«24/6 ef a LM, 1.) 


最 后 一 个 不 等 号 是 明了 于 INT uae EIN os 2A. 8 CE BELT.16), 
33 — 73 181, 1177 

Галт, SED == | Бы Г.т L+, gn Грев. 
EPIS] 8, E (L, р L C 27, dpa 38 11.19, 
Г. Эу S B| 81g, Ж S (L, sgn (Ls) a О. МТ 

Him [Laar sgn Es] = lin L| os; Tisa] =Ë [| Ls |]. 
于 是 , 由 《24.4) ,我 们 有 ‚ 
(24.5) ОЕ [1141]с2А/ 6 Ë Kip H24[M. м).) |. 
‚= 
现在 , 对 给 定 80, 令 
S (a) --inf(ft:,Li(o)l1zeL'(o? — е}, 

H T+ L у 3 BJ 3g, а= L. a.s... Ң |11 <20 a.s., 8 L'« 


ccas, ЈАШ 5 Ar--RHERIRETAPBREELAE Е, EUR Li IL š a.s, 
xil S БЕР (24.5), ПА | 
EL -e< BD EST «2/8 E(f. „Нм, an) ]. 


在 上 式 中 令 e40, 36159 8)(24.1), ERWEE, 

下 一 定理 给 册 了 Davis PRR (24 2) PERDRE XX. 

11.25 定理 i MEJ, 则 对 一 切 售 时 工 ,我 们 有 
(25.1) = [м*—мМ% |] 

«2/6 E UM, M]-— LM, Mjr Fr]. 

uE HH A 6, = Уты, А, = CM pc: Mr M asy Лр HI gl 理 
10.2, (M) 59 (20А, Б О [W's (%) = [M, М). 
LM, М]. , (M: Фу A7 h. H Dav 志 不 等 式 (24.2) 有 有 
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E[M'"1«234^6 & [A/ELM, Me- ГМ, Mjr]. 
但 显然 有 MSM + М", ЖЩ ЕДЕ 
(25.2) EM M; ]«924. 6 E [A LM, M..—[M, Мр. 
对 一 切 4E. 宕 zr,， Н 2. 36 (25.2) А T, 立即 推 得 25 .1). 

CF-eeGpRHt--i:vgE)J Y wg 11.24, 

11.26 定理 设 对 为 一 局 部 款 , 五 为 一 可 选 过 程 (或 更 一 
般 地 , 循序 可 测 过 程 )， 使 得 HTLM, MAARAG, T 为 一 个 
ВУ. ИП ‚ 

(26) E[(H.Myj«s. 6 E[(| нарм, Ml.) ]. 

证 明 我们 有 

(H.M)T-—(H.MT-(HIiuu М)", 
kr (24.1) 18 (26. 1), 

作为 定理 11.26 的 一 个 应 用 ， 我 们 得 到 随机 积分 的 如 下 收敛 
定理 . 

11.24 и 1 М КЬ, ie 

L(M)= (H: H 为 可 选 过 程 , 使 得 VY. ГМ, MARTY, 
S(H CLAMO, HELM), T 为 一 停 时 . 


D 如 果 到 (| ar нум, an.) ]->0, 则 有 
E [sup | НУМ) Н.М) |0, 


1 


1, 
2) i Hef ano muta, an.) «eo, 则 有 
ftm L Lh T] 
прі (CEPA = (F2. MY | 0, 
tT 


FRE Davis 第 二 不 等 式 . 

11.28 定理 BM Oh —— hi ER, 我们 有 

| (28.1) M ig < THAN 2 )ELM?], 
Жр, xj — UJ GR] T, 8 
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(28.2) ЕГА, M]. — LM, M]: | ;) 
«20 LAN 2у@[М*|.Ж# у], 
МВВ Ж МЕМ" < oo, YERE M AEE БАБ 
情形 .给 定 80, 2 M = M +, W| M'e 1 





| p «— HERM 
=u т Bog др В, М} S Н} Җ 11.15 知 , L 
Мне, B | L| a 52. 于 是 由 afierman 不 等 式 得 
(28.3 E mn |atM, 11.) | 

«N23 [M'g Llar 24/2 HM us, 
4 K = Ma [M, MI, 刚才 分 部 积分 公式 , K—2M LM, WA 

ГЕ, H]-243f .[M, IT] -2(M, M..H1-2[M, ІД. 

于 是 四 (28.3), 我 们 有 
(28.4) E Iñ ,, IUE, Н), |а. 
HE, RIS R E M X K 8 p Ж Q m B| S. ноо, 使 得 


СЕН)" [K , H |^» 3c ap pi Es, ER (28.4), 有 
ЕСК, а) | = ЕГЕ, Н], <4v 2 MT Gs. 


但 因 HER, Ку, S EH, КН, THE 


Ë [s L | | =в(К„Н„) SAV ZIM] s. 
М, . 
由 于 Шм", gs 


e[ И = | ЕТИ) + 4.72 |M. 


五 ;一 





但 是 由 Sehwarz 不 等 式 А 
[Mlo EC IM, MI < e DAR). 
从 而 我 们 有 


解 此 不 等 式 得 
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(28.5) [M| < (24/2 РЗ) [M]. 
对 -一般 情形 , 2 ERE TT oo, {#1} М, FO COE, WE (28.0), 
我 们 有 


| T^ Les | вуй ГОМ) < (24/2 +3)Ë [M"]. 
FEG n—o, {3 АД (28.5). ERAM, M]. = ELM, M]. €, 
故 由 (28.5) 得 

[M| e [M o x (2 2 +8) CELM*] -- е), 
在 上 式 中 令 8 1 0, 得 到 
(28.6) LM |y 2 -4-8)®Ё[М*]. 
现在 溢 虚 一 般 局 部 著 ， 令 М-М M. 我们 有 M SM + 
|M | 2M", kh (28.6), 
|M las È [V LM, MJ] ELV CAP, М... MI] 
МЕМ] 
« (24/2 4-3)ELM'*] +E M" 
«(7-43 239EEM']: | 
it Hp (28.1), 
(28 .2 的 证 明 与 定理 11.25 的 证 明 类 似 . 
作为 Davis 不 等 式 的 一 个 重要 推论 ,我 们 有 
11.29 定理 MA- Ru W h. Шш M COÉU, ЯНИ 
€ ELM'] «oo, ЖЖ, |M jas E |M 0 БАЈА Е 1 Ў 
3x. 特别 Т ||. 是 Banach 空间 . 


86 B-DG 不 等 式 


首先 我 们 给 出 两 个 纯 分 析 的 结果 ， 其 一 是 经 则 的 ioung 不 
等 式 , 其 二 是 有 头 绥 增 凸 函数 的 一 个 千 车 . 

11.30 定义 #Ф( жк, Eig ЗЕ, В 
D(0)—0, 5n ТЕЛЕК, 上 的 非 负 右 连 续 增 函数 o, EIF b Ct) = 


NCC Же b 的 右 导 数 . 令 


278 { -€ үт] 23 р 4347 


(30.1) V0) —infis:p(s) t ЄР, 
| Re Ede fo ze Hes Са] 1.42). 5 
(80.2) tp (1) = l. „5768748, 


i АР) A Re БАЕТ ЛЕ] ДЕ Тр ERR P 3; Ф Bg ESO tt 
图 数 ， 

11.815 RP POA R, E-E fM i Ж, В. 
@(0)=0, P G) Нр РА Ж. 则 夺 任 何 非 灸 实数 и, v, 有 如 
下 的 Young 不 等 式 ， 

(31.1) ну Фін) tE (р), 
证 明 ЖЧ у 11.50 中 的 记号 ;我们 有 
B+) = NM o ds + J ys, 


设 фи) >a, Ш (руы, OE E Lebesgue 9| 38 (5818 1.495, 我 
AVE GER sup(s: (я) Su) - giu) 


Qu) -HF iu) = uel — b. за is) АЯ AG) da 
cup Qu) SMELL 
ui Hm —v)-wu, 
ЖОШ (31.1), Ж QD x, Ш (о) еи, Fe] 3E RT E (81.1). 
11.8259 X БФ 2 R. EñBJ-—3F f B m HEN Ж, Н 
P =0, PONR CREER, ШИЖЕШ dM e, 使 得 对 一 切 
ЄЙ, 有 | 
diy KDED, _ 
5 60 AN—7DWDEE, 9 为 其 右 导 数 ， 我 们 可 以 引进 另 一 
个 打数 p. 


1) J£ qim Yachaq кез, [ШШЩ tit МЇ, Яр VO e oo, MD 24 So М, £ 
ш (у= +>, [TERA y s, д Y (O h & Ib HAE ERR, 
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(82.1) p—sup 2202. 


єн Giu)" 
ЗАНЕ ТЕҢ PRG E REED 
11.98 31:8. Болат, 多 WRI n BUG р, Y 
4 Ф АЧ WJ num WU 
1) ez2, l«psc—l, 
2) 21, uC E, ЯА (th) i^o, 
8) 33—40 «€F., 有 更 tp 人 OO) € (о—1)Ф(и). 
证 明 1) 我 们 入 
Ф(ш)— |, p(s)desupQu) 
«| р@)аз—Ф(2ш) -Eds (0—1)Ф0(0), 


ШОН 1<р= е1. 9] есер 122. 
2) Hi op hy X A. РЕЈ 320, 我 们 有 





sug (su) 
Pu < 
E up(su) „| p 
于 是 有 И E а) Las, 
即 有 log ML ssp log t. 
iu 


WA (0 xtd, 2) E". 
8) 由 Lebesgue 3| i, 418 GES вар{з:'{(в) «ul = oQo0) 
f. +] sdp (s) = | u. бз) ds -|„ кш 52%. 
ЖОН 
V (p (a) ) + @ (u) =| 二 人 -| do(s) 
=up 4 «pd (wu). 
ЩН ТЗ), 
f& Ei EXE Wu £8, 328186 85 uE HH И F 59 


1) кык Pai dd A j EER, 
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11.845] J Ф 4 —208 5E, p di Xx £, nH 
商 个 非 灸 随机 变量 ， 如 果 


(34.1) EEBE]<%, E[D(O1=< [DP (£)], 
则 我 们 有 
(84.2) & [0 (£)] «p^? E [6 G91. 


证 明 ФФ D АЗС E DS PRAG V 的 右 导 数 . 由 于 的 
凸 性 ,我们 有 《注意 921) 


(90 Y 1 
v (9:57 Ya (pe)). 
故 出 引 理 11.31 及 11.33, 我 们 有 
on PID (£) 
np(£) -= pn AC TW (29. ) 


«pd m +— V(p(£)) 


«pb (2) + е2 Ф(ё), 





于 是 由 (34,1) 得 
EDE <pELG] SLE [0(01, 

rH ES (84.2). 

Ж PEJAH, PO) =t 0<р<оо), 则 直接 由 Holder 不 
等 式 得 | 

Е [7р (2)1 = Е 1906" 1) 1 «(ELI ) * ERY. 

н (4.1)48 
(84.3) nE pE]. 
xx E AH Mr ES (84.20 下 精细 (这 时 p= p). 

T-5HB d dg Garsia 9] FEE, 

1i1.355|:28 设 (AO Xy —XE EIE GERE, £, m 为 两 个 非 负 可 
积 随机 变量 ， 如 果 ESA olim Aa. s.， 且 下 列 两 个 条 件 之 一 咸 
SE: 
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а) £g 7. 可 测 , B sp vg T, 
(85.1) ELEF v] - dr x E Imi A ја... 
b) 4 为 零 初 值 可 料 增 过 程 , £ 275... 可 测 ， HXP—U RD BI 


P, 

(85.2) T£ |.7 r] — Ar E [m| 7 y]a.s., 

ШЖ —1Д X9, 有 

(85.8) fan (¿Ode < | UE. 

bk, HE DOS В, 上 的 非 全 单调 增 凸 函数 , Н Ф(0) = 0, 则 有 
(85,4) ё[Ф(&)] Epor, 

TH o 7o D PESE 


证 明 ”首先 指出 ，《85 .3) 与 (85.4) 是 等 价 的 .事实 上 ,在 
(85.4) RZ $ (0 — (—2)*, e() = Г ы, Wm (中 .3)、 反 之 ， 
x4 (85.8) 两边 按 测度 do (GO BUM, 13:3] (35.4), 

ВП ЕЕ 99 (85.8), ЛЕР Gm 4 

T —inf(t: А>}. 
mi A, xA, H [22 А = [Tee] U [T = o5, £221 €.7., ЖН 
(85.1) 
m с —А)ФЁ< | `£ а) аР. 
ДЕШ (35.3). ERD muy, W Tsini dm 为 可 料 时 ， Н. 
T0. Um REIS] MIR T, ИЦ (35.2), 
EE |, | — Ar, SE [nF , ]a.s., 
£ n—co 18 (g 2.18 MEM 4.4.11)) 
EELZ 5] — Ar ® [n] F z ]a.8., 
t (2221 = [700] 0 T = оо, £zA] C r Ат «А, iH E 
式 推 得 (36.3). 

应 用 Garsia 引 理 及 引 理 11.84, 我 们 立刻 得 到 Burkholder- 

Davis-Gundy 不 等 式 ， 
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11.36 定理 设 形 为 一 局 部 向 , OU. — 22 Fš rh ря 32. h i$ 
ФМ") E (V LM, Mle) ар, WA 
(86.1) р (тА уе [B(s IM, MI. Э] 

«(MO «prt (25/6 укегФ (N M, M]. 1, 
Hh o 如 (82.1) ВЯ Ў, 

ШН G A, М, £— М, 92/6 AV LAT, Mjo, ЛШ ERR 
11.25 X 5j 38 11.85, RH A EIDE] x E[ng(£)]. # H 5| 38 
11.84, 我 们 有 

E [d (£)] «p^! E£[90)1. 
但 由 引 理 11.88, p < (25/6 )*Ф (LM, M]. ), W B E 5x68 
(96.1) RS — SEX. E R aE LD Bg28 — ЛАХ. 

注 4E (00, (>l), THEN ЗЕ 3X (86.1) 通常 称 为 

Burkholder Z38358 


87 Mhz x", pl 
11.37 ES Ü M A- WMR, lp Ж 


(87.1) JM æ= (ELTE, Miz 9) * - |TM, MIS |». 
4 ЖР (M C. Мо оо), 我 们 称 ЭР 中 的 元 素 为 of 
UR. BA ЖР 为 线性 空间 . 

11.838 定理 WE l- 5-6, $ .2a4?—iMcC.o,: Melz 
十 ceo， 网 T= A, JR H 638 [M ж, LM" Ios, LM udo 彼此 等 
tir. 

证 明 首先 市 Burkpolder ДУ ЗЕ = 5n, M [aes 5 | ДЕ", н 
A 上 的 两 个 等 价 范 数 .其 次 , 由 Dob 不 等 式 知 , Moli | М* |, 
EA LAATS IEA. T ÆA A=, 且 范 数 Me 
[Л со, Meli E DT. 

"ЁК EB k As EHH. 
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11.39 定理 їр, у XS +a Ew, MW) 2077 gg XJ Bl Z= dH] 
Rq 此 外 SEM CK, Мс", Шш K —MN—[M, NJ € 
» ` 
证 明 H LÓgq8 В 25 р. Lu H o4? 5 L {Жр I ҖЫ}, 
Me SE UE 11.38, o£" 的 对 倘 空 间 是 Жо, МЄ», N € X“, 
H Kunia-Watanabe 不 等 式 , 我 们 有 有 


[| al, Nia! deat e eee, 


E H F KE<aMW | . LM, №], | c, a K co. 

下 一 定理 与 定性 11.24 相 类 似 ， 它 给 出 随机 积分 Н.М 属于 
ж? 的 充分 条 件 . 

11.40 定理 i M X—Jm gl 为 一 可 选 过 程 , 使 得 


s , Hia LM, an.) ]«o Go 
则 有 pa 
(40.1) HOM [exeo (8 (d. , BAUM, ми.) |), 


其 中 Cn A — 1583, 115 p 4 X. 
ШЕВ 6 L= H.M, WD FERT ARN, КАРЛА H . LH, 
АП?В Б н Kunita-Watanabe 不 等 式 ,有 | 


eff LH Дм, NJ,l| 
=<(®[(| „нм, м] Уу илы <=, 


其 中 为 的 共犯 指数 ( 即 727-1). 又 由 定理 11.24 ЖЕП] 
«co, MESEN +f 18,1130, М1,|Є Г, АЕ x — 
Sap, ЖЕЙ, 我 们 有 
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BIL.N.] -| j ,, HALM, Nja] 


10, 


«(е [0 зас, м y] w [ге 
$ 


<. (е [([ matu, м.) ly. 
由 于 有 界 可 测 函 数 在 17 И СРЕ 
IL, <o, (ë [人 „8:0 (M, М) ) |). 
Bi CERE 40.1), 


£ 关于 G240 RECETA OIER A ТЖ. МЄ. «С. 


H 为 一 可 选 过 程 ， 且 |H Si, 则 有 |H Малом 5 |M] ase. 
提示 : 将 定理 9.2 中 药 不 等 式 人 (2.3 条 件 化 为 


Е|((Н.М)„—(Н. MD? 3] 


«е au, Mn gs. 


§ в John-Nirembereg THK 

下 一 引 理 属于 Stroock [1]. 

11.41538 设 (X) 为 一 右 连 左 极 适 应 过 程 ， 倘 得 极限 
Hm X,= X. a.s. 存在 且 有 穷 。 如 果 存 在 一 非 负 可 积 随机 变量 记 
ЕЗУ — Wi pr T, 有 
(41.1) — E[|X«— X || FA «EE | 多 可 as 
则 对 一 到 А220, n2-:0, 我 们 有 
(41.3) uPCLX* A4 ) < 2| гар. 
这 里 约定 Y -0, Xa = X... 

HA ЖН 40. 2 0<ш < u, E 

Z-inf(ttjX, A Sinf: Х| >À, + uy, 


LLAD 1 


ыз 
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m 7<8, |X; |<, НЗ 
[X Auf] c [I NX | Au] 
cC Кт П.А Хр. |, 
HF о] Хос. ХЫ, BUR 


(41.8) P([X' »A4- DD) «-L. |X,- Xr | dP 
rr [ тА 
B LJ rx 


+Í рх„— X, ae]. 
ПАА 


由 于 Er РАС, (1.1), 我 们 有 


| IX. - х. |а tar<| £dP, 
ILE. >=> Al [| X £22] [ХА] 


此 外 , 由 于 limX оту Fe a.s, ИН Fatou 313849 


| | X. X, d liminf| [X.—X , i. |dP 
Г: 1А) п-се TERES CLD 


<) EaP, 


于 是 由 (41:3)， Ж MPESA 2 | (P. дфн 


fa (41.2). 
Ж dE AC o 仿 定 理 证 明 , 可 知 对 一 切入 之 0 ис=0, 有 


(41.0) — иР(Х*>А+и] n4) «2| dP 


[Ж*>А]пА M 


下 一 定理 通常 称 为 John-Niremberg 不 等 式 ， 
11.82 定理 H(I) ЖАА ЛУ, 0118 
ах, = Қ. 4,8. 


EBRES. ШЕТЕЛДЕ p 0, НАНО ИЕ Т, d 
(42.1) i [LX S — Xl F y) sme a.s., 


y = OCA 时, 我们 有 
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6 
AX* 
(42.2) | Е [е] а ЕЙ? 
并 且 对 一 切 停 时 过 有 
(42.8 ЕГехр(А| Х„— Xs. D I] «o as, ` 


1-- Bch 
证 明 ЩЩ 11.41, 我 们 有 


Acl (X "zm dne) 20Р ОХ" 4(п he, nL, 
于 是 有 n 
PP'OK > 4ne) 2 "«e ? 


故 当 ОА I, RIIE 


区 [exr] «с a^ gio DP ( [4on< X * «4c(n4-1)] 


А = (gajn _ g** 
«e т e wy 


(E34 0<a < IM, dre tL s, Bi E 


1 
Q2 19^ 2a 6 
X —— LV 
ке a À Y BA “1-8% 





d BD (42.2), 
AC. НРА) 20, а 4), 4588 E inm BE BH n] 49 
E [e 1] «s 5- x PD, 
于 是 有 
(42.4) [| d <= — ES 


设 7' 为 一 停 时 ， 对 CA ri iso i 应 过 TÉ С X a iso, 应 用 
(42 .4) 1H. 
È [exp Asup, Х,—Х»_|)|.#,] LM. 
TEFAL, ПН (42.80. ХЕ, 
下 一 定理 是 ZAC | John-Niremberg 型 不 等 式 . 
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11.43 © G MEZMO, IM). = m. 
„d . 
1) 当 At m Ff, 我 们 有 


43. w б 
(43.1) етв 


2) 3 Ac— Bl, 对 一 切 停 时 2， 我们 有 


(48.2) Elexp(A (LM, М1„—[М, Mle) dr. 

证 明 2) BT A-k, 由 Jensen 不 等 式 得 

EL iM. А.) Жу] «(GIU Mr) Fr) <m, 

故 由 定理 11.42 39043.13. 

2) HM iifEd,—LM,M)(d,-—-0. FT M Сб, 
故 对 一 切 停 时 T, 有 

= ГА. — Ат. | S т) = тур2 4.8.. 
由 Garsia 引 理 ( 引 理 11.85), 我 们 有 
ЕГА: 1 «Е Гот nd, nl, 





ня 
ЕГА] «т?т, љ--0, 1, 2, e, 
CH Ë Гехр(л4.)1= — ‚ шир (43.2). 


Ж UE AUB Garsia 引 理 ， 直 接 对 过 程 LM, М] 应 用 定理 
1.42， 可 得 到 如 下 较 弱 的 结果 , а Асо, xp Up T, d 
们 有 | 





HexpQ. CA, м1. М, 1023 3] M oa. 
下 - -定理 给 出 了 AAC I 5 -— a9 
LAEE DOM 为 一 致 可 积 款 ， 刚 为 要 ME 及 0, 必须 
Б.Я ЛЕЛЕ с> 0， 俩 得 对 一 切 停 时 下 有 
(44.1) PLUM O My | Frs as., 


288 $ |E жїз. ж В hav? 
证 明 必要 性 由 Jensen 不 等 式 推 得 ， 往 证 充分 性 , 设 (44.1) 
成 立 。 MEN 1.42, 对 K<, 我 们 有 


Е. Гохр А Ma Mr |) |? < a. 8, 


1 — Sch 
从 而 有 , 
E [GM Mr < IC BAA а. 8., 
ix HH M € Z, 4. 


$9 Jti AS DIY 

11.4559 令 WIN Go Гү Zt. Ww 
за, жае dp o7 fS BIT SB. ШӘ, YE M CS, N E Mho 
ж AM = AN, Wj M = N. 

证 明 B (МУ 22 МСЖ ЭЖ |М'®— M | ,—0, 
| ELM М) —>0. ЖЯ C) ff 21 EM M) < 
со, MJ (MC? — M» 0, 于 是 对 几乎 所 有 o, М.(о) 连续 、 即 
МЄ Ж? 这 表明 ot 是 闭 的 

ü (М) cort, ME, X |M M|, ->0 则 对 
RATER N, p Fefferman 不 等 式 得 

&[[. 1400, У]. |=E |. „18и — Mee, Ni, | ] 

«2 |M меа L0. 
ЖН ГМ, N]—0. W M COH GER 8.86), KEB ЖК 是 
闭 的 . | 

设 M, NE L, B AM= AN, W M—NC.K;.. k M-N 
=0 М-М, 

FEAR T ИЙ 8k I Bat gz. 

11.46 定理 设 X AWRA JEFE- ARR M, 使 
@ X 5 АМ 无 区 别 (这 里 约定 4M。 700, 必须 且 只 需 
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i) X 的 可 笠 投 有 影 ? 在 在 , H. "X = 0; 

н) VEX DRR TEUR LE., 

证 明 ”必要 性 突 易 由 定理 8.16 及 8.828. {ЕШ ЛТ 23 TE. 
ШО Е. dB D, Xo—ELX.[.75]-—-*X,.-0, 5t, E 
定理 6.5, ER Y — prn B SENSN LX x0] - LX e? X] р ЗЕЕ 
图 的 并 . 于 是 存在 一 列 其 图 两 两 不 次 的 绝 不 可 及 时 Cx) 及 一 到 其 
图 两 两 不 交 的 严格 正 可 兰 时 (了 2); 使 得 除了 一 个 不 足 道 集 和 外 ,有 

[X = 0] — CLAN U ОЛТУ). 
于 是 我 t] 有 x -之 X gd зд To X ums JA i 
2 Х.= > Ал, э] Б, et, 
现 设 U x 85H90, iri e| E XT | «eoo, MA 
(46. — EL Хш ыл FS Xm. |<оо, 
E k 
令 ИГ ЧӘ Xs та, ат ge, ət AX s py p] ra, әр 
Дю = A p E pass Ë rry, wy 
则 WC Jg nj АЗЕ ЗЕ ЛА, Н ТЕ [о] RF B BE, ELAW s; - ХГ, ар. 此 
外 , 由 于 
E [X тар т] =[E [X + I ire] FEM Ят, р) 
= P.N ri Ë tr esI traut] == Ü а.8., 
故 由 定理 6.12, У зура, 4 
pm = > W e. > ND 
Wl dg (46.1) 8 Hi, (L7) 2g ЭК Фау], pq ЭРТ 完备 ， 丰 由 引 
pü 11.45, FE LECAS, BB IL — Lian - - — 0. y Ez -F x 
ko， 使 得 | > 25 (LL | <<, 则 有 imi — у = 0 a.s., 
APSE Пе, W = L. RM. RAR h XIsm t AL X 
区 别 . 
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A SS BEIM Unt оо, EGA n, pel VT co, 


н E PT BEF, Xj 848 n, form HE — WJ ИГЕ, qd uM 与 
X iw sa 死 区 别 ， 显 然 有 《下 2 一 МОӘ TÆ, FE — HU 
M C.M. MER AM 与 无 无 区 别 ， 

注 ” 作 为 这 一 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 可 以 进一步 推广 循序 可 
测 过 程 关 于 局 部 鞠 随 机 积分 的 定 兴 如 下 ( 见 Jaood [8]), 

UEM CoL, Н A-MEN Ж. 4p SE DP HAM 的 可 
料 投影 存在 , H SIULAM, CHAM)! 为 局 部 可 积 雯 过 程 ， 


则 由 定理 11.46, жж — WJ Z C.AL, 使 得 AZ—-HAM 
— (HAM) ҢА ШШ, RIJE Zo H 关于 МОК ШШЕ, H 
Hide H.M Em. 

一 般 地 , к М 为 一 局 部 鞠 , H aTa. ШЕ H AM 
的 可 料 投影 存在 , В НМ, My + [HJ 一"HAM),P 
为 局 部 可 积 , 则 令 

Н.М=Н.М°+Н.М1". 

我 们 称 Н.М A H ст МААЛ. BA, RE T BILE 
的 随机 积分 的 定义 ( 见 系 9.,8). 


$810 两 个 过 程 间 的 控制 关系 
ILA EX 设 五 为 一 右 连 续 适应 过 程 , 4 为 一 适应 增 过 
E. Хат, uro — UH ЫТ, EDD XA 
ELA]. 


11.48318 设 六 为 一 右 连续 适应 过 程 ， 如 果 互补 一 得 应 
HERE A B, 则 对 任何 停 时 六 EIE (I 020, 我 们 有 


(48.1) POXGO «d. [А], 


若 号 为 可 料 了 时 , EL 82-0, 则 还 有 


10 DESA 291 
(48.2) Ф.Х} IO) «LAS. 


证 明 АТ X, эе}, Дт, 我 们 有 
ЕГА zi LA, е | XH 





一 -一 
= 


J| dP Z= P X. it). 


[TY S an 
Ф n—>co 得 Р(Х >с) < БГА), 

EER EIE e— 8 代替 e, PRA 50, 即 得 (48.1). 若 六 为 可 料 时 ， 
I- ЖЕРЕ Sn) ИМ S, П (48.1 BER (48.2), 

11.49 Z 设 革 为 一 零 初 值 右 连 续 适 应 过 程 ， 4 为 一 零 
ЖАНРЕ н ХА Ы, ИШ] {ЕШ жЕ] T, ff fs] 
c0, 420, КПА H C, 有 
(49.1) POIn Utd) « ELAzAd] РСН Пп Cod), 
(4.2) POLU LEXI) < BLA A ФСН ГА), 

ВЯ 5 S-inflidzed), MS AH Е, 520, H 
As <d. ЖН 48.2), 

49. P(X mox LEG < EL Ad), 
男 一 方面 , СӘ сес] с [4.520], WU 
HI Кыз с [Xs dU (H N [S <oc]) 
C [Xs =c] U (H П LA.2 41. 
FE H (49.8019 
(49.4) F(H n [X: 20) <-.в[А„ Ad LP(H n FAL d]. 
对 X” X AT (49.4) 849.1). ZATTE (49.2). 

Ж “定理 8.43 是 这 一 定理 的 特例 ， 因 为 设 M C. u. WJ aM 
WEM, М» 控制 . 

КИЙИШ E 11.49 的 两 个 重要 应 用. 
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11.50 定理 没 (下 ) 为 一 列 零 初 值 右 连 续 适应 过 程 ，(4) 
为 一 列 零 初 值 可 料 增 这 程 ， 如 果 每 个 Хш A 控制 , 则 对 任何 
HEF BIEWEN T, d 


‚ Р "TA 
(50.1) TrA y0= 1, AA 0, 


证 明 ш(49 1), 我 们 和 有 
POT n LOCO) < $4 РСН n AP>d]), 
由 此 立即 推 得 (50 1), 
11.51 зт 设 零 初 值 右 连 续 适应 过 程 X 被 一 零 初 信 可 料 
增 过 程 A 控制 , 则 对 几乎 所 有 名, 对 一 切 #ERt, H 00) < 二 co， 


此 外 有 

(51.1) [Aa] C [ Х*<оо]а.в., 
(BL.2) [4,0] [X* = 0]a.s., 
其 中 由 为 任 一 停 时 . 


证 明  1EC49.1)rp A = [44d], MA 
(51.3) P(LAz«d] n [Х}>е])<-®, 


4E (D1.3) p, 562 e 1 十 ce， 司令 df 十 ce， 得 
РГА оо] П 0X7 = оо]) = 0, 
ТЕ ЕН T= ноо, 得 到 (51.1). ЖТ ОУ ЫЫ, Pj P (LA, 
<оо]) =1, 上 式 表明 Р(Х = оо]) = 0, Ш Хт<осав., TE, 
对 几乎 所 有 ww, Wo iEn, 有 X100) <оо, 
(51.3) +, Ф440 48 
РСА = 01 П Сз 22е) = 0, 
Ex — H e> 0 mor, 
РОГА. 010 [X $770]) = 0, 
ШШЕ (51.2). 
下 区 我 们 给 井 可 以 应 用 上 述 一 般 定理 的 几 个 例子 ， 
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11.52 pj 1) yr M C.L, WW M^kCM, M 控制 . 

2) Жж 为 一 局 部 可 积 适 应 增 过 程 ， 则 A 3 АЖЫ. xxd d 
为 A ВАРЕН. 

3) Ë: M C ufu, б а(М)› NEM, M] 的 可 料 对 偶 投 影 , 则 
由 Davis 不 等 式 , M 被 2 4/6 а(М) $J, 

最 后 , 8 {ПЕ БИЕП a.s. W i 

11.68 М-НИН Н, А аСМ) MM] 
ОРВИ. Ш JLSP BE. o C [e (M). <ce], Bm Mo) ff 
TE А23. 

证 明 对 每 个 nl, 2 

T,--infft:a( М), с=п}, 

Jj T. 35 BJ Lp, MT» S BEBE EM 8.76), H 

В/М, М? „= LM, MI; — B [a(M)r 1m, 
这 表明 M GU Heo 于 是 lim Mi" as, 存在 且 有 穷 。 我 们 有 


[a(M) ое] = 1] a= 99] C [Tim M, 存在 且 有 穷 ]a.s.. 


# 定理 11.53 ДЕН 8.42 BU HE) . GRE EL JE M Co ы, 
刚 由 引 理 7 了 .14, a( M2? BE ACM, M» Н, Si d (51.1), KM, 
Му. oc] c [a(M ) „оста. s., TE i ER 11.53 JE 4S 5E 288 42. 


第 十 二 章 
Girsanov 定理 及 其 应 用 


S, F, P) ЗЗА (АЈ, (Fien 2 — WE WS E VI Nr 
条 件 的 子 o- 15. ERE, RITES АСО, .多 ) 上 一 关于 了 绝对 
连续 《 记 为 CUP) 的 概率 测度 ， 并 出 多 “表示 2 关于 四 的 完备 
f. 4.47 (A€ 79: Q (AD -0, 2, (0) =s 195.47), W 
CFE ) ieR, WÑ AE MS САРЕ, 
CX, APR C PR CX 0 A E-GE BO, 我 们 将 证 明 (ХУ) 关于 
(Z (SD) 为 全- Ph. ЖНА 26 Шш Q7 OE RR X H9 — 4 y Ж. 
X=N +B, НН N AG ШИЙ, BS HARTEN, KAE 
所 谓 的 Girsanoy 定理 ， 本 章 还 将 给 出 Girsanov 定理 的 若 于 应 
H, 


S1 WEST BEP ае 3138 





Ear, BPH) Xo 2! 
iE, 
12.1938 E(X VA AEH (Fo) 适应 过 程 , 了 了 为 一 有 穷 
(# ж. n CM XT A Р Зн, p| X7 Ay G— — Ep 
pup. 
证 明 01123 
PRUML| Xr ) = ЬМ X 21) <+ a, 


TE Z, | 的 有 连 左 极 修 
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于 是 MIX. P- m, [Ж AER, M X... 为 PF- 可 
积 、 故 对 任何 ACA us 我 们 有 
Ва 74) = E TM. X 4] = ЕМУ] 

= [M,. X, +I) 

=“ [MaX iarla] = Ве, HT, 
ARA -WAE %,, 上 式 两 端 仍 放 等 ， 这 表明 E.L Х|. 8 
=X inr Cas, MRITA 

Es Xy]. ~ Ea [Ë [X |. $87] |.2 197] 
= Eal Ar F 000] = X, GQ-a.s., 


d XT EFFO) 3 G- — gm] put. 

下 一 引 理 是 概 来 改变 下 局 部 轨 变 换 基本 引 理 . 

12.258158. (X) 为 一 右 连 续 (F) 适应 过 程 ， 则 为 要 
(X) A Q- RRR, 必须 上 且 内 需 存 在 一 烈 C97) ДЕ Т, оо 
G-a.s., WMO" A IP- ARA (ES, ШО УР а G2 
X @ Р), WX EE X 为 Q- ARR GAERA MX OS P- 局 部 
bk. 

证 明 ”必要 性 ， 设 X X ©- 局 部 鞍 , 无 妨 假 定 X.-0. m 
XH С СО) Brit T, ТЕЛЕ C9 S, T-S G-a.s, GE 
Hi 5.84.1), HIE C9.) ЖЫ T, t 十 co Gas, ERA XT" 
为 @@- —3knpEbh TE MX" 为 P- — рдВ, 从 而 (M X)? 
X P- — ki Bib. | 

充分 性 ， 无 妨 设 Хо=0. BERE Y ЕН] T. +оо @-a. 
в., ВЕРОМ)" A Р RRM, шї», 23 (Z 018 
Н Snan t Tee F-a (m t + со), АРЛ (MX) Sn SD Po 一 
ITEE, B 由 引 理 12.1, XT 为 @- 一 致 可 积 拷 . 由 于 
Bam T Too Gia. (m $ o, АХ А" Э G- үй, П X ОЗУ 
Q- 局 部 款 (定理 8.12.8)). | | 
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82 Girsanov 定理 

T) fr REP ERAS. 

12.3 定理 Wi X Xj EM, A GP, GE QUT, XAPA 
ARR NEAN LX, X19690 SEX, AX Gi ЖЖ, 

证 明 Rd DERUEBIAT МЫ POR. 

D 4 M.- жм PCM 的 有 连续 修正 
OXE, М. КР М) 4 T-inf(tM.—0), 则 由 定理 3.25 
及 其 注 2), 4 FP- 几乎 所 有 《从 而 S- 几乎 上 所有) o € [T<], X 
— HJ tT, 9 Mi) +0, (873—718), 我 们 有 

S CA «0]) -| ， -n] 
由 于 [P<] C ГМ, 0], [P<ce] -LJUP n], Bof GUT <co]) 
—0, BI Т = со © а.к, TAI ДЕН 3.25, E S o0 Mio) 
n 与 (G, 0) $270, М, (о) -- OF 都 是 Q- ла $. ЖЕЗ 
— GF (GI 适度 右 连 左 极 过 程 Q- 无 区 别 , xx — 3E 3CYE F ri 
men 也 将 用 到 . 
(2) A X AEH F- ER M g 为 @- ЕЙ. 
FRE В АЄ.#»„, suh MWA QEXSLM,—O]CLM;-0]) 


Jaa 


M..dË -| M dP — 0. 


[M  |,=0]1 


+ 











[x XQ owosdP- ia ze a, 


(3) 4 X A P- йй, WJ 五 -Pg 
ЖЕ, ЖШ XO P-— mud. TURO NDD. 将 
X dO WA- de f P- LAZE 出 Фуд Aa R. 
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(4) 4 X з—Р- xEB WJ T5 为 Q- *EBk. 
事实 上 ， 令 X = 1-4, Нн L 3 P— Ый, А 为 一 有 限 变 
ЕН £ ahy 60s A Е і 


noo xw pax L AQ 
的 乘积 , ANDER PR TEG yti O ЕВА, 


(5) 最后， 令 XOh— P-ckSE, ХМ Р ЕВ, m4, 
ХИ B Q- bk. ну И а-л, Sk X Os Qoi. 
iE ^h, rig 10.7 ЖЩ, Xp— UJ 2€ R,, A LX, X], (G) = 
[X, X, G-a.s. QERCIKHE ЖОРО wk ASARRE e SO, X 
LX, X1(G) SLX, X19- Xx Hi, 

x AURA XO) ARE 9 F X 0032255 RU AM W 
QX*(8), X*(6)) (8) н (0°, X*)G- 无 区 别 . 

下 一 定理 是 Girsanov AE EB. 

12 .4 定理 Wb X X— P—- R 59k. A Q«P, W C 2 Š 
в [Ә mtis ag, ФТ = infit M.—0),U- AX ers 
则 如 为 PF- 局 部 可 积 变 差 过 程 ， RA U GU BJal Ж Ж] 15 
E. T 
(4.1) Yi- Ха Pape aux, Ml +Ü, 

则 过 程 (Pb 为 Q AR. 
证 明 由 于 | , IU. | V LX, X), RU 为 局 部 可 积 变 
4 B= int | EMS H 固定 某 个 加 2 
х'= хт, U-U^ 


210, RE, Mol, БАЕР `F HDE ТР, 


238 第 十 二 章 、 好 irsansv EU N RIS F 


Ë x, Fen 1 
В, = | dL， М1, 


оз , 
7 | арт Tend", М), 


BR (В) X (F) 适应 有 限 变 差 过 程 ， 且 在 Q TF, (BO 与 过 程 
(| ar aU 2n)x ks. & 
Y'-X'—B'-tf, 
WY' 5Y"Q-XX$l 由 于 R,1TP-as, BER, f +o Qas., 
于 是 为 证 了 为 Q- WRR, 只 需 证 每 个 了 为 О-ВА, 即 证 每 
+ Y! Ж G- RRR. | 
- 下面, 我 们 用 A-B 表示 А-В P-JABEBL 我 们 有 
MX'—M, X", 








MD MTM. DAS M.B -| Tasa QL M, х1, 
-[M, XT, 
MM UV WM UU MU, 
TES 
MY' ~ AM rAX „+ Mg dU, su 
一 Te -mdErdrirr tMr AXI enge. 
B] МҮ' Ж Р МАКЕ. 放出 引 理 12.2, Ү' Jg Q—- Eg ABA, 定理 
šE ik, 

+ Xr OQ p FP 10-0, 0-0, 

RSE WE CADO 为 一 适应 有 限 变 差 过 程 ， 如 有 果 存 在 停 时 
8,7 十 co ©8-а„в., 和 使 得 对 一 切 w，4" 一 加 为 P- 可 积 变 着 过 程 ， 
我 们 说 A B5 RHEE о. хы В ДЕ 
(JEO, 8 上 定义 的 《从 而 全 -a.g. 定义 的 ) 过 程 , 使 得 对 一 切 n, A 
мз A" HRABRE. 如 果 Х,У AAA P-EP,A-IX,Y], 
且 了 4 的 可 料 对 个 投影 Qas. FE, ШН X, УУ ERA, 

下 一 定理 给 出 判断 PF- БЕ ЛЕ Пр у 名 -特殊 半 灶 的 一 个 淮 
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HI), 
nm. A dQ |. con 
12.6 定理 ROK, & (М) ree [sons e 
fei. 4k X X— P— apt, 则 为 要 X F Q- REESE, DU Н. 
REX, M» G-as. E, 32 OX, МУО аз. 存在, 令 
(6.1) Y,- X,— |o a, M», 
Со) 2 G- rae. 
证 明 Jud HE X.-0. gi X 3 G Sp Sk p. bk. нЕ 
8.53, FEF D ЫР» T 十 co G-a.s., HERGA 9, 
Bal LX, -X 1c, ] & roo, 


у 
f 
V, = intl: Men, sk | X, m, af |a TX, М), >n}. 
ik (F) ЕБ ПУ, оо Р-а.в., (Mq X75 P-— S nf 8I 
Sp 
en. & Sa= О, ЛИЛ, 则 Sa 个 + oe Gi-a.s., tal «х, 


Mi, Г-у. DBEDSQ«USQ АХ, G- W 3. JA W Me, 
х'АХк,| 为 让- WT. Я. |5,1 Р-Я, | Xs | n, Ma п, 
M M. [45,1 Р-н. TÆ AM. |(2Х,( A P- В. 但 
(ас, мс, е, i [^ Ia D, М] 为 P- 可 积 ， 依 定义 
XX, М>-а.8. Е, REIHE. 

现 证 充分 性 ， 设 X.-0, H CX, M> Qan TE. 4 ЁН 
S. reo -aso MEA M, X] A P- 可 积 变 差 过 程 . 令 
R,- ingit: M, <— LE T Р, ABe ЩТ} ос G-as., (Y 
MEDEE MARA ny Y" 为 有 连 左 极 (9 适应 过 程 , 并 
Наж 

1; RT (UR УБ, Dole 0.34 BE (ЖЮ EW В, ВЕ TOS @ аа. 


300 Ë É Cirsanov ТЕНТЕК Ң КУРӘ 
- АТЫ 1. 
MY ass M Xan |. M. 4<Х, М >, ). 


4 A |, МУТ", 则 由 定理 10.6, 


MAA = |. M, dA, | sam, | M, dA, CX, Mons. 

但 我 们 有 
М.Х, та LM, X], r, <, Mon. 

Wk МУТ OM P- 局 部 款 . TEHASE 12.2, F Xy Gc Ep HERR, JA 
而 了 3;Q-—-H ek, 特别 X 为 G- Sep 

十 面 我 们 给 出 男 一 形式 的 Girsanov 定理 . 

12.7 定理 Wk X -P-A 4 

= 25, AX, lgart. 


А dcm A Г РНЕ, ОР, (М) 为 款 [-%-|.* | 
ЇЧ EEEBBIE. $ 


Y,- X,— jn - А, Mya- Ait A, 


则 (CPD 为 О-Б ШУ, УТ X R GNE БН АЖ 
(AAA Q- НАБЗ, 
证 明 5 X—X—A-À, WX X; P- jm HOA A, Ami 
¿X, Mid. 4 
Р, X,- | р 00, му, 
由 定理 12.6, (Fo 为 G- RN, 但 我 们 有 LX, M]-LUX — A, 


M]-- LI, M], 3f Bib T CA, М] o E OE Р- ИЕ GE x8 9.20), 
WA, M»-X — À, M». Р | 


ИЙ t 
Ү,= Xt | X— ILK — A, И», 
定理 最 后 一 个 站 论 显然 
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83 概率 改变 下 可 料 对 偶 投影 的 变换 公式 
本 节 及 其 余 各 节 虱 是 Girsanov 定理 的 应 用 . 


12.8 定理 rG«P, (M) эй S [Ens | 的 右 连续 修 


W. 5040 (Z) 适 应 有 限 变 莽 过程。 如 果 A WpP- 可 料 对 
BRE iQas тет У 12.0), WAE CoA Q- y BERI SUE 
ЖА Йй, GIEN A, M» G-ass. 存在 ， 这 时 有 
(8.1) A =Л,-| [. XL— qA, My, 
其 中 AQ ЖА BJ G пн, 

证 明 H EJE Ж Бк 40-0. dE 4) y @ - Бияк 
S PL EE, & C.) ES EST S, t + 20 CES., 使 得 对 一 切 T9, А?" A Р 
пз, Н An 3 G HRT Hga > 

Rainf] t: Men d f (ГА, Mj, zen Ло, 
指令 d. Tt, P, Ia; DU T. 1 T со С}-а..8., 和 并且 我 们 有 
J lata, MJ),| «аф | АА, „АМУ, 


H J dAn) A G-H EL 故 |44 „|М, B P- W F 
ДА, 78 P- 可 各 FL M. -sn ik | 3A;.| | AM; | 28 P- 可 积 .于 
Je ГА, МТ» 为 人 可 积 变 差 过 程 ， 依 定义 44， 型 > Qas. T£ 
ЛЕ. 

充分 上 性， 无 站 假定 А4=0. iz СА, M» Q-a.s. 存在 ， 令 停 时 
S, T -- oo G-a.s., PM n, A" М LA, М] P-up $a 
差 过 程 , 令 OX — A— A, 则 X 35S IP- — Заря, НГ", М] 
= ГА", Л. LA, М], HA, MJA F- JAR GEM 9.20), 
СХ", M] P- 局 部 可 积 变 差 过 程 , ПЛ 

(X*, M>= А", M» = А, Му", 

于 是 由 定理 12.6, 过程 
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2 A8, 1 
х | y KA, M>, 


为 Q- уй А. (HS, T coo Gi-a.s., 改过 程 


| ~ + 1 
aac Ap. M», 


A CETHBOG- Ja pah, TEMA) S лра, ВЯ 
公式 (8.1), 





$ 4 概率 改变 下 的 随机 积分 


下 一 定理 表明 ; 可 料 过 程 对 半 拷 的 可 积 性 及 随机 积分 , 在 概率 
dh xp xe BEP PARE, 

12.95p18 j X 4—E8, HA AXR ЖОР. 2 
Q ART FAEERE, WEG T, H ATEM 
BL Н А.х S II.X Q-C. URE H X TRN H X: 
于 也 在 @ 下 的 随机 积分 . | 

证 明 € 

A, = 204 X M inar, 213b A> Ly 
Z,= X,— A. 
W Z= N +В» gh Z 的 监 风 分解 , 则 由 定理 9.32,， T.N X 
H.B# t. ШР |4z|<1, |A(H.Z)|<1, RME AB <I, 
408.8) | «1GEBR 8.55), 从 而 |aN|<2, а(н.) |<2, & 
o= f PE KN, My, 
则 由 定理 12.6, Y -N —C A J Bh ЕСН. M>= H. 
QN, M>, MEM H .C А AEREA E, 由 于 |H | 
<1 R£ 
v HELY, Y] <v HZ, Z] + BHACB+O,|, 

HEV HPIY, YE TARIE, АЕС Т, 吾 关 于 局 
WÉ£I DB AE, ЖЕТ, ЖТИ ХО, H. X =Y+ 
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(Ad- B0) 为 一 H-2HR. 
往 证 Н.Х S HX Q-XX5| 4 
€ —1.04]:4€. 79 UCIT, iT ы (У,у ИЧ}. 

则 «€ R i, H ER a| e 2 .天 为 使 H X 5 H X Q- 
无 区 别 的 有 界 可 料 这 程 全 体 ， 则 光 为 一 线性 空间 ,1€ .这 ， 且 由 
定理 9.15 51. (IL: AC Vc 2 此 外, 5 Ku € Р, б< K n 
PK, Hk K 有 界 ， 则 由 定理 9.89, K cof, WK EH +0 26 E 
GEW 1.4), 2“ 为 有 界 可 料 过 程 全 栖 ， 由 此 再 利用 定理 9.89 (S 
RRMA X H XORA. жай, 


$5 随机 积分 的 局 部 化 性 质 


下 一 定理 描述 了 随机 积分 前 局 部 化 性 质 . 

19.10 定理 ib X, Y 为 两 个 半球 ,HEL(X),， K € L(Y) 
(L(X)3 m 下 -可 积 可 料 过 程 全 体 ). 令 ACT, ШЕ A E, Х 
ЧҮ ESL Hh K К, Н.Х 5 K.Y EA E CSI. 


证 明 й РС) e- EA a Q<P. 这 时 


X 与 了 四 -无 区 别 , H 与 长 名 -无 区 别 ， 于 是 有 H X = К.Ү, {Н 
由 定理 12.9, И.Х Hj HX LUC, К.Ү 5 K YG Xl, 
wH. EEK.YG- AKA. IEB H.X Hj K Y £ A E F- š 
区 别 . 

12.11 定理 idv 4€.7, & X J—>EBh HCLCOX). ШЖ 
Xp—U)oC€ А, X. (о) НАЕ, 2 Y= XY 不 一 定 通 
EFF, WJ H 关闭 了 可 积 , H A b, Н.Х 与 Süeltjes fA 
4 Н.У KY, 

НЕЯ ”与 定理 12.10 jEn3 2544, 

下 一 定理 并 三 涉及 随机 积分 ， 但 与 上 面 黄 个 定理 有 某 些 机 局 
之 处 ， 
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12.12 定理 шас, 4 X, Y WW. 

1) ЖН А E, X —Y 为 零 初 值 有 限 变 差 过 程 , 则 X* 与 了 
fE A L K, 9. 

2) 如 果 在 4 b, X —Y 为 零 初 值 连续 有 了 眼 变 差 过 程 , 则 [ X, 
XHY, YJE A БЖБ, 


证 明 D яшро) >0， 令 日 -下 条， 则 QF. 


这 时 由 Girsanov CHAH, de QUE, X 与 工 的 连续 部 部 分 分 别 
十 


AS — i Ë 1 r : ' 1 LU 
9) X- | д 01°, М7, = Xto f у #0, М9, 
1 


t 
ҮР) «У | -— 


РОГ) poy STIRRAR 修正 、 几 于 在 @@ 下 
X —Y 为 零 初 值 有 а 过 程 ， 放 X° (Q) 5 Y°(Q)G- X Ж 别 ， 
LX, МЕТР, M"jG-26bC 8, АШ X^ 5 YG- 无 区 别 ， 这 也 
BEU Xe Y° yg A E. P- ЖЮ. 
2) YE F, 瑟 一 工 为 零 初 值 连续 有 限 变 差 过 程 , 故 有 
[X, X1(G) [Y +( X—Y), Y+ (X — Y1(@) 
=[У,Ү](@), -— 
ХГХ, X15[Y, Y10325 8j, СХ, X] 与 LY, Y] # A 
E P-3 80. 


-i JF", MD,- " qr d М°],, 
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12.13 引 理 ik X -ER шер, X1«] «co, M x 
АЕ КЛА. GR, X — MBA Н ШИ, mp M 为 平方 可 
证 明 由 定理 3.53, X Dy SRER ERAS dr S 为 一 可 料 时 ， 且 
S0, H-P ELAM, s. ]-—O0(ggm 8.16, wE 
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AAÀ4— E[4A4s|.7..] = ELX Fa]. 
Mma ®[дАў {= [ДХ]. 4 (S,) 07—528 А B3 BIER b D) Ж 
时 序列 , ШЕН | 
ГА, А] 一 之 AAR, 


BUCH _ ? «EDS 
EDLA, Als] = УГА) «ELS 4х2 1 


<Ë[[ X, X].1-< oe, 
ШАГА, MJ<2(LX, X]-- LA, A2), KELM, М] <, 从 而 
M узру ара. 

下 一 引 理 是 Borel-Centelli |а 9—8 W БЕН. 

12.14 38 设 (E) 为 - 列 非 负 有 限 值 随机 变量 ， 则 存在 一 
列 严格 正 实数 (OW), 使 得 È О&„< 十 co a.s. 

证 明 ” 选 下 一 非 负 实数 列 sw 使 得 21 P Rma) «oo. Hi 
Borel-Canielli ;]38, РПизкир[#„>а„}у=0, REH, 对 几乎 所 
4j o, 存在 正 整 数 N (o), EEH n>N o) IM, H Es) xs. Ф 
C, = (2"a,) ст, 则 p RS, 

下 一 定理 是 有 关 半 黄 的 一 个 基本 结果 , 今后 将 常用 到 它 ， 

12.15 定理 XA cb B. 则 存在 一 与 P 等 价 的 概率 
m О, LE 有 界 ,使 得 在 @ 下 , X ARIER ЗЕН X AMTF 
典 出 分 解 ， X — M-A, 其 中 如 为 从 -局 部 圣 , А 为 零 初 值 可 料 有 
RER, 并 具有 如 下 性 质 : 对 一 切 1ER+， M= (Ma) XG- 
ERROR A СА.) OPEET, 

证 明 BEL 12.14, 存在 0,20, fid XO, LX, X], < оо 

z I ;. U 
e EUS SGI, XL "77 EU] 
SP, НГ Ла, Ш ГА, Xu Соо, BORSE 12.18, 在 


d == Г.а. Wi 
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P F, X RRYM, 2 X S M-A 为 其 典 则 分 解 ， 则 对 一 切 
n, М" у P-3 Jr ur Sat. 

HN 12.14, 存在 由 >0 diri d, [^ dA, < +ооз.з.. ® 


T- 1 


о -——, ГРА 一 一 VU _, do = Г.Р. 
-fn 一 Ee [U] 
1 -+ > id, | TES 4 | 
"| о 


WC E PERAR P SED. UE (Ly AAT A Ba [Eu] ,] 
的 在 连 续 修 正 ， ДЕР F, DL, M] 的 可 料 对 锡 拔 影 在 在 ， 记 为 
XL, M», hE 12.6, X 为 Q- RER, Hy О 下 的 典 则 分 
EJ 
X, = M,+ A, 
«( m-f E KL, Му, }+ 小 去 ФТ, WY tA) 
H T£ P F, М" 为 平方 可 积 靳 , 故 由 KW RER, 


Ej | 1а, Му, | 





« (Es [<М, My,]) 2 (Es Ki, ГУЛ) оо, 


又 由 于 进程 | 4, My. агар, 且 - 子 ”的 可 料 投影 为 了 故 有 





Аво ma J= [| #= ae, мы] 


= & | [acr Mal ] «oo. 


但 显然 有 Eo[ P Һа, eo, HE Baff 84, |<оо, 

5; — Jj ifii, H F Es LX, X jas c, B B E LX, Х],<ео 
(W L. # 3), A Ng 12.18, M" 为 四- 平方 可 积 款 ， 定 理 得 
证 . 

注 这 一 让 是 显然 对 有 有限 多 个 半 奥 也 成 这 .事实 证 ， 允 可 列 
d cB. 
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FE RING (F) 为 男 一 满足 通常 条 件 的 К, 使 得 对 一 
ШФ ЕМ, ЯҢ S C Z, 

ЗАСН ВЛ, А ЖЕ ПУ) 3 Sh PE ИЛЕ 8 c— bY K BOT URP 

12.16 定理 WE (XO 为 一 (DD) АШ. ША (XD 关于 (9 
适应 , СХ) (Фу, X, X167 SLX, Х1(%,) 无 
Б 58]. 

证 明 ”出 定理 12.15, 2 GP, d fk G F, X = M-- A, 
Жн f t6 PS, M= GA...) en, 为 Q—3E7 T LER, AUS Q- 

BOE ЖЕ. Р, 8 4 Xt Q-9IERS 于 十 由 定理 
8.61, 每 个 X хс (Z) C MA, W. QUE, CX ОФ) 
жер HIP ©, WEP F, CX 为 《SB E 紫外, 由 定理 
10.7 fu, LX, ANFO SLX, X105) AKP EEE, 

下 -是 理 表 有 明 ， 有 界 可 料 过 程 对 半 贰 的 随机 积分 , 在 参照 o 
ЖЇК Hg ЛУТ PREIS, 

12.17 定理 VW (XO--C9 0x, XT (Z) Ew., Н 
H— (0) РВЕ СА П C0 ИЖА), ШЖ H XT X Ж 
CZ ,upf, mp H 关于 X (2 рн, H H X 与 Н.Х 无 区 
Яй. 

证 明 首先 我 们 证 明 H ATXARRE. $ 

A, == 252 M aen 或 ПАХ 11 

дае К,— А, 
出 定理 12.15 МАВИ 12.9, ДНН — SE p CREE Р, 不 炉 假 
Е CZ) FRFR А H. A HITRA Z-N-B, 
H.L-NUGGE, Aw NENH (FoM, B R B' 3 C91) 可 料 
ГҮҮ 使 得 对 一 切 £C 75s, 78 


я] В, |< teo, el LB. | |< тоо, 
Jo, + rü, H 


зов UM Girsanov ЕЕ FLS PI 


但 由 定理 9.31 有 B' ~ 五.B， 故 对 一 切 1ER;, 下 [|。 Iz. 
[dB |<. me B BAF GZ) 的 可 料 对 侦 投 影 , 则 有 
аа, |<--=, 83 及. 入 存在 ， 此 外 ,由 系 6.27 
xJ—1 C, 有 P- (Br, TR BEREJEO 38.2), XJ st, 我 们 有 
E[B,—— 8,|] 4,] - B[B, -Al 7]. 

从 而 有 

ELN HBB, ZJ ГЕГУ Л 4- ELB,— £,] Z 

=E[N,+ B,- B,| 4,] = №, +В, – В, 
这 表明 B-B H-B. TÉ 
VHRNTB-E Na B B] «М/Н, ZT +> pna. 


由 于 ]|H2Z|<1, WI ҖЕ У PIN T B—- B, N +B- Bj 
为 (E) 局 部 可 积 。 这 表明 H X (%, B N+ B— ВНА 
存在 ， 综 上 所 证 H Жр X Y COD нц, BG 

П.Х = Н. (N+ B— 8)-- H.(A-- B), 


(CO 


NECI Н 8+ 一 个 积分 是 Stieltjes 积分 . 
下 面 我 们 证 明 H. X fg HE X É 3j. У, FH EH 
8.39 (SARIE), И] mm Hi 为 有 界 (Фу 可 料 过 程 情 形 。 + 
E= {AUNA Z U LIP, ee | T 5 (2) BEBE, BRAH 
A € €, A Tapeta Х, TERRAS da HAC Dg 8 Е 0, AT 018 
JOD RDBERERE H, 有 HASHA, EHEH, 


$7 Jacod-Meyer 定理 


FR, FOYA WEH, (7D A- ERER ERIT o- 
m, XAF DAAR, PAA, ЖО) ERR 
测度 ，、 称 下 为 关于 X Drug, 如 果 在 下 , Х 关于 (多 站 为 
NER, ЖШ УУТ) X 5.33, 
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下 一 定理 属于 Jacod 及 Meyer( WV, Meyer [12]). 

12.18 定理 i (a 为 (0, FS E— 3) X: T X ij 2p Bh au 
Ж. WE GOMA, FER- ARWR, 如 果 © 关于 测度 > Р. 96 
对 连续 , 则 © ЖТ X ЈР НЕ. 

证 明 EEEN m, ДУ Y = X. 由 定理 12.15, 对 每 
{хз n, Е S00. 和合 得 在 FF F, Y A SR. jx RJ © 5 T WJ BF 
21Р, ТУЖ АЗЕ. WRJ Е УСА), TES 

27.71, 2),Var(Y, PP oo. 
Ф PelDMU, UP HIERIE, Н. ©<Р, 
往 证 在 上 F, Y AWH, Т, RIH Exon Ep, JH B. 


AER. BF E, L Y. | Var iY, UD, RRA 
BLF] = DeC Р sEAMVar(E, PL) <+ eo, 


4 up-s[ S | o] ut m sen, 有 
&[Y,—Y,].71]- 9A,M;"E.LP,—Y,|3 1], 
EEY, -FKA E] «AS Lg [Y,—Y1|- 1]|]. 


xx den Cli. ig 8.57) 
Уату, P)« E Var(Y, P4) <-t, 


于 是 我 们 证 明了 了 £P FAWR, 

由 于 m 是 任意 正 整 数 ， 故 在 中 F, X APR, 从 而 由 定理 
12.8, EG F, X IER Жах, G 为 关于 X WS B, 

现在 我 们 回 到 本 再 的 一 般 假 定 , BH (OQ, Z, P) 为 一 完备 概率 
“= [Н], C7 o ЭИ ЛЕШ 28 R] WJ УУ o- PNR. 

TEX SITUE SIR ET pt 8 Јр Sk kE PN. 


12.19 定义 ШАС, НР(А)>0, £ P FU. 


БСХА ЛУ, MRE Pa F, A AAF, ПК Xx 
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WB А Уур, 

i (X. 为 一 右 连 续 适 应 过 程 ， 如 果 邦 在 4) 中. 多 ,使 得 
ЈА, = Кд, В 58 T sk An, X Узр, pul НЯ $8. x 为 o- 
学 蒜 ， 下 一 定理 表明 ,ac- 半 巩 仍 为 通 稼 的 尘 鞭 . 

12.20 定理 jt (X0 为 一 在 连续 适应 过 程 . 如 果 存 在 CA.) 
CF, MUR APA) 0, B UJ A= Q, FIERE ABBUT AREA A 
X RER, W CX D AFR, 

证 明 出 于 上 关于 >u, 绝对 连续 , щщ ЕШШ 12.18 推 得 定 

下 一 定理 也 是 定理 12.18 的 直接 推论 . 

12.291 定理 H(X) A- -AEREN 9v-(1AE€.7. 
Р(4) 20, B X BT A AE йй} gy V dE, $ B= ss. supt 
(ELEH 1.23 ny), M X HT B AFA, 


SS 3 É ag zi XJ 

€ (Q, 2, Р) 为 一 完备 概率 空间 ， 我 们 用 ЈА 表示 可 积 随机 
AF EE, B 表示 有 界 随 机 变量 全 体 ， 设 贞 , 吾 为 下 的 两 个 于 
集 , RTS c—H-ir—y:z€G, y€ ik. W^ XF LE ñu P a G, 
RIRN G dem G qe ЈА PRAE. 

12.20: Ш КТА фрау, ВОСК, m ry —m 
A S p 

1) X]l— 9 0 € (17) (0), FE 670, 18016 K — B*, 

2) WE AEF ILPCA) 20, MFE 07-0, 4828 eI. d K В"; 

3) fEXE— T1 W BG BL AE 1А Z, fE (2 Z7 02.s., Н sup ez] 
< + eo. 

证 明 DSD HHA, ТЕНЕ 2)=3), В) yy. 5 АСУ, lM 
18208) 7-0, REE, 存在 60, {Н B T. ФК ВУ. GFK- 


ин)! 
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B+ Ўл, B 为 ТА Ву 22 [8], $z Asoli-Mazur EW”, FE 
一 有 界 随 机 变量 六, 使 得 
(22.1) вир BLY (ë —)1 «c BIYI], 
特别 在 上 式 中 令 E =0, n= aF (a>0), RIE 
aB < 8[F Z4]. 
由 于 了 于 式 对 一 切 oə 0 3л, SKY —0as. РЕ РЄВ 此 外 
虽然 有 PP(Y>>0) >0、 必 要 时 用 ere UT, ЖЮ 8 ЕЦ] 一 
1， 这 时 , HB (22.1) 48 
sup [Yg] x. 

Ф Н= {У €Bt:E[Y] = 1, supE[F E] < +оо), HERNE, E Б 
S. ЖУ w-([Z-0]:Z€JI WE руа j= W P$ 
Hj. (4,9 7 H и лж ИГУ, Ф 

Се sup Ë [Z,£], „== |Z, Íz. 
M Е Scd БЕ F Со), 8819 

215. = 1, >e, b, < +оо, 2 blaa + oo, 


€ Z= 2546 ШЕШ Z c H, Н.Ї2—9]—[\ [Z,=0], 这 表明 


多 对 集合 的 可 列 交 运算 封闭 ， 于 是 , 存在 Z€ H, 使 得 
(22.2) P([Z=0]) —imfP([Y =0]) —in£>(o. 


ЁТЕ 220 а.я., хе ONE. 我 们 用 反 证 法 , BE P (TZ = 01) 
>0, 2 A=[Z=0]. 则 由 前 面 所 证 , SE Y € H, të (22.1) 成 
x. 特别 我 们 有 š [V Tesal2>0, 这 表明 P(IY0]n[Z-0]) 
0 ШАЙ РОУ = 01 ПТ2 = 01) <P([Z=0]). {НГ =0]П 
[Z =0] € €, 5(22.2) 78. 于 是 2) 593) fF. 

现在 证 明 3)=91). BEI TRY. MFE nE O, 


1) {їйїп EXE ү! Elp 825. 
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А А и, 有 nmE 站 一 B+， 于 是 对 每 个 % 存在 
¿€ K, mE B*, „ЄТ, i m6 n - 9. H (8.0. 
这 时 ,我 们 有 бар ån AMA- РЕ 4 Р Е Z, 我 


们 有 
sup 导 [2Z6] snp 尼 [ZE = +оо, 
{ен " 


这 表明 8) 不成立。 定理 证 毕 . 

作为 这 一 定理 的 一 个 重要 推论 , 我 们 有 

12.23 E R K A pRa, WRA Кр 
XD, 有 名- 一 > 09， 则 存在 一 严格 正 有 界 随 机 变量 
使 得 sup [Z£] < + оо, 


证 明 Je PAREEK, WER- IEK, #0 E- 
{5—тЄК}, 假定 定理 12.22 中 的 断言 切 不成立。 则 由 定理 
12.22 DSD 的 证 明 , 存在 9E (22) (0), 且 对 每 个 % 存在 名 GE 
K, BE 于 8 lA os, imme Ds gm, RRA E 
一 > 0。 这 与 定理 假设 矛 质 。 因此 定理 12.22 中 的 断言 1) Ж 
Уу, 即 有 本 定理 结论 ， 

К, ЖИП НЕЕ ЗЕ ЖОШ, 为 此 先 引 入 一 些 必要 的 记 
2. 

设 (Q, F, Р) рУ t BERE BL, C728 — КОШ ЖАКЕ 


c-i. RTRA oC 表示 大 下 形式 的 有 界 可 料 过 程 全 体 : 
Н = S sua 
其 中 Oda men + eo, £79 SF, W M, B. HE LL 
设 X AARRE WHAT H € €, ПШ F E o f 


1) ЖТИ, Aiai aTh sr, xwe eu, BE е>0, 使 得 对 一 切 
EC E, f P ESen 8, 


$8 >ë WE uU wl pJ sta 
н—1 I 
J X, H = m EN inta Жал), 


显然 ,对 每 个 i wR Y, H Yed (X, Н), ХЕ. ДК, e 
X APH, MAJI, Н) = Н.К, 

FEZ) y 58. 

12.24 定理 БХ A- (Fo HM EZE K pie. M > X 
X RER Bumxutt- Эрл, Ж ДЕУ] (Н) 及 一 切 #E 


7 (п) Ë 
m, 有 了 CT Н), Po 


证 明 必要 性 ， 设 X X RES AREE, (H) 为 at i 
Mix, ЭШ] <. sudo 9.39, 


JC, Ho», -( Hv x) E 


—7 0. 
FL 7b 





充分 性 ， 设 定 班 的 条 件 满 足 ， 尾 意 选 定 4ERs, (EXE X" 
$R, 出 于 假定 ХОЖА ЕЛ {ЮМ ВХ Хе = вар | Х.| < 十 cca， 
8.， 必 要 时 用 一 等 价 概率 测度 代替 PP( 这 时 定理 条 件 仍 成 立 ), ЖОЙ 
EEEL; Jato, 4 

K-(O, HY,: HI € Ж}, 

(Е), 有 29 -一 > 0， 故 由 定理 12.28， 存 在 -严格 正 有 界 随 机 变 
KZ, S ELZ]-1, HsupB[Z£]« +оо, 4 P-—Z.P, WJ P 为 
一 与 中 % ИЕШЕ. ITEM, W E(X) = 区 [ZX?] < 
Coo, {ЕЛШЕ X: EP F S Gu EA, ##т:0=%< h < еф 318 
[0, JB- ER, 2 HO АТ y 其 中 

t= gn (Er [X,.,— X |Z 1), 
网 EPE, r8 





ats ZLE Girgsanov WH K Tt NV nj 


Ez [V (X, Ну] =Е&| S) 600 x] 
= Ёр [Жан LX 4 ~An U 1] 


= | S Ea DX ~ x11 ], 
TERMA 
Varg (X*) =supEs| 5 | Es E, - XUL] +E [| X,l1 
-supeg [J (X, H5] +E [|] Xil] 
-supE|ZJ CX, H'?)]--&[Z] X,|]< +оо, 


XC RB] X EP TAHR, 从 而 X" 4E P КЫЙ. ATER, 是 
БАЕ Ну, бХ 22Р, ХЕШЕ, 


第 十 三 章 
随机 微分 方程 


在 本 章 , 我 们 令 2 Жл ЖЛЕ ЛУ ЛЧ ЛЕ Ж, 表示 可 料 
过 程 全 体 ， 我 们 将 研究 如 下 类 型 的 随机 微分 方程 (积分 方程 ): 


@) х.ф) | FOOL, 

其 中 M 为 一 于 蒜 ， 吾 为 入 到 多 中 的 映 象 ,使 得 对 一 切 X € 2; 

FO(X)3: MB, Ф 0 273» 27р {ЕЖЕ РКТ, 我 

们 将 证 明 方 程 4) 在 汉中 有 唯一 解 ， 升 且 研 究 随机 微分 方程 解 的 
应 该 的 出 ， 本 章 的 结果 可 以 推广 到 如 下 更 -- 般 的 随机 微分 方 

fé: 

(s=) XD (DA | F ant, 

甚 东 可 以 推广 到 问 量 方程 或 怎 阵 方程 ， 研 究 方程 (**) 较 之 研究 方 

Fe (w), 除了 增加 记号 上 的 复杂 性 外 , 厅 产 生 任 何 实质 性 的 困难 , 


{1 空间 tenis a 
我 们 引入 空间 .77 及 27°, XB. 1« ps 十 ce， 
13.1 EX 设 亚 为 一 可 选 过 程 , 令 
lX] arm X" er, 
jtrpX'-sup|X,]. ХАТУ GR Хуе), ШЖ 
А |, 4 оо, 
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RAR Uo S үр | 为 一 Banach 22 [8], 

18.250: HM y, M = N 4 Ау MAA 2r 8, 
其 中 者 RWE, А YARE GITE. +4 


. 工 ks 
bN, A) 0, №72 -” 18411 





LO 


|M as inf $,0V, А), 


这 里 inf 是 在 M Hii M — N - A БН. МАТ S6? 
QR M ЭК? SERIO, TR М [aee + oo, 
(0 BR, ЖЄ» ON FS, 

注 oM o£? bh. Б ОЖОР US j (OM, O), 5 M = N + 
A ZJ M rg ЛУ, MAA 


1 1 1 1 = 
гм, ME LN] TA, AJ2< IN, NIE+| 144,1, 


从 而 hN, AgM, О), НЮ, M 作为 ЖР Ва 207 ЗЕЕ, 其 
ЭР? 范 数 相同 。 xU], K^ Bes [REpup bl tO hb EO $1] 2077 > BR 
зх јај. Wm ak A 0—10 EUR ЖОО] 386. 

13.3 31 1) ispat, WETEA C1, 使 得 对 
一 切 M € 2°, 5 
(3.1) |M |, |М | ær. 


2) <р +оо, МСЖ? 4 M — N+ A MERN 
mN 为 局 部 鞍 . 4 为 可 料 有 限 变 差 过 程 , 则 有 
(3.2) [M |e Ej CN, A) (2+2р)| М |е, 
特别 ， 关 ?为 一 Banach z [8], 

证 明 1) 对 任 给 220, Е М 的 一 个 分 解 ， M = N + A, 使 
OON, A) M'ete. Wih Borkholder Л 5& 3X & Davis 4> 
等 式 , 我 们 有 





4 
l 
7 
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М. = Мо Ае iA" llus 
_ 1 
«C, DN, М2 |o | F (44, | |z» 
<O HDAN, 4) « (C441) CM O+ €), 
id C,- €, 1, 4 s 10, 立刻 得 到 (3.1). 
2) 4 M = N + À УЖ M qr] — p o ERE. BTS p GV, А) <оо, 由 
T 3,00, 4) — 44 N + Aí А-- 4), ЖИН 4= 0. ЭАТ 
A=A, N—N.-A— 4, 
由 Garsia 2[38 (514 11.85) 及 Halder 28 55 (W, 8| 88 11.34 ifj 
HO, RIE 





(=, | | 
[2 142, | <p | 164 ,. 


-.- — 1 e rm 
由 于 ЧУ, NZ < [N, Nie. EZRES) 122,1, 





放 有 ЦУ, NIE losl, NIB bee р) |, 124.1]... 
于 是 有 


_ 2 xni ü 
SN, DSIN, N] IN 2А, | N 


«ju, Mlos ‹а+аю|[ 1241 |, 
< (2-}-2р) J4CN, А), 
H 48 (8.2), 

下 一 引 理 对 今后 非常 有 用 ， 

13.4 3E 2 l1<y>=< +co, 1<09< +оо, Lars too, 18 
2-2-2. ik мсж», XES, H. X 为 一 可 料 过 程 ， 则 到 
关于 M 订 积 , HS 
(4.1) |X. Mex XS MI. 

Ani тоо, 则 还 有 
(4.2) ПХ. M |e «OC, X |. |M gr. 


зїз ”第 十 于 这 随机 微分 方程 | 
ЕВА (4.2) p (4.1) 3.00305. ДЖЕ). $ M — 
N 4A OR М (@—1 5%, GEL (N. А) < os, 我 们 有 
exe i | c | ‚ 
(| хау, м.) 二 | ха 
a- Ф- 
E : 1 "oa 
«AX'(wwN, NI2+| da, ). 
由 Hólder 1 54 Cien ze | Esos (1), 
& x*(U, m3- |, LZ LX les (N, A) < +o, 


TA ХИТА ROA np, BUB X DM HE, HON 
[X.M |h К.М, X.A5 s 4A), 
故 得 (4.1)， 引 理 得 证 ， 
设 X A AER, T 为 一 停 时 , 通常 令 
"5 ХТ АХ, 
这 里 约定 Хо = 0, 
13.5519 В Х-и, T 8S 为 两 个 停 时 ， 则 
(АТ) 9 (ATST = (XST 
证 明 容易 直接 验证 . 
13.6 引 理 Мур. 
1) 对 任何 停 时 工 , RITA 
1 
2) AER 020, FEN T, t тоо (1-0), ER A 
n= l Æ aace, E, A T. Tar НН 
| 
证 明 D BARNA 
(M le S Mi AM ri orle IMr] | М] „.., 
БОН [MT a 2IM TS. 
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2) 令 
MEER < 
А‹- P ами [idia £]: 


M-AN: BeOS M- А SII e ДИ T ЕЕН 8.55, 
Ж —Ы 72-0, 8 | 2N «S. 2 А-Л, M= N+ ADR 
M 的 一 个 分 解 ， 令 T = 0, ABAE TS 如 下 ; 

T, -inf CST UN, М), (А, Nis, b, 


t 
或 |, [dA > ib 
ШЖ n, Ж UT, i9] EE T, Ta, ERDA 
Mr — МТ (АТА N09) + CAT8- — AT — AN p Eur, et) 
М-ДА, 


Ur, А] — [N, Nin IN, N] bt 
_1 
+ 5, 
Ta 
[raa o [T AIR ANS ERR = 7. 
T, 4 2 


PEA LP шс Q< Ае, <, 引 理 得 证 ， 


S2 解 的 存在 性 与 唯一 性 
13.7 引 理 i MO — 3k dd, H 3 — j) 3 пр 
(p1), W H pF M ups, 
证 明 Xd M=, 4 
Ai 24 AMA caus], 
设 Мм-2-9+В8 为 典 则 分 解 , 则 IANI«I, $ AAB, 对 一 


H n=l, <> 
i 
T,= imf {t ГҮ, Nj >n 或 | 144. zal, 


1) zxRom t, E. Lenglarr 新 近 证 园 : fefe 58g БАЕ RARE S. 





320 3-2 EE cabo EE 
WEIN, Nin- os | ”144,| <w， 我 们 有 

Mr = N™ AT AN: А A. 
WEN, Ат, | |4Д®|<а+1, T Mr ж”, 


55 — JP BI, fr AE РЕВ] S, t 十 se МНА — n, Нав. 
ВЕНУ 13.4, Hibs 关于 MT WAL, JA mg H X: М 可 
积 ( 定 理 9.84)， E XR H 关于 МЫТ, P AE H > Y M ap 
《定理 9.84), 

18.8 5 jv M AFR, БМ) SORT M 可 积 的 可 料 
进程 全 体 ， 令 六 为 党 到 可 料 过 程 集合 F pR ж. SIEGE GM 
JE T ART. | 

(i) XI—3] X C27 及 一 切 停 时 全 ,有 


(8.1) FCN Ia nm E X ТТ) Гут, 
(ii) 4k l<p< +оо 及 4>0 司 得 对 一 切 X, Y €Z, A 
(8.2) РОХ) -F Y) ze X —Y f. 


Gü) FO) ELM), 
Ш Xc2, E(X ELM), 
证 明 W X €>, 2 
T, —inffi:| X | zn). 
则 X^" es di(8.1) E (8.2), ЖИ 
ПСС) 00) ) Eas mul e |E CXT) — F (OD Dio nal e» 
«О-у — FO lys 
«al XT- jyan, 
由 于 四 十 ce, РОХ) — P (0) A Ra 9°? 可 料 过 程 、 于 是 由 引 
JH 18.7, РОХ) — РО CLM), Mam mak PF Gu) A x W 9.33 
Ж, FOX)C€ LCD. 
> ADRXI—EU)A.YCICH 
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(E(X) В(У)) sala —Y)', 

Wiz er Gi) e se А p= 15. 

"FE. 我 们 将 研究 随机 微分 方程 解 的 存在 性 利 唯一 性 。 为 今 
HEETE, 我 们 引进 两 个 记号 . 

13.9105 1) EM APH, RAH ho) Xni E 
理 13.8 HR ri), (и), Gi mH 97 8) Some F 2 1, 

2) 令 i«p«-rcoo, 0<8<1, 我 们 用 V? CB) ER I RE H F 
НН # 到 之 HAER Ф пут, 

i) WF HEI X € E mmn Т,Я 


(9.1) ФОХ Пот ФО АТ) Гот, 
(9.2) ФС) ФСУ) (ВХ —Y |ә, 


13.10 5138 Мод, H MEX, 4 1<р<оо, 
a0, 1726220, uh CETA), Fc. Za), mP DOET”, 
FO) =0, HAM a EL 
(10.1) Фох) POE M 
在 SA np ХШ О, 为 引 理 13.8 中 的 常数 ， 
证 明 ХС? ПУ, ШЫР 700) 0, К F(X) Є.7°, 4 
WAX) =Ф(Х)--Е(Х)›.М, 
则 对 任何 X, Yen, 我 们 有 
ИС) СЕ) jer P(X ФСУ) |в 
+ ECR). МЕСУ). NMI,, 
«81 X -Yio--O, FX) -FQDI SLM ое 
= (B ac, |М) 1X —Y ies, 
xdprPW(O)-é(0)c Иш rx x*—3 EPAF, 
WoXyesona, KRE, Sec, M|, <1, W W 3g Sn 
арр НАВЕ 9, ДАТЕ X WX, WARODE 





322 第 十 :将 ЛТ 
JA PAE kx УРП 2 A Banach 空间 )。 引 理 得 证 . 

按照 我 们 的 随机 积分 记号 ,方程 (*) 可 写成 

А=Ф(Х) Р(Х) Eg a. M, 

因此 , 今后 不 妨 假 定 Mo-0, BUZE M Мо. xx, 方程 (*) 可 
写成 
(=) х=Ф(Х)у+Е(Х).М 

13.115329 iz Му SE WJ 8 o k. H МЕЖ" < l< 
p< оо, а@:>0, 172820, GC °(В), КЄ. (а) IE | M|, < 
бш, WARE GO e 9” 中 有 唯一 解 

证 明 GC) А)-РО), PXS ФЛ) F(0). 
则 G CZ, G(0) =0, FET, HELETE (*) же 
方程 
(11.1) X-W(X)-G(X).M 

A Т, -int(t: [U^ (0),| >а}, M | (oy | <, 4 

үс CX) AAPX)T-—, 

WRA PEE), uU n -W'(0) c... 此 让， 
出 引 理 13.6.1), | ИТ» aL E ‚ FEES 13.10, 方程 





Z= pes (Z) M» М" 
ПАНЕ ХО dH WO АНТЕН, í E 5l 
13.5 41H | 
(X Taz үш (XOT xo 
于 是 下 在 唯一 的 X €, EHH n, Н "= X% хы], 3X, 
们 有 NE 
(11.2) К = p ( Ху LG XT) МТ 
=p (Xr (GX) My, 
从 而 X 为 方程 CT 人 时 方程 ss 的 一 个 解 ， 
E X EPEC DOE НЕ, ВЕ УЯА (11.1) 


$2 解 的 存在 性 与 唯一 性 ses 
在 全 中 的 一 个 解 ， 令 | 
S, =ч А, ==) AT, 
m) Ee [<a & PASP, Щр v 909 cn. 
X 是 方程 
(11.8) Z=wWu(ZY C G@(Z) , Me = BZ) -G(Z). M9?" 
ЕП ЦЕ de, (E h (11.2), X77 ШШ лю. Н 
X e S DP, Moli X Xt ,由 于 Sa 个 十 oo, CR X - X. 
唯一 性 得 证 . 
13.12 s| PEB HEt 1< >< +o, 1820, $ 
X, V €Z, T AH ШЖ 
(12.1) Х-У= (Ф(Х)--Ф(Р))°, 
MJ Х=Ү, 
证 阴 < 7, і: | Xi Y| >n}, W [CX У)" | «n. 由 
(12.15 Ж Ф EER, 我 们 有 
А РТ les = | (NX Pe — (Y) у, 
(^ O«|9(X)'- eqs. 
= | (P(X) —Ф(ҮТ УТ» |, 
< jË (X) PT) |2, 
«8: — Yi | 
由 于 17-79 en, R |X у= | ,=0, Вр = 
YT^— HT, Tee, WA X = Y. 
下 一 定理 是 随机 微分 方程 解 的 存在 些 和 唯一 性 定理 . 
13.18 定理 Ж M A-F, pe Z ka), 6 € € КВ), 
其 中 1<р<оо, s>0, 12820, WH 
(13.1) X=P(X)+F(X).M 
жа 中 有 唯一 解 . 


证 明 令 0<5< LP, pm 19.6, ДЕДЕ {ЕЕ Т, tHo 


324 ЖТЖ MAHA 
(TW = 0, EGET n1, En aco] E, Ж T. T... BE 
[MT Mb 4 DDA) = D(X)^-, MESIA 13.11, 
方程 
(13.25 2 —D(Z)^ + F(Z) ,MT 
在 党 RAEE ХО. CPuERTIH UAHEUEBIZI SECO De 2 
中 有 了 唯一 解 ， 设 已 知 方程 
(13.3) Z oZ)" F.M 
tk A def ХО, ® 
Afi? MTea- — MT, 
(13.4) Феу ФОХ Te F(X" Т». 
M PHH EE), F€ ба). НЭ 18.11, 7; fà 
(18.5) Z= ФС) кй), Ме 
ЕРЕ ео (13.3). (13.4) K (13.0), RIIA GE 
E CM tH YT 0) 
(Же) Ta— ,— (di»*D( Xuat y 
(K mnyra ү (X9) MT- 
= Xo ФОХ) Te 一 To 一 -P(X Me 
故 由 引 理 18.12, 我 们 有 
(13.6) (APEN) Tuc ДӘ, 
BEER (13.4), (18.5) K (18.6), RIIA 
AX ori. qiio D Жон + Ë (X mt1)5 Tar 
— Ë (Хе ME. 
== pint (Xem) E(X "HD F ei i 
— J (CX (t Dy Ta) .M** 
=- ntd xeu — FOX o ‚ M Ta 
Ede (X onn Ti 一 
=- dX ot) 7а GP (X (n) MIm- 
REH х0 J r Ez 
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(13.7) 2 = Ф(27)7"п- P(Z). М" 
ХЕ A ЕНЕ СЕ РИГЕ. ARA. DA U a 
618.6), Мб Л (18.5) АЈ). d (13. 介 ， 存 在 唯一 的 
Xc IAH n, A 下 = Хө. 于 是 我 们 有 
X Ta- ФОХ) p ( XTa-5 MT 
= ФОА) РОХ) MT = (ФОХ) Pp (XY MOT, 
IB X 为 方程 4 .二 在 学 中 的 一 个 和 解 ， 唯一 性 显然 . 
作为 这 一 定理 的 一 个 推论 , 我 们 得 到 Doléans-Dade 方程 解 的 
Tr fE ERU E — {ЕДЕ CI, Doléans-Dade, Meyer [2]). 
13.14 定理 Мей, НЄ, f 2 Q 5 R, xR Ell 
一 实 值 函 数 ， 加 果子 满足 下 列 条 人 性. 
(1) 存在 第 数 «O0, НУЛУ о, AH z, YER, sE 
R;, 有 If Go, 8, ef Co, з, у) leasg h; 
Gi) WAER, z€ R, fO, 8, 22289 2 , AM, 
(Hi) 对 几乎 所 有 o, Я—Ъ%ЄН, feo, +, 2) WZCXE BR bB 
数 。 
则 大 机 微分 方程 
Xis Hif fo, s X, aM, 


Tr 2 中 有 有 唯一 解 x 

证 明 ЛЕЙ, EPX = fO, t XQ. WAGE HE 
引 理 13.8 BIKE CDI GD. 800), С, t, 0), ДАТА FOA 
左 连 右 极 适应 过 程 , Fe pl, ЕСО) 5 E 8 CB P9 eg dm S> BJ БЫЧ 
E, ТЖЕ F e (а) (Hii і<р<--оо), WE BES 12.18 立刻 
推 得 定理 13.14, 


$3 ЖК W HE 
首先 我 们 定义 过 程 的 几 种 收 分 性 . 


326 $- -*- 随机 微分 方程 
18.15 zx x 1 X ymt, (CX) 为 一 州 可 选 过 程 . 
ОХИ БК Z7 MESCEP A, WRAAE Т Т tHo, 使 得 
(i) 对 每 个 天 n, Xu €, AMn ec 
Qi) 对 每 个 六 lim! (X 099 — X уз [ = 9, 
类 似 地 , 我 们 可 以 给 出 关于 半 肯 序列 维 局 部 o4 0 COE E Ж, 
13.16 EX 令 属 为 右 连 左 极 适应 过 程 全 体 . W X, Y co, 
A. 
| - sup] X, — Y, | 
ғ __ чоң гун бын 
(16.1) 80, У) = M2 „Еа 
Шо ЕУ ЕУ, 
KERK, (AMEZ, WAS SUC X5 —0, 528 HF 
需 对 一 切实 数 r, вар| Xi? — X, =» 0, BIXA 在 [0, s) 上 依 概 
Ж-- Sim T X, 
下 一 引 理 建交 了 淮 局 部 7Y? W sk pa JE BS da sx m ЇН} ну E 
Ж. 
13.175(: Хе (xm c 97”, 
1) М а(х, X) 2 0, АНП Ws fF # — #J PE Bf 
fx T +оо, fü fX) Ар Р, 有 
(17.1) ГС) s= sp | X N, — 0, 
2) itl pco, а(х, X) — 0, 必须 目 只 需 从 
《二 扣 ) 的 每 个 子 序 列 中 可 以 再 掉 取 一 个 子 序 列 , 使 得 它 准 局 部 <° 
ШР X. 
证 明 1) GEEIS =k), fRubTEAHFTE. BH QT.1) 
成 立 ， 给 定 一 正 整 数 m, ТЕШ sup | Xi? — X,| — 0, 给 定 520, 
g>0, HZ Eo EEK, 使 得 P UT sun) < 我 们 :有 
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[sup | Xf? -- X |>] C [ sup |Xi?— X| 68] U [T sm], 


&X (17,1) f вир! XP x, 0, BB d(.X 9, X)-—20. 


2) 由 t) X, TERRE 577 dir SC КЕ ZEE PS d КОШЕ, 故 充 
AMEESLER. НЕЕ. HEBA AEH, ME- BEES d 收 
ЭТО ВЕС), ар FEAA), 819 (X 09)WE 
局 部 .” RAF 0. НИЯ А РЕЗЕ ЗС 659 T5 
(N) CRP MeD Dert), УГ DHE Ж k, 有 

lim вир |Æ] 0 а.в. . 


Т H Cantor 对 角 线 方法 , 18:8] TEAR"), 使 得 对 一 切 正 整 
Жк, Т 
lim sup 07 |= 0 a.s, , 


[== [| = n =< Ic 


4 
T—infü:]|X?"|z1 S,= inf Tm, 
ШР ЕН Уй OSO) ERN ER. [BOSE [М = k, Ж] ЛЕ ТЗ a, TERN (о), 
使 得 对 Б= N (о), A sup |9 (о) | <1, АШ (оо) cR, 由 此 得 
Swe (6) ze. ig F E ETEN, yx xe HH ST +L co a.a. А 最 后 ， 令 
V = SA E, WAEN EQ 我 们 有 
KEM] sup | X2|-— r 023. , 


(Xm) es sup | XP2|< sup | Xf?|«1 (25), 
ДЕ. Оер; 


于 是 (ХО) dE PRAT 0, HI (Xo) ЕВ 2 W Sk 0, 
引 理 得 证 . 

13.18 EX E b>0 为 一 常数 , MA eR, ROM CET, 
HHE T oer 0— Tem, T, dg M = М", HH 
— H] t= 1, 2, +, k, H 
(18.1) | (М -- М) 0, 

则 说 M 属于 COD GAMERO), Ж (7, co, TO XEM jy 


328 第 于 三 章 ”随机 微分 方 理 
CT ó ARE, 
13.19 518 1) 设 MEZO), Wo ttr 2, WE 
B26). 
2) WEM 7h — 58 NU RE EE 07 0, Fee PERSE T. T -20a.8.， 
使 得 对 每 个 四 MT € crib), 
ur HH 1) 设 (Ps, ttis TRE 六 分 成 小 于 б HJ ts, Wi] ga 5 [38 
13.5 及 引 理 13.6, MT C e HA 
让 一 
< (M МТ) 2 
AE Qo, s, TR MT 分 成 小 于 25 WEE wA 
MT ECOD. 
2) 由 引 理 13.6, 存在 停 时 Sa t 上 co, НР nal, 有 
i (M Меч) a < $. 
[LM S7 — (MESEN |. ОМ Ме) PA 


男 一 方面 , 由 引 理 15.7 的 证 明知 ， 枯 在 停 时 六 ,个 十 ce， 使 得 每 个 
ME YES Ta^ WEHT, HH 1) Er uE HH ATI, (So Ут, ttt 
8) MS A ulcer b ROTE FA MEDO), IJ 
A T a= N AV, BD nf, 
13.20 53E A ispa- ooo, gg> 1> 820, bei P, 
i 


HELSA 13.3). gt M Zje—-Wjig-p 8, DETA, РЄ 
Aa). € X NE 
| Z -b(Z)--F(Z).M 
在 将 中 的 唯一 解 . 如 果 
(i) MEZ), НСТ, +, TOME M Ari B T d t EEG 
GD d(0)^-c v*, F(0).M c 9». 
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则 X C HA 


А ' m к - | 一 1 a^—1 
i Tx ; a OoOo m<, 
(20.1) [X [uem 1— Boab a—1! 


x (eorr || + iF U.M] y), 











A зас, M | 
(20.2) a= EE 
бай а-1, W -ZOL Tig b. 


证 明 对 0<i<k， 我 们 有 
(20.8  X*-—d(X)---PF(X).MT- 
= (BX) — $ (0) c (0)7- 
-J-P (0) .M+ GP (XT) — F (00) (MET) 
+ (F(X) – Р(0)). (М-М), 
由 于 1007) M S M" |, 2, М |», 
我 们 有 QER F(X). М" РХ). И") 
(20.4) |QFCXT) =F O OC" Tun 
= F(X) FQ) (MY |», 
s2acy| X7 Los] M fore. 


(20.5) [d (X 7577 —(0)77 15, BI XD |», 

(20.00 | £F (X — £F (0) . CM — MT)? ас |7 vb, 
(20.7) [Ф (0) [< 16(0) |, 

(20.8) (0) МС |. | PO) M os, 


由 引 理 13.10 B I| dg BI | X T | eee, fcd (20.3) — (020.8) 18 


буту = 1 | Та; | 
jX |i 0®@" bee) LFGD M To 


Haj X7 p», 
TIE 1882548 (20.1), 
下 -定理 是 随机 微分 方程 解 的 稳定 性 定理 ， 


1) Хт 4p E ИЛ) G(Zy. (М- MTey^- муу, Joi To On PC), 
MTO + (F(X FQ), (MT, G=- FO, 


330 ф}-ч-= DS Sr E 
18.91 定理 4 1< ре Боо, a>0, D 820, 8 М H-E 
WM DESB), PCS V), X HHE 
(91.1) X-—G(X)M4F(X).M 
EL 中 前 叭 一 解 . 此 外 , 对 每 个 由 设 b" ev (D, Pc V ta), 
X 为 方程 
(21.2) Z-ó"(Z-Fe(Z).M. 
je ФС 8, 
1) 如 果 noo 时 P(X) ФОХ) (РӘХ) -F(X)). M 
准 局 部 SU RATO, W) Xe x 准 局 部 5° KAF 0. 
2) MPH aco 时 , dP), 6(X))-—0, B. 
d(F?(X).M,FCX) .M)—50, 
lH) dox X5—30. 
证 明 2) 容易 由 D) 及 引 理 18.17.2448, KARE, R 
DE 
XOX P(X) (X) (F9(X9) — F(X)).M. 
É y ez, | 
VY) - (Y + X)— (X), 
GO (P) = F"(Y4.X)—FCX), 
W wee», оС 2 (а), HY?2XoO-X AE 
(21.8) Z -Ww"(Z)--G?(Z).M 
在 多 中 的 唯一 解 | 
E Ф=Ху-Ф(Ху & (FO (X) -F CO) M WARS Ж 
ЖР 0, 则 存在 停 时 S, 1 十 co, 使 得 对 每 个 加 有 
liml (399 (X) -$(X))*-155—0, 
lim! (P QC) — F0) M97] «0, 
另 一 方面 ， 由 引 理 13.19.2), 存在 停 时 V. f оо, 使 得 对 每 个 如 
u'-eg( ^), Xm os SB. ат, =5, ЛУ, 则 由 引 理 18.19. 
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1), MEZD), IZ 
ОО) = PHK) 0X), 
GO (0) К®ю( Ху F(X), 
CH 3[ 13.20 48 B, E A k, 
lim. (F) |,,--0, 


tq -— 0c 


BU Ж X Ea ma УРСР 0, 


sa 对 上 两 节 的 补充 


在 本 节 我 们 有 > 才 示 举 摧 空间 我 们 将 研 守 如 下 随机 微分 
方程 
T= X P(X).M, 
其 中 M У-Н, Ф 90). pt, F 3 3j 
当中 的 一 映 象 . 
Ж l<p< со, 0<8<1, REN ET (S) 表示 满足 如 下 条 件 
Bg 7 35.9" IRI EAR 8 Ф +> tA. 
(i) Xj— DJ X c. 及 一 对 停 时 于 有 
D X Ig m= D XT )1I:, z, 
GD 对 任何 AX, YEZ, = 
(B -Ф(У) |81 Ра. 
Ў 1<р< Боо, a>0, M 29-230 АВЕ, 我 们 用 Уй (а) ж 
示 > 29 И ДЕШ ТЕКТЕН В . we. 
(i) XJ—£9 X c. 及 一 切 停 时 T, A 
FD Гота n. 
Gi) HEH X, Y € .Z, A 
IPƏ(X)—FiY) ра! ХУ |», 
(Gi) К(О ЄР МУ, 
重复 前 两 节 的 讨论 , 我 们 可 以 建立 如 下 两 个 定理 . 


332 STIE 随机 汝 分 方程 
13 .2 定理 — db ipd oco, a>0, 18:20, 5 M Hg 
ФИК, DEEA), F C к (а), Wy $E 
X—Ó(X)--F(X).M 
在 .% REE- A 
18.23 TE j l< p< +æ, a0, 08:20, $ M 为 一 零 
ЖА, PEE), FC, X 3533 
| X —O(X)--FCX).M 
НЕА. HEAR, 对 每 个 %, Ф ФОС (8), ЕОС (а), Хч 
为 方程 
Z-oQo(Z--F?(Z).M 
Hon — Ж. 
MRH no hF, BB) 一 四 (人) 有) F(X)5) .M 
ЖАР 0, 则 X — X 准 局 部 ӘР? jk bk T 0, 
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指数 公式 及 其 应 用 


51 半 贡 的 指数 公式 

BOXE, 由 定理 18.18( 或 定理 13.22)， 存 在 唯一 的 

BR Z ЭШТА (Хх) ә) S YU FUE: 
Z,=1+ [. Z, dX, 

xx — у] RUM) T (F Wf — FE CAFES] EL DS ok yka ABRA 是 
Doléans-Dade т: [41 ip dg oe 28 ЩН]. 

i4 1 定理 kX AEDE, wu Jp $a 
(1.1) Z,=1+ |, z, dx, 
的 唯一 解 G (X) m PRAGA E A osi): 
(1.2) О) exp X, -$ «х A эп (1-+„4Х,„)в-—54* 


(£270). 
这 里 ， 对 几乎 所 有 口 , 对 一 切 (20, ЗЕНА ЭХ, X 0g X 
НЕ SE gt ДҮ S. 
证 明 + 


у= П, (1+ JX,)8 707, 
«uS RULES, FLOV 248 IR 3382239 E, HB 
AH 4 ЫК, АП, g БЕ ЕЗ ЭЕ ДЇ ЖШ ГҮ] ДЕЗИН {ЛД ЖЭН БЫ EZB BERE, 
a 


1) dt X ЕҢ CHEESE DR. AEREN), | Z(X) 2545. 


334 ZT TOUR RARA MH 


: 7 Al, (1 ах [ AY. > п)" mem 
AX ICA LOT) ACE ШЕН. T9 IM, HT D AX k 
SY, 故 级 数 


7. = „25 og (t 451 4915 y] )—4Х,1, ао] 


У, H U ЮТ RERE. T 
e&'*-— [I (1 +АХ,Ї je ах, «И 


1 
{б ес? [!4Ж„< D 


stia. НІН Тю 6 А, (670 УН ВЕЗЕ pr a. 这 就 证 
明了 (1.2) НСВ АЯ] aw, H (P. 为 有 限 恋 差 过 程 
(V = Fie"), 
HER TERE 2 一 (下 ;满足 方程 (1.1). 令 
Er Ri— SE, Хь Flr, у) etg. 
则 我 们 有 LFK, Vo. Td 2 МИ, Hg По 公式 得 
2,-1+| Zs aK, | вау, Z, ак“, Key, 
+ E GELS Z, AK, NA 
=1+ Za Xe У) ay, 
+ 2, (Z,— Ee (2+ AX a) —e AV a), 
BA.D, X[ 52-0, H Zu 2, AHA, WR СУ 
Z,-1«| Z ax, 
Ü 
Нр) ДЕЛТЕ (1.1). MEE, 
HERO RA AR, WA EC) = (K — Хо), Eh, SHE 
МВ Р, RIA А) = UA), 
14.2 定理 j X A-E BM, 


ram -RL' S777: 5^ mp— wm 





D $539 当 [x sc E RMH а ов(1+0) ca x. 
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T —inf(£:4X,- —1), 
бшу), 01. 
ipd T — S а.а, ‚ЖН CX 21,470, ERE, JEDE CX = 0] 
ЯА ЁШ. ИН HE [АМ = — 11232 E E, Jh 2938 
&#(X)20, 42 [LR AX —1, 

证 明 ”出 指数 公式 代 .2)， 我 们 有 CO) Eua 0, WT S< 
Tas., 27—211, HLERA o, 25 tT (e) BF, 由 定理 14.1 的 
证 明 看 出 , Vi (92580, 从 而 Р, (о) = Vi (ол 3 0, (X (оо) 0, 
Xx Xe HH S —Toas.. 

Y Z AFR, WEE WB X, EIE Z— Z CD, 
我 们 称 Z AEREN, ЖКХ 为 的 一 个 “对 数 ”” 下 面 我 们 将 
研究 如 下 问题 ， 如何 刻 划 指 数 半 鞍 和 怎样 痕 出 指数 半 特 的 一 个 对 
A 

14.835138. 设 民 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 , 令 
(3.10) — T-inf(t-0:Z,-0 或 Z, —0}, (Zo. 50), 

1) Ж 10, T.I 750, Я. +0. 

2) 4& R= Uz, -omrso Ш АВРЕН, 

证 明 1) ij^. 2), 5 

H.— заг{0<а<®: 0| Z,| «cL 本 | Am 


Ju CE,) 36 А, 故 五 为 可 料 时 . 

下 一 定理 给 出 了 指 煞 半 悉 的 一 个 完全 蓝 划 。 

14.4 PE EZA FE, 今 人 如 (83.1) 定 义 ， 则 为 要 存在 
FHEA Ж, HRZ-—ZG (X), D JLE НЕ 

1) Z -= Z pr 

п) 可 料 过 程 Н 22 luz. AKTER 可 积 . 
КТЕ), DER A X-ILZ WE ZZ ХУ. 

证 明 BEHE P X N—BÀCEMBOBPRR (R4 Z= ZOX), 


336 Spp pE Arr F TL TE 
A T —inft:AX,— — 1i, Mi ЦЕ 14.2 和 
E(X E(X Je CH 4X 

知 在 ZA ETT. ТЕХ) (СОХ УЛ, WA Z= 
Zip 此 外 ， 由 了 于 НА GTR, HZ- 关于 X п, НЕ 
9.80.'0, H X: Z..X 可 和 各， 但 由 本 Z= Z l Z_. X. EX H > 
+ Z 可 积 . 

充分 性 ， 设 i). u) 成 立 . OX — H.Z, E Z= Z P (X), 
RRE, Z= Z Hon РАННЯ 14.3, R = P uz, ото 为 可 料 时 ， 
故 由 定理 9.15.2), 

Гао: 2 + ОГ Пв но) 2 = 1 1н. 2 


= Z+ ZA sË rn р £o, 
于 是 我 们 有 


ZZ H) .Z- L, .ZF Z, 
WH Z-Zvf(X), mut. 

Б у Й, ШН И ZOER Zem 
EREB, WERL JENE- жИН ВХ, EA 
Z-Z C, яну (V |. e lesa, 212) 为 局 
部 可 积 . 

下 一 定理 给 出 了 指数 公式 的 一 站 重要 性 质 . 

14.5 定理 Ub X, Y 为 两 个 半 蒜 , 则 有 
(5.1) EX EF =E AHF HE, РІ), 

证 明 4U-CQO, РОР), НЯРАЗ, 


UV ~ f. U, dV, 4- |, V, dU,--[U, V]. 
-f v, V, dY,- |. 7. У, аХ,--1 


+ i Us Vd LX, Y), 14. (ОУ), az, 
MuBZ-X-Y-UIX, Y], itti (5.1). 
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14.6 定理 i$ M, X OE ИЙ, I, МУДДЕ, 则 
бФ(МУСХ—‹<Х, M>) hh 

证 明 REIH UV Xx UV AER, Ж iH FEL Z 
式 及 定理 9.20， 我们 有 

GOMA, M= H) CX, AMOHIA, My £ (M 

-t ECM, CN, M] CM) CAN. МУ 
—CX, EMi Z (M) A 
Шаш, 

HO СМ) АЕА пр, S 4© (М) аР, Ш Q« 
PP， 定 理 表 明 X — CX, ADA С-В, iXGEJÉ Girsanov 定理 . 

Eh. FART, RTTE Yoeurp Æ] 中 引进 的 另 
一 个 指数 公式 ， 

EXA RREN, X — M + À ESAE, 其 中 M 为 局 
WB А 为 零 初 们 可 料 有 限 变 差 过 程 。 令 0X 30k 至 的 可 料 投影 ， 
Hj X,— M, + A, (这 里 Мо Mo), 则 芝 为 局 部 有 界 可 类 过程 . 

14.7 定理 jJ X A-FED, X = МА-А 为 其 典 
WAR ДАЛАН, M| FEE —8) M PROEER Z WEE 
方程 | 
(T.I)  Z,—1+ | Dax 


2 HAST P ASXZ M 








| Е ú 1 А c | l+ AJM, аль 
T.D Ze exp( X,— O0, X8) И (ат) 

. 40D 

“FC Ау; 
REHA ni CXD GR ZZ. 


证 明 ”首先 我 们 证 明 可 料 过 程 -一 -为 局 部 有 界 . n>, 





4 
T.- inf [^ |i — AA; «iL 


33B ЖШ HEA И ЛУ 


由 于 对 几乎 所 有 o, ЖЫТ ftl- 24.001 « Le Ra д, 
В AACE, AE, Ta t Бос a.s.. OS SSS 
ЖТ, иин. ЯРАТ. WENA (Sda BE T, Su 
вир Sa, WE ГО, 5.) БАТ =c en, 这 表明 -二 -为 局 


BE Jr RJ ЖЫШ FE, 
现在 , RTS 





则 有 有 


(1.8  Z,-1: -| Z, ay,- 1f 22 ax, 





1— A, 


GJ s 1-44, aM )* [us 2А; 
= N+ В, 

Ao ARRE, HL Z= N L BD 为 其 典 则 分 解 ， 于 是 有 
2.= №. +В, Я, +4B, 





Й,. _ Ze 
-TILAA 45, 1— AA, ` 


因此 , (7.8) RA Z ENET. DR. 
反之 , (Z) WI ECT L) ORG, UL CZ НКЕ ВА, ЗЕЙ D 
解 为 


=Z 


Z= (1 +f # ам) und |, Z dA, 
Z, = Ze +Z, A, 


从 而 2,— s. НОГ Т1), RNE 


LB Z.- 
Je L- 44, 








dX, af Z, ЧҮ, 


其 中 了 一 | I. 这 表明 2-00). RERE, EYAN 


$1 ЧН 389 
TR CT LY p АЯ. 
最 后 , 由 Yoeurp 5| 8 Gg Ba 9.20), 
(JA). X — (A442 M (44) .A— [A, M]--[A, A] 











=F [.4, X], 
RH 1 Д4 

FP—u—44^74*4-7434X* 

一 X 1—44 ГА, X] 
Ti 1 
Y-A- (V, Aj Mo (A, X1 - DX, А] 
4A ú 
| T LA, X =- M. 
We xg 14.5, 
EDEA EAD, 

此 即 (7 ,2)， 


14.8 注 1 НО. ОЮН, 如 果 AEE, JJ oCX) —= (Т), 
特别 , ж A B FORES, ШК X) (ЛС), 


2) 有 (7.2), nOD 一 廊 [ 二 Jy 于 是 在 定理 条 件 下 ,我 们 有 


nME A) = Mn(d). 
D 在 定理 14.7 h, XY 4 的 条 性 不 能 去 掉 ， 下 面 的 合子 将 
说 明 这 一 点 . 
4.70, RA = Рур HW А Ape ИЗ, ТЕ (o 处 跳 为 1, 
我 们 将 证 湖 如 下 方程 的 解 不 存在 ， 
(8.1) Z= [十 | Zd X, 


事实 上 , 假设 也 为 方程 (8.1) 的 ~ 个 解 ， 则 2 онар ерй. 从 而 





Zi -ie| Zàx.. 
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由 于 X = ,wl їн ER 
Z,=1+ Zad 


Lin mafa 


特别 有 e= LZ. 这 是 不 可 能 的 ， В, 218 (8.1) ЖА, 


$2 指数 公式 的 推广 
设 瑟 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 ， 芳 为 一 半 霓 ， 由 定理 13.13, 
存在 叭 一 的 右 连 左 极 适应 过 程 L, 满足 方程 
LH. |, L, dX, 


我 们 将 用 记 导 я (X) Em L. 

如 果 H =1,Щ e, (X) = (X). Ш H,= Ho(0), 则 有 
Gg AS НСА), 

下 一 定理 穿 易 直接 验证 . 

14.9238 u XAR, H, E 为 右 连 左 极 适应 过 程 ， 
a, b 为 两 个 实数 , 则 有 


(9.1) бан+ькЕ\ А ) = G6 g( X ) - Od k CX), 
(9.2) Crx A) Erl AK, 


FEE Y ER 14.5, 
14.10 EE k H, K, X, Y AMTER, mk L, 
使 得 
(10.1) Enl AEn Y) =é XY lX, Y]. 
证 明 50-0600), V -Er WAE GREBA) 
d(UV)- U.dV —V.aU +d[U, V3. 
HF dU =dH U dX, dV dK +V dY ,我们 有 
d(UV)-U.(4K +V dY)--V (dH--U dX) 
+, K]--QU, V). dLX, Y |--U.d( K, X] 
-FV.dLH, Y] 
—-dLt(QUV).d X EY + LX, Ү]), 
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AXRIL-UO (EFIE, X] +V (АГН, YD [H, К), 
$3 (10.1), 

PTER TO g TEE SEE UR CX BI RU EA C, 

14.11 定理 HH, ХОЙ, H Xo-0, 4 

7,0, 
T, a= infftT14AX,—0), 

Wi fiib Tnt toes, З Ног 


(11.1) Z- Н+, Z, ax, 
0 
的 唯一 解 么 月 下 述 会 式 给 出 ; 
(11 .2) Ё = > ZI r. тр 
HU 


其 rH, 当 Т.1021, 1 HJ, 


(11.3) Zi (ань) uM, ан, ан. Жү, 


(11.4) Uteexp( Х,— X, — D+ +L Ot, X0) 
x JH +A en 
7T.,-.£ zl . 


证 明 首先 我 们 证 骨 了 二 co as , HTH Wien, 
2 аху< Too ав. , РЖ JL S- Bp o, EAEI +t dX) -0) 
在 FR cpAGEH,WOITCL-aX-0]as., В.Т, | + so a.s. , 
Xj Rk п, 我 们 有 
(11.5) (Zr Zr) Ems (Но, Ha) ia 


Taf 
Zd X, 


ғ 


& G= F rnae В 


EE 
V Zl m, оуу 
Ep = Ат, erf, ee]. 


ШЕ 2138 10.2, z, A, e С) ЗР, LL z 2930 TF Jr НИЕ — A, 


342 mb up Eiro BEI 
T 

{11 „Ө, m hu -F | ^E. Om, 
Ü 


7 Puram To) „а Ear pm]s EIE | ç 为 буы, 
а T) y—a7, Е= ВА, u= 
u NI T] Jy gen — А. 
i 
(11.8) uml | Us is, 
0 


这 时 , 容易 看 出 [dy 一 一 十 为 不 足 道 集 . 

F ni, 我 们 就 米 具 体 求 解 方程 (11 .8)， 假 定 其 解 为 如 下 形式 . 
(11.9) ш. = Ou y), 
其 中 心 为 一 待定 前 【区 ES, ja e= ZG), 于 分 部 积分 公式 GE 
A dae =w_dy) ` 

du = C dw--: dC--dlO, wj =u dy-r: (dO --d[O, yl), 
А (11.8), du—dk-ru dy, 138 
(11.10) w шого, y]) = dk. 


由 于 |w| 严格 正 , Н ао. a iia 5 Bk |w-| 严格 正 ， 于 是 {一 ) 


为 局 部 有 界 可 料 过 程 , 从 而 方程 (11.10) 订 改写 成 
(11,11) 404-010, y) = SË 
E (11.11), 我 们 有 


до = -— AE _ 
wil + 3y) 


— 


Ak 
qD 
于 是 
d(C, 11—40°, y^» + AC dy 
ФЕ, o, dkdy 
m ш 


— 


_1 
=- 018, yl. 
н 11:10 8 
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H T Co us — ko, 我 们 有 
(11.12) Cv kot | n (а yle 


у о 2, 
Ў ЕВИ, u= Сш 为 方程 (1LL. и 的 唯一 解 ， 
注意 , nel, 2, -Too( 约 定 47--0), 我 们 有 
AZ, d m... = (d п" HEr, ДАХ p, е 
= (4H r, — Zr) I crei; 

BA Zim = АНУ doon 于 是 有 

Au = CH, us — JH z,..) Í rp, <ер, 

ko == AH s, iT, <) . 
此 和 外 ,在 Ls 过 oc] 上 ,有 | 

eru exp( A ppt X m, = CX XO art lor, х") 


> HI (1+ АХ pjat UL, 


Тышы IQ 


H TF = (уу = d (87) - d (2*7, РЕ Т, оо], 对 0<t< 


Tal 4 a, 我 们 f 
| Tatt ү] Tatt НГ : 
Оһ ( An, |” qut А рр 


由 于 当 TSi Tna hl, П р, = 由 上 式 得 (1.8)， 定 
理 得 证 . 
下 一 定理 是 定理 14.7 的 相应 推广 ， 
14.12 定理 БХ, HAPTER, Yo00 4 
Х=М+А, H=N+B 
为 其 典 则 分 解 . 若 LAA=11 为 不 足 道 集 , ЕНЕ — BJ ap pR oE Rh 
Z 满足 方程 








(12.1) Z,— 如 ,十 | Z,d X,, 
Z РАЖ. 
(12.2) Z=, a 1 x). 


正明 留 给 读者 作为 练习 
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$ 3 指数 特殊 半 蒜 的 乘积 分 解 

Хуэй, ФПИ ШОР RISE. OX 是 否 可 以 表 为 
—J&j Bk L 与 - -可 料 有 限 变 差 过 程 卫 的 乘积 b 这 一 问题 最 早 是 
ito- Watanabe Æ [11 spp Х AIER ESTO SEGUE ER, 如 里 
Ah X 具有 所 述 的 性 质 , 则 X HEER. 

下 一 定理 是 我 们 的 基本 出 发 点 . 

14.18;E:8 EX ИНОЕ bk, X — M + À 为 基 典 
则 分 解 ， 如 果 -44-- 一 刁 为 不 足 道 集 , 则 存在 一 零 初 值 局 部 鞭 N, 
使 得 E( 工 ) - 6 (NF CA), 

证 明 由 定理 14.7 的 证 明知 , qrg 为 局 部 有 界 可 料 过 程 . 
АМ =d M, W N PRSE RO, LUDERE 9.20, 有 





LN, 4] - 4A.N — 


页 由 定理 14.5, 

FODF (Ау=& О IAM TN, A) - €(M + A= (X). 

F ЛЕЯ 14.12 的 推广 . 

14.14 定理 设 X, Y ЕЛ АЗР, H Fay = —11 为 
Mapa aa aii 2, BT e (X +Y )=# (Z (Y y. 
AB Zu ree 


тйл M= M-N. 





2 Uo AX, ДҮ, 
(14.1) di xd Р%- oS. LAF, 
特别 , 令 Ay: 
(14.2) Y= -Ү,+<У°, ey + PEETA › 
则 了 НЕ — 0с ВА, 使 得 
(14.8) «(Ууе(Уу-=1 


证 明 —#7:65., BRIS 
1) ~--: 航 说 来 , е РНЕ (OXDGERB 14.15), 
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“Т T Ур 


7 ЖЩ, 对 几乎 所 有 o, АЛП Е-е =t, А811 ДУ, (о): < 


go Eun cp 42242 为 适应 有 限 变 差 过 程 ， 由 《14 


HEBR ERI EER 
Z—-Y-[Z,Y]-X-Y, 
АКЕ ЕР 14.5 48 4 CCHY) (Z) (F). 
U41 9,4 X=Y, W -Z, Hg 04.3), Y 的 唯一 
性 可 由 下 一 定理 推 得 . 
14.10 定理 j X, Y MB T SNI E Rh. {#14 (X) = 
EF). ТЕА) = 全 为 不 足 道 集 , 则 X =Y. 
证 明 首先 我 们 证 明 ; 设 Z AFIRE, 使 得 e)l, 
则 多 ~ 0， 事 实 上 , 我 们 有 | 
1= (Z),=exp[Z,—— (0°, Z 
4M Dog a+ AZ) — Z), 





k 
Z, = E (2°, Zo — У) Dog +- 42, - 423]. 
HAZ 385358 r Rapa, 故 =E: ix Zt Zug 
连续 局 部 瞬 部 分 }. TEA 
Z,-— Y Пов(1 t44) — AZ]. 
这 表明 Z AARTE. WA 
AZ,-- — log (14- AZ) + AZ, 

从 而 42, —0, Ju (Z ESSE, ДЕШ 2 = 0. 

现在 来 证 明定 理 . БЕ, 6х) 0] AE S E, ЖЩ 
M 14.2, [Ах ——1)2 GEB, 4 


15.1 X=- Xt X° С-га 
( ) t | t< >t ,之 av. $ 


B48 ®--ш® HA IE PL TER 
由 定理 14.14, (Уу (X) 24 CX (X) =1， 故 由 定理 14.5 及 
上 三 证 明 的 事实 , ВТЕ 








(15.2) Y 4X4 [V, X]- 0, 
TERNE 
(15.3) ye= — X: NO 
I5. (15.2) 5.15.1), 我 们 有 
а _ AX 
AX 1--AX | 

lo. AY = 一 аы — V 
(19.4) iraX ү АХ С^“ 

1 + AX 


W(15.1). (05.30 E (15.4 46 X (15.3), vaa Y — X 
MERHAR- 2 Н ВРК ЗР В REAR. RIEA h- 
个 一 般 结 果 , 然后 给 出 它 的 车 十 应 用 ， 
下 面 我 们 用 Z aO SE Z 的 可 料 投影 . 

O IEE 设 (21) 为 一 特殊 半 鞍 ， 如 果 对 一 切 iER,, 有 
Z,*Üa.s., Z, 0 a... Н-0120, B Z= O a.s. , M Z HN Anl 
下 唯一 的 乘积 分 解 ， | 
(16.1) 2= 1.0, 

其 中 Lo Zo, Ds = 1, 17 2— Ай, D A — BDEUR PRAE Z5 SERE, 
证 明 Q Xoj Z-— =Z, АХ РАИ Е Ф, B 

=Z (X). 4 X-—- M-- A 3 X BJ moy f, ШШЕН 8.16. 

人 ,对 任何 可 料 时 S, # ELIM sdice | 78. ] = 0, 故 有 
ДАр, ас) = анн. Ф al 


AZ s... |. s] 


Z- 
= Igent g [ZI a<] Fa] 
R— 


A 
一 унс р Za. (due ze]. 
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ВВЕ, ES ool Ei 7,6 0an НОЕ [Soo] E44, —1 a.s., 
EF ATE ZERE MA- —1]29 GU E, HEM 14.18, 4 

ESTE ; 则 有 

COD - (N ECA), 

A L= Z, (N), РСА), WG Z— LD. 

ТЕШ ARAIN — tE, B Z= L'D' Hop 1-20, D=i, L у 
RRR, D 为 可 料 有 限 变 差 过 程 . 令 IN - VD, A= D, 
则 有 





CON =E (NOE CAD SE NEHA + ON, А7), 
53 —73 B, RATA 
бХ) ELNE (D =E (N -- AEN, Ар). 
WHER 14.15, 我 们 有 
A +A [NU A'1- NAT EN, А1. 

但 由 定理 3.20，[LN', А] K LN, A] Apu ERR, ЖЩ Eo A, 
A — A AEMET ЫН RE БУЙРА, Mam AA, 于 是 有 了 = 
W, L—-L. W- -PERHE 

作为 这 一 定理 的 ~ 个 特别 情形 , 我 们 有 

14.17 定理 (Z0 09 — R EREM, B. iso 为 严 
ЖЕ, 则 Z A PET 28%; 
(17.1) Z= LD. 
其 中 La 2, Ро=1, Р ЈА, D 为 可 料 有 限 变 差 过 程 , 此 
外 ,在 这 一 分 解 中 , L ж D 过 为 严格 正 . 

WEB) BUT Z PIE, AARNE Z 的 可 料 投 影 Z 
tB PU ERE, ШЕШ ЕШШ 14.16, Z 有 定理 中 所 说 的 唯一 分 解 . 这 一 


定理 也 可 直接 证 明 如 下 ， 令 x,- | LL az, WJ Z= Z, CX), h 
定理 14.2 有 4X> 一 1， 由 于 44 AX ЮН E (8 AM 的 
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可 料 投影 为 切 , 故 44 半 一 4， 于 是 按 上 一 定理 的 证 明 可 得 本 定 更 
的 绪论， 特别 , 卫 - G4) 为 严格 正 , X L 亦 为 严格 正 . 

应 用 定理 14.17, ПЗУ P8 PEDE BOE 1-ДЕН Ito-Watanabe 
ДЕЛЯ t a PR. 

14.18 HZZO AARE E hh, Ww Zur 24. 
(18.1) Z= LD, 
其 中 L= Zo, Doi, Т ЧӘЕ ЛОКА, Р 为 一 严 懂 正 可 料 

证 明 НТ Z EEEIEE S rro ПОЛЕ $ë tE FE (E BB 
3.25), BH EU 14.17, 名 有 定理 中 所 说 的 唯一 分 解 。 只 需 证 时 
DERE., 由 定理 10.6, 我 们 有 (约定 Ао. = 0) 

Z- LD=D.L+L .万 

REJE HEH Z 的 Ito- Watanabe 分 解 , 故 由 定理 8.19, -L.D 
ANE, M L. D 为 降 过 程 ， 寺 是 D-1e[ T— aE. D), B 
为 降 过 程 . 

应 用 定理 14.47， 我 们 立刻 得 到 Yeurp, Meyer 在 [站 中 给 出 
ВОЛЕ ЖИЛЕТ ЖЕЙ И ERR. 

14.19 (6020-Е ЕТӘ, H (Z, 46 为 严格 正 , 则 
Z Eh F E — 358. 
(19.1) Z= LD, 
其 中 Lo= Zo, Do—1, LAF EIE JO BR, D 为 一 可 料 增进 程 . 

ШЕВА 闫 似 于 定型 8.19， 我 们 可 以 对 非 贰 焉 蒜 建 立 Doob- 
Meyer HREH, REPETE D Hr. 


5 是 非 负 特殊 半 加 的 乘积 分 解 


本 节 我 们 将 研究 一 般 非 负 特 殊 半 吉 的 乘积 分 解 . 
14.20 引 理 Е Х-Н, X —= M + A 为 其 典 


i ww w 
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则 分 解 ， 令 
J'--3nf(t: AX, = —1}, 
T" --inf[ft: dA — 1). 
üAaXcÉ-—i, 则 

1) Таа, E. TT а.в. ; 

2) Tk Br Т, TI assi, 使 得 限于 每 个 了 0, T.I, Ж аА — 1. 

证 明 1) BTiTIC[(A4—- 1]. kT ы npe, TER 
们 有 [AX BL. | = ДАр рн. Ш АХ - 1, " Hj] 
#[ eo] k, Ар 1 а.8.. TPE Pat am 

2) ЕР (S, НИ T", A TaS T A Sa D UIS) АЕТ 
的 性 质 . | 

14.21 EX i M HAERE, T u— E # 
M 9 [0, T] ERER, АДЖЕЛЕ КИҢ TaT as, EAR AA 
M RRRA ЖМ 为 20, T[ пир ЖЫЗ КИЛЕ ЗЕМ, ДЖ 
EFR T. TT as., 使 得 每 个 МТ» 为 可 料 有 限 变 差 过 程 ， 

М A BEENA, T 为 一 停 时 , 令 停 时 了 ,人 a.s.， 
显然 , ДАРТ n, МОУ EO, ТЫТ EARR СНЛ ҢЫ, 可 料 有 限 
AE2ETETRO, ШМ 为 [6, 到 上 的 局 部 蒜 ( 相 应 地 , 可 料 有 限 变 差 过 
F). 

下 一 生理 推广 了 和 定理 14.17. 

14. 嘴 定理 х HPA E, Н ахь-1, 4 
X —M +A НАШР. 

T—inf(t:a4X,- SIR 
则 ZOX ШТ E tA +y RR. 
(22.1) ECA) = Le (А), 
其 中 三 为 上 0 Т] БЕЙ. УК, AR 
(22.2) GOX)-—L'D', 
其 中 Lel, D.— 1, 1 50, TU Куй И, D oS [0, TT ri 
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ЖЕ РЕЛЕ J, ШР ЫР ДЕПО, ТТ БАБА, D'A 004 
ТЕ 10, T[ ЕЖЕ S. 
证 明 由 引 理 14.20, ЕРЕ 7,17 a.s.， 使 得 限于 每 个 
10, ЯМ], 有 44> -1l PEREM 14.18, 对 每 个 %, 我 们 有 
EX) E (AT e (LIC 





Ta e Ta 
Ir М JE ' 
4 


po-e( М"). n—1, 2, +, 


1 
l1-41- At 
L= 2 Iib np Ро 0), 


由 于 在 [= 702] E, Ж L9 -0(8 4 CO -9, (А220), i 

1 17-09. PÈL» IO TU E0055388, Ж (22.1), 定理 

的 另 -结论 显然 
к=н T ЗЕ Bit ЖАЛ. 

14.98 定理 Ub Z o AE SUPCR, EL Zo Oni, & 

T —ini(t0:Z2,—-0 或 Z2, —-0), 
则 存在 [0, ТЇ E. 5 Т, X T0, TT 上 的 可 料 有 限 变 差 过 程 孔 
使 得 L= Zo, Do=1, ВЛЕ 0, PE 上 有 
2 = РР. 
此 外 , 在 这 一 分 解 中 , T, ЖР TE ГО, TT. 上 是 唯一 确定 的 ， 

证 明 < 8-0,2, со, 则 由 引 理 14.3, 及 为 可 料 时 ， 设 停 时 
FL) 预报 B, Ф p a= TA R, ЩТ„ЇТ, Ир n, Z_ BUT 
Io, Т] 为 严格 正 ， 令 Х®—| gaz, W CUP) Е ВИЕ 
Fp, 209-1, Н = Zu UC), A 

Se inffi AX = — I), 
ELEC Sz», MORS 14.22, 存在 [0, ТД 上 的 局 部 革 Le 
E 10, T.I ЕГИ ЕЗЕН D”, W LP-Zo DP=1, 
H 27» LODY 57,0 4 





S5 Heka REEN a51 


L | 2. LIU HS ra 


_ I (кю) 
D: 2. В" Ё атаа, Тн 


WE 10, T[ Lig», D 2 0, TEER Ta gi SEX 
程 , 且 在 [0, T| tt 有 名 LD， 定理 的 男 一 结论 显然 . 

作为 这 一 定理 的 -个 应 用 ， 我 们 得 到 一 般 非 负 上 点 的 Ito- 
Watanabe RER AIE ДЕ BH. 

14.24 ER EZA ERER © 

T--infít0:Z,—0 或 Z, =0}, 
划 存 在 ПО, TU ЧЕЙ БАр L Z [0, 了 上 的 百 料 降 过 程 卫 ， 
Їй 13 Lo = Zo, D; = 1, А. 
= LD, 

地 让 ,在 这 一 分 解 中 , L R DE 10, ZE 上 大 唯一 确定 的 . 

证 明 ”无妨 设 Zro>0a.s. ， 理 则 可 在 LZo0] LARZ, H 
T Z= Z*, 部 出 定理 14.28 推 得 本 年 理 结论 ， 
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ЖХ у-н, Н 452-1, W EAER 
SUBE, EEP, 我 们 将 给 出 一 些 充 分 条 件 , 使 得 CX 0 9 — SERT EL 
Rh uk Lr up EAR. 

首先 , 我 们 证 明 两 个 基本 引 理 ， 

14.95 5|38 i M Jj — 5k WJ BL ER, a>0 为 一 常数 ”车 
Е [0°0-] «co, M] (62+) o UR] TR Т. 

证 明 H Jensen 不等式, 对 3<stsecce， 有 

в с E [emn] mu] 

HEHE Ө] РЕ Sie. 

14.26 引 理 it X, Y, Z 为 三 个 非 负 右 连续 适应 过 程 ， 使 得 


352 S RPE А ЕШР 
AKYA, Hp 06041. Ж Y ELI 中 有 界 , Z KRD 过程， 
Wy A a 
证 明 HOEF, WD IE a Pe] S, H. Holder 不 等 起 有 
ЕХ, (ЁГЕ) (eE[r Z а]. 
Т (А ses М Sto RR, Meri Z БЯ Н, 
REREH dd ЖОР k ЗС ҢЕЛ), ЛЕЕ E 
Jg RAI 五 一 本 积 性 . 


em). 


车 vVOcaci, [И 00) 1 <оо, H lim (@@[W.(a)])! °= 1, Ш 
sanampa E — — — 
^ 证 明 设 0<a<1, 由 指数 公式 ,我 们 有 

(201.2). (aM), 





(297,1) W (a) = exp x Mr, M^», Ha -{- a AM )exp( 一 


1 
—exp( aM, ES (M^, М", Jr Ц (1 алл, уе "2 


= (М) orp 0:9) (ме, м Ц rss 





_ 14-6.3M, (1--0)4М, ү 
aE o TAr 1—a —V E 
E (MYW: )а) ^ 1--4M, exp l+ dM, 


1-2 a3 M, ide s А 
ira 00. BUSCAS eer 得 


ik H (27 3) $8 
(27.3) E (oM) P UODIW,()17, 
但 容易 证 明 ， 对 0<a<i Жа 1, 有 


(27.4) f(a) = (d-Faz)e i921, 
上 邦 对 一 切 02 az 1, Ие) J BH ОЕ ОСЫП НДЕ) ЫЫ). T 


Ф = 





me 7d 
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E RS 12.26, М) у иийй ран (27.8) 45 
1= [4 (a MO. x (Et COM) Л) (а) ] 1179, 
在 上 式 两 边 取 im AEST (М > IT MEE BEN] < 1 (8 
ó (M) "TS LEJER 8.111), E ISI OD] 一 4。 由 此 推 知 
e GH) Aara H gk, 

14.20885: ik M À — fe NEA, H АМ >—1, 4 
(28.1) Wia) = exp 可 “人 二 da) в теа; d 
35 V0 «ca«ct, ËB[W..(a)] «eo, Blim (BE. (a) ] I7 - 1,99 (М) 

 ——Mn>x> Ill м rites api n 
ир Ы рр ¿[W.D соо, Вр СМ) у — s& apu 
ph. Å y yo 
一 证 明 ф}ЕО<а<1,‚ж>-1, 4 


7а) = (1+ar)e Te, 
JE f (e) ege Ра) FO. j E H (27.1) 及 
(28.1) 4t W (а) >И, (a), Wk EO ie. 
Е 我 们 也 可 以 直接 证 明 如 下 不 等 式 : 
CE 
НИЗА НАПЕ. 
14.29 5118 设 03z> —1, 0<а<1, 则 有 








| o 2m 
(29.1) log (L+ 2) =< 21 
(1—12 12 
(29.2) 1 | iu < (1 ado» I 
pid ac gtl-—a)z 
+ 电 —— = ——— s... a 
кы? СГ 2)9 "UP д 
证 明 72) = 10р(і-- zr) 一 drr-d8 (1+4) 24 LI 


ni | А , 
сеа е s: 
f i-r lw 5^ (ds) (2 rj? 


354 |» {цуз O HLHH 
Т 4 Ов — 1 PJ , Ж Р eo, Wf £fFiz)«7(0) 0, (29.1) 
得 证 . 

为 证 (29.23), 4 


gl —-log(i--ac) —a(2—a) log (+a -ra(1—a) -iM 











142° 
" (2—a) (1-а) 
.,,8 | a(2-a a(l—a 
gs l+ az 1+2 5 (14 c)* 
.  ,8(l—4«)59 a(l—a)r |  a(l—a)z 


(1++2)(1+ш@) | (cz) (+e) Clase) 
+ Jt 0ÍB2—1, # 9g(2)20, ) (2) <9(0)=0, BE Bl 
(29.2). 
最 后 , 我们 有 


29 a 08 — ай c 
24-2 1+2 (2+4) (1+)? 
于 是 由 (29.1) 得 


=Y m 
1+2 
(1--2)е Tte «exp EET 


) (14) * 
由 此 利用 (29.2) 得 (29.3). 
14.30 引 理 设 0<5<1, 0<6=1, »—1--6, WË 
id tr rp E 
证 明 $ z<0, 则 出 (29.3) 推 得 (80.1). 若 % 宇 0, 则 容易 证 明 
-Har 201 — ауа? 
(lc c)? 2 | 
由 于 (OSL, ШШ БЕЗЕ (0.1), 
14.31 定理 МУФА, H AM2>- 1+5, E 
Б 0<5<1 4 









Hla) -exp| £ CM*^, М», + 575 IM", М"), +. 


Ti V0<a<1, H EÉ[H.(a)]«e, H lim (ËB[H.,.(ay])! ^ —1, 则 
= ari 





V 








15 ВОВЕ ОТЕМ ass 
ССМ) 29 SKT ВА, Hell, Ж ELIT] «oo, 则 ОМ) 39 — Sk 
PJ AR Bk, 

证 明 {#0<а<1, B (27.2 38411 
(81.1) “(a MY 4 MY expt cre, M^ Т-А, 
利用 不 等 式 (29.3), 我 们 得 到 
(31.2) (aM), doMYH,()1*. 
由 此 按 定理 14.27 AEH EA, ССА) зу — Scu] В.б. 

14.82 3188 设 0<4<1l, 0<0<1, 8<- Dile 则 对 任 
f] w 汪 一 1+8, 有 


£ ` T+ 站 一 《一 
(82.1) Ет Е; (aar 


证 明 5105 В<а?<а, 4 
f iz) = log( 1 + qaz: — Blog (1 +z) — (a— В), 


Ei 0: 





ni PF 
T a*m 
- (a- B) = i 1 + az 








„tle 8+a(a— B=] 
(1 +z) (1+ ar) 


ine" > 0 В, 有 f'ie)< 0, Mm f(a)< f(0)=0, 3⁄07>z> 
—8  Ha-—1B.4 f'()»0, ДАШ / (а) « }(0у)=0, 但 


Wie p=. 





=| Be 时 ， 我 们 有 三 i 一 一 一 1 一 T FE 3 02z:> 
一 1 十 时 有 7 (zy «0, кин, 
14.33 ж H MA- X) Ë — sk ap prd АМ > 





—1-4-8, Hop 028<1, 39 V0<a<1, ж [exp — D M. | «oo, 
IUE sss C MEE E S P NM 
H lim (2 [oxp 95 M.]) -1, MENN- REIR e 


别 , # exp —L М. ] «oo, E & (Музу — ЖАЙА, Uf 


asp $- йз e HAA 
a 


J—a& rað” 


证 明 设 D<a<1, 有- 由 指数 公式 , 我 们 有 


2 
(aM), -oxy( aM- CM, М EG adM e tr 


-E Qt өхр| (a -BY Mt Ë“ € n, M, | 
1-4, ИГРА 
xli 一 Ei ААМ. . А n а 
НЯ 14.32 及 Bsa’ 这 一 事实 得 


zl E? г Í Fa a— 8 л 
(a M) < М expia BM = (М)? (охр 1-8 м.) i 


ж аА 9 рр, am 14.25 2 14.26 A, (aM) 


为 - p ШШК, 29 81 
Беттер) n 


1—8 
e> lim (8 |exp 一 s aL.) =1, 
故 接 定理 14.27 DAE ERE, СМ) — Scu SUR. 
14.84 EE 设 М3 ру — 8, Н ДМ» 1, 4 
ЛЕ K 2-1, 10118 E|oxp K Ma] «oc, W Ç (M) € ж, 
证 明 ik Ocal, HT wez—1IM,(li-cx3)'x1- ac, PZ 
COD «d (aM) < ¿exp M,. 
iz Ё [expM.] <20, ШЕ [ехраМ.] «оо, Wk Ha 14.25 推 知 ， 
ё (aM) 73JE fA -- Sk n] HR, 于 基 由 Doob 不 等 式 得 
E lupi (M< R [(вир # (aM) " 
1 


—-———4-supf& | & (a МУ?) 
(has ym 7 








= 
E 


< 





SUD E [exp Ml 
(i—a)* 


C E £ [exp Ma] «oo. 
(1—9) 
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这 表明 Z (M) C on, 

W Е [ехр K Ma] ee, H H K 71, ESI 

CODE exp K M, 

i ҢҢ Ө! 14.2570, ^ CM) КПУ, rh UG ИФОМ ЕЖЕ, 

14.85 жш 设 型 为 一 零 初 值 多 Al W. dm A f E 3: 
Осі, HR AMI 一 1 二 3 И] SUM) #kruj ipi 

证 明 ЖЕП. 对立 六 一 于 十 合 ， 有 (ü-c-z)e me EH Td xj TE 
WAART, ШЖ y ER | 


COM 
ó CM), 





>өхр{ f. -Mp 一 二 (MK Ms b, Mw) 


1 У) 
-a5 NAM) 


>oxp| (M.,— Мт) — 2$ (LM, M*«.— LM, M] 21. 
H Jensen 不 等 式 , 我 们 有 


(MD. lg и ) 
Ka ; =" с — N ut M, "T i 
E apr ^т]> oxp| 3g FLU, Mle- LM, М-Н] 





W 


-oxp| 2: 5 M na}. 
Mam du 
OD LEIE (M) o Y] lexpj 高 пи. 


xx НҢ C CM — Sn АА. 
изеле Й 0<5<1, АМ> — 165 ДЕК: 1< 


| AM, - 
m" K’ ем, Мз П (1-- AAI.) exp( — ATI | «1290. 
СМ ER, 其 中 = iu E 


证 明 ЖН 
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(86.1) {MF -exp( KM. Mf, M°; ) 
x J[G AM, Ne a 
=E EM) orp КОК 1) су, М", 


| а f (K- DJM, 
xilt aM oxp( =“тъК4М, 


х 1+ 43M, ( у 


— 


li F KJAM, Р ЕЛМ, 





_ 1 
(КМ), A E, 


其 中 
K? n 5 Клм, 
А =ехр — MS, М» JO +4М„)*вхр{ раг). 
^ EK? | К -+ a 
+ ор ЛШ 1<г< Ë, Н.Н 
T 1. -ll т 
0x CSK-i1 | KE 
Кен (36.1) 49 


EMIKE (KEME АЕ, 

但 易 知 Cdn 为 增 过 程 , ЕВЕ 76 91 14.26 知 , 6 (MOT AS CD) 
irf, HD ZUM) COT, 

14.973838 设 0c8«1, АМ>—-1+9. PEK: 1< 

1 
Kc 使 得 
K ° 

(145) 
则 存在 +>1, 使 得 SCM) eor, 

шй #1<А<-—. 4 M-AM, W 

AMPA(-145)-—14 GAFAS) | 


# (27.8), 4 ac, A MARFA, 则 得 


&[ exp] E. «M^, Mat [. M1, ме] <o — 
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(87.1) PD P DE HQ) 79, 
其 中 
om 3 oae де 
EH.) =o p | (M°, Mo, 
A^ d g 
tT TT t М}. 
lii (87.1) 48 | 
(87.2) ФМ) (АМ), E, (МУ х, 
易 知 存在 Мі<л< К, 848 


3 K 
(2 一 入 十 A8) (1— A TAS) ` (118)8°” 
于 是 , ЖИЕ ЕЛЕ 14.86, H (87.255 EM) € 2#r, 其 中 
Aa 
2À—1"' 
14.38 定理 Q AM -FME пр, H АМ:>—1-+-8, 


其 中 0<6<1, ЖЕ Ki MEM дузу 


т 一 





1 . - | K: 
有 EC atn ob ro "人 Гү ж“, 


l-cu-r 
a28 
1--а+ад ` 





证 明 P 1<а< = 5y: h= 与 引 理 14.82 类 似 


ар, 对 任何 > iL 有 
(1+2)* ={А—А)Я 
Tiras O SI, 
注意 到 AS, ШЗ КИЕ 
ё(М)}=өхр( AM 一 全 CM, "ocu 


— 





end i (aM) exp! ( — a) Mit 255 а? À ем“, M^», | 


1 | t d My? g cmd. 
x I ^ra, 


380 F OF А ERA 
«САМ ) ,exp[(Àk— a) M]. 
A dero MA 


\ 1-2 
(88.1) _ (MES (a M)? (exp; 1 Aal м, ) . 
~ : . ғ (KE? 
BEL. | 25 а 
"= 于 是 用 引 理 14.25 М 14.26 知 , EMY 


HAHAE, AiE S M) C ж" 定理 的 只 一 绩 论 显然 。 


ж + ж = 


软 的 随机 积分 过 未 


FTA, 7, P) X TARZH, (ОЎ, n, 为 一 满足 通常 条 
忻 的 о, (М,Н SYED CZ) Jay, 一 个 重要 问题 是 : 
TET A SRI, T. FECE SHE C ) АВЕ М, WUA — ир Бай 
АМЕ 于 对 M WSRRELIRD. N = H.M, о РҮН ВАЗЕ 
HA Jg, 我 们 称 具 有 这 种 性 质 的 局 部 组 M ру п] ЖОЛНУ ДЫ, 可 
X) Xem t, 


SI fF SD ERAS uxo 
16.129328. oA- РЕ ЈАРЕ, DU Rx: 
fr. 
1) M 有 可 选 表示 人 性; 
2) -BF VAL TERR aT e y — up SERIO М 的 随机 积分 ; 
3) ELA- ЗИН ВА, 使 得 LL Д) 0, m L. Q; 
4) W L 3-2 544828 FUSE, 73 LL, MT--0, Im 5-0, 
证 明 2)=э1). E NM AFERRA. 由 定理 9.27, N 
ВИТ ЛЖ. 
N= f.M +L, 
其 中 了 为 一 可 选 过 程 , LM, L]—0, 5,—0, {ШЕ 5-0, ЖЕ 
LEX! dU SEC Mate o€7 i FIL EEA Pr Sk p| UL), 
f 8 [LS — L| 一 30， fip 24， 我 们 有 
LU _ yf M. 


382 B unm ШРЕК 


其 中 FY 为 可 选 过 程 、 于 是 由 系 9.， 


пие, L1 f". (M, L] =:0, 
从 而 


ECV (L, 丫头 昌 (VER L9]. + 1E, Te) 
= (у L, L®— L|.) 
= Le — B] a, 
这 表明 EGO, E].) -0, BB 5-0, BOR N - f. M, 
1)=98), dk L9 —5€ MEUS ERR, iP M, L) =0 Bi, 
L-f.M, Дер f Aaka. РЕ Р.М, M]= [L, M] =0, 
BK ZA. [M, M10, W L—f.M —0, 
8)254) 显然 . 
4)232), Ë N 为 一 零 初 值 有 界 蒜 ， 由 定理 9.27， 
N 一 请. M++ L, 
其 中 子 为 一 可 选 过 程 , ВИА ЛОВА, H Ur, L1= 0, 
页 让 仿 易 知 工 =0, 从 而 N= F.M, 
注 车型 为 连续 局 部 鞭 , 则 由 定理 9.18, 定理 15.1. 1)、2) 
中 前 “可 选 " 可 改 为 “可 料 ” 


$ 号” 可 料 囊 示 性 基本 定理 
我 们 用 2€5 表示 零 初 值 2C€7 Sar k, 它 是 一 Banaoh 空间 . 
15.2 定义 5 QV J 2 E ЕНТ, 称 多 为 21 08 
稳定 子 空间 , 如 果 对 一 切 停 时 了 , 有 
M € > MT C Фф, 
'T—5 58 R BR Же s a АЙ р at ES | ga. 
15.3 引 理 HM A4-— wi A 


3 一 | 产子 为 可 料 过 程 ， 使 得 eu | Fiar, an, <), 
Д (F.M f 6. 为 ЖИЕ FEM, 
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证 明光 显然 是 一 线性 空间 , Sla- Ey | AAM, м, 
上 的 一 个 范 数 , 往 证 X 是 完备 的 ， 设 (f). ROC rp BERE 1, 
的 一 个 基本 列 ， 必 要 时 , 选取 子 询 , 不 妨 设 S UP o нос, 
TÀ 
e| S (Po mun an) |= Sem orm unos. 


从 而 由 K— W 不 等 式 ,对 几乎 所 有 o, XE UI ЄВ, 有 
f, 3 oo 709) 180и, M). Go) 


en f . $ 
< Sf Gri -So ALM, MY») 
x (LM, М], (0) )2 < 00, | 
A- 16, 0): S [fr (өю) — Fo) [< +оо}, 
则 4 为 一 可 和 料 集 , ИЧЕГИГЕ h, 有 ТАГ 0. CET, R 
115 7-0. а 
g= Хуа £o MGrm- PL, 
ES | 
Firs 9: о Р + 25 Р Р <eo, 


W f€, WFG- 3X A-a is 
F- СӘТ M UT frs. 
这 表明 ЖОН ЗЕЙ. 
HF IMi 17, k y JR oCSmTGB. W fc, 
& N-f.M, WAREN T, fIo s €, СН 
NT— (FIn) MEH, 
这 表明 dr 是 OF IU a yE T SERI. 


364 第 十 五 章 ЖЕП ИЛЕ 
下 一 十 惠 是 可 料 表 了 示 性 基本 定理 , 它 与 定理 15.1 092610, 
15.4 ШЕ HMO- EAR, NI FADE S S 
1) M # nf EHER EE, 

2) —UBISE ECL S qa np 3873 a ERR M 的 随机 积分 

9) HLN SE. (E4 LM WE MN L = 0; 

4) LAEE gig LM mge,m L= 0. 

证 明 不妨 设 Mos 0, 

1j 不待 证 :， 

DD, FAMA APER Ў 25 ја], M A ZE ЭЎ НД. 
采用 引 理 15.8 HRS, H 2) 我 们 有 ACK, whs 15.3 H 
= Жо, MARE 2 пу 77 — E M 的 随机 积 
分 ,于 基 M 有 可 料 表 未 性 ， 

13). g L -PRHE AWA, 使 得 六 为 局 部 对. dp, 
Е ЖЕ У, dud L= f. OM. TES., M1= L, М} 
有 上限 变 差 局 部 款 ， 上 由 于 子 可 ËL KAn, Fiere. [三 MJ = 
Г“ пск LM, M] ЯВНА ЈА КВА, 旦 为 增 过 程 , 故 为 不 足 道 过 
E. Vno фу (b, Ly = fa. М, M1-0, $ L--0, 

9)-24) Sk HE. 

4)=ә10). BEOR. 采用 引 理 15.8 的 记号 ， 为 证 1)， 只 需 
证 4.24 但 由 避 理 15.8， % 2 SÉ BU BJ НВ], kk H St ST du 
Hahn-Banaeb 定理 ,只 青 证 时 如 下 事实 ， 设 了 为 关上 的 一 有 办 
RETZE, WMR- HJ K CU, HERK) -=0, Wpi-OU—u 
HEr KH) 二 从， 往 证 这 一 事实 ， 由 定理 11.22, FENE 
GM C. 使 得 对 -- 雪 КЄ 1} 

l(K)--E[K, №... 

依 假定 , xp— BJ K Cv, AELE, N).—0, 由 于 4 稳定 ( 引 理 

15.3), dX — ЕНТ, A ELK, Njr= ELK", N]-=0, MAM 

(К, N) A STE ER GEM 5.40), Sinj Taf +o, 18 
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MEHI RJ М" Te sa M C A, СМ”, А) ЖАЙ, 
ATIM, NHARE B N € # о, GRN Т, Y со, ERI 
N". HARA MTM. N1- LM, М? э Буй, E) M NT 为 局 
+. 故 由 D, 对 每 个 N0, А 0. 这 表明 对 -- 切 
KEXAK) -0, MR, 
15.5 М4 j (Me МА, $R Mo 为 标准 的 (关于 
CFA), E ERAM TIER: 
эс 为 -与 等 从 的 概率 测度 , 使 得 Q Plu, T жя, Н 
使 M XS QS, G= P| ,这 里 .多 。 A V Z. ju G- 
PI, A oe du БЇ 一 至 
一 定理 表明 。 局 部 樊 的 标准 性 与 可 料 到 示 性 等 价 ， 而 标准 
eden 比较 容易 检验 的 〔 例 如 Brown 运动 及 Poisson 过 程 的 补 
偿 , 关于 其 自然 MORRIS 8 ТОЕЛА ВА), 这 就 说 明了 标准 性 
这 一 概念 的 重要 性 . 
15.6 定理 Ur M 为 一 局 部 鞠 ， 则 为 要 M 有 可 料 表示 性 , 必 
ABRE M 是 标准 的 . 
证 明 充分 性 ， 设 M 为 标准 的 。 ФОУ 为 一 零 初 值 有 界 蒜 ， 
使 得 NM WRR. XE LNT OK K 为 一 常数 ), Ф 


а= 1 + 22 Je, 


| dis 3 
my r — Л : bad E 
MJ СР, C=Pl SA xS, 5 





бы N, 


2K' 
MJ LM Йй, Scr 3| 88 12.2, M yeaS, di uM 
是 标准 的 , EUG Gels. Ani N.-0, BONO, REEM 
16.4 中 的 断言 由 Ev, ic M da up ERE Ek. 

DREE ШОМ ARER MEM 巧 .4 中 的 断言 和 成 





h-aj |Z, |= + 


see SE PAMILA 


x. 0-Р, 90-Р, 5 «K, B M ЖО RRR 
NiE || ә, |, Ауана, Bh 81 38 12.2, 
MN БИЙ, 帮 由 定理 15.4 ТИ 4), N=0, 从 而 对 一 加 ` 
(CR, E[SS- 7, |-лая,, BEGP]. TE М 为 标准 局 
й. | 





$3 Brown 运动 的 蒜 素 示 定 理 

BONO X Fo 适应 过 程 ， 令 Fregan si, б 
(ФС), Ep A = {AEF :PCA) 一 0}， 我 们 将 称 CHD 为 
CX D fl] EL К oid CIE НЫЛА Ж. С?) CX OR B d a AUR, (ZO 
СФ ЕШ). 

15.7 定理 B (Bj) 5 — C9 p Brown 运动 (E Ж, 10.8). $ 
(FOAR HH hhk, MA tEn WV = S= S. 此外， 
(Bo с.) Brown ја 25), 

证 明 ”学 = V. 这 一 事实 是 (Hr 的 左 连 续 性 的 直接 推 论 ， 往 
证 Wa. 1s WE 

[E [e "9 i g] в [eio 79 | 32,1 

end [IS (o9 | 7,31 дй л = QUE = 一生 -5 
4 0<в<й—, 我 们 有 
Е [6 [2] = is [ES Ге, || 2,17 


+ 


м В на ера. Е 


= E [e "Ux | (2, a. 
4 810, 我 们 有 
lg [en | а] — QUA 
由 于 ЖОКТУ [acos (ut) + Psin (at а, B, uv; CR, ¿= 1 


n=1,2, … 对 乘积 封闭 且 生 成 号 上 的 Borel o- 域 , 故 由 单调 类 定 
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FECEBEI.6.1), XR E--UDG Ж Borel pier f, £L f (89 
| 多, Jg e (B,) аур ЗК, WEE- Borel 可 测 函 数 % 使 得 
ELF BO | Fai 7g CB. 
Ж sch <, f, ЮУ» 为 两 个 有 界 Borel ur ag dr, WA 
F Fa (Ba) Sa CBS | Fr] 
= i&[E[ fs B | Fl Sa Bn) | %,,1. 
HT Elfa Be) Ga] A (DB, пр m. BH E K E ГСВ.) . 
АСВ.) | 2l 29 e ОВ) EDI, {БЕЗЕ ELE 9) n, ВЕ Oa е, 
Cf asses 为 -- 列 有 界 Borel 可 测 函 数 , 则 民 | IT AE 18, | 3 % 
可 测 . 由 此 推 知 ; Ж a E— Fo RTI ES НАЛ TE, I Go] Ss] 
为 9, пр, 4p,» 79 Sa 可 测 有 界 随 机 变量 , WI 
| = Е [| 8..7], 

从 而 中 为 9, nj ij, 这 表明 $,.— EE, 

下 一 定理 是 Brown жәй B Sec EM, 

16.8 定理 (7) Brown 运动 (Br) 关于 其 自然 eU (Z 
A SUERTE. | 

证 明 出 定理 15.6, RAWH CB) XT C90 为 标准 的 ， 今 
Q~P, {#18 (Bo XZ: (90g Q—5 ip Ek, Wq T LB, B),(G) = 
СВ, B],(F) 2t, 82—20) XT C9) 为 Q- y BEER, Mar HH E 3 
10.9, Æ Q F, (Bò ус) Brown 1658. 由 于 Brown 运动 的 有 穷 
HE Sy AB II EE pi дЕ TE, 我 们 有 Р= 6 |, k ДЕН BO SS 3 ( %) 为 
БЕЈ. DE tE. 

注 “出 定理 知 ， — DJ (Z) RRR y ЕЛЕЕ. 从 而 由 定理 
6.41, (多 ) 全 连续 , Н 0 CF ж ВРВ, — J CZ) пра др 
Харару, 


5 д Poisson 1112 6) EIE 
15.9 5|Ш SUP, 为 一 Poisson Өй, WI CPOIZESESE, JK 
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外 , 令 Ta = 0, 
(9.1) Tamin t> T, =a dP —= + 1k, m-1,2, 5, 
Mi P ac an, BL T, T Locas. 

证 明 (Pò 为 增 过 程 ， 其 可 料 对 偶 投 影 (PO = (0) E, ik 
СРО ЕСА 6.31.30). RDA 

POP A001) = lim P CIT] ) = lim FCOLPen]) 

| i 1—1 Е i 
= 1 - lim > т ТТ. 


іе æ &=DÜ 
Mat T',< 十 ce аа. _ ЖУК, ARER, 我 们 有 
Hm (PP 0) = Tim P ( ( P,<<n]) 1, 


从 而 于 个 -Fee а.в. . 

下 一 引 理 虽然 是 对 Poisson 过 程 叙述 的 , 但 其 结论 适用 于 -- 般 
点 过 程 . 

15.10 引 理 (PDA — l'oisson 过 程 , 4 多 ?一 ao (Ps 所 四)， 
WER, d 95-9? 县 对 -一切 (多 由 停 时 全 ， 有 多 $= 
©(Т, Pus ER). S TA PORAS Е BEERE 3 Ca (9.1) Е 
30, WA $2, — 1, Е-1, 2, +, 

证 明 X Q des RR; BAJ BOURSE, BEER, ФА 
为 一 SP, WW), A- u, АД Vua 可 测 函 数 ， 由 于 CP)) 
HES, Fp o0 (ui TER). MASAKER CGEM 
1.7), 存在 RO EAJ- np dy р Ж 为, 使 得 

ho) = Aal P, (убо), тЄӨ). 
对 固定 o, 存在 n(o) 足够 大 , ERY n2=n(o) 时 ,有 
Pio) = Pha (o), 


с JA Ro, 4—17 r € Q, 同时 有 
P, (o) = Р, (иу (о), 
КОН 
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(ш) = im A Pu aM), T cQ 
= нш АР, (0), TEQ 
н h (P... |, +€ Q) 9? 可 测 , id h зу ©? uw. xw HH d = 
е, 
Л (у М. 4 АС 70, ПЕ К? FEJA W| ЖЕ 3⁄ А, 
使 得 ISh Pren r€ (Q), T Ж 
Ianger == wc (Prun reg) = a РЕ as, T cq, 
由 于 9$ —elAn [s T] :4€ 92, sCR,) (注意 Fi- (6, QD, 
kk H E BruES 
Un Cr (T, Р, т, ICRI). 
另 一 方面 , REINT a- WAA 多 可 测 ， 则 对 每 
个 m, А у 2 (v 1)- 可 潮 ， Mani ФЕ К+ > Ве Е яу np BU РА л Р, 使 
得 
Blw) — ОТ (2) ; Pra (rant) (9), Т EQ). 
PER gir pa e EE BEBE, 我 们 有 
hiw) = lim A, (P Кш); Pra (reh) (w, r CQ) 


-一 lim a (T (о) : Рт (ш) ‚ Y Є 4) а 


JA hog с (Т, Pan ЄХ). 于 是 有 
GP cte T, Purn ТЄ) с S+, 
故 得 970-00; Pun ER), 
яа P, APAE k KBER AU], MA 

ГР, 126411 = B, 

ГР, = £j = [P t] € V 9, 

(Pin = j| Е] € V2, 05 <, 
从 而 Pen 为 ngu x. ron pa, BUR 


РТ ETE : > ry i 
UER Gi Fs Pn ЕЯ.) C VR, 


зто ЖАБЕ HAEL AR 
从 而 #%,= 95. 

+ AO» SERE, 则 (人 满足 通常 条 件 ， 且 对 一 
Yk, 有 Pu 

下 一 定理 是 Poisson Ду PEH R Ar os aE Bi. 

15.11 E (PO 为 一 Poisson iy, (%) 38 Н oh 
族 ， 令 QP t M — Un) SEEMS C7) ШИЙ Ө de a T БЫЧ ЖЧ 
(QD) 按 轨道 的 Stieltjes 积分 . 

证 明 5j Brown 运动 情形 类 似 , 容易 证 明 CQ) XE CE 为 标 
ЖЕ. TEHER 15.6，[( 反 ) 关 于 (名) 有 可 料 表示 性 . 

М 为 -- 零 补 值 局 部 献 ， 则 存在 一 可 料 过 程 Н, (E 9 N- 
H.Q, 4 T, У (P G8 k WK BET A, 则 


. . k . 
> JAN, | = > | E AQ, | = EH «reas. | 


HFT Tt — oo a.s. , We EBE 9.18, JI ATR ОВА) Stieltjes 
积分 Н.О 存在 , 且 H.Q— H.Q, EER, 


$5 Е RiT EGRE 
15.12 EX HAXA- ЯШ, X = M+ A Н UU A 
ж. du BB M 有 可 料 表 示人 性 , 则 称 X ОА ЗЕЛ IE, 
下 面 我 们 用 Ёш 表示 严格 正 局 部 向 空间 ， 
É X 为 一 半 轩 ,我 们 令 
O(X) - (Le. ы: L = 1, LX C. Mints 
O*CX) - (LC Mei Ebo = 1, LX C M}. 
т Н T Fo DER Rp E E СВ STRE m КЕ) 的 又 一 刻 
划 , xx — Za Xu T МЕГ gl — 2 EPEOE LEE. 
15.18 zB МУ, 则 下 列 三 断言 等 价 ， 
D Map 
ii) ОСМ) = 115, 
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iti) O* CM) = (1). 

证 明 Di). ЖМ EIRTH 4 EOCM), M N A 
L-1i3 5k Ne, B N M 为 局 部 蒜 ， 故 由 定理 15.4, N =O, 
Bl L-1 

iij») R$, 

iisi) 4 Ау ИИ A, MUS NM ON, Ж 
INSK, Дф K 为 一 常数 , e =l WM LCOt (М), f 
假定 , Loi, ON =0, AWHEA 15.4, M C RERRRIIE, 

3c 4138 О MESE UM RISE de. 

15.14 512 ib X N WU CER, X — M + À 为 其 典 
RIAM. LOW VERE, Н. Loi, mi 
(14.1) Lco(X)«esL A= ~ (L, M», 

ш NOU, РТ, SHUA V &3SU--V X 
FURRE HB AGAR Yourp 引 理 (定理 9.20), R 
们 有 

LX-L.X-.X .LL-[L X]. AHL X] 
=L .A IL. .M+[L, A] LL, M] 
—-Lo.A-[£, M], 


PEA (14.1), 

下 一 定理 推广 了 定理 15.18, 

15.15 定理 Бх ИЕ, X = M + À Н 
ў ПЕ. gua FERAI Z, 16 2, МУ ДЕ, Н. 
A= — Z, M>, Н 


(15.1) O(x)= {E82) :REOCM)Y. 
ж, МЕХ 有 可 料 表 攻 性 ， 必 须 且 只 需 OCX) 具 合 一 个 元 素 
202). | 


证 明 设 工 为 一 局 部 款 ， 且 L =1, H51#8 15.14 AERE 


872 第 十 五 章 ДЫРЫП 
E, . 
LCO(X)e L .A—-—4L, Мө .Z, My=0 
eL- .ZEONMY. 

B LEO), R-L-L..Z, RBRCOOD, B 1-02). A 
之 , 设 RECM), 51-902), W| R-L-L..Z, Ai LEAX), 
MON 5.1. 这 时 , RAH OX) = (OD) 000 = Прем 
有 可 笠 表示 性 ， 定 更 得 证 . 

ж 定理 中 关于 X 的 假定 等 价 于 如 下 假定 : 存在 一 等 初 值 局 
WEZ, 使 得 42, X» def, Н ХА. Ol, X» ЖИЙ. 这 样 的 
ЖОВ, 可 以 避免 涉及 X R Ok RU Ж DAHAR. 

下 一 定理 给 出 了 使 定理 15.15 的 假定 成 立 的 一 个 充分 条 件 . 
在 连续 半 灶 情形 , 这 一 条 件 也 是 必要 的 ( 见 下 面 的 定理 15.17)。 — 

15.16 定理 5 X AFPR, X —M A 为 其 典 
WARE. 假定 0 (X) dt RDE), &Z-——.L, Wi 
2 ЗИН, (Z, M» 存在 , B A= – (2, Му, iE 


(16.1) 00) - 1(1+ Z. R-3. LR, Z] i: Re oG) |. 


证 明 НУ! 16.14, <, M5 fr E, H L_. A. – <, МУ, 
ШТ БАКЕ, 46 了- CV PCIE, И HE, 47, Mo 存 在 ， 
B A= 2 <Z, Mo. 这 时 几 定 理 14.11, 我 们 有 


SalZ) - (1+7. R—. ER, Z))5, 


HOB (15.1){@(16.1), 

Bii Set HERE VE DD Me. 对 这 一 特殊 情形 ,前 面 得 到 的 
一 些 结果 可 以 进一步 精细 化 | 

15.17 38 设 X APEE SEE OX TED KREM), 
X = MCA 为 其 典 则 分 解 ， 则 下 列 二 断言 等 价 ; 

i) ТАКА), 使 得 ER, 有 


85 Арел ата 
| ам, M»,« oc a.8. , 
0 


B А,— f hal M, M», ass. ; 

її) O*( X)dEZS, 

ui) feyE-— E BJ EL PE SE HE A, 使 得 A-— — <Z, МУ. 

证 明 Di. PDA 4 2, – | ам, L= (Z), 
m LC ДЬ, Loi, 1 A= — Z, M», jP. 

L..A-—L .8, My»-- —€L..Z, M» —«L, My, 
i HS 15.14, LEOA), Mg O* CX) 4525, 

і) 11), Hig PER 15.16, 4f dE-- SE UJ H Ja p EZ, 使 得 
A—— (Z, M», HT M WP, [Z, M] 40°, M», <А, М»= 
ES М). CENG Z° AER Z, 可 很 定 Z ЖЖ Bp s, 

ii)-»i). Hi K— W Ж ард, d<Z, Mo«dcM, M». WHE 
理 6.18, ТЕЖЕ — n La E (A), {01% —CZ, M —h.«M, My, ki 
A-—h.C(M, М>. 9, vtcR,, ACE M 9.26 BJ uE BB) 
| взасм, My, Z< +оо a.d. , 

15.18 定理 yt X y- SE SH PE SOEUR X = M + НН 
ИЛ. ПАТЕ п] ЫАЛ), PE УСА, 

j MOM, Myat 3 oO ass. , 


H A= | hdOM, МУ, 
С 
& 2 = —h.M, L-e (2), 则 有 
(48.1) ` OLX) - (NE: N COMO}, 
(18.2) OQ (X) - (NL:N CO* (MY. 


此 外 , 为 要 X US DEL ERSTE, 必须 上 且 有 内 需 О" OX BUE М, 
证 明 РАЕН 15.15, 


374 F AE АПУ 
Q(X)=1£ (Z): REO. 
4 REO(M), WJ <Z, R>y= — h. (M, R>=0, c8 


6 = (i+. RYE, 


4 Nove PS W RON WOM) pt — B 91, NOR 
(18.1). XE L€. Жин (18.1) f (18.2). 

& (18.2), OQ) - 00 M) (1), ВН Ж 3 15.13 
Ay, 为 要 X 有 可 料 表示 性 ,必须 且 只 党 O* (X) - (1). 定理 证 毕 ， 


6 概率 改变 下 可 料 表示 性 的 不 变性 

15.19 引 理 E (0, 79) 39-0908, (0270). 为 一 族 右 
XB EET oh, PAO, .祖上 一 概率 测度 ， 我 们 用 (Ft(P)) 
玫 示 (多 信 的 完备 化 (定义 5.33)， 令 M AFPR, A 
存在 一 右 过 续 ( 多 们 适应 的 局 部 款 M, KMM 36 bc Ni. 

证 明 容易 由 Filimer 引 理 (定理 3. 站 推 得 引 理 的 结论 ( 令 
СОВ Т, | ос ncs. , ЊОМ — Му" 为 一 致 可 积 蒜 ) 

下 一 定理 表明 ， 特 殊 半 欣 的 可 料 表示 性 在 概率 绝对 连续 改变 
下 仍 保持 . 

15.20 定理 ” 设 X 为 一 零 初 值 特殊 半 款 , О 为 一 关于 PP 绝对 
连续 的 入 率 测度 ， 使 得 在 Q F, X 仍 为 特殊 半 鞭 ， 如 果 在 已 下 ， 
X 有 可 和 料 者 示 性 , 则 在 G F, X 也 有 可 料 表 示 性 . 

证 明 BA 定理 可 归结 为 瑟 为 局 部 驶 情形 ， 下 面 我 们 设 瑟 
JARE SONARE 05 |7, 的 右 连 续 修 正 ， 则 由 定理 
12.6 W, <X, L»G-a.s. 存在 (定义 12.5), НА 


i . 
М,= Y,— Ll KX, І», 


u 
ü 


为 С-В, M X= Ms |400, Du X EFRA N 


хі Pd 


ы ТЕ 


$6 m pub Кн ЕЛЕНДЕ STB 
Үй. MEFRES F, М АЁ л. AI, 3N HÀ 
RHEA P RM, h R N M AS-A, НАЕ 15.4, 问题 
Ug XA ubEHJ N —0. 
 BUETEUE N = 0, h5 E 15.10, ЖЫ М, NAA CA DERE 
连续 过 程 . TEASE 12.2,4&84E PEBE T, t — oo Ga, s., (t 
得 对 每 个 %， (АМТ, CN Af E) y РА А, ЗЕН. ЕХ, Li" 
Зла $ 
B= in| t: L. <|, 


则 Rat оо Qas, НЛЕ 10, В] 上 ,有 Га (о). eA 


PaA Ra 代替 TV, RT URE TuS, ЕЛЕ Вр n, 
у= (NIN™, A-[ un KX, г, | 二 -GZ 1255, 
ШЕР РАНА y 19 
YM"—Y X^—YA-YXT-—Y..A— A .Y — [F, А] 
MY ХТ У.А У, Хт) У.А | 
(GEE “~” RAM E 15.14 的 证 明 ， 由 于 Y 了 NU" 为 P- 一 至 
"BR, k СУ, X7"1—7 ..4 58 P- ФАЙЛА, М QU, X7» 存在 ， 
且 有 | 
Там, — _ F u^ n Fy Ta 
oq, X'5=Y_.a= (F) . «x, L-(X, (r) .Er 
B Y =F", 故 <Р, 天 = <, X», ТЕР Т, 
У 7. 
(5 r-(g) 27) 0. 
w| x, Y -(1) р nRa urr-(L).n- xs 
HE Р- йр, НЖР F X 有 汀 料 表 示人 性 ， 故 由 定理 15.4, 
Y Ty ` 1 TA 
r—(L).r«-o,mr-Y..(7—.L"), skis Bi VU 0E A 27 78 
ER — И, Y—O, HT £ Q F, БЛ Е, WEGE, 


376 Ж bg WEEER AT 


№ ~ Jn —0. XE T,T-rooG-as., ЖЖОТ, N= 0 UH 
证 些 . 


$'7 o- 域 族 的 停止 与 著 表 示 定 理 的 局 部 化 
本 节 研 究 与 с Сат) вет, 有 关 的 一 些 问 题 , 这 里 四 为 一 
Bun 虽然 这 一 研究 主要 是 为 下 一 节 作 淮 备 欧 , IB H T rB pk 
都 是 很 基本 的 , 可 能 在 别处 有 用 , 所 以 我 们 将 它 独立 成 一 节 ， 
在 下 面 几 个 定理 中 , Т р С ВИ, Z= Z GCR). 8 
ARP) i Ro t ARE. 
15.21 定理 1) Ú M ACARAR, W Мт), 
车 进一步， M X. (EY HEBR, MT Z: 3 (УЗЕ YE Hs 
2) МЭС) ВВ, 则 MT — M, H M D C.) REB, 
3) ж ALS CZ.) Юа, HOS — (Фу 可 料 过 程 ， 使 得 
NH? LM, MT] ARRIA, M H MT Ej HE М" 26 0690, 25 
M жр уле IEEE, H гы (Z) 可 选 过 程 , 则 相应 结论 也 成 立 ， 
证 明 1) 无 六 假定 Mo-0, ALFDE 7, 个 十 coo， 使 得 每 
个 Mh зз (0) RAR, 于 是 MTT y (S) Su mU. 4 
F a= Рт, 则 由 定理 4. 52, Fa 3 C50 Eb], A V, 十 cc， й 
qOY.AT-T.ANT, ОМТ)" PR (F) Та, 于 是 MT 3 (Z; 
局 部 款 ， 另 -- 结 论 显然 
2) 元 妨 假 定 Mo-0, (Apin T. T оо, Bribdg4- MT 
50007) RARER HUP @ = Que EM 4.52), Mt 
Mie, EM, Д ЕСМ: Serr] = Мт, алт. 
A ncc, 1 М = М", Ш, BEP. Mr, @„— Sy 可 测 ， 故 由 
= 58.23 有 
ELM pF al BIBOM 1.8) 21 = ЕМ |. tar] 
EM 9; = Mea, 
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这 表明 МТ» JC -- тр Я А, M.W M 3 C7 ou Wm, 

8) W N JE (ZO €, IH 2), МОҢА СУ.) 0, wA 
UN, Л.М") - Н. 0, MT], Xi D, HM" NCZ) SR, й 
x9. 10, H. M= H, ;M. 

15.22 定理 1) HA Aj CO y BR Sasi, WA 为 
(Foa п] TRAE 2: hy fs 

2) ik Au CL АРЕ RTA, UJ А" у C90 可 和 料 有 限 
Зу Эшле; 

3) ЖХ НИОР, Х-- M + A Н ЛЕДЕ, XT 
НС, Н OX T — MT Ar С.) ЯЕ. 

证 明 1) WERGE E ЖИ] 1) 类 似 ， 

2) Bi 4.52 排 得 . 

3) RE 2) 及 上 一 定理 的 向 单 推论 . 

Т EA REB hs И, 

15.28 жш ША JJ — C UFERRSE ФА. 

1) WR X Xp 027.) 有 可 料 党 示人 性 ， 央 对 任何 售 时 7, 
CF .aor)uso 特殊 半熟 OX ЕР (2 ntie 有 可 料 表示 性 ; 

2) WETA жсри Ж ДЕК PE, ШЕН А ТЕ GA D РЕ 
p T, +оо, fi t ht X7" ETF rda 有 可 料 表示 性 ， 

证 明 本 定理 结论 容易 由 定理 4,52.4) 及 本 节 上 上 述 几 个 定理 
推 得 ， 干 面 我 们 给 出 另 一 种 证 明 、 

1) ij #= Z, GER). BpES 16.22.3), ЖН X 为 
— CZ 0B. 全 N ИН ( Z) IDE BET) N X" IUS 
REL HuEBISOL 2, пухту) ВВ. B 
М-М ЛСА -KO RGF o АВЕ, Min N X A CF a) kj) gin, 
W BE, X RF GZ ңир л, АКЕН E 10.4, 我 们 有 
N-0, 根据 同 - EM, XA 尖 于 有 可 料 表 示 性 . 

2) 必要 性 由 1) 推 得 , EERTE AHE, DREY Эу 


378 CTA WESS 
《办 站 局 部 款 . 令 N — ЖИЕ CORB, 使 得 N X (7 0) Б 
pk, 则 对 每 个 加 N О NOX B GC un) ARM, 依 假 定 ， 
A ET CF ar) HEERE, WHER 15.4, N™=0, TE 
N-—0, WER— ZM, X ETF) n BER TE, 

注 ”利用 定理 165.1, их] {И Bs Е R y pk k: BR) 
BJ HT те ТЕ ЖУ RH БУК БЕ. 


S8 жт л ЕВ T SE FE 

EET, FO, FOYA AWE, С en a cx 
EAF oi. BFA, 7) Е-Е, 我们 用 多 "表示 
多 "关于 下 的 完备 化 ,并 令 Z f = c UA), Hp 

Л (AC FP PCA = 0}, 

则 (多 六 满足 通常 条 侍 ， 

15.24 5118 p (G, 9, PA -EAEE (970), са, 为 一 
族 满 足 通常 条 件 的 于 e- 域 ， 设 .多 为 一 关于 下 完备 的 c- 域 ， 县 
X ODE 5 Fisoo (AUA), it = {AEF PA 一 0}. 

1) ЖМ A(R OIA C9 Б ЮМ), H 为 一 
(C9) T EREE OA IU ZR 9 FOR ERIR), 使 得 过 程 v Н ГМ, Mj 
A CS) f RR RJ #1, MA H M= H.M. 

2) WEM A—(09) 8, MA SEM XCP CZ o u лу 
FE, 2 E. 8M. XF (ун W| EOS TE: 

8) É X 0—07 ЖР HAFO, WJ X (S) 
ЕВЕ. 

证 明 1) & N A—-AR CG oW, НУ 15.19, 存在 一 有 办 
(9035 N, Ed N 5g N ERS TERNA 

UN, Н.М] = | N, H.Mj-H. IN, M] —H.TIN, M], 


由 于 HM Jy CF RERUMS, Boi 38 9.10, H M — B M, 


$8 关于 可 料 表 示 性 的 一 个 定理 378 


2) 容易 由 D 及 引 理 15.19 BE 8. 
D Hb, X JU) E E OEIL 12.16), $ 


d =. 


由 于 X С) ЕЙ, WD 300.9.) АРАГ GEN 8.53), 
BB CX 15 A C0 yw af АСЫ (CAO a — (C) f BJ a.s. 相 
等 ), 从 而 X A КЕРЕР. 

下 一 定理 推广 了 定理 15.20. 

15.25 定理 (OQ, 3 9) 5р — пр] 25 [8], (多 纺 为 一 族 右 连续 
上 升 子 eR, X 为 一 (多 四 适 应 右 连 续 过 程 , Н Хо=0, i Po P 
KRO, . 字 ?) 上 的 两 个 概率 测度 ， 如 时 下列 条 件 满足 ; 

i) EP Ж е F, Х Л] XT СУУ МАУ D epo ph, 

i) АЕС г) ШТА] нос аз, {АИ a, HT 
FL 有 已 所 Fo 

ii) ЖЕР» Т, X XT GV PUB W bL S FE, 

ШЕРТ, X RTO ТРЫВАЕ. 

证 明 HEEE о, 4 Ф?=.# 6n, DOF W X = 
N--B, Х=М- A HIA X 4E Po ЖР К BE AA, ЖШ ЕҢ REX 
15.22, 8), Æ Po KP F, XT" ZI Ре) РКЕ BR Л У.т.) 
EER, Н "= МТВ", A= М" АТ” АНУ R H| y 
解 ， 由 引 惠 15.24， XE P, R P F, ХС ГОВИОР 
(РУШ ЕШ. $ ХТ N) Bu: XT. = MM AM 2 gi SER 
XEF АГ Кж (СФ) (Р) Bm JA Bp T BA 
(ЖЕН N A CHF Ete) u bh ph, ЕҢ ЖОШ ЕНУ PEE — PEL, 
NT 与 NOPARI. BE, М7" 与 МӘРЕ BI. 

依 假定 , N 关于 { 多 8 有 可 料 表 未 性 , 从 而 由 定理 15.28, 1), 
NT» 关于 (用 Pro A TRER, T RENT SSO (Z Tip) 也 有 可 料 
表示 性 ， 再 出 引 理 15.24, 2), NC RTPI PORTAERA, H 


зво AIE ТЯ РЕ F: 


此 , HEH 15.20, М XT (UTD НГЕ. TF JE, 又 一 次 由 
引 理 15.24.2), MP XS CV Р) A ор л FE, BH МКР 
CER.) 有 可 和 料 表 未 性 ЛШ T, 十 oo Г-а.в., Н АЕ BH 
15.28.22, M X-Y C9 D) RETE KEL ХЭС T) 
л АТ ELE SEE, jE HEIHE. 

15.2 dt Q X n, ERHI ЖЕ o у=. 5 
Xaa, 80-0 XSD, FI= SER t= (Xs: 
sER O. WWP, (02, €") bm) Wiener WEWE (BD X Æ Po F 
为 Brown 运动 )， 这 时 定理 的 结论 章 已 由 Meyer 在 [ 门 中 指出 《但 
那里 的 T. 4 十 ee 名 -as В Tat oo Fas). SAR, 在 这 种 


情形 下 , 我 们 将 在 下 一 节 中 证 明 : 定理 中 前 条 人 性 i) 实际 上 每 价 于 


Ж ЕИ: VEn, ET F i; H Ko. 


£9 应 用 于 Brown у uit m 

首先 我 们 证 明 两 个 节理 ， 

15.27 5189 11 X 为 一 零 初 值 连续 CD Ыр, Ә 为 一 关 
РРА ЯШЕ OX МА X XE G rq su HI 
AME. MREP F, X 有 可 料 表 示 性 , 则 存在 唯一 的 零 初 值 GR 
SER Z, (E A= —4Z, МУЫ), Ш, Z AERIS. 

HE) Q (шы) Xie e[ AS - Lo | eet E, REE н 
aAA up gb X 的 随机 积分 , н WERN, Ф 

T — initium 0}, 
T. inf l Fus 14 Am, 
Wj]T,TtTP-as, 且 对 一 切 n, Æ Lu | p 0) EA Т„< Т Paa, 6 


L, = S Irun, — 21 Ic 


jj L K LX RAER СУ), HA 


L Ym rv | 
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(uL) = uo, (WLX) = uo X7, 
它们 都 是 PEE dT 7. t-ooQ-as, ИҢЕ] 12.241, 
L J LX ҖЫ С-ы ЛА ШЖ, SE, LARE, L= 1, W 
L€01(X). Ф Z,- |. 3- 4Lu, ADAPTE CARM, 
H A= —<Z, M> (GD GEM 15.16). E Z ЮНЕ. #78 
— M8 Ө, Shi A- — (Z, M»(GD, WJ (4) €O, CX). 
由 定理 15.20, EO F 下 有 可 料 表示 性 , 故 由 定理 15.15, 我 们 有 
(20) (万 ,于 是 有 名 = 到 (定理 14.15)， 唯 一 性 得 证 ， 
Ж йж лол, 则 只 能 证 明 三 为 С- 1:4, 定 
理 的 证 明 表 明 ， сн {ЕТ ДЖ, NU m 为 Q-Jadpili. 
15.28 318. ”给 定 (Q, 779, C£ D, Po Р) ( 见 定理 15.25), 
设 X 为 一 连续 (多 及 适应 过 程 旦 三 o= 0， 假 定 下列 条 件 满足 ， 
i) 在 Po F, X 为 局 部 款 ， 且 有 可 料 表 示 性 .在 巴 下 , XX 
— 3E Bk. 
ii) 存在 (多 分 停 时 T, оо, P-as., WARTEN Z), 
有 Pe. 
= S Хе МНА ОКЕ X ЛЕР FERUS, 则 有 如 下 
gib. 
1) 存在 唯一 的 零 初 值 连续 P-R bk Z, SE B 
A= —Z, My(P) 
2) {ЕЛЕС D T ERER (М), ИҢ МЄН, 有 


| RICM, My, (P) < + co Р-а.з., 
B. A= (dI, A4), Pug. 
Q 


证 明 1) ЧАА ЕА, 采用 定理 15. 站 的 证 明 中 的 记号 ， 
自 引 理 15.27, PEER HHE EBE (Z P) Jay 3b wh 299. 5 
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AUC 00 МУ (Рә. РАЊЕН 15.19 ЕҢ, ZH mn — m 


W (Z T RR, UU A Zh, MO), 特别 ,我 
EAD A 


£= У EI oran Tur (T's ni Ü) . 


则 Z УНЕ BJ СР DARA, 使 得 A= — (Z, МУ(Р). 

2) H 1) KEH 15.17, WED HERH (7 P) KT ЖЫЯ Ж 
(ha ff. FHER 5.35. 3), HE (AO) 可 进一步 选取 为 (史明 
可 35. 

HERDE EXR ZEE REBH Brown 运动 ， 为 此 , 先 交 代 一 些 
记号 . 
WE, F, С), P3ERCE OIM Id RP, WOX, 
EPE ESE EER OX, X5 =t. 5 X,=W,- A, 1 ЖШ 
分 解 (人 关于 (多 站)， 则 由 Brown 36 shy ЙА Ж] GEH 10.9), (WO 
М (Fa Brown 运动 我 们 令 3€?—o0(X, sq), 00-09, 
(CR, F= v % MX NOS BR 5 X,=W,+3, 为 
X (PBU f ly z, M W DR (T) Brown 运动. 

ШЕК, F 3ÉE (E EE PE PB Же nq 2£# K, 4 а, (е) =e(tD, 
e= (se 80), e= V @i= (z, SER). RA Po ER 
(E, @) Eft] Wiener 测度 (即使 得 (oo 在 Fo 下 为 Brown 运动 )， 
则 对 一 切 tC R., 有 €T - XC (1/0. RMB, 279) LEE 
概率 测度 Po WIE Bo F. X9 Brown 运动 . 则 对 一 切 B€ Z, 
有 

Р. 7 CB)) = PaB), 
我 们 将 研究 如 下 几 个 断言 的 关系 . 
І. FE O ERIE (5), tE YER, 5 


і 
| hads + oo P—a.s., 
Ü 


89 WAT Browa AAA asa 
+ 
B. А, = [љав P- as 
2. уєп.,, Т GP? 有 [^ г, 
3. ECF И ЖЕРЕ OO, 使 得 МЄН, 有 
| h2ds< + оо Р- a.s., 
Q 


— ff; 
H A, |. дз P- 8.8. 


4. W ст (жнр ЖОЕ; 

5. FEDE Т] 十 ee P- a.8.， 使 得 限于 每 个 ЖУ, A 
P «lo, 

15.29 定理 ”我们 有 

(D — @ @ @ = @) 
(б) 

证 明  (D—Q. REDE, ЕО), RAER 限于 每 个 200, 
4 P«Pe 我 们 用 反 证 法 证 明 这 一 事实 ， 假定 存在 一 4ERR,, 及 
— CC, #18 РС) =0, НРО) 0, 对 每 个 自然 数 N, 4 


Cy = | : IN (o) ds < Nl. 
由于 上 at Qo)dec Too Pans, ВОЯ N EEK, TE PONO) 
>0, HEN, 

T int а: | Мак» Aa, 

Ë= hy, n, 
出 有 F ids =| As 故 出 定理 14.27, (А.И) 为 一 至 


npgs, n 
d — Ah W). 0 h W OF ass. 


令 4Р-&(- h Wed, WJ P 为 一 与 户 等 价 的 概率 测度 , 并且 由 


заа TAR MILERS ER 
Girsanov 定理 及 Brown ЈАТ, 
Ñ = |, hds+ W. 
在 外 下 为 Brown xix] TERME 
P EB) ~ 2,08), BES, 

S BEL, 918 0— X 1(B), 则 有 

PCC (By = @, (B) =P (O) =0, 
但 是 ,在 C E, X 5 X Sui 3k, 故我 们 有 

(Ву по; X (В) ПО = ОПО», 

于 是 我 们 有 

отпеу Ë (X 0B) nog) --0, 
由 于 焉 与 名 等 价 ， 故 有 民 (Cnowm =0。 这 与 假定 PICnCxr 20 
dB. gu. 

Q«89. Q—Gmhsa 15.28 #15, ==) 
THE. 

>D, HEM 15.25, sf pg. ХН DSG, Нн 
(8. | 

(e. шаі 15.28, BHAS. [BRIT eG, BK 
ЖӘ). NN EeSOBmUE T n) 

EEH, 

注 (=) # 4 BJ Fujisaki-Kallianpur-Runita 定理 ， 
Meyer Æ [7] pA xx aE (A НҢ Kadota, 
Shepp Æ DU p ЖЩ, 这 里 我 们 给 出 的 证 明 来 自 下 aila 雪 ,ZaFai [1] 
СЕВА 3E 18). SSG 属于 Kalath[ij, DSD A SUN. 
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第 一 ж 

61. ЖЕ 8 Dellaeherie-Meyer [17], 

82-83. PE 1.5 M 1.6 RÄ Deliaeherte-Meyer П, EB 
255 Blumenthal-Getoor[1]. 

84. xe Dellacherie- Mever[1]. 

8 5， 关 于 条 件 期 望 的 推广 ， 最 里 见于 Meyer F7-， 有 关 它 的 性 质 在 
Dellaeherie-Meyer [127 E ERES [1] RAR npe. 

86. Ж ЕВ УЕ 2-3 22 Pant, 例如 匈 Neven [1], 

Š 7-89. ЖА: E Dellacherie-Meyer [1]. 

&10. EREJE 1.23 vM, Ha E Dellachenie-Meyer [2], 

& 1l. Ж 1.45 &-T- Kunita-Watanabe [1], 

$12. x XE 1.47 可 能 是 经 典 的 ， 


第 二 9 


А рур ру, ЧНУ Ы Doob [1], Meyer F1], [2], Deilacherie 
Meyer [2] Æ Neyeu [2], 


第 = ж 
AA px: Meyer (11 K Dellacherie-Meyor [2], 


第 四 s 


81—84. ЖЕН Dellacherie-Meyer [1] 及 Dellacherie [2], Ё 5 
КЕ (ДД 4.5.61, 定理 4.10.20 J£ 27 P 4.51.5)) 9700. 
85-87. ЮАШ е, ARH T Dellacherie-Meyer[i] E Dellacherie; 
[B de ac Bo RI BERE XT X ЕНИ. Т XEXB 4.41 СЕ Dellacherte- Meyer 
L2 ]rB Я УЬ, a np Sgt RS PX. 
1) Жаа, —-{ КЕГЕ ЕР Ж ЕРНЕК ВА, 而 趟 必 昨 主要 结果 | 注 最 
E Ha kh (TERJE ER RFT), 


зав it TE 


$8. d FE 4.50 st 6 Dellaeherie-Meyer [2], Em 4.51 Ж, 
$9. Pq4ITEBIP [3]. 


第 五 = 


本 章 基 本 取材 于 Dellackerie [1] M Dellaeherie-Meyer [1], [2]. Р 
5.45, 5.46 £ 5.47 вур Dellacherie-Meyer [3] 稍 有 推广 ， 这 一 推广 
В, ТЕЕ ЕЕ 5.48 AIER P mR. pR 5.48.15Ж-1- Меусг[ УІ, 
Т16), 358 5.48.2) 8 Meyer [1] 由 关于 增 过 程 的 一 个 结果 (VU. 9) 的 推 
Г, 


第 六 Ж 

$1. 6.1, 6.2 М 6.4 Je sca zk ҢЫ I, Dellacherie [1] 88 EL SA HET, 
"APRIRE QR [2]. Dellacherie-Meyor [2] ya 9 pan zar. 

$2. т 6.12 充分 性 部 分 见于 Dellaeherie-Meyer [2, VI. 60]. E 
£u RIO јун, 

03-84. ESHE [2] 及 Dellacherio-Meyer[2], 结果 或 者 是 经 
BH Ну, 或 者 是 经 典 结 困 的 自然 推广, 

65-57. Ба 2526 Ixllaeherie-Mever [2], Meyer [10] Z Dellachorie 
1]. 


第 + ж 
本 章 基 本 取材 于 Meyer [10], ЖЕН 7.19 属于 Yeeurp [13, 


第 A ж 


$1—82. EAF Меуег[10] EE 3.6 A 8.16 B Chou [2], € 
M 8.7 ЕВ Lenglart [2], Ж ER 8.17 3€ El Y eurp [1]. 

883. ÆA 8.20 由 Doléans-Dade [5] 及 作者 独立 得 到 (Mever 在 F11, 
ТИЕТ XD. 定理 8.27 首次 由 说 murp [1] 给 出 证 明 ， 定理 8.28 属于 
Yourp [1], 

š 4， 基 本 联 夺 于 Meyer [15]. 定理 8.34 是 新 的 . 

$5. XEPRS.42 Б T Longlart [2], 定理 8.43 及 8. 乱 是 第 十 -- 音 定理 
11.49 & 11.50 的 特例 ， 它 们 基本 来 自 Lenglart [2], Җ 8.44 JR F Meyer 
[101], 

& 6—8 7. 基本 来 日 Meyor [10 . [11]. 
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$5. Tee akak Il Н Fisk [1], Æ% 8.58 属于 Као [2], 这 里 的 证 
ВЖ ы Strieker[ 2], wH 8.61 Fa T: Stricker Гар, 

89. S| TE 8.62 Ab ETH 证 型 3.63 8 F Streker [2]. 3E ER] 3.65 
BO ixazamaki[] , АШК Гар ТЕ ВА 5 Н 定理 8.67 XX B Siricker 
[2]. 

&10. EIF 8.08 E S.70 M^ Meyer [10], 

$11. A 8.T2 цч Meyer |10], 


第 onm 


81-82. ЈАР ЗЕ [2]. EHARA Меуег [19], 

ЕЗ. H 9.15 H 9.16 Adi 3587, Ж BE 9.17] J Fratelli 及 Үшпгр (ЇЙ 
Meyer 1011 Yor[2]). Ж 9.18 poA [ЖЕНЕН  ZEBES.19 K 9.20 hi 

F Xourp [11. 

| 84. KA Meyer [10], 

$5. xEEEO.26 是 经 与 的 .定理 由 ДУ RERÉUER-Ycurp [1], 

86-87. 定理 9.35 属于 Leaglart [3]， 其 余 结 果 基 本 上 都 属于 Jacod 
[5] CS M, Chou, Meyer, Strieker [135 ,但 这 里 给 出 的 证 朋 来 委 Chou. Meyer, 
Strieker [1] ЖР" ПУР 6], 


第 T+ OX 


$182. EH 10.1 8B 10. ЗЭ {КЕНДИН Mever [10], 在 细节 
ES Meyer ТОТ ЕТЕ ЕЦ, 33[ 理 10.3 是 经 典 的 . 

63. E 10.7 是 Meyer [10] 的 一 个 定理 的 推广 ， 其 证 了 明 完 全 仿照 
Lenglart [3], 

£4. Kunita-Watanabe[1]4g FA Tto 公式 证 明 Lévy 定理 [定理 10.97， 
SE ER 10.10 FR F Knight [1], 

$5. EM 10.12 属于 Kunita-Waignabe, 定理 10.13 EET Meyer [5], 
但 Meyer 495740 Y AFAQ) +1 的 证 明 ， 


第 十 — * 
81-88. 基本 参考 Meyer [10], E 11.16 RAH. E FE 11.24 Ri 
于 Meyer [10], 它 推广 了 经 典 的 Davis 不 等 式 . | 
89. Ра 11.46 rH Chou [2] 5 Lépingie [L] мл € 5f. 
$10. 定理 11,51 M 11.52 是 新 屁 ， 其 余 结果 是 Lenglart [3] 的 结果 的 
TJ IP. 


第 十 二 章 

$1-84. A 12.3 RE F Jacod-Mámin [1], ix BP TL BH B Lenglart 
ГЇЛ. 433 12.4 12.6 Æ H Lenglart [1], ЕЕ 12.9 来 自 Lenglart [4]. 
定理 12.7 及 12.8 ЖО, "Ef Dhu Lenglart 独立 得 到 ， 定 理 12.9 属 十 
Jaeod [5], ë R 8 DEBE ЖЕ rm sz [6 J. 

$5. Æ 12.10 М 12.11 3 T Meyer [10], 这 里 的 简单 证 明 来 自 
Lenglazt [43*, 

$6. z| 12.15 gj F Striker [2]. 2! 3812.14 М 3E 9812.15 3E Ñ 
Deilaeherie[6]. ;z 2812.16 5: Birieker [2], $M 12.17 属于 Jacod [5], 
xx EAER R Fi 77 ДИЗЕ [8]. 

&7. 12.18 ЕҢ Meyer[ 12]. ж 8 12.20 E 12. 21 Ж Lenglarif s], 

88. 定理 18.34 E PT Dellaeherie-Mokobodaki (w, Meyer [14] & Jacod 
(57), EE 12.22 是 Dellacherie- Mokobodzki АУЕ, ERKI JH 
= LU. 


第 十 = = 


空间 s> ЕКА: lg] or? di Emery 在 [1] 中 引进 ， 引 理 19.3~13.6， 
2|5: 18.17 及 13.19 都 属于 Emery 11. 此 余 铺 果 来 自 严 加 安 [5], 这 些 结 
Ж}. шегу [1] 中 主要 结果 的 推广 


ж + 四 * 


81. 8024.1 RT Doléans-Dade [和 扫 ， 定 理 14.4 是 新 的 ， 定理 14.5 
属于 Yor [2], FPE 14.6 X 14.7 Hi F Yonrp [1], 

82. 所 有 结果 属于 Yourp Yor [1], 

83. SER 14.13 E F bépingle-Mémin [1], 3E 2814.14 JR T Mémin 
[1]. 5309 74.15 Ж 14.16 50), ЖЕП 14.17 属于 Yourp-Yor [1], 

s 4, в|жШ14.20 67 Mémin [1]， 定 理 14.23 属于 Jacod [4], RE 
给 出 的 简单 证 明 是 受 Mémin [1] 的 启发 得 到 的 . 

& 5. 5:38 14.35 属于 Kazamaki [D], 5]38 14.25 M 5| 3814.26 T T 
Lépingle-Mémin [2], HR. Lépngle-Mémin [2 |-B25 RB] XE, Е 
TAIZ [8], 


第 十 和 斑 章 
871. ІУ 1 E EI PZ 35 Уивер [1]. 


E # 389 


£2. 3115.3 RER 15.4 RF Yur [L] (参见 Jaeod-Yor [1]), 258 
15.6 lg F Yor [1]. 

$3. ELIS. Af agg, xx BA EH B3 Липцер-Шїряев [1], xz EE 
15.8 {Н ДЕЕ Pur], ic HL IRB Ж Р Д Y ueurp [1]. 

#4. S[gg15.10 Жр Meyer [9], qE 15.11 FELAH]. 

(5-89. PREM 15.20 m F Yonury-Yor 外 , АКИЯ ЖАЛИ]. 
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